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мых и окружностей, о которой рассказывается а эвметке В. Н. Бе- 
резина «Окружность Микеля» (см. стр. 13). 
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колай Коперник. 

В Фегвральском номере нашёго журнала мы поместим материа- 
лы. посвященные 500-летию со дня рождения великого польского 
ученого. 
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Золотая теорема 


С. Г. Гиндикин 


«Свойства чисел, известные сегодня, по большей часты 
были открыты путем наблюдения и открыты задолго до 
того, как их истинность была подтверждена строгими до- 
казательствами. Имеется даже много свойств чисел, с ко- 
торыми мы хорошо знакомы, но которые мы все еще не 
в состоянии доказать». 


Мы совершим экскурс к истокам сов- 
ременной теории чисел — отрасли 
математики, изучающей натуральные 
числа. В то время математики под- 
мечали удивительно простые и кра- 
сивые закономерности в мире нату- 
ральных чисел. Но’ часто интригую- 
щая простота формулировок обора- 
чивалась неприступностью решения. 
Лобовые атаки не давали успеха, 
приходилось придумывать обходные 
пути, создавать совершенно новый 
аппарат. 

Мы расскажем здесь об одной та- 
кой задаче®, формулировка которой 
понятна школьнику, знающему, что 
такое простое число. Но решить эту 
задачу далеко не просто, и первый 
шаг на пути ее решення совсем не сра- 
зу удалось сделать великому Эйлеру. 
Гнпотезу, сформулированную Эйле- 
ром (но не доказанную им), пы- 
тались доказать Лангранж и Ле- 
жандр; удалось это сделать девятнад- 
цатилетнему Гауссу. Это была его 
вторая работа **. 

Гаусс назвал доказанную им теоре- 
му «золотой теоремой». В ней идет 
речь о том, какими могут быть ос- 





*) О других задачах теорни чисел можно 
прочитать в журнале «Квант»: Башма- 
ков М. И. Нравится лы вам возиться с 
целыми числами?, 3, 15, 1971; Башма- 
ков М.И. О постулате Бертрана, 5, 4, 
1971; Депман И. Я. Совершенные числа, 
8, 1, 1971; Гииднкин С. Г. Дебют Гаус- 
са, 112, 1972; Гиндикин С. Г. Малая 
теорема Ферма, 10, 2, 1972. 

**) О первой рассказывалось в статье 
«Дебют Гаусса» («Квант» № +, 1972 г.). 
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Л. Эйлер 


татки от деления квадратов целых 
чисел на простые числа. Мы не будем 
сейчас приводить полной формулн- 
ровки утверждения, доказанного Га- 
уссом, отложив это до стр. 5. Сейчас 
же мы поясним постановку зада- 
чи, введем некоторые термины и 
подробно рассмотрим частный случай 
«золотой теоремы», доказанный Эй- 
лером. 

Хорошо известны различные усло- 
вня, необходимые для того, чтобы це- 
лое число было квадратом. Например, 
такое число может оканчиваться толь- 
ко на 0, 1, 4, 5, 6 или 9. Другое 
часто используемое свойство состоит 
в том, что квадрат целого числа или 
делится на 3 или при делении на 3 
дает остаток 1 (докажите). Первое 
свойство можно сформулировать в тех 
же терминах, что н второе, заметив, 
что последняя цифра — это остаток 
от деления на 10. 

Всюду ниже мы будем предпола- 
гать, что р — простое число, причем 
р=Е2. Делить целые числа можно 
«с недостатком» или «с избытком». 
Иными словами, остатки можно счи- 
тать положительными или отрица- 
тельнымн. Условимся выбирать оста- 
ток наименышим по абсолютной ве- 
личине. 

Нетрудно доказать, что если р 
нечетно, то всякое целое число п 
единственным образом представляется 


в виде 
—1 
п= ра, ИЗ”, (1) 


где д н г— целые. 
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Таблица 1 


др 





Вычеты (остаткн) по модулю р 


—_—_ дла А ААА„„„—„—’А—А—А—_————А/—/—/—„— 


р—1! 
с | 
3 \ 
5 2 
7 3 
1 5 —5 —4 
13 6 —6 —5 —4 
17 8 —8 —7 —6 —5—4 


—3 
—3 
—3 
—3 


—о 1 
—2 —1 012 
— — 0123 
—2 — 012345 
—2 — 0123456 
—2 1012345678 





Будем называть 7 остатком от деле- 
ния п на р, или вычетом числа п 
по модулю р. Это обозначается 
так: п = г (то4 р) *. 

Выпишем в таблице 1 вычеты для 
нескольких первых простых чисел 
р>>2. Нас интересует, какие вычеты 
(остатки) могут иметь квадраты 
целых чисел. Эти остатки мы будем 
называть квадратичными 
вычетами, а — остальные — 
квадратнчными невыче- 
тами. 

Числа л2 и 72, гдег — сстаток числа 
п по модулю р, имеют один и тот же 
остаток при делении на р**®. По- 
этому, если мы хотим найтн квадра- 
тичные вычеты, то достаточно возво- 





*) То, что мы называем вычетом (остат- 
ком), обычно называют абсолютно 
наименьшим вычетом (остатком). 
Мы сократнли название, так как других вы- 
четов нам не встретится. Обозначение п= 
= (то@ р) также используется обычно в б0- 
лее общей ситуации: оно означает, что л—г 
делится на р. См. также статью «Малая тео- 
рема Ферма» («Квант» № 10, 1972 г.); в 
дальнейшем, ссылаясь на эту статью, мы бу- 
дем писать кратко: «МТФ». 

**) Подробнее 0б арифметике остатков 
см. в МТФ. 








- 


дить в квадрат лишь вычеты, то 


—1 
есть целые числа г, |/| < А, № = з 
При этом, разумеется, достаточно 


рассматривать г 0. 

Проведем вычисления для простых 
чисел из предыдущей таблицы. Соста- 
вим новую таблицу, в которой крас- 
ные числа отвечают квадратичным 
вычетам (таблица 2). Попытаемся 
подметить некоторые закономерности 
и оценить степень их общности. Во- 
первых, в каждой строке есть в точ- 
ности &-- 1 красное число. Пока- 
жем, что так обстоит дело для всех 
простых р>2. Из сказанного выше 
следует, что для каждого нечетного р 
(даже не простого) квадратичных вы- 
четв не больше А-+!1. Мы 
покажем, что их точно Ё#-1, 
если убедимся, что все числа г? (0 = 
<=) дают при деленин на р раз- 
личные остатки. Если г.> г» И 7, г? 
дают одинаковые остатки, то г? — г? 


делится на р. Поскольку р — про- 
стое число, то г, |Рг, или Г. —г. 
должно делиться на р, чего не может 
быть, так как О< г.г, < 2<р. 
Здесь мы впервые воспользовались 
простотой р (покажите, что для со- 


Таблица 2 


Квадратичные вычёты н невычеты по модулю р 





3 1 
5 2 
7 3 
| 5 —5 —4 
13 6 —6 —5 —4 
17 8 —5 -+1 


8 —7 —6 


—3 


— 01 
—2 -—1 012 
— ото зЗ 
—9 Обо з3+45 
—9 10123456 
2012345678 
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ставных р наше утверждение не вер- 
но). 

Далее, очевидно. что 0 и ] являют- 
ся красными во всех строчках. Что 
касается остальных столбцов, то сра- 
зу не видна закономерность, согласно 
которой в них появляются красные 


числа. Начнем са = —1. Оно явля- 
ется красным при р — 5, 13, 17,... 
н черным прн р == 3, 7, 11,... Вы, 


может быть, заметили, что простые 
числа первой группы при деленнн на 
4 дают остаток 1, а второй — оста- 
ток — 1 (заметьте, что простые числа 
рэ 2 других остатков вообще давать 
не могут). Итак, можно предполо- 
жить, что —1 является квадратичным 
вычетом для простых чисел вида р = 
= 41 + 1 и квадратичным невычетом 
для р = 4{ —1. Эту закономерность 
первым заметил Ферма (1601— 
1665), однако оставил ее без доказа- 
тельства. Попытайтесь найти дока- 
зательство самостоятельно! Вы убе- 
дитесь, что главная трудность в том, 
что не видно, как воспользоваться 
простотой р, а без этого предположе- 
ния утверждение’ становится невер- 
НЫМ. 

Первое доказательство после не- 
скольких неудачных попыток нашел 
в 1847 году Эйлер (1707—1783). 
В 1855 году Эйлер нашел другое, 
очень изящное доказательство, ис- 
пользующе малую теорему 
Ферма: Если р — простое число, 
то для всякого целого а, 0< а < р: 


аР—1==1 (под р). (2) 


Известно много различных доказательств 
этой теоремы. Одно из ннх приведено в МТФ. 
Здесь мы приводим другое доказательство, 
близкое по идее к другим рассмотрениям 
этой статьи. 

Доказательство. При р=2 
утверждение очевндно, и можно считать р 
нечетным. Рассмотрим р чнсел 0, а, + 





=2а, +30, ..., РИ ‚Все эти 


числа при делении на р дают разные остатки, 
так как в противном случае га—гаа, г1> г», 
М1 А, [из] = А, делится на р, но а не делится 
на р нг‚—г» не делится на р, так как 0 
«г,— гз« р. Перемножим те из рассматри- 
ваемых чисел, которые отличны от нуля; 
получим (—1)* (#)20Р-1. Поскольку среди 
остатков сомножителей содержатся все не- 
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нулевые вычеты и учитывая правило вычнс- 
ления остатка произведения, получаем, что 
произведение нмеет тот же вычет, что н 
(— 11 (#*)?, то есть (#1)? (22-1 — 1} делится 
ка р’ Так как # не делится на р (0<А«р), 
то на р делится а? —1, и доказательство 
окончено- 


Следствие (критерий Эйле- 
ра квадратичности вычета). Вычет 
Ь-20 является квадратичным тогда 
и только тогда, когда 


6" = (то@р), #=2—". (3) 


Доказательство. Необхо- 
димость условия (3) устанавливается 
легко. Если а? == 8 (тоб р), 9О<а< 
< р, то а** = аР-* и 6* должны иметь 
одинаковые вычеты, равные, в силу 
(2), 1. Достаточность показывается 
сложнее. Мы выведем ее из следующей 
леммы, доказанной в МТФ. 

Лемма 1. Если Р (х) — много- 
член степени [, р — простое число, 
и имеется более { различных вычетов г 
по модулю р, для которых 


Р (г) =0 (тод р), (4) 


то (4) имеет место для всех вычетов. 

Применим лемму к многочлену 
Р (х) = х* —1. Тогда соотношению 
(4) удовлетворяет А ненулевых квад- 
ратичных вычетов. Однако имеется 
вычет (г = 0), не удовлетворяющий 
(4); значит, по лемме, все квадратич- 
ные невычеты должны не удовлетво- 
рять (4) и, следовательно, условие (3) 
достаточно. 


Замечание. Для квадратич- 
р 
ного невычета 6 имеем: В ° = 
а 1 (то4р). Действительно, если 
ге 

Ь * =г(то@р), то г? == 1 (тюф р), 
откуда г = — 1. (Сравнению г? == 
= 1 (п10о4 р) удовлетворяют только 
два вычета: г==1| (то@ р), г= 
= — 1 (то р)). 

Критерий Эйлера позволяет мгно- 
венно решить вопрос о том, для каких 
р вычет —1 является квадратичным. 
Подставляя в (3) $ = —1, получаем, 
что при р = 41 + 1 (3) выполняется 
{Е — четно), а при р=41—1 (3) 
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не выполняется (& — нечетно). Сфор- 
мулированная выше гипотеза стала 
теоремой. 


Задача 1. Доказать, что если рэ? 
есть простой делитель числа п? 1], то 
р= 4 - 

Итак, мы доказали, что —1 — квадратич- 
ный вычет для р -- 4 [-- 1 и квадратичный 
невычет для р=4 [— 1. 

Обсудим некоторые особенностн приведен- 
ного доказательства. Это утверждение со- 
стонт из двух частей: отрицательное утвер- 
жденне для р=4 [— 1 н положительное 
для р=4 ГЕ 1. В первом случае естествен- 
но пытаться найти некоторое свойство, ко- 
торому квадратичные вычеты удовлетворяют, 
а —1 не удовлетворяет, что и сделал Зилер. 
Найденное свойство оказалось характеристи- 
ческим, То есть одновременно удалось дока- 
зать и вторую часть гипотезы. Если вы про- 
бовалн доказать эту часть утверждения само- 
стоятельно, что вы, вероятно, пытались явно 
построить по р = 4 #-- 1! число п1, дающее 
при делении на р остаток —1. Доказательство 
Эйлера ие эффективно в том смысле, что оно 
не дает явной конструкции для числа л по 
р. а лишь утверждает его существование. 
Мными словами гарантируется, что если мы 
будем перебирать числа 1,2,..., 2 [, возводить 
их в квадраты, брать остатки от делення квад- 
ратов на р, то рано или поздно мы получим 
—1. Остается открытым вопрос, нельзя 
ли указать более явную конструкцию п 
по р, не использующую процедуры перебо- 
ра. Положительный ответ дал Лангранж 
(1736—1813) в 1773 году, используя следую- 
щую теорему. 

Теорема Вильсона”). Если р == 22 + 1 
есть простое число, то 


(— 1* (1: = — Цтодр). (5) 


Для доказательства этой теоремы мы вос- 
пользуемся леммой 1. Положим Р (х)= 
= {< — 1} (х7—4)... (7 27), О (х)== 2—1. 
Тогда В {х)-=Р (х)—Ч (х) — многочлен сте- 
пени не выше 2#—1, который прн х= = 1, 
=2,..., + делится на р (этим свойством 
обладают Р и @)). По лемме РА {х)=0 (то р) 
для всех х. Собственно, новым фактом яв- 
ляется лишь то, что Л (0)=:0 (тод р). По- 
скольку К (0)= (—1)^ (#1!) -Г1, получаем (5). 


Следствие Лагранжа. При 
р=--1 имеем: 1421! = —1 (то р). 


Задача2. Доказать, что если (5) верно, 
то р — простое число. 
Эта задача дает повод отметить, что в 
конструкции Лагранжа простота р су- 
щественна. 





*) Вильсон (1741—1793) — юрист, нзу- 
чавший математику в Кембридже. 


Выяснив, когда а = —1 является 
квадратичным ‘вычетом, Эйлер, ис- 
пользуя огромный числовой материал 
(его таблица намного превышала вто- 
рую из приведенных выше таблиц), 
пытается найти аналогичные условия 
для других а. Он подмечает, что при 
а = 2 все зависит от остатка при де- 
лении р на 8; 2 оказывается квадра- 
тичным вычетом для простых р = 
—= 811 и невычетом при р = 8143 
(простое число при делении на 8 мо- 
жет давать остатки 1, +3). Далее, 
3 является квадратичным вычетом 
при р = 12141 и квадратичным не- 
вычетом при р = 1215. Эйлер вы- 
сказывает гипотезу, что и в общем 
случае все определяется остатком от 
делення р на 4а. 

Гипотеза Эйлера *). Чис- 
ло а одновременно является или квад- 
ратичным вычетом или квадратичным 
невычетом Оля всех простых чисел, 
входящих в арифметическую прогрес- 
сию 409 +г 9 =0, 1, : 
О<г<4а. 

Ясно, что если 4а н г имеют общий дели- 
тель $>1, то в арифметической прогрессии 
не будет ни одного простого числа. Если же 
первый член н разность прогрессии взаимно 
просты, то, как утверждает Теорема Дирих- 
ле (1805—1859), в этой прогрессин нмеется 
бесконечное число простых чисел (обобщение 


теоремы о бесконечности числа простых чн- 
сел в натуральном ряду). 


Возвратимся к гипотезе Эйлера. 
Оказалось, что критерий Эйлера, ко- 
торый сослужил нам добрую службу 
прн а = —1, отказывает уже при 
а = 2. Эйлеру не удалось разобрать- 
ся в этом случае. Ему удалось дока- 
зать свою гипотезу, не считая а =—1, 
лишь при а = 3. Затем Лагранж, 
которого мы уже упоминали, доказал 
гипотезу при а = 2, 5, 7; Лежандр 
(1752—1833) в 1785 году предложил 
доказательство гипотезы для общего 
случая, которое, однако, содержало 
существенные пробелы. 





*) Гаусс, доказавший эту гипотезу, назвал 
ее «золотой теоремой». 
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Приложение 


Перейдем теперь ко второй части наше- 
го рассказа, из которой наиболее настой- 
чивые читатели узнают доказательство гнпо- 
тезы Эйлера. 

30 марта 1796 года девятнадцатилетний 
Гаусс доказал возможность построения пра- 
вильного семнадцатиугольника циркулем и 
линейкой. С этого дня начинается дневник 
Гаусса — летопнсь его уднвительных от- 
крытий. Вторая запись в дневнике появилась 
уже 8 апреля. В ней сообщалось, что найдено 
строгое доказательство «золотой» теоремы — 
так назвал Гаусс гипотезу Эйлера. Он пе- 
реоткрыл ее, еще учась в брауншвейгской 
гимназин, когда ему не были доступны про- 
изведения Эйлера, Лагранжа, Лежандра, 
с которыми он познакомился лишь после пе- 
ресзда в Геттниген в 1795 году. Вначале он, 
как н его предшественникн, замечает утверж- 
дение для а=—1, затем, уже угадав резуль- 
тат для общего случая, последовательно раз- 
бнрает случай за случаем, продвинувшнсь 
дальше других: им рассмотрены а=+2, 
3, +5, «7. Наконец, 8 апреля 1796 года 
он находит общее доказательство, которое 
Кронекер (1823—1891) очень метко назвал 
«пробой сил гауссова гения». Доказательство 
проводится двойной индукцней по а ни р; 
Гауссу приходится придумывать существен- 
но различные соображения для рассмотрс- 
ния восьмн [!') различных случаев. Нужно 
было иметь не только поразнтельную изо- 
бретательность, но и удивительное мужество, 
чтобы не остановиться на этом путн. Позднее 
Гаусс нашел еще шесть доказательств «золо- 
той» теоремы (ныне их известно около пяти- 
десятин). Как это часто бывает, после того как 
теорема доказана, удается найтн доказа- 
тельства много более простые, чем перво- 
начальное. Мы приведем здесь доказательство, 
мало отличающееся от третьего доказатель- 
ства Гаусса. В его основе лежит ключевая 
лемма, доказанная Гауссом не ранее 1808 
года. 


Лемма 2. Пусть р = 2 1 — 
простое число, а — целое — число, 
0< |= 24; гу, Ги, ... , гь — вычеты 
чисел а, 2а,..., Ка; х — число отри- 


$ 
°° 4 94221180 


Рис, 1, а. На рисунке р = Ш (& = 5), а= 7, 


цательных среди них. Тогда 
а* = (—1)* (тод р). — (6) 


Применяя критерий Эйлера, полу- 
чаем такое следствие: 

Критерий Гаусса квад- 
ратичности вычета. Вычет 
является квадратичным тогда и толь- 
ко тогда, когда фигурирующее в лемме 
2 число у четно. 

Доказательство лем- 
мы 2. Заметим, что все вычеты 
г.--» Ик различны по абсолютной 
величине. Это следует из того, что 
сумма и разность любых двух из них 
не делится на р:г, Е г;= (ра, 
1527 |-Е7|“р, |а Ур. Таким обра- 
зом, набор модулей |, |,..., || — 
это числа 1, 2,..., А в некотором 
порядке. В результате произведение 
а-2а... а = а*_! при делении на р 
дает тот же остаток, что Г,...гь = 
= (—1^^!. Учитывая, что А! не 
делится на простое число р, получа- 
ем (6). 

Доказательство гипо- 
тезы Эйлера. Заметим, что в 
приводимом ниже рассуждении уже 
не используется простота р — она 
в полной мере использовака в лемме 
Гаусса. Отметим на числовой оси 
точки (рис. 1, а, 6) т->, ‘если а> 


р 


>0, и —мт = если а< 0; т =0, 


1, 2,..., @| — синие точки (т — 
их номера}. Занумеруем ннтервалы 
с концами в этих точках по номерам 
левых концов (на рисунках номера 
интервалов — красные). Отметим те- 
перь а, 2а,..., Ка — зеленые точ- 
ки; так как а — целое, не делящееся 
на р, то синие точки не могут совпасть 


У = 3. 


Рис. 1,6. На рисунке р=7 (&= 3), а= 5, у=2, 
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Рис. 2. 


с зелеными, причем все зеленые точки 
попадут в какие-то из построенных 


интервалов ( |] > >> [| Е). Легко за- 


метить, что фигурирующее в лемме 
число ^ — это число зеленых точек, 
попавших в интервалы с нечетными 
номерами (докажите!). 

Подвергнем теперь нашу картинку 
преобразованию подобия © коэффи- 


1 ь. 
цнентом —— (рис. 1 перейдет в рис. 2). 
При этом синие точки перейдут в точ- 
ки, делящие отрезок [0, =] на [а] 


равных частей, азеленые точки — 
в целочисленные точки 1,2,..., А. 

Нумерация интервалов теперь бу- 
дет зависеть от знака а: приа> Оони 
нумеруются номерами левых концов, 
при а<0 — номерами правых кон- 
цов; у — число целочисленных то- 
чек в интервалах с нечетными номе- 
рами. Если мы увеличим р на 4а[, 
то в каждый интервал добавится точ- 
ио 2[ целых точек. Это следует из 
того, что при сдвиге интервала на 
целое число количество целых точек 
в нем не меняется, а на любом отрезке 
целочисленной длины п или интер- 
вале длины п с нецелочисленными 
концами имеется ровно п целых точек 
(докажите!). Итак, при изменении р 
на р + 4941! величина № изменится на 
четное число, а (—1)У не изменится. 
Значит, для всех р в арифметической 
прогрессии р = 4а4 фг значение 
(—1)° — одно и то же, и гипотеза 
Эйлера доказана. 

Одновременно указан некоторый 
способ выяснить, является ли а квад- 


0 05 0 ты 0 
г Сл ЕЕ Е ВЕЛльЕ 


1 2 Э 35 
ре ри: 
ный 55 


ратичным вычетом для р. Нужно 
взять остаток г от деления р на 4а 
(для удобства положительный); раз- 


Г - 
делить (о, --) на |а| частей, зану- 


меровав их номерами левых (пра- 
вых) концов, если а — положитель- 
ное (отрицательное); сосчитать чис- 
ло у целых точек, попавших в ин- 
тервалы с нечетными номерами; а — 
квадратичный вычет в том и только 
том случае, когда м четно. 

Проделаем эти вычисления для 
а = 2, чтобы подтвердить наблюдения 
Эйлера, о которых говорилось на 
стр. 5. Пусть а == 2; тогда достаточ- 
но рассмотреть г = 1, 3,65, 7, ПО- 
скольку в остальных случаях арнф- 
метическая прогрессия не будет со- 
держать простых чисел. Как видно 
из рис. 3, число 2 является квадратич- 
ным вычетом для 


= 89 + 1, р = 89 +7, 
тоесть р = 89 - 1. 


Упражнение. Покажите, что —2 
есть квадратичный вычет для р=84-Н1, 
р=89 - 3. 


Аналогично рассматривается слу- 
чай а = +3. Приведем итоги вычис- 
леннй (таблица для %): 





612 60442 0 2. м т Г .2 
Рис. 3. = 11 а=й, = 0; г=3, а= 9, у=И; г=б, а=2, у=|; г=Т в= 
= М 


КуапЕтссте.ги 


252 1 0 
4 фата 9 


Рис. 4 р= 1, 9=5, а= 4. 


Таким образом, 3 — квадратич- 
ный вычет при р = 1211 (невычет 
при р = 12145), а (—3) — квадра- 
тичный вычет для р = 121+ 1, 
1215. 

Для случая а = 2, 3 вы, конечно, 
заметили еще одну закономерность: 
простые числа, имеющие при деле- 
нии на 4а остатки, равные по абсолют- 
ной величине, либо одновременно яв- 
ляются квадратичными вычетами, ли- 
бо квадратичными невычетами. Это 
обстоятельство, разумеется, не оста- 
лось нззамеченным для Эйлера, и он 
сформулировал гипотезу в более силь- 
ной форме, чем мы ее привели. 

Сформулируем теперь 

Дополнение к гипо- 
тезе Эйлера. Пить ри 9— 
простые числа и р + 9 = 4а. Тогда а 
одновременно является или квадратич- 
ным вычетом по модилю р и 9 или 
квадратичным невычетом. 


Доказательство. Выполним по- 
строения, указанные при доказательстве гн- 


потезы Эйлера для нитервалов (о, ыы 
| В 
(с. к , = 9. Для удобства распо- 


ложим интервалы так, чтобы они нмели точ- 
ку 0 общей, находясь по разные стороны от 


нее, при этом интервал | 0, = мы перевер- 


нем (рис. 4). Пустьу (р), % (4) — чнсло целых 
точек в интервалах с нечетнымн номерами 
для р и дсоответственно. Нам достаточно 
доказать, что %(р) + %(9) — четно. 
Пусть \; (р), %; (9) — число целых точек в 
соответствующих интервалах с номерами 
|. Легко видеть, что ур) + уе) = 2 при 
[> 0, откуда н будет следовать нужный 
результат. 

Действительно, на интервале ину мн 
синимн левой ни правой точкамн (> 0) ле- 
жит 2] целых точек, поскольку, как мы 
уже отмечалн, на интервале длины 27 с не- 
целочисленнымн кониамн лежит 2} целых 
точек. 


= 4, %(р) = 2,%(9) = 2. 


В 1798 году Лежандр указал очень 
удобное утверждение, эквивалентное 
гипотезе, — квадратичный за- 
кон взаимности. — Введем 
обозначение — так называемый с и м- 
вол Лежандра: 


+1, если а520 — квадратич- 

Е —] ный вычет по модулю р, 

Р —1, если а-— квадратичный 
невычет. 


В силу критерия Эйлера (и замечания 
к нему, стр. 4), 
В 

(5-)—2 * =0(тоар). (7) 

Отсюда сразу следует мультиплика- 

тивное свойство символа Лежандра: 


ав а |2) 
— |=! || — 8 
(+)=(») (5). @® 
Отметим также, что символ Лежандра 
можно доопределить для всех а, не 


делящихся на р, с сохранением (7), 
(8), полагая 


са МТ 
ит ® 
Квадратичный закон 


взаимности. Если р, 9 — не- 
четные простые числа, то 





р—1 ы 
(сот тв 
Другими словами, и) и | имеют 


противоположные знаки, если р = 
= 41 |- 3, 9 = 4т - 3, и совпадают 
в остальных случаях. 

Название закона связано с тем, 
что в нем устанавливается «взанм- 
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ность» между вопросами о том, когда 
р — квадратичный вычет по модулю 
4 и когда 4 — квадратичный вычет 
по модулю р. 
Доказательство. 
или р—9=4а или 


Всегда 
р + 9 = да. 


Т случай. Пусть р-9 = Аа, то 
есть р.и д имеют одинаковые остатки 


при делении на 4. Тогда =) = 


а ((—) = (5) Е [2 (мы восполь- 
$ 9 $ 
зовались (9), (8), ин тем, что < == | 


—4 
при всех 9). Далее, (+ == 


—4а —! а 
= (55 == (=) (=). В силу уже 
доказанной гипотезы Эйлера в и 

а р \\ _[9 
=(+). то есть Е при 
рее РИ бы 
не. 
= —1!. Остается вспомнить, что 
— 1 —}! 
Е: = мы 
Г 1 при р 4+1, (=^) 
при р= 4-3. 


ПИ случай. Пусть р - д = 44, 
то есть ри 9 имеют разные остатки 
при делении на 4. Имеем =] = 
= = ($). Аналогично (+)- 

4 9 р, 
и =]: В силу дополнения к гипо- 





тезе Эйлера Е) то есть 


9] (Р 
(=) == и Доказательство оконче- 
но. | 

Нетрудно заметить, что проведен- 
ные рассуждения можно обратить 
и вывести из квадратичного закона 
взаимности гипотезу Эйлера и допол- 
нение к ней (проделайте это!). Отме- 
тим еще, что формулы (8)—(10} дают 
способ вычисления |) существенно 
более простой, чем описаиный выше 
комбинаторный способ. Проиллюст- 


. [59 \ _ {269 
рируем это на примере: (= < ( 59 ) ы 


-) (98-1 


—®)--#--®- 
)--®)--69-— 


Легко показать, что вычисление симво- 
ла Лежандра всегда можно свести 
к случаю, когда р или 9 равно 2. 


3 
Упражненне. Сосчитайте (55). 


| 


В заключение отметим, что задача 
© квадратичных вычетах послужила 
отправной точкой болыной и плодо- 
творной математической деятельности. 
Многочисленные попытки Гаусса по- 
лучить новые доказательства квадра- 
тичного закона взаимности далеко не 
в первую очередь диктовались жела- 
нием упростить доказательства. Гаус- 
са не оставляла мысль, что им по- 
настоящему не вскрыты глубокие 
закономерности, следствием которых 
является закон взаимности. В полной 
мере это удалось сделать лишь позд- 
нее, в рамках теории алгебраических 
чисел. Гаусс потратил много сил на 
обобщение квадратичного закона на 
кубический и биквадратный . случай, 
получив замечательные результаты. 
Эти исследования были продолжены, 
и изучение различных законов взаим- 
ности остается одним из центральных 
вопросов теории чисел по сей день. 
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Тепловой 


баланс Земли 
Б. М. Смирнов 


Почти вся энергия неядерного про- 
исхождения, с которой мы имеем 
дело на Земле, является результатом 
превращения энергии солнечного 
излучения. Это и химическая энер- 
гия горючих ископаемых, и энер- 
гня воды, энергия ветра, и многое 
другое. 

Основным источником солнечного 
излучения являются термоядерные ре- 
акции, происходящие в недрах Солн- 
ца. 
Основную цепь этих реакций мож- 
но определить следующей схемой: 


2р-—а | е+ {у + 0,42 Мэ, 
4 —- р—=Нез + у -- 5,49 Мэв, 
2Нез—Не* - 2р - 12,85 Мэв. 


Здесь р — протон, 4 — дейтрон, то 
есть ядро, состоящее из протона 
и нейтрона, Нез, Не“ — ядра гелия, 
содержащие трн и четыре нуклона 
соответственно (нуклон — протон или 
нейтрон), е+ — позитрон, у — нейт- 
рино, % — фотон. Энергия частиц, 
записанная в правой части уравнений, 
переходит в тепловую, передается на 
поверхность Солнца, а затем излуча- 
ется. Исключение составляет только 
нейтрино, которое сразу выходит за 
пределы Солнца, унося энергию, рав- 
ную 0,26 Мв. Позитрон вступает 
в реакцию аннигиляции с электро- 
ном. Это приводит к образованию 
двух фотонов и выделению дополни- 
тельной энергии 1,02 Мэв: 


е+ -|- е2у -- 1,02 Мэв. 


Суммируя описанные реакции, полу- 
чим: 

4р + 2е— Не + 2% -- 26,2 Мзв. 
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Энергия каждого электрона 0,51 Ма. 
Каждый израсходованный протон 
позволяет получить энергию 6,3 Мэв. 

Освободившаяся в результате этих 
термоядерных реакций энергия ис- 
пускается с поверхности Солнца в ви- 
де излучения. Поверхностный слой, 
из которого излучается большая часть 
энергии (этот слой Солнца называется 
фотосферой), имеет толщину порядка 
1000 км (радиус Солнца 700 000 км). 
Температура фотосферы — приблизи- 
тельно 5800° К. Поверхность Солнца 
с хорошей точностью можно считать 
абсолютно черным телом с темпера- 
турой 5800°К*). Энергия {о, излу- 
чаемая с единицы поверхности Солн- 
ца в единицу времени, согласно зако- 
ну Стефана — Больцмана, равна 

те 4 _ кат 
5 = 7 = 6,4 „= : 

Этот поток энергии весьма велик 
по нашим земным масштабам. 

Поскольку мощность излучения 
Солнца так велика, естественно воз- 
никает вопрос, как долго Солнце 
способно отдавать столько энергии. 


У 
Протоны составляют 1 = -= 06б- 


щего количества частиц внутри Солн- 


| 
Ее Количество бо- 


лее тяжелых частиц незначительно. 
Поэтому число протонов внутри 
Солнца равно 
Мом 
ин РО —Фтне 


Здесь тн == 1,67 -10-2 г — масса ато- 
ма водорода, Шне= 6,64-10-24 г — 
масса атома гелия, Мо= 2.1033 г — 
масса Солнца. 


ца, ядрагелия — 


== 6,6-10°°. 


*) Абсолютно черным называется тело, 
поверхность которого поглощает всё падаю- 
щее на него излучение, Нагретое черное тело 
излучает электромагнитные волны, причем 
длины волн, соответствующие максимуму 
энергии этого излучення, тем меньше, чем 
выше температура тела. 

Полный поток излучения с поверхностн 
абсолютно черного тела на всех длинах воли 
определяется законом Стефана — Больцма- 
на: /=07%, где | — поток излучаемой энер- 
гии. Т — абсолютная температура поверх- 
ностн, 9==5,69. 10-1 вт/см? град* — постоян- 
ная Стефана — Больцмана. 
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Будем считать, что энергия внутри 
Солнца выделяется только в резуль- 
тате описанных ядерных реакций, свя- 
занных с превращением водорода в ге- 
лий. (На самом деле возможно даль- 
нейшее превращение гелия в более 
тяжелые элементы с выделением энер- 
гии.) Тогда, поскольку переработка 
одного протона приводит к выделе- 
нию энергии 6,3 Мэв, полный запас 
энергин Солнца составляет 6,3х 
х 6,6.1058 Мэв = 6,7.10“ дж. Каж- 
дую секунду с поверхиости Солнна 
излучается энергия /о-4^ = 


= 3,9-1028 вт, где уо= 6,4 7” — 


мощность излучения с единицы ‹ сол- 
нечной поверхности, Юо= 7: 101 см— 
радиус Солнца. Отсюда следует, что 
при неизменной величине энергии, 
излучаемой Солнцем в единицу вре- 
мени, ядерных запасов солнечной 
энергии хватит на 55 миллиардов лет. 
В этом отношении у человечества нет 
причин для беспокойства. 

На поверхности Солнца вся мощ- 
ность излучения приходится на пло- 
щадь 4лЮ*, а на расстоянии [ от 
Солнца — на площадь 4л{?. Следо- 
вательно, поток энергии солнечного 
излучения на расстоянни [ от Солнца 

В? 
равен } о где о — поток эзнер- 
гии на поверхности Солнца, Юо— 
радиус Солнца. Отсюда находим мощ- 
ность лучистой энергии, падающей 
на поверхность Земли: 


В? 
2 = ], 15. 10'7 вт, 
о 


где Юз = 6,4. 10% см — раднус Земли, 
4эо= 1,5:10' см — среднее расстоя- 
ние от Земли до Солнца. 

На поверхность Земли попадает 
малая часть мощности солнечного 
излучения (менее чем миллиардная 
часть), но в наших земных масштабах 
эта мощность велика. Для нагляд- 
ности приведем такой пример. Основ- 
ная часть энергии, потребляемой че- 
ловеком, выделяется при сжигании 
горючих ископаемых (нефти, газа, 


лКэ-/о 


угля). Если сжечь все земные запасы 
горючих ископаемых, можно полу- 
чить примерно 2.1023 дж. От Солнца 
Земля получает такую энергию менее 
чем за 14 суток. Из этого же примера 
можно понять, какая малая часть 
солнечной энергии, посылаемой на 
поверхность Земли в течение длитель- 
ного времени, была переработана в 
энергию горючих ископаемых. 

Что происходит с энергией солнеч- 
ного излучения, попадающей на по- 
верхность Земли? Часть ее отражает- 
ся от поверхности, другая часть по- 
глощается поверхностью и атмосфе- 
рой Земли и преобразуется в другие 
виды энергии. 

° Как преобразуется  поглощен- 
ная энергия? Масса Земли Ме = 
= 6-102°2г, средняя уеная тепло- 


емкость Земли 0,5 Значит, 


г. т. 
для нагревания Земли на один градус 
необходима энергия 3. 1027 дж. Такая 
энергия поглощается поверхностью 
и атмосферой Земли примерно за 
1000 лет. Таким образом, поглощен- 
ная Землей за время ее существова- 
ния (4,5 млрд. лет) солнечная энер- 
гия не накапливается, а рассеивается 
в окружающее пространство. 
Выясним, каким способом солнеч- 
ная энергия, поглощенная Землей, 
возвращается в пространство. Сущест- 
вуют два способа рассеяния энергии 
Землей. Один из них связан с уходом 
атомов и молекул за пределы атмо- 
сферы, другой — с излучением по- 
верхности Земли. В первом случае 
для выхода молекулы за пределы по- 
ля притяжения Земли необходнмо, 
чтобы ее скорость в направлении, 
перпендикулярном к поверхности 
Земли, превышала вторую космиче- 


"Е Ето к. 

скую скорость у/2 #Вз ^ 11 —. Для 
молекулы азота, р это соответ- 
ствует энергии — > = тр Ке=2,9х 
х 10-13 эгр (т-—масса молекулы). При 
во температуре средняя ки- 
нетическая энергия молекул 2.х 
х 10 Н зрг. В атмосфере Земли быст- 
рых молекул мало. Кроме того, если 
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они и появляются у поверхности 
Земли, то, сталкиваясь с другими 
молекулами, отдают избыток энер- 
гии и не могут выйти за пределы зем- 
ной атмосферы. Поэтому механизм 
рассеяния энергии, связанный с ухо- 
дом атомов и молекул за пределы 
земной атмосферы, оказывается не- 
эффективным. 

Второй способ возвращать в про- 
странство солнечную энергию — излу- 
чение. Температура говерхности Зем- 
ли (=300 °К) значительно меньше 
температуры солнечной поверхности 
(6000 °К). Максимуму энергии солнеч- 
ного излучения соответствуют длины 
волн в видимой части спектра, а длины 
волн излучения Земли лежат в далекой 
инфракрасной области. Выясним, ка- 
кую температуру имела бы Земля, если 
бы она излучала энергию мощностью 
10*? вт как абсолютно черное тело. Из 
закона Стефана — Больцмана полу- 
чим; что мощность испускаемого Зем- 
лей излучения в таком случае равна 
сТёйл К. При этом температура 
Земли должна быть равна 240 °К. 

Отличие полученной величины от 
реальной температуры поверхности 
Земли не так уж велико, особенно 
если учесть, что мы лишь очень 
приближенно можем считать, что 
Земля излучает как абсолютно чер- 
ное тело. 

Использованная модель позволяет 
представить общую качественную кар- 
тину процессов, происходящих в ат- 
мосфере Земли при преобразовании 
солнечной лучистой энергии в энер- 
гию излучения Земли. Ясно, что энер- 
гия Солнца неравномерно распреде- 
ляется по поверхности Земли. В свя- 
зи с этим в атмосфере Земли появля- 
ются потоки энергии от более нагре- 
тых к более холодным областям: 
возникают ветры. В движении ветров 
сосредоточено ‘примерно 2% мощ- 
ности лучнстой энергии, поглощаемой 
Землей. 

Бблышая часть лучистой энергии 
(примерно 4-1018 вт) идет на исгаре- 
ние воды. Пары воды увлекаются 
направленными атмосферными пото- 
ками, так что количества испаренной 


$2 





воды и выпавшей в виде осадков 
в каждой точке Земли не совпадают. 
Это компенсируется потоками воды 
на поверхности Земли — реками, ко- 
торые несут в себе немалую —мош- 
ность — примерно 3.1015 вт. 

Вода играет важную роль не толь- 
ко в поглощении солнечной энергии, 
но н в поглощении излучения Земли. 
Молекулы воды эффективно погло- 
щают фотоны, излучаемые поверх- 
ностью Земли. В результате задер- 
живается тепловое излучение. Этим 
объясняются два типа климатов — 
морской и континентальный. В слу- 
чае морского климата наличие влаги 
в атмосфере задерживает уход излу- 
чения с поверхности Земли, и ночью, 
когда в данную область поверхности 
Земли не попадает солнечвое излу- 
чение, поверхность не успевает силь- 
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Диаграмма преобразовання энергии, попа- 
дающей на поверхность Землн. 
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но остыть. Поэтому при морском 
климате дневная и ночная темпера- 
туры различаются не сильно. В слу- 
чае континентального климата, когда 
в атмосфере мало влаги, солнечная 
лучистая энергия горазло быстрее 
перерабатывается в энергию излуче- 
ния Земли. Поэтому земная поверх- 
ность сильнее остывает за ночь и раз- 
ница между дневной и ночной тем- 
пературами больше, чем в условиях 
морского климата. 

Оценим характерное время пере- 
работки солнечной лучистой энергии 
в энергию излучения Земли. Допус- 
тим, начиная с некоторого момента 
времени лучистая энергия Солнца 
перестала попадать на поверхность 
Земли. При этом Земля по-прежнему 
будет испускать длинноволновое излу- 
чение, но поскольку приток энергин 
на ее поверхность прекратился, то 
поверхность Земли будет остывать. 
Характерным временем переработки 
солнечной лучистой энергии в энер- 
гию излучения Земли мы назовем 
такое время, за которое интенсивность 
излучения Земли изменилась в не- 
сколько раз. 

Мы хотели поставить мысленный 
эксперимент, но Такой эксперимент 
реально существует. Именно, поток 
солнечного излучения в рассматри- 
ваемую точку Земли прекращается 
ночью на время т, и за это время тем- 
пература падает на величину АТ — 
разность дневной и ночной темпера- 
тур. Это соответствует изменению 





потока излучения с поверхности Зем- 
ли 


А; = сТ* — в (Т-АТ)* 40 ТзЗАТ. 


Характерное время переработки 
солнечной лучистой энергии по по- 
рядку величины равно 


1 _ 
у Зе 


где /=07* — поток излучения с по- 
верхности Земли. Считая, что величи- 
на АТ порядка нескольких градусов, 
т — порядка нескольких часов и при- 
нимая Т == 300° К, находим, что ха- 
рактерное время переработки солнеч- 
ной лучистой энергии в энергию 
излучения Земли порядка 100 ч. 

Это время переработки лучистой 
энергии в практической жизни мы 
нередко пытаемся увеличить. Напри- 
мер, при постройке парника его по- 
крывают стеклом или пленкой, кото- 
рые пропускают солнечное излуче- 
ние, но отражают переработанное 
длинноволновое излучение. Поэтому 
выход энергин из парника задержи- 
вается и температура внутри пар- 
ника выше, чем снаружи. Подобным 
образом предохраняют плодовые де- 
ревья при резком наступлении замо- 
розков. Для этого разводят костры, 
а дым не пропускает длинноволновое 
излучение. В результате поверхность 
Земли остывает гораздо медленнее. 





1. Какую цифру надо при- 
писать к 97 справа и слева, 
чтобы полученное число де- 
лилось на 27? 

Г. М. Возняк 

2. а) Решить уравненне 


х — у = 1972 
в целых положительных чис- 
лах. 


6) Доказать, 
нение 


х2 — у? = 1973 


нмеет ровно одно решенке 


что урав- 


Разные задачи 


в целых положительных чис- 
лах и найти это решенне. 
А. В. Зубик 
3. В произвольном тре- 
угольнике АВС на стороне 
АС взята произвольиая точ- 
ка АК, а на сторонах АВ 
и ВС — точки Ь и М соот- 
ветственно, причем => АЁК—= 
=ЗКМС. Доказать, что 
АВ-ГК-КС =ВС.МК-КА. 
А. Козлитин 
4. На рисунке изобра- 
жены два геометрических 
тела. Может лн боковая по- 





верхность первого тела быть 
больше боковой поверхности 


второго тела? 
А. В. Иванов 
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Об одном разбиении 
прямоугольника 


А. Т. Колотов 


В этой заметке решается задача М1 44. 
Найдите необходимые и достаточные 
условия, которым должны удовлет- 
ворять числа а, В, а, В, чтобы пря- 
моугольник ах В можно было разрезать 
на несколько прямоугольников &жВ. 
Например, можно ли прямоугольник 
50ж60 разрезать на прямоугольники 
размерами: 
а) 20х15; 6) 5х8; в) 6,25% 15; 
г) (2—2) х(2+у2). 

Решение обобщает решение зада- 
чи 1 из статьи Сойфера «Клетча- 
тые „доски и полимино» («Квант» 
№11, 1972). 

Полное решение задачи М144 да- 
ет следующая 

Теорема. Для того чтобы пря- 
моугольник а Х В можно было раз- 
бить на прямоугольники а х В, не- 
обходимо и достаточно, чтобы од- 
новременно выполнялись — следующие 
условия: 

1} каждое из чисел а и В должно 
быть в целое число раз меныше хотя бы 
одного из чисел а, В. 

3) Каждое из чисел а и 6 должно 
допускать представление в виде т & —- 
-- пВ, где ти п — неотрицательные 
целые числа. 

Доказательство. Обозна- 
чим большой прямоугольник через 
Ю, а маленький через р. 

Достаточность. Бслиа= 
па ф=тВ (ти п — натуральные 
числа), то, разбив одну из сторон 
прямоугольника Ю на 7, а смежную 
с ней сторону на п равных частей, и 
затем проведя через точки деления 
прямые, параллельные сторонам КА, 


44 


мы тем самым разобьем его на пря- 
моугольники, равные р (рис. 1). 

Если же а=п а=т, то в силу 
второго условия 6 допускает пред- 
ставление в =да | {В, где ки { 
можно считать положительными це- 
лыми числами. Тогда, разбив пря- 
моугольник Ю на два прямоуголь- 
ника Ри О размерами ах ка иах{ В 
соответственно, мы сведем этот слу- 
чай к уже рассмотренному (рис. 2). 

Необходимость. Необ- 
ходимость второго условия очевидна. 
Докажем необходимость — первого 
условия. Возможны два случая: 

1. Числа а и В соизмеримы. Тогда 
без ограничения общности можно счи- 
тать числа о, В, аи 6 целыми, так 
как этого всегда можно добиться 


{ 


ыы 


До 
Рис. 1. ь 


выбором подходящей единицы мас- 
штаба. Предположим теперь, что 
наше утверждение не верно, и для 
определенности пусть ни а, ни В не 
делятся нацело на &. Разбив прямо- 
угольник К на единичные квадраты, 
осуществим следующим образом пра- 
вильную раскраску получаемой сет- 
ки в а различных цветов (раскраска 
называется правильной, если любые 
рядом стоящие & квадратов по вер- 


а В 
—\ аеаообииеь, х 
| 
О >а 
ыы отв арии = _} 
Рис 2. | 
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тнкали или горизонтали представля- 
ют все © цветов). Именно, окрасим в 
один и тот же цвет клетки, распо- 
ложенные на диагоналях, идущих 
сверху вниз и слева направо, прни- 
чем цвета будем выбирать так, чтобы 
любые две такие диагонали, между 
- которыми расположены «—1 других, 
были окрашены одинаково. Легко 
видеть, что если нам удастся осу- 
ществить требуемое разбиение пря- 
моугольника К, то каждый из дан- 
ных © цветов будет представлен одним 
и тем же числом единичных квадра- 
тов В любом из полученных прямо- 
угольников, а стало быть, число квад- 
ратов во всем прямоугольнике Ю, ок- 
рашенных в данный цвет, не зависит 
от выбора этого цвета. (На рисунке 
3 представлена правильная 4-цвет- 
ная раскраска). 





Рис. 3. 


Пусть г. и гь — остатки, получен- 
ные при делении аи 6 на а. Разобьем 
прямоугольник К на три прямоуголь- 
ника А, Ви С размерами г. х ть, 
(а — га) Хгь и ах(6 —гь) соответ- 
ственно так, чтобы А занимал верхний 
левый угол исходного прямоугольни- 
ка К, В примыкал снизу к А, аС был 
расположен справа от А и В (рис. 4). 








В прямоугольнике В каждый цвет 
представлен одинаковым числом квад- 
ратов. так как а—г, делится нацело 
на ©. Это же утверждение справедливо 
н для прямоугольника С. Поэтому в 
силу предыдущего замечания оно дол- 
жно выполняться ив А. 

Рассмотрим прямоугольник А бо- 
лее внимательно. Нас интересуют три 
диагонали, расположенные в нем, 
одна из которых идет из левого верх- 
него угла А и окрашена в &,-й цвет, 
а две другие примыкают к ней с обе- 
их сторон и окрашены вг.-й и {.-й 
цвета. Очевидно, что каждый из на- 
званных цветов может встретиться в 
прямоугольнике А только на указан- 
вых диагоналях. Но тогда, если г. 
<гь, то число клеток {„-го цвета на 
единицу меньше, чем число клеток 
2-го цвета (рис. 5), ебли же г, > гь, 
то число. клеток {,-го цвета на едини- 
цу меньше, чем число клеток п-го 
цвета (рис. 6). В обоих случаях мы прни- 
ходим к противоречию. 

2. Пусть @ и В несоизмеримы, и 
для определенности а<В. 

Если любые два прямоугольни- 
ка разбиения ориентированы оди- 
наково по отношению к сторонам Ю 
(иными словами, большие стороны 
этих прямоугольников параллельны 
одной и той же стороне исходного 
прямоугольника), то утверждение тео- 
ремы очевидно. 

Покажем, что случай с различной 
ориентацией прямоугольников р не- 
возможен. Предположив противное, 
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можно считать без ограничения об- 
щности, что уже к осиованию прямо- 
угольника К примыкают прямоуголь- 
ники р различной ориентации. Ра- 
зобьем слой прямоугольников р, прни- 
мыкающих к основанию Ю, на фраг- 
менты из одинаково ориентирован- 
ных прямоугольников так, чтобы пря- 
моугольники двух соседних фраг- 


ментов имели различную ориентацию. 





Так как любые два рядом стоящих 
фрагмента имеют разную высоту, то 
прямоугольники любого «низкого» 
фрагмента лежат на дне «колодца» 
(рис. 7), стенки которого образованы 
боковыми сторонами соседних фраг- 
ментов (одной из стенок, впрочем, 
может служить и боковая сторона 
прямоугольника К). 

Ввиду несоизмеримости а и В 
каждый такой колодец должен быть 
заполнен прямоугольниками той же 
ориентации, что и прямоугольни- 
ки фрагмента, находящегося на 
его дне. Как только это заполнение 
произойдет, так тотчас же каждый из 
«высоких» фрагментов окажется сам 
на дне «колодца», стенки которого 
будут образованы боковыми сторонг- 
ми соседних комплексов, состоящих 
из прямоугольников иной ориента- 
ции, заполнивших предыдущие «ко- 
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Рис. 7. 


лодцы». После заполнения вновь обра- 
зованных колодцев у нас немедлен- 
но возникнут новые (рис. 8) и так 
далее. 

Поэтому на каждом шаге область 
заполнения прямоугольниками бу- 
дет ограничена сверху ломаной, 
имеющей хотя бы одно углубление, 
а, стало быть, в этом случае запол- 
нение всего ® прямоугольниками р не- 
возможно. 

Тем самым теорема полностью до- 
казана. 

Теперь посмотрим, на какие из 
прямоугольников, перечисленных в 
условии, можно разбить прямоуголь- 
ник 50х 60. 


Рис. 8. 


а) На прямоугольники 20Х 15 раз- 
бить можно (по теореме). 

6) На прямоугольники 5х8 раз- 
бить нельзя, поскольку на 8 не делит- 
ся ни 50, ни 60. 

в) Разбиение на прямоугольники 
6,25 х 15 очевидно (оба числа 50/6,25 и 
60/15 — целые). 

г) На прямоугольники (2+ 
+ у2)х (2-—у2) разбить нельзя (не 
выполнено условие (1) теоремы). 

Попробуйте сами привести при- 
мер такого случая, когда в теореме 
условие (1) выполнено, а условие 
(2) — пет. 
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Загадка 
водяной 
капли 


Х. Рачлис. 


Раздел «Лаборатория «Кванта» 
принадлежит к числу систематиче- 
ских разделов нашего журнала. 
В нем мы стремимся дать нашим чи- 
тателям возможность произвести ка- 
кой-либо поучительный эксперимент, 
не требующий специального обору- 
дования, так сказать с подручными 
средствами, которые имеются прак- 
тически в любом доме. Эти простые 
но исполнению эксперименты помо- 
гают глубже проникнить в сить раз- 
личных физических явлений. разви- 
вают сообразительность и наблюда- 
тельность. Многие законы и явления 
природы в основе своей не так-то уж 
сложны, а их характерные черты 
можно проследить даже в сравни- 
тельно простых экспериментах. Га- 
кие эксперименты — первая ступень 
к самостоятельным исследованиям. 

Мы надеемся. что раздел «Лабо- 
ратория «Кванта» поможет нашим 
читателям получше разобреться в 
своих способностях, развить в себе 
навыки будущих серьезных исследо- 
вателей природы. 


В одиннадцатом номере прошлого года 
мы познакомили наших читателей с нелав- 
ное вышедшей книгой Х. Рачлиса «Физика 
в ванне». Теперь мы приводим небольшую 
задачу из этой книги. Публикацию подгото- 
вил В. А. Лешковцев. 


В вашем распоряжении: ванна, 
наполненная водой; маленький пу- 
зырек с широким горлышком; не- 
сколько копеечных монет (вес каж- 
лой монеты | грамм); пипетка; пвет- 
ной мелок или мягкий карандаш. 


2 Квант № 1 


ЛАБОРАТОРИЯ КВАНТА 





Требуется с помощью этих —и 
только этих — предметов найти вес 
одной капли воды. 

Прежде всего подумаем, как это 
можно сделать... Ну как, сообрази- 
ли? Тогда сравните ваши соображе- 
ния с теми, которые излагаются 
ниже. 

Погрузим пузырек в воду — так, 
чтобы горлышко оставалось над во- 
дой — и начнем наполнять его моне- 
тами, штука за штукой, до тех пор, 
пока пузырек не будет плавать стоя. 

Теперь добавим еще одну монет- 
ку. В случае необходимости чуть 
встряхнем монеты, чтобы пузырек 
все время плавал вертикально. На 
наружной его стороне отметим ка- 
рандашом или мелом уровень воды. 
Вытащим из пузырька одну монету. 
Пузырек всплывает чуть выше. Те- 
перь с помощью пипетки начнем до- 
бавлять по каплям воду, пока пузы- 
рек не погрузится до прежнего уров- 
ня. Сосчитаем количество добавлен- 
ных капель. 

По закону Архимеда, выталкн- 
вающая сила зависит только от коли- 
чества вытесненной воды. Если пу- 
зырек оба раза погружается до 
одинакового уровня, значит, количе- 
ство вытесненной воды и выталкива- 
ющая сила оба раза одни и те же. 
Следовательно, н вес, уравновешен- 
ный выталкивающей силой, оба раза 
одинаков. 

Чтобы решить нашу задачу, 
вспомиим, что каждая из монет ве- 
сит ровно один грамм. Допустим, 
нам понадобилось 10 капель воды, 
чтобы восстановить первоначальный 
уровень, на котором плавал пузы- 
рек. Теперь нам известно, что 19 ка- 
пель воды весят столько же, сколько 
одна копеечная монета, то есть один 
грамм. Значит одна капля весит 
Ло грамма. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





Вписанный 
шестиугольник 


Л. М. Лоповок 


В разделе «Математический кружок» 
мы публикуем заметки, в которых 
речь идет о задачах, близких к школь- 
ной программе по математике. Обыч- 
но эти заметки построены как за- 
нятия математического кружка: чи- 
тателю предлагается месколько тесно 
связанных друг с другом задач. Не- 
которые из них решены в тексте, о 
другие — и легкие, и более трудные — 
оставлены для самостоятельного ` ре- 
шения. 

Как правило, наш «Математи- 
ческий кружок» доступен школьникам 
8—9, а насто и 7 класса. 


В подавляющем большинстве 
школьных задач, связанных с шести- 
угольниками, речь идет о правиль- 
ных шестиугольниках. Между тем 
вписанный в окружность произволь- 
ный выпуклый  шестиугольник за- 
служивает особого внимания, так как 
обладает рядом интересных свойств. 

Более 330 лет назад знаменитый 
французский математик Блэз Па- 
скаль (тогда 16-летний юноша) нзу- 
чал некоторые свойства шестиуголь- 
ника, вписанного в коническое сече- 
ние (то есть в окружность, эллипс, 
гиперболу или параболу). При этом 
он открыл теорему, носящую ныне его 
имя: если шестиугольник вписан в 
коническое сечение, то точки пересе- 
чения его противоположных сторон 
(или их продолжений) лежат на од- 
ной прямой. Свои исследования Па- 
скаль выполнил средствами так на- 
зываемой проективной геометрин. Мы 
рассмотрим свойства выпуклого ше- 
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стиугольника, вписанного в окруж- 
ность. Такое упрощение задачи по- 
зволит нам не выходить за рамки эле- 
ментарной геометрии. 


Углы 


Суммы взятых через один углов 
вписанного выпуклого шестиугольника 
равны между собой. 

Пусть (рис. 1} выпуклый шести- 
угольник А.А.А.А.А,А, вписан в 
окружность. Обозначим ее дуги А,А,, 
А,А., ..., АзА, соответственно че- 
рез 2х., 2х., ..., 2х,. Тогда по свой- 
ству вписанных углов А, =х.-- 
НязхаЬх» 9А:=х,НхаНхь--Хь, 
А =. х.Нх.-Нх,- 

Поэтому 2А, {+ ЗА. + А, = 

2-х. |-2х.--2х,-Н2х. 2х, =360°. 

Поскольку сумма внутренних уг- 
лов выпуклого шестиугольника рав- 
на 720°, тои ЗА, 2А.|+-=А, = 

360°. 


2х. 





Рис. |. 
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Среди внутренних углов выпуклого 
вписанного  шестиугольника прямых 
и острых углов найдется не более 
двух. 

Действительно, если допустить, 
что найдутся три таких угла, то одна 
из сумм углов, взятых через один 
(например, А.Е А,Р>А,), по 
принципу Дирихле содержит два сла- 
гаемых, сумма которых не превышает 
180°. Поскольку третий угол менее 
180°, вся сумма не может равняться 
360°. Если же прямых или острых 
углов не более двух, то в каждой из 
названных сумм таких углов ме 6бо- 
лее одного. 

Теорема, обратная доказанной тео- 
реме о равенстве сумм углов, невер- 
на. В этом легко убедиться, проведя, 
например,. прямую, параллельную 
А: А, и пересекающую стороны АзА, 
н А.А... Эта прямая отсечет трапецию 
н останется шестиугольник с такимн 
же углами, как и исходный, но две 
его вершины не лежат на окружно- 
сти, проходящей через вершины 
А:, А., А. и А,, поэтому вписать 
его в окружность нельзя. 


Стороны и диагонали 


Если три большие диагонали впи- 
санного выпуклого — шестиугольника 
пересекаются в одной точке, то про- 
изведения взятых через одну сторон 
равны между собой. 

Пусть (рис. 2) диагонали А.А. 
А.А и А.А, пересекаются в точ- 





ке М. Рассмотрим треугольники 
А.А.М и А. А.М. У них углы при 
точке М равны как вертикальные, 
а > |=-34 как вписанные, опираю- 
щиеся на одну и ту же дугу. Следо- 
вательно, эти треугольники подоб- 
ны и 


А.А, А.М 
АаА, = АМ - 
Аналогично устанавливается, что 
АД. АМА А.М и АА, АМ 
‹2 ЛА ‚А зМ, 
то есть 
А АМ А АМ 
Ав А — ЯМ Е А.А. — А.М я 


Перемножив полученные равенст- 
ва, получим 


А, Аз- АзАа- АБ Ав АМ - АМ. А«М 
АзАз-АзА, АзА, — А.М-А.М-А,М› 


откуда 
А, Аз-А.А,-А;А.=А.Аз-А.А,-АзА 1 


что и требовалось доказать. 

Справедлива и обратная теорема: 
если произведения взятых через одну 
сторон вписанного выпуклого шести- 
угольника равны между собой, то боль- 
шие диагонали шестиугольника пере- 
секаются в одной точке. 

Докажем ее от противного. 

Обозначим вершины вписанного 
выпуклого шестиугольника буквами 
А,, А,, ..., Ав, причем так, чтобы 
`/ А, Ав А была меньше 180 





Рис. 3. 
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(очевидно, это всегда можно сде- 


лать). 

Пусть А.А,.АзА.. АА. = 
=А.А,. А.А. АзА,; диагонали 
А.А. и АА, пересекаются в точ- 


ке М, а диагональ АзАз не проходит 
через эту точку (рис. 3). Рассмотрим 
шестиугольник А, А.АзАаА ‚В, впи- 
санный в ту же окружность, причем 
точка В лежит на пересечении окруж- 
ности и прямой А.М; у этого шести- 
угольника все большие диагонали 
проходят через точку М. 
Тогда по доказанной теореме 


А.А,-А.А.-А „В — А.Азх 
хА.А,.ВА,. 


Сравнив это равенство с условием, 
видим, что 


АА — Ав Ал 


А.В = ВА, ° 


Но если точка В (лежащая между 
А; нА,) лежит между Ази Аь, то 
из условия ‹›А,А,<180” получаем: 

А -В<А, А, ВА,>А,А,, 
откуда 


Аь Ав АзА, 
А.В >1> ВА, 








— строгое неравенство вместо ра- 
венства. Аналогично рассматривает- 
ся случай, когда точка В лежит меж- 
ду А, и А,. Следовательно, допуще- 
ние, что третья большая диагональ 
исходного шестиугольника не про- 
ходит через точку М, ошибочно. 
Таким образом, равенство произ- 
ведений сторон вписанного выпуклого 





А& 


Рис. 4. 
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шестиугольника, взятых через одну, 
является необходимым и достаточ- 
ным условием пересечения больших 
днагоналей шестнугольника в одной 
точке. 


Метрнические соотношения между 
сторонами и большими диагоналями 
вписанного выпуклого шести- 
угольника 


Произведение больших диагоналей 
вписанного выпуклого шестицгольника 
равно сумме произведений его сторон, 
взятых через одну, и произведений его 
противоположных сторон на разде- 
ляющую их большую диагональ (на 
рисунке 4 хуг=абс-а,6:с,Раах- 
оби сс, 2). 

Как нзвестно, произведение диа- 
гоналей вписанного — четырехуголь- 
ника равно сумме произведений про- 
тивоположных сторон четырехуголь- 
ника (теорема Птолемея). 

Обозначения всех элементов ше- 
стиугольника приведены на рисун- 
ке 4. По теореме Птолемея из четы- 


рехугольника А.А.А,А, находим 
ху=еса Е 4е 

и хуг=сс12- де. 

Но еи 2— диагонали вписанного 


четырехугольника А,.А;А.А,. По- 
этому е2-={е. 96. Таким образом, 


хуг=сс 2+ фа, Нав. 


Из вписанного  четырехугольника 
А, А.А. А, находим 4&=ах-Р6ас,, 
а из четырехугольника А.А. А Аз: 
4в==ас+ у. Подставив эти значе- 
ния, получим требуемое равенство. 
Вычисление диагоналей вписан- 
ного выпуклого шестиугольника по 
его сторонам является весьма слож- 
ной задачей. Только в случае, когда 
вписанный шестнугольник является 
полуправильным (а=6=с, а.=6,= 
—=с1), решение просто. Поскольку 
все углы такого шестиугольника рав- 
ны 120°, малая днагональ определя- 
ется как третья сторона треугольни- 
ка, у которого две стороны равны а 
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Рис. 5. 


и а,, а угол между ними 120°. Следо- 


вательно, «= Ка? + аа, + а!. Боль- 
шая днагональ является основанием 
трапеции, у которой боковые стороны 
равны и образуют с основанием углы 
по 60°. У такой трапеции большее ос- 
нование равно сумме второго основа- 
ния и боковой стороны, то есть 


х=а-а.. 


Некоторые точки 


Нам потребуется одно свойство 
треугольника — теорёма Менелая. 


Пусть прямая, не проходящая ие- 
рез вершину треугольника АВС, пе- 
ресекает его стороны АВ, ВС, СА 
или их продолжения соответственно в 
точках С, А, и В, (пример такой 
кояфигурации дан на рисунке 5); 
тогда 





Проведем через вершину С пря- 
мую, параллельную АВ. Тогда из 
подобия треугольников АСВ, н 
СОВт, а также С,ВА, и А,ОС полу- 
чим пропорции: 


АС, * „9, ВА, — ВС 


т 1 
Вс ся *' т -е2. 


Перемножив обе пропорции и пе- 
ренеся все члены налево, получим 
требуемое равенство. 

Справедлива обратная теорема: 
если на сторонах треугольника АВС 
или на их продолжениях взяты соот- 
ветственно точки А, В, и С, так, 
АС, ВА, СВ, 

И яв № то эти 
точки лежат на одной прямой. 

Если допустить, что прямая А,С, 
пересекает прямую АС не в точке В,, 


а в другой точке М, то по доказанной 
АС, ВА, СМ _ 
теореме вс сд, ^дм = 1.  Срав- 


что 


нив это равенство с данным, замеча- 
ем, что -СВь _ СМ ‘Отсюда легко ус- 
ме. АВ, — АМ ` р 
тановить, что точки В, н М совпадают. 

Введя направления отрезков на 
сторонах треугольника АВС, можно 
запнсать равенство в теореме Мене- 
лая еще так: 


АС, ВА, СВ, 
СВ’АС ви 


Легко также доказать  справедли- 
вссть теоремы Менелая в случае, 
когда прямая пересекает только про- 
должения сторон треугольника, — 
сделайте это самостоятельно. 
Пусть выпуклый шестиугольник 
вписан в окружность и продолжения 
его противоположных сторон соот- 
ветственно пересекаются в точках 
К, [и М (рис. 6). Тогда точки К, 
[и М лежат на одной прямой. 
Продолжения сторон А.А», АзА 
и А,Аь пересекаются в точках В, С 
и Ор. Рассмотрим пересечение тре- 
угольника ВСР прямыми КА,А,, 
ГАА... МА. А, (прямые записаны 
не двумя точками, как обычно, а 
тремя, чтобы показать и точку, в ко- 
торой прямая пересекает продолже- 
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Рис. 7. 


ние соответствующей стороны тре- 
угольника ВСР). По теореме Менелая 
для этих прямых имеем: 


ВА, ОК СА, 


А.р° КС! В = 


Ви. -ЗбАь. бАН = 
ГО "А.С *`А.В 





Перемножив эти равенства, полу- 
чим: 


В:-ОК.СМ ы 
Г0-КС.МВ ^ 


ВА,-СА.-РАь-СА.- ВА, -ОАв 


ЖА РЕВВА О зас =: 1. 


о 

По свойству секущих, проведен- 

ных к окружности из одной точки, 

ВА,-ВА, = ВА..ВА.; СА.-СА.= 

=СА,-СА; ПА,-ОА,=БА,.БА,. 

Поэтому вторая дробь в (*) равна 1. 
Таким образом, 


ве ОК СМ _ | 
вр“ ке мВ ^^ 

А это, как мы знаем, доказывает, 
что точки К, Си М лежат на одной 
прямой. 

Точки пересечения — диагоналей 
АА: и А.А., АА, и А.А,, ААА, 
и А.А, (рис. 7) также лежат на 0д- 
ной прямой. 
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Для доказательства используем 
теорему сннусов (стороны треуголь- 
ника пропорциональны сннусам про- 
тиволежащих углов) и теорему, об- 
ратную теореме Менелая для тре- 
угольника А.А.Е и точек В, С, р: 


АВ А.В А.В 
ВА; — А,В ° ВА. = 


д ——_д———до.— „. 


т ха 5т (хз ЗН ха - хе) 


У" Ут х: } 
ЕО ЕР 
с ао — 
ы ЕР ОА _ й Уп ха м 
—  БАь А.Б 7 эта ха Е ж) 


УП Хз 
Х эт Ех ° 
Перемножив этн равенства, полу- 
чим: 
А.В А.С ЕБ 
НА СЕ "В 
за 9 $11 (ха - ха - хе) -$т (ха Е хь - хе) 
эта хо хз) т (а Ех. + хь* 
Поскольку ххх ха х.- 
+х,=180°, то 


чп Ех ха) 


эт (ках 


+) 
н 
яп (хх, хь) = п (ха-ха 
+ №) 
Следовательно, 
А.В А.С ЕО 


А это и доказывает, что точки В, 
Сир лежат на одной прямой. 

Аналогично можно показать, что 
на одной прямой лежат точки пере- 
сечения диагоналей А.А; и А,А., 
АА зи А.А, ААА.н А.А „, а также 
точки пересечения диагоналей А.А; 
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и А, Аь, А.А и А.А, АА: и А.А, 
(достаточно сделать круговую — пе- 
рестановку обозначений вершин). 

Теперь мы можем решить такую 
задачу: «Даны 5 точек окружности. 
Пользуясь только линейкой, —по- 
строить еще одну точку этой окруж- 
ности». 

Пусть даны точки А, А», А., 
А. кА, Найдя точку В как пересе- 
чение А.А. с А,А., выберем произ- 
вольно точку С на А,А.. Тогда точ- 
ка Р определится как пересечение ВС 
с А, А,, а точка А, окажется пересе- 
чением А.) с А.С. 

Ясно, что таким путем можно по- 
строить сколько угодно точек окруж- 
ности. 

В заключение приведем несколь- 
ко задач о вписанном шестиуголь- 
нике. 


Упражнения 


1. Вписать в данную окружность шестн- 
угольник по серединам сторон, взятых через 
одну. 

2. Пять последовательных углов впнсан- 
ного Рыпуклого шестиугольника относятся 
как 6:5:8:9: 10. Найти величину щес- 


того угла. 
3. Шестнугольник А.А» т «АьАв вписяи 
в окружность, причем АзАз == АА. = 


а АА = а и А.А. = АзАь = Ав А, = в. 
Доказать, что днагонали А.А, АА н АзАе 
ограничивают равиосторонний треугольник, 
и найтн его площадь. 


4. Большие диагонали вписаниого вы- 
пуклого  шестиугольника А.А, А.А: и 
АА, пересекаются в одной точке; А.А, = 
= бем, зАа = 6 сми А, Де = 18 см, атри 
остальные стороны равны между собою. 
Найти пернметр шестиугольника. 

5. В окружность раднуса 25 см вписан 
шестнугольник А,А.А3АзА,Ае, три днаго- 
нали которого проходят через центр окруж- 
ности. Зная, что А.А, = 14 см, А.А 
== 30 см, определить периметр шестиуголь- 
ника. 
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Окружность 
Микеля 


Что это за клубок цветных 
лнний на обложке? Можно ли 
усмотреть какой-либо по- 
рядок в их размещенни? 

Да, можно. Красным цве- 
том нарисованы окружности, 
опнсанные около треуголь- 
ников, не имеющнх красной 
стороны. Сннне окружности 
опнсаны около треугольнн- 
ков, не имеющих снней сто- 
роны, н так далее. Каждая 
из четверок окружностей не- 
завнсимо от углов между от- 
резками прямых (лишь бы 
среди прямых не было па- 
раллельных н в одной точке 
пересекалось не более двух 
прямых) пересекается в точ- 
ке, общей для этих окруж- 
ностей (точка Уоллеса, от- 
крыта в 1799 году). Все пять 
точек Уоллеса лежат на ок- 
ружности Микеля (открыта 
в 1844 году). Окружность 
Микеля ма рисунке первой 
страницы обложки нграет 
центральную роль. Она вы- 
делена белым цветом. 

Но это еще не все. В 1871 
году английский математнк 
Унльям Клиффорд доказгл 
следующее. Проведем шестую 
прямую, не параллельную 
нн одной нз пятн данных 
прямых и не проходящую 
через точки пересечення уже 
построенных прямых. По- 
строим шесть окружиостей 
Микеля (для каждой из пя- 
терок прямых) — онн пере- 
а ся в одной точке|.. 

ернемся к конфигурации 
из четырех прямых. Пусть 
около каждого из четырех 
треуголькиков описана ок- 
ружность. Немецкий мате- 
матик Якоб Шлейнер уста- 
иовил в прошлом столетии, 
что центры этих окружностей 
и точка Уоллеса лежат на 
одной окружностн. 

Интересно, что  доказа- 
тельства этнх фактов опн- 
раются лишь на элементар- 
ные свойства вписанных н 
центральных углов. Попро- 
буйте самостоятельно про- 
вести все доказательства. 


В. Н. Березин 
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Задачник «Кванта» 





Этот раздел ведется у нас из номера 
в номер с момента основания журнала. 
В нем наряду с относительно легкими 
задачами встречаются и такие, ко- 
торые нелегко решить и специалис- 
там — математикам и физикам. Са- 
мые трудные задачи отмечены звез- 
дочкой. Не отчаивайтесь, если не 
сумеете быстро справиться с зада- 
чей; попробуйте вернуться к ней 
еще раз — через день, через неделю, 
через месяц. Но вот решение найдено. 
Если задача вас заинтересовала, то 
не откладывайте ее сразу же — по- 
думайте, как можно наиболее рацио- 
нально и коротко записать решение, 
обобщить задачу, уточнить или уси- 
лить ее результат, какие близкие 
задачи она позволяет решить. 

Во второй части раздела мы по- 
мещаем решения задач (примерно че- 
рез полгода после публикации их ус- 
ловий) с. учетом присланных чита- 
телями писем. С решениями мы со- 
ветуем знакомиться и тем, кто не 
выписывал в прошлом году «Квант» 
или не решал задам. 

В «Кванте» №№ 2, 4, 6, 8, 10, 12 мы 
приведем фамилии читателей, при- 
славших нам правильные решения за- 
дач этого раздела. Школьники, кото- 
рые в течение года регулярно будут 
присылать интересные и полные ре- 
шения, получат право участвовать в 
областных турах Всесоюзной олимпиа- 
ды наравне с победителями районных 
олимпиад. Кроме того, для побе- 
дителей нашего постоянного  кон- 
курса по решению задач редакция ус- 
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тановила 
премий. 

После формулировки задачи мы обы- 
чно указываем, кто предложил нам 
эту задачу. Разумеется, не все эти 
задачи публикуются впервые. 

Придумать новую оригинальную 
задачу обычно труднее, чем решить. 
Труднее, но, пожалуй, даже интерес- 
нее. Если это вам удастся, пришлите 
нам задачу вместе с решением. Наибо- 
лее красивые и интересные задачи мы 
опубликуем в «Задачнике Кванта» или 
в других разделах журнала. 

Наш адрес: 117071, Москва В-71, 
Ленинский проспект, 15, редакция 
журнала «Квант». На конверте пос- 
ле адреса журнала напишите, реше- 
ния каких задач вы посылаете (напри- 
мер: «Задачник «Кванта», — М1И, 
М 184; или «Ф2ОТ» или «новая задача»). 
Решения задач по каждому из пред- 
метов (если вы посылаете и матема- 
тику, и физику), а также новые за- 
дачи присылайте в отдельных кон- 
вертах. В начале письма обязатель- 
но напишите свою фамилию, имя, 
отчество, домашний адрес (а также 
класс и школу, в которой вы учитесь}. 
Письма от читателей мы сможем 
рассматривать и учитывать только 
в том случае, если они будут написа- 
ны на русском языке. Решения нужно 
присылать не позднее чем через пол- 
тора месяца после выхода из печати 
соответствующего номера. В част- 
ности, срок присылки ответов на 
задачи из этого номера — не позднее 
1 марта 1973 года. 
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Задачи 
М181—М185; Ф193—$Ф197. 


М! 81. Какую наименьшую длину 
должен иметь кусок проволоки, что- 
бы из него можно было согнуть кар- 
кас куба с ребром 10 см? (Проволока 
может проходить по одному ребру 
дважды, загибаться на 90° и 180°, 
но ломать ее нельзя.) 


М182. Докажите, что если 
5—0 и >00, то 


а ь с 
Е ГЫ СЫН 
в АА а 72 


6) а>0, 5>0, с>0 и 4{>0, то 


а) а>0, 


[2 


а Е м 
ера Карета Карета 


а 4 
ИИ НЕ 
Е 3 - 
В) ау, @ь, @з,-.., 4 — Положитель- 
ные числа (п->2), то 
а , Я 3 
ао Пе: у п 
аа... =|- @п Г -- а -.. Чп 
Чл 
у а а, 1... Ра,“ п. 





7 
| 


М183. Найдите высоту трапеции, у 
которой основания равны а и В 
(2<6), угол между диагоналями ра- 
вен 90”, а угол между продолжени- 
ями боковых сторон — 45”. 








М184 *. Докажите тождество 
$ \ 
61 _ Си Е 
я ПРЕ Г - => С гл = 
п! 


х(х -!- 1)(х-г 2)... п)` 
Г. Е. Есипенко 


М185 *. На кафтане площадыо 1 по- 
мещается 5 запазт, площадь каждой 
из которых не меньше /,. Докажи- 
те, что найдутся две заплаты, плозхадь 


общей части которых не меньше \(,. 
Е. Б. Дынкин 


Ф193. Имеются две системы линз 
с одинаковыми фокусвыми расстоянн- 
ями. Оптические оси линз совпадают 
(рис. 1). Первая система линз сос- 
тоит из собирающих лннз, во второй 
собирающие линзы чередуются с рас- 
сенвающими. Найти траектории лу- 
чей в каждой из систем, если рассто- 
яние между линзами много меньше 
фокусного. 


Ф194. Между обкладками плоского 
коиденсатора помещен заряд. Как 
он будет двигаться, если на конден- 
сатор подать  синусовдальное на- 
пряжение с начальной фазой о == 0? 


Ф195. Между двумя кубиками массы 
т, н т, находится сжатая пружнна 
жесткости А. Кубики связаны ниткой, 
расстояние между ними { (рис. 2). 
На какую высоту поднимется центр 
масс системы, если нить пережечь? 
Пружину считать невесомой. Ее дли- 
на в нормальном состоянии равна [,. 


Ф196. В камере ускорнтеля по окруж- 
ности раднуса А движется очень 
тонкий пучок протонов. Величина то- 
ка в начальный момент /, полное 
число частиц в камере п. Магнит- 
ный поток через неизменяющуюся 
орбиту пучка изменяется со скоростью 
ф. Какой станет величина тока пос- 
ле того, как частицы сделают одни 
оборот? Скорость частиц остается 
много меныней скорости света. 


Ф1{97. На тело массы т, лежащее 
на горизонтальной шероховатой по- 
верхности с коэффициентом трения А, 
в момент времени 2—0 начала действо- 
вать под углом & к горизонту сила, 
пропорциональная времени. Опре- 
делить скорость и движения тела 
через х секунд. } 
А. В. Устинова 





Г Е ЧИ ВЕчЫИ р 
ШТ ШИ 31 
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Решения задач 
М141—М145; Ф159—$Ф163. 


№141. Выберем на высоте ВН треугольника 
АВС произвольную точку Р (рис. 1). Пусть 
К — точка пересечения прямых АР ци ВС. 
Е — точка пересечения прямых СР и АВ. 
Докажите, что отрезки КН и Е.Н составля- 
ют равные углы с высотой ВН. 


Это утверждение иструдно доказать с 
помощью метода координат. За оси координат 
удобно принять основанис АС и высоту НВ 
треугольника (Н — пачало координат). Обо- 
значим координаты точек так, как пока- 
зано па рисунке 2 (на этом рисункеа © 0, 
с>> 0). Мы будем использовать следую- 
щую лемму: 

Уравнение прямой, пересекающей ось Нх 
в точке (х., 0), а ось Ну — в (0, у). имеет вид 

х у 
ль ы У а ы () 


Поскольку через две точки можно про- 
вести только одну прямую, для доказатель- 
етва леммы достаточно проверить, что 
прямая (1) проходит через каждую из этих 
точек. 

Из леммы следует, что координаты 
(хк. ик) точки К — точки пересечення пря- 
мых АР и ВС — получаются как решение 
системы уравнений 


ок Е 
семь }, 
уе 62) 
=“ == 
В 
К 
т 
А Н С 
Рис. 1. 
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Аналогично, координаты (хм, им) — 
решение системы 
х у 
ат 
х у } 
[2 р. —- 


Нас интересуют угловые коэффициенты 
прямых ИК и НМ — тангенсы угла наклона 
этих прямых к оси Нх. Вычитая почленно 
одно уравиение системы (2) из другого, 
найдем: 

( 1 | р Л б 
“= — п вер а, 


откуда 
ук (@-оёр 


> == — а. 3 
Аналогично 
ум  сС-а бр 
42 = МНх = хм 2 р) {4} 


Мы видим, что эти угловые коэффициенты 
равны по абсолютной величине и противопо- 
ложны по знаку. Отсюда следует, что прямые 
КН и МН составляют равные углы с пря- 
мой ВН (и симметричны друг другу относи- 
тельно этой прямой). 

Конечно, те же формулы (3) и (4) можно 
получить, не вводя систему координат, а 
рассмотрев много пиар подобных треуголь- 
ников. Так и поступило большинство 
читателей, решивших эту задачу. Многие 
также прислали решение, использующее тео- 
рему синусов. Одно из преимуществ апалити- 
ческого решения (с помощью системы коор- 
динат) кроме краткости записи заключается 
в том, что не пужно заботиться о располо- 
жении точек: решение годится и для того 
случая, когда один из углов А или С тупой: 
оно не проходит только в «вырожденном» 
случае, когда однн ‘из этих углов прямой, 
то есть @ или с равно 0; в этом случае обе 
точки Ки М лежат на прямой ВН, так что 
утверждение задачн очевидно. 


у 
80.5) 





А(<.0) 


Рис. 2. 
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Рис. 3. 


Некоторые читателн прислали геометрни- 
ческие решения, использующие «теорему 
Чевы». Вот одио из таких решений. 

Пусть К; и М, — точки пересечения 
НК и НМ с прямой [, параллельной АС и 
проходящей через В (рис. 3). Тогда для ре- 
шения задачи достаточно доказать, что 
ВК, = ВМу (отсюда будет следовать равен- 
ство АВК.Н = АВМ,Н). Но из подобня 
АВКК, и АСКН следует, что 


СН-ВК 
кат 
и аналогично 
АН. ВМ 
Век И 9 


так что пужное равенство вытекает из сле- 
дующего утверждения. 

Теорема (Чевы). Если Р — любая 
точка в плоскости треугольника АВС, К, Н 
и М — точки пересечения прямых АР и ВС, 
ВР и АС, СР и АВ соответственно (рис. 4). 
то 

АН - ВМ - СК = СН - АМ . ВК. 


Доказательство теоремы. 
Будем обозначать через 5(АВС) площадь 
треугольинка АВС. Тогда 


снам ‘вк” 


$(АРН) $(ВРМ) 5$ (СРК) 
— $ (СРН)'5(АРМ) ` 5 (ВРК) 


$(АРН) $4(ВРМ) 5(СРК) 
— $(ВРК) ‘` $ (СРН) `$(АРМ) ^ 


РА-РН РВ-РМ РС.РК.о 
=РВ.РК `РС.РН `РА.РМ =! 


{0б использованных здесь свойствах площа- 
дей треугольников подробно рассказывалось 
в статье П. Р. Кантораи Ж. М.Раб- 
бота «Площади многоугольников» в 
«Кванте» № 2, 1972). ° 

Предоставляем читателям самостоятельно 
сформулнровать н доказать утвержденне, 
обратное К утверждению задачи № 141. 





Рис. 4. 


М№М!142. а) Докажите, что нельзя занумеровать 
ребра киба числами 1,2, .._, 1? так, чтобы 
оля каждой вершины сумма номеров трех 
выходящих из нее ребер была одной и той же. 
6) Можно ли вычеркнуть одно из чисеа 1,2,._. 
...з 12. 18 и остовшимася занумеровать ребра 
куба так, чтобы выполнялось то ме ус- 
ловие? 

а} Предположим, что можно расставить 
числа 1, 2, ..., 12 на ребрах куба так, что 
сумма трех чисел при каждой вершине равна 
$. Сложим все восемь таких сумм, соответ- 
ствующих разным вершинам куба. В полу- 
чепную сумму 24 чисел каждое из чисел 
1, 2,..., 12 войдет два раза, потому что 
каждое ребро куба примыкает к двум вершн- 
нам. Таким образом, 


21-2 - 


12.13 39 
откуда $ = 5” = >, 5 получается не це- 


5 12) = 85$ 


дым! Возникшее противоречие показывает, 
что нужным образом занумеровать ребра 
числами 1.2,..., 12 пельзя. 


6) Ответ: Можно. 
Из решения пункта а) видно, что вычер- 
кивать имеет смысл только такое число с, 
для которого 
1-2 -- -|- 3 —с 
Ц Бж" | 


91 —с 
= 


4 4 


— целое, то есть с = 3, ё=7 или е= И. 
При этом соответственно $ = 22, 5= 21 
или $5 = 20. 

Очень многие читатели, убедившись, что 
при этих с число $ получается целым, заклю- 
чают отсюда, что нужная расстановка су- 
ществует. Но этой проверки, разуместся, 
недостаточно. 

Для обоснования ответа  цеобходимо 
предъявить пример. Большинство читателей 
прислали пример нужной расстановки для 
с = 7 (рис. 5). В этом примере каждая пара 
симметричных относительно 7 чисел (®, 
14 — А) располагается ина ребрах, симмет- 
ричных относительно центра куба. 

Уже то, что из разных мест нам присы- 
лали почти исключительно один и Тот же 
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Рис. 5. 


пример, наводит на мысль, что нужных рёс- 
становок существует вообще ие так уж много. 
Любителям решать логические задачи, ко- 
торых не пугает необходимость перебрать 
довольно много варнантов, мы предлагаем 
подумать над такими вопросами: сколько 
существует различных расстановок чисел 
.,., 6,8, ..., 13 на ребрах куба удовлет- 
воряющих условию задачи (две расстановки 
считаются различными, если они не полу- 
чаются друг из друга поворотом или симмет- 
рией куба)? Существуют ли расстановки цифр 
1, ..., 13 при с = 3 или с = И? Ответы на 
эти вопросы вы сможете найти в конце жур- 
нала. Там же высказаны некоторые сообра- 
жения, которые ломогают построить нужные 
примеры и сократить перебор. 

М143. Найдите наименьшее натуральное чис- 
20 п, Эая которого выполняется следующее 
условие: 


если п делится на р Ти р— простое, топ 
аелится на р. 


Пусть л удовлетворяет этому условию. 
Поскольку п делится на | = 2—1, опо должно 
делиться на 2, но тогда оно делится на 
З3=2-1, на 7=2.3-+Ти на 43 = 
=2.3.7- 1. Поэтому п должно делиться 
на 1806 =2-3-7- 43. 

Следовательно, минимальное п (если 
оно существует) не меньше 1806. С другой 
стороны, для 1806 условие задачи выполнено. 
Вот все делители числа 1806: 

1, 2, 3, 6,7, 14, 21, 42, 43, 86, 129, 301, 
1806. (5) 

Увеличив теперь каждый нз них на еди- 
ницу, получим: 

2. 3, 4, 7. 8, 15, 22, 43, 44, 87, 130, 302, 
1807. (6) 


Остается отобрать все простые числа 
из набора (6) н убедиться что они входят в 
набор (5) (1807 — не простое, оно делнтся на 


«7. 


Ответ: п= 1806. 
М144. Решение этой задачи содержится 
в заметке А. Т. Колотова «Об одном разбие- 
нии прямоугольника» (см. стр. 14 этого 
номера). 
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М145. А обещает платить В в среднем 


И? рыб в день. Они условились что в п-й день 
А будет получать целое число а, рублей 
{а, ровно 1 или 2) с таким расчетом, чтобы 
сумма, полученная за первые п дней (а -+ 
а... Вал), была как можно ближе к числу 
пу2. Например, а: == 1, ва =, аз= |, 
на — м а — 1. 

Докажите, что последовательность а, аз, 
аз, ... — непериодическая. 

Идея доказательства состоит в следую- 
щем. Предположим, что, начиная с некото- 
рого дня с номером № -Г 1, эта последова- 
тельность — периодическая и Т — период, 
то есть @мут+: — ам: @амМ+т+-— Яма 
ит. 4. Тогда за каждые Г дней, следующих 
после дня №, В будет получать одно и то же 
целое число 

ам: Рамат ... К амчт = (7) 
рублей. Поэтому в среднем (за большой про- 


с : 
межуток времени) он получит по = рублей 


в день. Мо из правила построения по- 
следовательностн @„ в среднем ои должен 
получать У2 рублей в день. Приходим к 
противоречию: равенство 


с = 
а У? (8) 


невозможно, поскольку число `8 ирра- 
цнонально, аси Т — чатуральные. 

Подобную идею высказали многие из 
приславших нам решение этой задачи. Но 
не все довели ее до строгого доказательства. 
Это доказательство может выглядеть, на- 
пример, так. 

Обозиачим а, | аз - ... тая через 
5„. Поскольку п И? иррационально и 


$„ — ближайшее целое число к п УЗ 
(рис. 6}, то 


|5„-—и У <У:. (9) 

Предполагая, что при п> М последо- 

вательность а„ — пернодическая, и нсполь- 

зуя обозначение (7), для любого натураль- 
иного т имеем 

$м+тт = $ = тс. (10) 

Применяя (9) кл= М -Е 7 Т, с учетом 
{10} получим 


6х --те—^ У —птт УЯ< Ч, 


откуда, используя неравенство |а-г В 
> [| —1В| мн деля на тТ, получаем 


Е Е 1 5м— м И? ! 
| ох "|< вит т ег’ 





5п 5141 5п+1 
' 
йе ИИ и: 
пу? (п. 02 


Рис. 6. 
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Это неравенство должно выполняться при 
любом т. Отсюда следует, что левая часть 
неравенства должна равняться 0 *), то есть 


мы приходнм к равенству {8), которое, как 


уже говорнлось, неверно ни прн какнх 
натуральных с и Т. 
Н. Б. Васильев 





Ф!59. Разность между давлениями внитри 
и снаружи резинового шарика возросла на 
1%. а при этом радиус шарика увеличил- 
ся на 9%. На сколько процентов возрастет 
радиус шарика, если разность между давле- 
ниями внугри и снаружи шарика возра- 
стет на оз%? 

Редакция не получила ни одного довс- 
денного до конца решения этой задачи. 
Ночти все читатели, приславшие нам свои 
ответы, рассуждали следующим образом. 

Для того чтобы решить задачу, нужно 
найти формулу, связывающую разность дав- 
лений внутри и снаружи шарика с его радиу- 
сом. Мы знаем, что в случае мыльного пузы- 
ря разность давлений пропорциональна ве- 
личине 6/Ю: 

Р-р, 
где о — коэффициент поверхностного натя- 
жения мыльного раствора. п — это сила, 
которая действует ма сдинниу длины грани- 
цы мыльной пленки, 

Обратиая  пропорциоцалькая — зависи- 
мость разности давлений от раднуса пузыря 
связана не с природой поверхностн, а с тем, 
что она нмеет сферическую форму. Поэтому 
точно такая же формула должна быть правиль- 
ной и для резинового шарика. 

Однако, в случае резинового шарнка ©. 
то есть скла упругостн, действующая на ели- 
ницу длины границы резиновой пленки, не 
будет постоянной величиной, не зависящей, 
как в случае мыльного нузыря, от его ра- 
днуса. 

Найти зависимость (А) трудно. Мы же 
приведем решение задачи, которое не зави- 
сит от вида функции 9(Ю). Бузем предпола- 
гать, что изменение радиуса шарика мало по 
сравнению с самим раднусом и изменение 
разности давлений внутрн н снаружи шарн- 
ка тоже мало по сравнению с самой этой раз- 
ностью. Это значит, что 4, < 100, 4. < 
< 100. 22 < 100 н | 100 (9200 Ех 
наменение раднуса шаркка во втором случае). 
Изменение раднуса шарика зависит от изме- 
нения разиости давлений. Это означает, 
чго $ является функцией @:49 - 9(а). Что 
можно сказагь о графнке функции 9(&)? 
При 9 =ба- 0; следэвательно, кривая 
9) проходиг через начало координат. Фн- 
зически ясно, что эта кривая прк малых © не 
имеет вертикальных скачков. При доста- 
точно малых @ действительный график зави- 
симостн 9(&) с хорошим приближением можно 


*) Здесь иснользуется такое очевидное 
свойство действительных чисел: если &>0, 
В>0, то существует натуральное мт такое, 
что тог> В. 

(«А кснома Архимеда») 


заменить прямой — касательной к графнку 
в начале координат. То есть зависимость д (а) 
можно считать линейной: 
9 = ва, 
где А — коэффициент пропорциональности, 
Теперь решить задачу совсем просто. 
Согласно условию 
9: = Ка, (1) 
93 — Каз {2) 
(мы считаем, что увеличение разности давле- 
ный отсчитывается от одного начального 
значения*)). Разделив равенство (2) на {1) 
почленно, получнм: 


4... ЧЕ 
9 би * 
откуда 
а 
42 = 91 Ра 


Ф160. Диск радиуса Ю раскручивают вокруг 
вертикальной оси с помощью веревки длины Г, 
которую тянут с постоянной силой Е (рис. 7). 
После этого диск сискакивает с оси и попадает 
на горизонтальнию плоскость. Сколько обо- 
ротов сделает диск на плоскости 90 полной 
остановки, если его масса равна М, а козф- 
фициент трения диска о плоскость равен Е? 


Днск остановится, когда вся его кннетн- 
ческая энергия перейдет в тезловую энергию 
благодаря трению о плоскость. Это означает, 
что условиз остановки днска —- равенство 
кинетической энергии диска работе снлы 
трения. 

Кинетическую энергию днска п момент 
его соприкосновения с плоскостью найти 
нетрудно — она равна работе силы Ё: 

Ме =ЕР {1} 

Найдем работу силы трения. Переме- 
щение различных Точек Диска различно. 


*) Возможно, что при некоторой «крити- 
ческой» разности давлений шарик «лопнет». 
Мы считаем, что увеличение разностн дав 
лений на а: % п &> % начинается с некото- 


росо начальпого зимачения, далекого от 
критического- 
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Рис. 8. 


Поэтому поступим следующим образом. 
Разобьем диск на тонкие полые цилиндры. 
Рассмотрим один из таких цнлиндров, на- 
ходящийся от центра диска на расстоянии г 
{рнс. 8). Толщина его 8г«г, поэтому можно 
считать, что при повороте днска на угол ф 
каждая точка выделенного цилиндра пере- 
местится иа фг. Это означает, что сила тре- 
ния Ртр совершила работу 


ЛА — Езр фг= В Ат авг, (2) 
где Ат — масса выделениого цилиндра, ко- 
торую можно выразить через массу днска М. 
Очевидно, отиошеине массы цнлиндра к 
массе диска равно отношению их площадей 

Ат л(и-|- Аг} — д 


м - д? 
Отсюда 
2г Аг-- (Аг)? 
&т = М Е 
Так как Аг<г, то (Ал < 9% ги 
г Аг 
Ат =2М —р:. 


Подставив это выражение для Ат в 
формулу (2), получим 
2ФМеЁг? Аг 
ла еНИЕ., 


Работа силы трения при повороте всего диска 
равна сумме таких выражений, относящнхся 
к разным цнлиндрам;: 

2ФМаг Аг 2ФМЕЕУг? Аг 
А = у - АЕ р (3) 


Сумму У, Аг можно посчитать так. 
Рассмотрим график функции у == г? (рис. 9). 
Произведение г?Ал — это площадь выделен- 
ного на рисунке прямоугольинка, а сумма 
$2 Аг равна площади ступенчатой фигуры, 
состоящей из подобных прямоугольников. 
При Аг-+0 ломаная линия стремится к 
параболе у == г*. Поэтому выражеиие Хл? А» 
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численно равно площади фигуры под графи- 
ком параболы. Для отыскаиня этой площади 
можно использовать метод, изложенный в 
статье Л. Д. Бендукидзс «Архимед и квад- 
ратура параболы» {(«Квант» №7, 1971}, и 
нрийти к выражению *) 


1 
Уга Аг Зе ЮЗ. 


Подставим это выражение в формулу (3) 


2ФМрЕЁ ЮЗ 2 
А = — Зра = 3 ФМ&ЕВЮ. 


Приравняем теперь эту величину кннетнче- 
ской энергии диска: 


2 
3 ФМЕЁЮ :2: ЕЕ. 


Отсюда найдем угол поворота днска 


РЕ 
Ф— 72 МЕЁК- 

Число оборотов диска равно 
ф 3 я 


$161. Вольтамперные характеристики зле- 
ментов С и Б показаны на рисучках 10, аи б 
(это идеализироганные вольтамперные харах- 
теристики стабилитрона и бареттера). 
Какой ток идет через элемент С в цепях, 
показанных на рисунке 11? Каково падение 
напряжения на элементе Б в схемах, показан- 
ных на рисунке 12? 





*} Те, кто прочитал статью Ю. И. Ионн- 
на «Интеграл» («Квант» № 9, 1972), может 
посчитать эту сумму, воспользовавшись ме- 
тодами интегрального исчисления. 
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ЭЛЕМЕНТ С а) 






ЭЛЕМЕНТ Б 





Рис. 10. 


Будем для простоты считать, что сопро- 
тивлення источников равны нулю. Рассмот- 
рим сначала схемы, показанные на рисунках 
п аи 12, а. 

. 1) Через эаемент С (рис. 11, а) ток не 
идет, пока падение напряжения на нем не 
станет равным (Ш. Таким образом, при 
Е И, < = 0. При Е> (Ц, паденне напря- 
жения ина элементе С равно {, а паде- 
ние напряжения на сопротивлении ВЮ 
равно Е — Ж. При этом по цепи идет ток 


Е-Ы 
[с = Ю г. 


График зависимости /с от Е показан на ри- 
сунке 13. 

2) Если э. д. с. источника (рис. 12, а) 
такова, что через элемент Б идет ток, мень- 
ший /, то падение напряжения на нем равис 
нулю. При этом падение напряжения на со- 
противлении Ю равно ЕЁ и, следовательно, 

Е 


В - 





а} 5) 


Рис. 11. 


5) 





о Е 





те 


Рис. 13. 


Рис. 14. 


Это равенство выполняется, пока /= А. то 
18 
есть прн в <= или Е= И В. 


При Е> ЛВ по цепн идет ток /,, падение 
напряжения на сопротивлении А равно /.А, 
а на элементе Б оно равно Е — ДАЮ. 

График зависимостн падення напряже- 
ния на элементе Б от Е показан на рисуч- 
ке 14. 

Теперь рассмотрим схемы, показанные 
на рисунках 1, би 12, 6. 

3) Если 5. д. с. источника в схеме, по- 
казанной на рисунке 11,6, меньше, чем 
В, то ток через элемент С равен нулю, а 
через элемент Б идет ток 


й = 


- © 


Это верно, если Г= №. то есть при 


—В = или Е АК. 


При увелнченни Э. 4. с. чсточника ток 
через элемент Б может увеличиваться только 
до величины А. Если Е >> В, но падение 
напряжения на элементах С и Б меньше Ц, 
ток идет только через элемент Б. Этот ток 
равен /. Поэтому падение напряжения на 
сопротивлении А равно ЛЮ. а падение на- 
пряжения на элементах С и Б равно Е — 1 В. 
Это выполняется до тех пор, пока 


Е — 18 = Ц, 


то есть ирн 
Е = [2 | 1Ю. 


Пон большей э. д. с. источника падение из- 
пряжения на элементах С и Б равно (., 


Ш 





по сопротнвлению А идет ток /н-= 


через эдемент Б ндет ток /; = /.. а через 


Е— 
элемент С — 5 = ж—/ь = в 





Графнки зависимости тока через сопро- 
тивление Ю, падения напряжения на эле- 
ментах Си Бн тока Г от Е показаны на 


рисунке 15. 

4) Ясно, что при Е = Ш, надение напря- 
ження на элементе С в схеме, ноказанной на 
рисунке 126, меньше ИУ, и ток по цепи не 
идет. При этом ладение напряження на эле- 
менте Б равио нулю. Когда Е ЕО болъ- 
ше (И, по цепи будет идтн ток /-= =‘ 





Но этот ток не может быть больше /. Пока 
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Ц | 
| 
р 
КК ив Е Ью Е 
Рис. 15. Рис. 16. 
Е— № 





1 <, 10 есть в < или Е<Х 


< Ш - ЛК, падение напряжения на эле- 
менте Б равно нулю. При Е > Ц, АВ /= 
<= [. а падение напряжения на элементе 
Б равно Ив = Е — ЛВ —Ц 

Графикн зависимости тока, идущего по 
цепи, и напряжения О; от ЕЁ показаны на 
рисунке 16. 


Ф!62. Противостоянием Марса называется 
момент, когда Марс, Солнце и Земля находят- 
сяна одной прямой. Великое противостояние— 
это момент, когда расстояние Земля— Марс 
иннимально. Считая, что орбита Земли — 
окружность. а орбита Марса — залипс, най- 
ти, через сколько лет повторяются великие 
противостояния. 

Полный оборот вокруг Солнца Марс 
делает за 687 Эней. 


Если великие противостояния повторя- 
ются через Ё лет, то Земля за это время сде- 


365 
лает А полных оборотов, а Марс —п =: 687 


полных оборотов. Это число должно быть це- 
лым. Таким образом, нам нужно найти такое 
миииолныв целое А, при котором выражение 
687 равно целому числу. 
365 365 23 72 8 

Так как 587 ^ 685 == 187 = 135 = 15 › 
то минимальное целое Ё, при котором п 
тоже целое, равно 15. При этом л == 8. 

Такнм образом, великие противостояния 
повторяются через 15 лет. Марс за это время 
делает 8 оборотов. 

В действительности, как известно, ве- 
ликие противостояния повторяются через 
15 наи 17 лет. 
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$163. Согласно одной из первых моделей атома 
водорода (модель Томсона) он представляет 
собой равномерно заряженный положительным 
электричеством шар, в цектре которого на- 
ходится электрон. В целом атом нейтрален. 
Найти радиус такого атома, если известно, 
что минимальная энергия, которую нужно 
сообщить электрону для удаления его из 
атома на большое расстояние, равна №. 
Величина заряда электрона е. 


Величина 1! равна работе, которую необ- 
ходимо затратить для того, чтобы удалить 
из атома электрон. 

Легко найтн работу, которую необхо- 
димо затратить для Того, чтобы, удалить 
электрон с поверхности атома зна бесконеч- 
ность» (бесконечно далеко от него). Эта работа 
равна потенцнальной энергии электрона у 
поверхности положительно заряженного ша- 
ра, то есть потенциалу электрического поля 


е 
на поверхности шара ф = =. {Е — заряд 


шара н Ю@ — его радиус), умноженному на 
величину заряда электрона 


Для того, чтобы найти работу, которую 
необходимо затратить для перемещения 
электрона из центра атома на сго поверх- 
ность, разобьем шар на тонкие шаровые слон 
толщиной Аг такие, чтобы на протяжении 
каждого из таких слоев силу, действующую 
на заряд, можно было считать постоянной. 
Для этого нужно, чтобы Аг<А. Шапряжен- 
ность поля, создаваемого зарядами каждого 
из слоев, внутри этого слоя, как известно, 
равна нулю, а вне слоя — такая же, какой 
она была бы, еслн бы весь заряд слоя был 
сосредоточен в центре шара. Это означает, 
что напряженность электрического поля 
внутри атома на расстоянни г от его центра 
равна 


Е У 
Е = т? , 
а сила, действующая в эТом поле на электрон, 
равна 


йе 
Ра, 


где 4 — заряд, который находится внутри 
сферы радиуса г. 

Так как заряд шара е н он распределен 
по шару равномерно, то в единице объема 
шара сосредоточен заряд 

[4 





4 й 
_ "вора 
Е лдА 
Значит, внутри шара с радиусом г будет 
находиться заряд 
г 3 =.  \3 
шве | 
ква 
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Поэтому . 


Е 
= а /- 


Для того, чтобы вычислить работу, ко- 
торая затрачинается на перенесение электро- 
на в атоме, возьмем среднюю силу и умножим 
«е на перемещение электрона КЮ. Так как 
сила, действующая на электрон, пропорцно- 
нальна расстоянию электрона от центра ато- 
ма, то средняя сила равна половине силы, 
действующей на электрон на поворхнотти 


г ё 
атома ( она равна р = фр): 


| [| е 
бе т 
Поэтому 
2? ' ее 


] 
Е си 


Полная работа, которая необходима для 
удаления электрона из центра атома на боль- 
шое расстоянис, равна 


е* | РО 3 = 
А- А. -!-А, т 7. В 

Эта работя но условию равна №: 

С и 

2 Ю у 
Отсюдл 

$3 м 
ат. 


Подставим сюда численные значения ве- 
лични. Известно, ито энергия ноннзацин 
атома водорода —- эвергия, необходимая для 
отрыва электрона от атома, — равна 13,6 эи 
или 21.7.10° эре, а в `4,8.107№ ед, 
СГСЭ. Поэтому радиус атома в модели 'Гом- 
сова равен 


3-23.10720 а 
К о тю:т <* 1.6105 см. 


Н. Ш. Слободецкий 


Автоморфные 
числа 


Вы слышалн что-нибудь 
об автоморфных числах? 
Это числа, которые вновь 
появляются на конце своих 
квадратов. Некоторые из 
таких чисел хорошо вам 
знакомы: 5 (5% 5-=25}, 6 (6х 
х6=36), 25 (25%25=625). 
Однозначных — автоморфных 
чисел всего два: Би 6. Дву- 
значных — тоже два: 25 и 
76. Трехзначные  автоморф- 
ные числа — 625 и 376. Ока- 
зывается, автоморфные числа 
более высокого порядка по- 
лучаются из автоморфниых чи- 
сел  предыдушего порядка, 
если к ним дописать спереди 
одну цифру (которая, прав- 
да. может быть нулем, поз- 
тому четырехзначное — авто- 
морфное число только одно: 
9376, а 90625 — единственное 
пятизиачное автоморфное чис- 
по). 

Автоморфные числа могут 
быть сколь угодно большими. 
Вот, например,  1©0-значное 
автоморфное число: 395300 
7319108169802938509890062 16 
650958086381 100055742342323 
089610900410661997739225625 
9918212890625. 

Это число было обнаружено 
в 1964 году. Его пару вы мо- 
жете написать сами. Оказы- 
вается, существует  доволь- 
но простая завнсимость между 
автоморфными числами од- 
ного порядка, н, зная одно 
из них, можно легко обна- 
ружить второе. Попробуйте 
вайти эту зависимость и на- 
писать второе  100-значное 
автоморфное число {в этом 
вам поможет решение 38- 
дачи №69, «Квант» № 10, 
1971). Интересно, что авто- 
морфные числа существуют 
не в любой системе счисления: 
основание снстемы не долж- 
но быть простым числом нли 
его степенью. Первой под- 
холящей системой будет ше- 
стиричная, попробуйте най- 
ти в ней пару двузначных ав- 
томорфных чисел, 


В. И. Бахмин 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


В 1972 году на страницах «Кванта» 
будет продолжена публикация мате- 
риалов под рубрикой «Практикум аби- 
туриента». Поступающие в редакцию 
письма показывают, что этот раздел 
вызывает живой интерес у многих 
читателей журнала. Мы благодарны 
всем, кто высказал нам свои замечания 
и предложения. 

Конечно, нет никакой возможности 
осветить все вопросы, входящие в 
программу вступительных экзаменов 
по математике и физике. Да в этом 
и нет необходимости — эти вопросы 
изучаются в школе и подробно рассмот- 
рены в школьных учебниках. Поэтому 
редакция наметила лишь такие темы, 
которые в том или ином виде наиболее 
часто используются при решении кон- 
курсных задач и вызывают затрудне- 
ния у поступающих. 

Рассмотрение теоретических в0- 
просов в статьях сопровождается раз- 
бором конкретных примеров, взятых, 
как правило, из вариантов вступи- 
тельных экзаменационных работ. В 
конце каждой статьи будут поме- 
щены задачи Оля самостоятельного 
решения, помогающие читателям про- 
верить, насколько хорошо они усвоили 
прочитанное. Эти задачи в основном 
также берутся из вариантов всптиу- 
пительных экзаменов последних лет. 

Учитывая многочисленные поже- 
лания читателей, в порядке информа- 
ции мы будем продолжать помещать 
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варианты задач, предлагавщихся на 
письменных и устных экзаменах по 
математике и физике в’ различных 
вузах страны в 1972 году, а также 
краткие сведения об этих институтах 
представляющие интерес для наших 
читателей. Знакомство с этими ма- 
териалами позволит будущим абиту- 
риентам конкретно представить се- 
бе, что такое письменный и устный 
приемный экзамен, заранее попробо- 
вать свои силы в решении набора за- 
дач за ограниченное время (обычно 
4 часа). Например, можно рекомен- 
довать будущим абитуриентам устра- 
ивать себе самостоятельно «экзамен», 
решая за 4 часа весь вариант и запи- 
сывая его, а затем самостоятельно 
(или с помощью товарища) проверять 
его. Такая тренировка, максимально 
приближенная к условиям экзамена, 
оказывается особенно результативной. 
Отметим только, что приступать к 
ней надо, достаточно хорошо изучив 
теоретические разделы. 

Как показывает редакционная поч- 
та, большой популярностью у моло- 
дежи пользуются передачи по физлке 
и математике из цикла «Для посту- 
лающих в вузы», которые проводятся 
ло третьей (учебной) программе Цен- 
трального телевидения. Учитывая 
пржьбы читателей, «Квант» будет 
систематически помещать информа- 
цию и материалы этих телевизион- 
ных подготовительных курсов. 
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Формализация 
условий задачи 
А. А. Рывкин 


Когда люди, чья жизнь складыва- 
ется в стороне от математики, вспо- 
минают школу, им невольно прихо- 
дят на ум поезда, отправляющиеся из 
нункта А в пункт В, и бассейны, в 
которые через одну трубу вода на- 
ливается, а через другую вылива- 
ется. Хотя у подобных задач мало 
общего с той «настоящей» — акси- 
оматической математикой, эталоном 
которой на протяжении многих сто- 
летий остается элементарная геомет- 
рия, умение их решать — один из 
непременных критериев оценки ма- 
тематической подготовки большин- 
ства абитурнентов. 

По-видимому, жизненная сила по- 
добных текстовых задач заключена 
в той роли, которую играет в них 
логика, присущая любому строгому 
прикладному исследованию. 

Сегодня математика все более ши- 
роко н все более успешно использу- 
ется для решения таких конкретных 
задач (как чисто практических, так 
и возникших в других науках), ко- 
торые требуют индивидуального не- 
шаблонного подхода при их форма- 
лизации. 

Сталкиваясь с подобной задачей, 
математнк вначале стремится сфор- 
мулировать ее словами, то есть пост- 
роить словесную модель, отражающую 
все существенные стороны явления 
и оставляющую в стороне второсте- 
пенные. Затем эту  словесную мо- 
дель предстоит формализовать, или 
построить математическую модель изу- 
чаемого объекта. Формальная модель 
должна быть, с одной стороны, доста- 


точно простой, чтобы допускать даль- 
нейший математический анализ, а 
с другой стороны, она должна быть 
эффективной — отвечать той цели, 
ради которой ее сконструнровали. 
Построенная таким образом модель 
подвергается изучению с помощью чис- 
то математических средств. Чаще все- 
го она оказывается системой урав- 
нений, и цель достигается в результа- 
те се решения. В других случаях 
эта система состонт из уравнений и 
ограничений. Нередко в условни за- 
дачи содержится некоторый критерий 
качества, ‘позволяющий из множества 
возможных решений системы ото- 
брать «наилучшие». Случается, что 
на последней стадии решения систе- 
мы выясняется несоответствие мо- 
дели цели ‘исследования. Тогда при- 
ходится вернуться к самому первому 
этапу и начать все сначала. 
Текстовая задача, с которой аби- 
турненты встречаются на экзамене, 
представляет собой словесную модель 
некоторой практической задачи. Пусть 
эта задача не всегда достаточно реаль- 
на по своему содержанию, пусть 
заранее известно, что она имеет более 
или менее простое решение. Логика 
формализации и остальные этапы при- 
кладного математического исследова- 
ння содержатся в ней обязательно. 
Сейчас стали появляться тексто- 
вые задачи, подводящие абитурнен- 
тов к тем проблемам, с которыми 
им придется столкнуться после пос- 
тупления в вуз. Например, в 1968 
году поступающим на отделенне эконо- 
мической кибернетики экономическо- 
го факультета МГУ была предложена 
такая задача. 
Задача 1. 3За860д должен пе- 
реслать заказчику 1100 деталей. Де- 
тали для пересылки упаковываются 
в ящики. Имеются ящики трех ти- 
пов. Один ящик первого типа вме- 
щает 70 деталей, один ящик второго 
типа — 40 деталей, а один ящик 
третьего типа — 25 деталей. Сто- 
имость пересылки одного ящика пер- 
вого, второго и третьего типа равна 
соответственно 20, 10 и 7 рублям. 
Какие ящики должен использовать 
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39800, чтобы стоимость пересылки 
была ниименыией? Недогрузка ящиков 
не допускается. 

Читатели, привыкшие решать текс- 
товые задачи, легко запишут со- 
ответствующие формальные соотноше- 
ния. Если обозначить через х., х. 
и хз; количества используемых ящиков 
вместимостью по 70, 40 и25 деталей 
соответственно, то 


70 х1-40 х,-+25 хз==1100, 


так как по условию недогрузка яци- 
ков не допускается. Величины ху, 
х› и хз нужно выбрать такими, чтобы 
стоимость пересылки 


20х70 х,-|- 10х40 х,--7 Хх 25 х. 


была наименьшей. 

К сожалению, формальная запись 
условий задачи мало чем помогает 
нам в отыскании ее решения. Го- 
раздо полезнее представить себя на 
месте работника экспедиции, кото- 
рому поручили осуществить эту ие- 
ресылку. Первое, на что он обратит 
внимание, будет стоимость пересыл- 
ки одной детали для каждого из 
трех варнантов. 

и 
70’ 40 25 
после приведения к общему знаме- 


ателю 200 113 и 1% онзаметит 
нателю 50, 700 И 205; метит, что 


самой дешевой оказывается пересылка 
в комплектах по 40 деталей, а самой до- 
рогой — в комплектах по 70 деталей. 
Так как. 1100 не делится нацело на 40, 
то придется воспользоваться не толь- 
ко самыми выгодными комплектами. 
Чтобы потерять как можно меньше, 
он будет постепенно отказываться 
от самых выгодых условий, то есть 
рассматривать случан, когда в ящи- 
кн по 40 деталей уложено максималь- 
но возможное количество деталей: 
1080, 1040, 1000, 960 и т. д. В первом 
случае неупакованными останутся 20 
деталей, а во втором — 60 деталей. 
Ими нельзя загрузить ящики ло 25 
деталей в каждом и тем более по 
70 деталей. Третий случай вполне 
допустим: он предполагает, что для 
упаковки будут использованы 25 ящн- 
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ков по 40 деталей {25х40=1900) 
и 4 ящика по 25 деталей. Любой 
другой вариант приведет к большим 
расходам, поскольку количество са- 
мых выгодных комплектов уменьшит- 
ся за счет увеличения количества ме- 
нее выгодных комплектов (по 25 де- 
талей в ящике) или за счет появления 
самых невыгодных комплектов (по 
70 деталей), которые в найденном 
нами варианте не используются вовсе. 

Мы видим, что при решении этой 
задачи здравый смысл оказался го- 
раздо полезнее формальной математи- 
ки. А вот для задачи из другого 
варианта того же года одного здра- 
вого смысла было бы, пожалуй, не- 
достаточно. 


Задача 2. Четыре группы ту- 
ристов отправились в воскресный по- 
ход по четырем маршрутам разной 
протяженности. Сумма расстояний, 
пройденных первой и четвертой груп- 
пами вместе, на 6 км больше суммы 
расстояний, пройденных второй и тре- 
тьгй группами. Вторая группа прошла 
на 2 км меныше первой. Число туристов 
третьей группы равно расстоянию 
(в километрах), пройденному первой 
группой, а число туристов второй 
группы равно расстоянию, пройден- 
ному четвертой группой. Сумма квад- 
ратов расстояний, пройденных каж- 
дой группой, равна 494 км?. Сколько 
километров прошла каждая группа? 

Как и в предыдущей задаче, нач- 
нем с формализации условия. Если 
группа с номером # прошла х; км, то 


ху + Ха == хх, б, 
Хх: = х+ 2, 

2 2 2 2 
хе-хе -1- Хз + хх = 494. 


Мы получили систему уравнений с 
четырьмя неизвестными. Правда, ос- 
тались неиспользованными условия, 
в силу которых х, равно числу ту- 
ристов третьей группы, а х,— числу 
туристов второй группы. В первый мо- 
мент эти данные задачи вызывают 
недоумение, а в памяти всплывает 
детская задача-шутка, ни к селу 
ни к городу оканчивающаяся вопро- 
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сом «сколько лет капитану?» заве- 
домо не имеющим ничего общего 
с условием. «Разве что-нибудь изме- 
нится, — готовы уже спросить вы, 
если дописать к системе еще два 
уравнения 


Х: == Л, 


(индекс у числа п соответствует 
номеру группы)? Мы добавили два 
уравнения и ввели два новых неиз- 
вестных, так что получить недостаю- 
щее уравнение так и не удалось». 
Однако сам вид двух последних 
уравнений заставит вас уже в следую- 
щее мгновение заметить, что п, 
ни л. — числа натуральные, а следо- 
вательно, х.=х.—2=л3—2 и хз= 
ха х— х,— б-= пп, из 2— 
—6 = п, —4 — непременно целые 
числа. 

Поиски недостающего уравнения 
не увенчались успехом, но доставили 
нам дополнительную информацию о 
неизвестных. Теперь остается решить 
полученную систему уравнений в не- 
отрицательных целых Числах. Под- 
ставим второе уравнение х, = х,-+ 
--2 в первое. Получим ха == хз 4. 
Заменим теперь в третьем уравне- 
Нин Хх, И х. их выражениями через 
ХИ Хз: 


юное) = 494, 


то есть 
ха 2х. +2 4х; —237. 


Перепишем 
в виде 
(ха (г 2)2--242. 

Поскольку сумма квадратов двух 
неотрицательных чисел равна 242 
лишь в том случае, когда оба эти 
числа равны 11 (в этом легко убедить- 
ся непосредствеиной проверкой), то 
х.==10, хз=9, а следовательно, х, = 
==18, х4=13. 

Итак, первая группа прошла 12 км, 
вторая 10 км, третья Экм, а четвертая 
13 км. 

Чаще всего прн решении задач 
на составление уравнений трудности 


последнее уравнение 


связаны с выбором удачной форма- 
лизации. Нужно так ввести неизве- 
стные и так составить уравнения, 
чтобы сформулированные в условии 
логические связи нашли достаточно 
простое отражение в уравнениях. 
Не следует при этом ориентироваться 
на получение простейшей формы запн- 
си условия. Если упрощение уравне- 
ний достигнуто усложнением логики, 
использованной при их составленни, 
то такое решение можно будет при- 
знать более изящным, но не всегда 
более простым. Возникающие здесь 
альтернативы мы проиллюстрируем 
на примерах двух задач, относящихся 
к типу задач на концентрацию. 

Задача 3. (Геофак МГУ, 
1967). В пустой резервуар по двум 
трубам одновременно начинают пос- 
тупать чистая вода и раствор кис- 
лоты постоянной концентрации. Пос- 
де наполнения резервуара в нем по- 
лучится 5%-ный раствор кислоты. 
Если бы в тот момент, когда резер- 
вуар был наполнен наполовину, по- 
дачу воды прекратили, то после на- 
полнения резервуара получили бы 10%- 
ный раствор кислоты. Определить, 
какая труба подает жидкость быст- 
рее и во сколько раз. 

Необходимо начать с определения 
ядра задачи, то есть существенных 
связей, объединяющих ее элементы. 
В задаче говорится о резервузре, ко- 
торый в первом случае наполняют до 
краев, а во втором — сначала напо- 
ловину, а затем доливают доверху. 
Казалось бы, нет ничего естествен- 
нее, как попытаться именно на этой 
основе составить уравнения. 

Так как объем в литрах нигде в 
задаче не упоминается, то следует 
принять емкость резервуара за еди- 
ницу- Пусть далее х, и х.— пропуск- 
ные способности первой и второй 
труб, измеренные в долях объема 
всего резервуара. Через 4 обозначим 
концентрацию кислоты (в долях еди- 
ницы), поступающей по одной из 
труб. 

Как же теперь составить уравне- 
ние, отражающее условие задачи, в 
силу которого после одновременного 
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наполнения резервуара первой ин вто- 
рой трубами в нем получится 5%-ный 
раствор кислоты? Чтобы зафиксиро- 
вать тот факт, что резервуар был напол- 
нен; нам нужно знать время, которое 
этн две трубы работали. Оно равно 
ет Стопроцентной концентрн 
рованной кислоты за это время пос- 
9х1 
Ха ха ° 
от объема, равного единице: 


9% 005. 


х ха 


тупило что и составило 5% 


Во втором случае резервуар был 
наполнен сначала наполовину. Ко- 
личество концентрированной кислоты 

9х: 
2(х, -- х1} ^ 

Затем его наполняла только вто- 
рая труба, по которой поступала 
кислота концентрации 9. Следова- 
тельно, всего в резервуаре оказалось 

9х 
26, Нк + 
лоты. Таким образом, получаем второе 
уравнение: 


с Ма Ч 
5, +8 “0. 


при этом оказалось равным 


- концентрированной кис- 


Решая полученную систему, на- 
ходим, что труба, по которой поступа- 
ет вода, имеет вдвое большую пропуск- 
ную способность по сравнению с тру- 
бой, по которой поступает кислота. 

Хотя задача решена довольно бы- 
стро, процесс составления уравнений 
потребовал более трудных логичес- 
ких выкладок, чем это было необхо- 
дИМО. 

Следовало сразу же обратить внн- 
мание на то обстоятельство, что сам 
резервуар не играет в условии задачи 
никакой роли, а потому «ядро» зада- 
чи мы выбрали неверно. И в первом, 
и во втором случаях в условин гово- 
рится о потоках жидкости, а не о ее 
запасах. Если в резервуар по двум 
трубам одновременно начинает по- 
ступать чистая вода и раствор кис- 
лоты постоянной концентрации, то 

%-ный раствор кислоты получится 
не только после его наполнения. В 
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каждый момент времени в результа- 
те перемешивания двух поступающих 
в резервуар жидкостей получается 
раствор 5%-ной концентрации. Прн- 
мем теперь пропускную способность 
трубы, по которой поступает кислота, 
за единицу, а пропускную способность 
другой трубы обозначим через р (р мы 
н должны определить по условию зада- 
чи). Пусть, как и прежде, концентра- 
ция поступающей по первой трубе 
кислоты равна $. Процесс смешивания 
можно описать простым уравнением 


= =т=0,05 
(в единицу времени в бассейн посту- 
пает количество жидкости, равное 
р-+1, а концентрированной кислоты 
в этой жидкости будет 4). 

Вторую часть задачи переформу- 
лируем теперь следующим образом: 
в результате смешения двух одина- 
ковых объемов кислоты, один из кото- 
рых имел концентрацию 0,05, а дру- 
гой 4, получился раствор концентра- 
ции 0,1: 

РТН 
2 

Решение полученных уравнений 
не представляет никакого труда. 

В этой задаче выбор менее рацио- 
нального пути для ее формализации 
практически не усложнил процесса 
решения полученной в результате си- 
стемы уравнений. Однако в тех же 
задачах на концентрацию могут воз- 
никнуть серьезные затруднения толь- 
ко из-за того, что выбран неудачный 
путь составления уравнений. В ка- 
честве примера обратимся к задаче, 
которая неоднократно предлагалась 
на экзаменах (мехмат, 1962, эконо- 
мнческая кибернетика, 1965). 

Задача 4. Из полного бака, 
содержащего 729 л чистой кислоты, 
отлили а л и долили бак водой. После 
полного перемешивания (д0 получения 
однородного раствора) из бака опять 
отлили а л раствора, снова долили бак 
80д0й и тщательно перемешали. Пос- 
ле того как такая операция была про- 
ведена шесть раз, жидкость в баке 
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содержала 64 л чистой кислоты. Оп- 
ределить величину а. 


В условии акцент сделан на том, 
что после шестикратного повторения 
операции в баке осталось 64 л чистой 
кислоты. Обычно это условие и слу- 
жит базой для составления уравнения. 

Однако задачу можно решить про- 
ще, если в качестве основы для состав- 
ления уравнения выбрать концентра- 
цию растворов, а не объемы. Подоб- 
ные задачи и называют задачами на 
концентрацию, поскольку именно об- 
ращение к концентрациям позволяет 
получить наиболее удачную формаль- 
ную запись условия. Обозначим че- 
рез 4а, 4.,... концентрацию  кисло- 
ты в баке после первой, второй... 
операции. Очевидно, что 


729 —а 
729 ‘ 


723 —а 
2= 9! 5 ,..., 


1 = 


729 —а 
98 — 9$ - 9 — 


В самом деле, если перед (г -|- 1)-й 
операцией концентрация кислоты бы- 
ла 4;, то из бака вылили 9; а литров 
чистой кислоты, после чего в нем оста- 
лось 4; (729 — а) литров чистой кис- 
лоты. Таким образом, 


729 —а 
ЧЕ =; 759 


Итак, концентрации 9; образуют 
геометрическую прогрессию со знаме- 


729 —а 
. Так как концентра- 


нателем —9_ 


ция дз по условию равна г, то полу- 


чаем уравнение 


729 —а \6 64 
729 ] = 729, 
129 —а 


то есть === 


р 
3’ 
откуда а = 243. 

Теперь перейдите к упражнениям. 
Не торопитесь заглянуть в решение 
даже в том случае, если задача не ка- 
жется вам трудной и вы хотите только 
проверить правильность хода ващих 


мыслей. Доведите задачу до ответа, 
причем сделайте это внимательно и 
аккуратно, и лишь после этого проч- 
тите решение. Сопоставьте ваш под- 
ход с тем, который предлагается в 
конце номера. 


Упражнения 


1. (Экономический факультет МГУ, 
1968). Предполагается использовать 2000 руб. 
на путевки в дома отдыха. Путевки имеются 
на 15, 97 и 45 дней; стоимость их соответ- 
ственно 21, 40 и 60 руб. Сколько и каких 
путевок нужно купить, чтобы общее число 
дней отдыха было нанбольшим? 

2. (Химфак МГУ, 1969). В первый со- 
суд емкостью 6 л налито 4 дл 70%-ного раствора 
серной кислоты; во второй сосуд такой же 
емкости налито 3 д 90%-ного раствора сер- 
ной кислоты (имеется в виду объемное про- 
центное содержание). Сколько литров раст- 
вора нужно перелить из второго сосуда в пер- 
вый, чтобы в первом сосуде получился г%- 
ный раствор серной кислоты? Найти все зна- 
чения г, прин которых задача нмеет решекие. 

3. (Химфак МГУ, 1970). Две трубы, ра- 
ботая вместе, подают в бак 100 л жидкости 
в минуту. Имеются два раствора кислоты — 
сильный и слабый. Если смешать по 10 л 
каждого раствора и 20 л воды, то получится 
40 л 20%-ного раствора. Известно также, 
что если в течение часа подавать в первона- 
чально пустой бак по первой трубе слабый 
раствор, а по второй — сильный, то полу- 
чится 30%-ный раствор кислоты. Какой 
концентрацин (в %) получится кислота, 
еслн в теченне часа подавать в пустой перво- 
начально бак по первой трубе сильный раст- 
вор, а по второй — слабый? (Считается, 
что при смешивании воды и кислоты объем 
не меняется). 

4. (Филфак МГУ, 1970). Резервуар снаб- 
жается водой по пяти трубам. Первая тру- 
ба наполняет резервуар за 40 мннут, вторая, 
третья и четвертая — за 10 минут, вторая, 
третья н пятая — за 20 минут, наконец, 
четвертая и пятая — за 30 минут. За сколько 
времени наполнят резервуар все пять труб 
при одковременной работе? 

5. Сосуд. содержащий р%-ный раствор 
кислоты, долнли доверху 9%-ным раствором 
кислоты н после перемешивания отлилн 
то же количество. Проделав эту операцию 
#& раз, получили г%-ный раствор. Какую 
часть объема сосуда занимал первоначальный 
раствор? 
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Московский 
инженерно-физический 
институт 


Московский — инженерно-физический 
институт был организован в 1942 го- 
ду и в настоящее время является од- 
ним из ведущих вузов страны. Сей- 
чае в МИФИ имеются факультеты 
экспериментальной и теоретической 
физики, физико-энергетический, ав- 
томатики н электроники, кибернетики, 
специальный факультет физики н фа- 
культетповышения квалификации пре- 
подавателей вузов страны по физике. 


Факультеты — экспериментальной 
и теоретической физики и физико- 
энергетический осуществляют  под- 
готовку инженеров-физиков и инже- 
неров-математиков для работы в об- 
- ласти теоретической и эксперименталь- 
ной физики, конструирования и эк- 
сплуатации современных физических 
установок, аппаратов и приборов. 


Факультет автоматики и электро- 
ники выпускает инженеров-физиков, 
специализирующихся в области соз- 
дания и эксплуатации электронных 
устройств современных физических ус- 
тановок, разработки и создания сн- 
стем автоматического управления тех- 
нологическимн и физическими про- 
цессами современного производства. 


Факультет кибернетикн готовит ин- 
женеров по конструированию и эк- 
сплуатации современных быстродей- 
ствующих электронных вычислитель- 
ных машин, по автоматизированным 
системам управления и по приклад- 
ной математике. Окончившим этот 
факультет присваивается квалифика- 
ция ннженера-электрика или инже- 
нера-математика. 
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Специальный факультет физики го- 
товит специалистов по новейшим на- 
правлениям современной физики. Вы- 
пускникам факультета  присваива- 
ется квалификация — инженера-фи- 
зика. Обучение производится по ин- 
дивидуальным планам. Набор осу- 
ществляется на 3 курс из числа сту- 
дентов-отличников университетов и 
других вузов выездными комиссиями 
в сентябре-октябре месяце. Начало 
занятий в феврале. 

Широкий профиль выпускаемых 
специалистов обеспечивается еди- 
ной для всех факультетов инженер- 
ной и физико-математической под- 
готовкой в течение первых 2,5 лет 
обучения. 

Естественно, что глубокое физн- 
ко-математическое образование в ин- 
ституте, а также широкий профиль 
выпускаемых специалистов требуют 
особой тщательности при отборе абн- 
турнентов на вступительных экза- 
менах. Это вовсе не означает, что за- 
дачн, примеры и вопросы, которые 
предлагаются на вступительных экза- 
менах, являются чрезмерно сложными 
или выходят за рамки школьной про- 
граммы. Напротив, как будет видно 
из приведенного ниже матернала, ус- 
пешное решение задач и примеров 
на вступительных экзаменах доступ- 
но любому абитуриенту, твердо усво- 
нвшему школьную программу, а не 
только выпускникам физико-матема- 
тических школ или школьникам, про- 
шедшим специальную подготовку на 
подготовительных курсах, в матема- 
тнческих кружках и Т. д. 
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Вступительный экзамен по мате- 
матике в МИФИ состоит из письмен- 
ной работы, на выполнение которой 
отводится четыре астрономических ча- 
са, и устного экзамена. 

Письменная работа содержит че- 
тыре задачи: 

1) задача на составленне ин решение 
уравнения, системы уравнений или 
неравенств; 

2) стереометрическая или плани- 
метрическая задача с применением 
тригонометрин; 

3) алгебраическое уравнение, си- 
стема уравнений нли неравенство; 

4) тригонометрическое уравнение 
или неравенство. 

Слецификой вступительных эк- 
заменов 1972 года является тот факт, 
что тригонометрические неравенства 
(в соответствии с программой) не 
вошли как в письменную работу, так 
и в устный экзамен. 

По физике проводится только уст- 
ный экзамен. Чтобы дать представле- 
ние о характере письменной работы 
н устного экзамена, мы приводим ва- 
рианты 1972 года. Анализ решений 
и характерные ошибки поступающих 
разобраны в разделе «Ответы, указа- 
ния, решения». 


Математика 


Вариант 1 

1. Найтн все целые двузначные числа, 
удовлетворяющне следующим условиям: сум- 
ма цифр числа не менее семи; сумма квадра- 
тов цифр не более тридцати; число, записан- 
ное теми же инфрами, но в обратном по- 
рядке, не менее чем вдвое меньше первона- 
чального. 

2. В треугольнике КЁМ проведены бис- 
сектрисы КА и Г.Р, нересекающиеся в точке 
О. Отрезок Р№ имеет длнну 1 см, а вершина 
М лежит на окружности, проходящей через 
точки А, Р, О. Найти стороны н углы тре- 
уголъиика РМО. 

3. Решить неравенство 

х— 1 х-! 
1053 тт < 1 вх. 
ро 


р. 3 
4. Решить уравнение 





Г д - 
2 512 [= с05 ;) =1 — с0$ (л зн 2х). 
Варнант 2 

1. В какнх пределах нзменяется ско- 
рость точки, двнжущейся равномерно по пря- 
мой, если известно, что при увеличении ско- 


рости на 3 м/сек эта точка при прохождении 
расстояния вы 630 м еыитрызает вре- 
мя не меныцсе, чем | сек, н не большее, чем 
280 сек? 

2. Найти полную позерхность правиль- 
ной треугольной пирамиды по данному ее 
объему У и углу & между боковой гранью 
и плоскостью основання. 

3. Решить уравнение: 


И к; 1/3х-10й; х = — 1. 
4. Решнть уравнение: 


Ух —2а — |"вх—%=2. 


Вариант 3. 

1. В сосуд емкостн 6 литров налито 
4 лнтра 70% раствора серной кислоты; во 
второй сосуд той же смкости налито 3 лнтра 
90% раствора серной кислоты (имеется в вн- 
ду процентное содержание по объему}. Сколь- 
ко лнтров раствора нужно перелить из вто- 
рого сосуда в первый, чтобы в первом сосуде 
получился р-процентный раствор серной кис- 
лоты? 

2. В основании треугольной пирамиды 
лежит прямоугольный треугольник с кате- 
том а н острым углом %, прилежащим к это- 
му катету. Боковые ребра наклонены К плос- 
костн основания под одним и тем же углом В. 
Найти радиус сферы, описанной около пи- 
рамиды. 

3. Решить уравнение 


12 — ЦЕ [2—2] =. |. 
4. Решить урависиие 


азт 2х -- 6 со$ 2х -- У- 62. зтбх — 0. 


Физика 
Бнлет №1 

1. Давление. Закон Паскаля для жнд- 
костей и тазов. Приицип устройства гидрав- 
лического пресса. Плотность и удельный вес. 
Давление жндкостн на дно н на стенки сосу- 
да. Закон сообщающихся сосудов. 

2. Электромагнитная нндукция. Возннк- 
новение электродвнжущей силы индукции. 
Закон Ленца. ч 





Рнс. 1. 
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Рис. 2. 


3. К грузику массы пи =10 г, подвешек- 
ному с помощью двух нитей, из которых одиа 
торизонтальна, а другая образует с верти- 
калью угол «==60°, привязан на нити другой 
грузик массы т.=20 г (рис. 1). Определнть 
ускорение а, грузика массы т» сразу же 
после пережигания горизонтальной нитн, 
Нити считать нерастяжнмыми. 


Билет №2 

1. Собнрающие и рассеивающие линзы; 
формула линзы. Построенне изображения 
в линзах. 

2. Работа перемещения заряда в электри- 
ческом поле. Понятие о потенциале. Потен- 
цнал точечного заряда (без вывода). 

3. Внутри трубы, наполненной воздухом 
н закрытой с обоих торцов, может скользнть 
без трения поршень массой т=4 кг, плотно 
прнлегающий к стенкам трубы. Площадь 
поршня 5=200 см?. 

Определить отношенне объемов воздуха 
в трубе по обе стороны от поршня при ее 
соскальзыванни по наклонной плоскости, 
образующей с горизоитом угол а=60°. Ко- 
эффнциент трения между трубой н наклон- 
ной плоскостью А=0,25. 

Известно, что в горизонтально лежащей 
трубе поршень занимает среднее положенне, 
цок этом давление воздуха в тоубе р = 
=1,25.103 н/м?. Температура воздуха в 
трубе постоянна. 


Билет №3 

1. Трансформатор. Передача и распре- 
деленне электроэнергии. 

2. Количество теплоты. Формула под- 
счета колнчества теплоты, необходимой для 
нагревания тела. Определение удельной теп- 
лоемкости тела опытным путем. 

3. Заряженный шарик массой т=| г 
висит на нерастяжнмой изолирующей ннтн. 
Определнть работу, которую необходимо со- 
вершить, приблнжая к нему издалека и очень 
медленно другой заряженный шарик, поме- 
щая его в точку, где вначале находился 
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Рис. 3. 


шарнк на нити, который отклоняется при 
этом, поднимаясь на высоту А=1 см. 


Бнлет №4 

1. Первый закон Ньютона (закон инер- 
инн). Второй закон Ньютона. Сила, масса 
н вес тела. Единнцы массы и силы. 

2. Электрическое поле заряда. Напря- 
женность поля и ее вычисление для поля 
точечного заряда. Силовые линии электри- 
ческого поля. Графическое нзображенне по- 
ля. Однородное поле. 

3. Прямоугольная рамка из проводинка 
с сопротнвлением А=1 ом, двигаясь поступа- 
тельно с постоянной скоростью и, пересе- 
кает область однородного магнитного поля 
с нндукцией В=0,5 тл. Вектор В перпендн- 
кулярен плоскости рамкн. Стороны рамки 
1==10 см, Ь=5 см. Протяженность поля 
13> 1. (рнс. 2). Определить скорость и, при 
которой в рамке  выделнтся теплота 
@=10-3 дж. 


Билет №5 

1. Электроемкость. Единнцы электроем- 
кости. Электроемкость проводящей сферы. 
Конденсаторы. 

2. Механическая работа. Формула ра- 
боты. Мощность. Энергия. 

3. На высоте #==10 см над горизонталь- 
ной поверхностью с постоянной угловой ско- 
ростью вращается гладкий стержень вокруг 
вертикальной оси ОВ, перпендикулярной 
к стержню и проходящей через его конец В. 

Муфта, надетая на стержень, соединена 
с ним невесомой пружинкой в точке В (рнс. 3). 
Длнна нерастянутой пружинки №0=20 см, 
ес коэффициент упругостн А==2.103 дн/см. 
На муфте находится невесомый точечный ис- 
точник света силы / = УТО св, создающий 
освещенность Ё==10`лк в точке О горнзонталь- 
ной поверхностн. 

Определить 


муфты. 


кинетическую энергию 
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Уравнение 
газового состояния. 
Работа 


и теплоемкость газа. 


И. А. Зайцев 


Задачи на изменение состояния иде- 
ального газа решаются с помощью 
уравнения газового состояния — урав- 
нения Клапейрона — Менделеева, свя- 
зывающего между собой параметры 
состояния — давление, объем и темпе- 
ратуру: 


РУ = ВТ, 
и 


где т —- масса газа, и — молекуляр- 


ная масса (грамм-моль) этого газа, 
т 


— число молей, Ю — универсаль- 
ная газовая постоянная. Эту статью 
мы начнем с того, что рапим несколь- 
ко типичных задач. Затем рассмотрим 
как находить работу, совершасмую га- 
зом илн над газом, и теплоемкость 
газа в различных процессах. 

Задача 1. Как менялся объем 
некоторой массы газа при его перехо- 
де из состояния 1 в состояние 8 
(рис. 1}? 

Решенне. Из уравнения газо- 
вого состояния следует, что при `по- 
стоянном объеме газа его давление 
пропорционально температуре: 


Ем 


График зависимости Р от Т— это 
прямая, уравнение которой 


Р =@аТ, 
ге а= В. Чем больше У, 


тем меньше коэффициент  пропор- 
циональностн а и тем меньше угол & 
наклона графика к оси Т. Нарисуем 
две изохоры, проходящие через точ- 


ки Ги 2. Так как @, > а», то И, > 
>\И,, то есть объем газа увеличива- 
ется. 

Задача 2. Как изменилась 
масса газа в баллоне емкостью У, если 
при нагревании газа от температуры 
Т, д0 температуры Т. давление в 
баллоне изменилось от Р, 00 Р):? 
Молекулярная масса газа равна ц. 


Р 


1 
ЖК.) 


Решение. Эту задачу можно 
решать, используя не уравиение га- 
зового состояния, а законы Бойля — 
Марнотта, Гей-Люссака и Шарля. 
Однако такое решение является гро- 
моздким и требует известной изобре- 
тательностн. С помощью уравнения 
газового состояния задача решается 
совсем просто. 

Запишем уравнение состояния га- 
за в баллоне в начале и в конце про- 
цесса: 


Р.У = и ВТ.. 
РУ = АТ. 
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Здесь т, — масса газа в баллоне до 
нагревания, а л1.— после нагревания. 
Выразим т, и т, из этих уравнений 


ВИ с Ры 
па = Ю т, › 
— ВУ Ра 
а ВЕ. 


Тогда изменение массы Ат = т, — 


Задача 3. Из сосуда объемом У, 
давление в котором равно Р, откачи- 
вают воздух. Сколько качаний дол- 
жен сделать поршневой насос объе- 
мом и для того, чтобы давление в 
сосуде упало в Е раз? Температура 
воздуха не меняется. 


Решение. До того, как пор- 
шень сделал первое «качание», для 
газа в сосуде мюжно записать 


т 
РУ = , АТ. 


Когда поршень насоса стоит в край- 
нем положении, объем газа равен 
У-Н и, давление Р., причем 


Р, (У+о) = ВТ. 
Это означает, что 


и 
Р. — Р Уи = 
Аналогично найдем, что после второ- 


го качания давление в сосуде бу- 
дет равно 


у И \2 
Р=Риузь- Р(У+5) - 
После п качаний давление станет рав- 


ным 
у п 
Р„=Р (5+5) 


По условию задачн 
1 
Р„ == = Р. 


Отсюда следует, что 


1 У \п 
== (= ) ь 
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то есть 
16 Е ТЕ 


п = — у == Ио и 
вуто в—у 

Если в сосуде имеется смесь не- 
скольких газов, то согласно закону 
Дальтона давление этой смеси на 
стенки сосуда равно сумме парциаль- 
ных давлений. Давление, которое соз- 
дал бы каждый газ в отдельности, 
если из сосуда удалить остальные 
газы, называют парциальным давле- 
нием. Это означает, что состояние 
каждого газа в смеси не зависит от 
состояния других газов. Одинаковы- 
ми являются только объем и темпера- 
тура (так как газы находятся в рав- 
новесии). Поэтому для каждого из 
газов независимо можно записать урав- 
нение газового состояния. Рассмот- 
рим пример. 

Задача 4. Определить плот- 
ность смеси, состоящей из т, = 50 г 
кислорода и т. = 20 г водорода при: 
температуре {= 20%°С и давлении 

—= 0,9 атмосфер. 


Решение. 
Р-Р В 


где Р, — парциальное давление кис- 
лорода и Р. — парциальное давле- 
ние водорода. 

Обозначим объем сосуда У, тогда 








Р.У = № ВТ, 
1 
Р.У = —^* ВТ, 
- Из 
и 
ы ( № т Ка )к 
Плотность смеси равна 
р= лить ы 
тт» ре 3 
= СЕНЕ А: 0,23 ке/м3. 
Р \ш [а ) 
Задача 5. Закрытый сосуд 


объемом У = 5 л разделен на две рав- 
ные части неподвижной полупроница- 
емой перегородкой. В одной половине 
сосуда первоначально — находится 
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т. = 302 водорода, в другой т, = 
= 160 г кислорода. Через перегородку 
может диффундировать только во- 
дород. Какие давления установятся 
в сосуде после прекращения процесса 
диффузии, если с0суд находится все 
время при постоянной температуре 
= 27? С. 

Решение. Процесс диффузии 
прекратится, когда водород равномер- 
‚но распределится по всему объему. 
В первой половнне сосуда будет толь- 
ко водород, во втором — водород и 
кислород. Причем давление водорода 





Рикс. 2. 


в первой половине равно парциаль- 
ному давлению водорода в смеси во 
второй половине сосуда. Если давле- 
ние водорода обозначить Р,, то 
та 
в. 
№ 
{и, = 2 г/моль — молекулярная мас- 
са водорода). 

Во второй половине сосуда дав- 
ление равно 





Р.-=-= ЮТ = 73,8 атм 








Ве ВАР, 
где 
и то 

(п, =32 иль - Молекулярная масса 
кислорода). 

Таким образом 

в пы А 

Р= (2 Е ий —р_ ^ 123 атм. 


Теперь остановимся на другом важ- 
ном вопросе — о работе, совершае- 
мой газом. Если газ расширяется при 
постоянном давленни, то он соверша- 
ет работу 

А =РА\, 

где ДУ — изменение объема газа. До- 
казать эту формулу совсем нетрудно. 
Пусть газ находится в цилиндре с 
поршнем, площадь которого равна $. 
Тогда сила Р, действующая со сторо- 
ны газа, равна Р$ и прн смещении 
поршня на расстояние ДЕ газ совер- 
щает работу 


А = Е№М = Р5М. 
Так как 
5$А/ = АИ, 
то 
А =РАУ. 


При уменьшении объема газа 
АУ < О0и газ совершает отрицатель- 
ную работу. Это означает, что внеш- 
ние силы, действующие на поршень, 
совершают положительную работу. 

Как бытьв том случае, если давле- 
ние в сосуде непостояино? Например, 
меняется с изменением объема так, как 
показано на рисунке 2? Изменение 
объема газа можно разбить на малень- 
кие участки, такие, что на протяжении 
каждого из них давление можно счи- 
тать постоянным. На каждом из та- 
ких участков работа, совершаемая 
газом, равна произведению давления 
газа на изменение его объема. Это 
произведение равно площади выделен- 
ного на рисунке прямоугольника. 
Работа, совершаемая газом во время 
всего процесса, равна сумме таких 
произведений. При АУ-> 0 эта сум- 
ма стремится к плошади фигуры, 
ограниченной графиком Р(И) иосью У. 

Итак, чтобы найти работу, совер- 
шаемую газом при определенном про- 
цессе, нужно нарисовать график за- 
висимости его давления от объема 
и найти площадь фигуры под графн- 
ком. 

Как это сделать? 

Решим задачу. 

Задача 6. Над 1 молем иде- 
ального газа совершается цикл (замк- 
нутый процесс), показанный графиче- 
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ски на рисунке 3. Какую полную рабо- 
ту совершил газ во время этого про- 
цесса? 

Решение. Нарисуем график за- 
висимости Рот У (рис. 4). На участ- 
ке 1—2 давление меняется по закону 
Р =«.Т*=, где а — некоторая посто- 
янная. Выразим температуру газа че- 





рез давление И, = < и подставим в 





уравнение Клапейрона — Менделе- 
ева: 
ВИЙ: 
Получим 
Р [2 


то есть давление прямо пропорцио- 
нально объему. На этом участке газ со- 
вершает положительную работу. Про- 
цесс 2—3 — изохорический, во время 
этого процесса работа равна нулю. Во 
время изобарического процесса 3—1 
работа совершалась над газом, то 
есть газ совершал отрицательную ра- 
боту. Таким образом полная работа, 
которую совершил газ, равна площади 
треугольника 12 3: 
ра. 


Р 
А Ау, У, 


Так как 
1 1 
у. = -Р‚ КТ Н У, = в: ЕТ,, то 


А = (ре 








\ М? \ 


Рис. 4. 


Теплоемкость ндеального газа (в 
отличие от жидкостей. и твердых тел) 
зависит от того, какой процесс проис- 
ходит с газом. Напомним, что тепло- 
емкость — это количество тепла, ко- 
торое нужно сообщить газу для того, 
чтобы увеличить его температуру на 
1°. Когда масса газа равна единице 
массы, теплоемкость называют удель- 
ной, а когда процесс идет с одним 
молем Газа, — молярной. 

Если газу сообщается количество 
тепла О, то 

@ =стАТ 
(с — удельная теплоемкость ин т — 
масса газа). 

Согласно [Г закону термодинамики 
количество теплоты, сообщенной газу, 
равно сумме изменения внутренней 
энергии газа и работы, совершенной 
газом: 


@ = ВИ-НА. 


Следовательно, теплоемкость газа свя- 
зана с тем, какую работу совершает 
газ. 

Например, если работа соверша- 
ется газом за счет уменьшения его 
внутренней энергни, теплоемкость га- 
за равна нулю. Теплоемкость газа 
может быть и отрицательной, если газ 
за счет уменьшения своей внутрен- 
ней энергин не только совершает ра- 
боту, но еще и отдает во внешнюю сре- 
ду некоторое количество тепла, так 
что О отрицательно. 
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Если процесс идет при постоян- 
ном объеме, То газ не совершает ра- 
боты. В этом случае количества тепла, 
которое сообщается газу, равно изме- 
нению его внутренней энергии. Тепло- 
емкость газа во время изохорического 
процесса называют теплоемкостью при 
постоянном объеме и обозначают су. 
Так как при любых процессах, при 
которых начальная и конечная темпе- 
ратура газа одни и те же, изменения 
внутренней энергии газа одинаковы — 
внутренняя энергия определяется тем- 
пературой газа, — то при любом про- 
цессе изменение внутренней энергии 
газа равно СсУТАТ. Поэтому Г за- 
кон термодинамики можно записать 
в таком виде 


стАТ= сутАТ + А. 


Это означает, что для того, чтобы най- 
ти теплоемкость газа в каждом дан- 
ном процессе, нужно найти выраже- 
ние для работы, совершенной Газом. 
А как это сделать, мы уже знаем. 


ПИН 





Рис. 5. 


Решим следующую задачу. 

Задача 7.Найти удельную теп- 
лоемкость газа при постоянном дав- 
лении, если его удельная теплоемкость 
при постоянном объеме равна су. 

Решение. Мы показали, что 


СрРЩАТ = сутАТ-РА. 


Но работа газа равна 


А == Р(у — и 
Так как 


и И РУ. =, КТь то 


1 1 
У АТ, и и И 
Р 


1 . 
-‚ Ва туоывАт 


А-Р- 





Рнс. 6. 


Это означает, что 
сртАТГ=сут т АГ. 
Отсюда 


В 
= —. 
р У-+ в 
Упражнения 

1. До какой температуры нужно нагреть 
баллон емкостью У=10 л, содержащий т, = 
14 г азота н т.-=30 г гелня для того, чтобы 
он разорвался, еслн баллон выдержнвает 
давление не более Р=100 атм? 

2. В закрытом поршнем цилиндре нахо- 
дится газ. В каком случае необходнмо боль- 
ше тепла для нагревания этого газа на одина- 
ковое число градусов: если сосуд расположен 
так. как показано па рисунке 5, а ИДИ в том 
случае, когда он расположен так, как пока- 
зано на рнсунке 5, 6? 

3. Решнте задачу $174 из «Задачннка 
«Кванта». 

4. Сколько электронов находнтся в не- 
которой массе кислорода, заинмающего объ- 
ем 1 литр при температуре 200? С и давле- 
мии ® атмосфер? 

5. В сосуде находится т, = 16 г кислоро- 
да н т.-=102г водорода. Во сколько раз изме- 
нится давление в сосуде, когда весь кислород 
соединится с необходимой для реакции частью 
водорода? Температура в сосуде поддержива- 
ется постоянной. Давлением насыщенных 
водяных паров пренебречь. 

6. Баллон, содержащий т,==1 ке азота, 
прин нспытании взорвался при температуре 
 —=350° С. Какое количество водорода таз 
можно хранить в этом сосуде прн температуре 
#.=20° С, нмея пятикратный запас прочности? 

7. Если над идеальиым газом соверша- 
ется процесс АВС (рис. 6), то ему сообщается 
количество тепла @. Какое количество тепла 
сообщается газу при процессе АДС? 

8. Может ли удельная теплоемкость газа 
быть бесконечно большой? 
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ИНФОРМАЦИЯ 


Вниманию семиклассников! 


Всесоюзная заочная математическая школа 
при МГУ объявляет прием учащихся на 1973—1974 
учебный год 


В ВЗМШ принимаются только ученики седьмых классов. Школьники, проживающие в 
Москве, Ленинграде м их пригородах, в ВЗМШ не принимаются. Занятия в школе 
начнутся с. 1 сентября. 

В ВЗМШ три курса. Ученики, успешно окончившие школу, получат свидетепьство 
о ее окончании. Обучение в шкопе бесплатное. . 

В этом номере «Кванта» предлагаются задачи, которые служат вступительной конт- 
рольной работой в заочные математические шкопь: при МГУ и ЛГУ. Те, кто хочет посту- 
пить в ВЗМШ, должны выслать решения этих задач не позднее 10 марта 
1973 года. После проверки работы (примерно в июле 1973 года) будет сообщено, 
приняты пи вы в ВЗМЫ. 

Хотя некоторые из вступительных задач по внешнему виду отличаются от обычных 
школьных, для их решения не требуется никаких дополнительных знаний по математи- 
ке. Для того, чтобы быть принятым в школу, не обязательно решать все задачи без 
исключения, При оценке работы будет учитываться не только количество решенных 
задач, но и качество решения. Решение каждой задачи должно быть обосновано. Ответ 
без всяких объяснений может быть не засчитан. Еспи 8 задаче возможно несколько 
разных ответов, то надо указать их все. 

Работы должны быть выполнены на русском языке в ученической тетради в клетку. 
Вступительные работы обратно не высылаются. Просим при пересылке не сворачивать 
тетради в трубку. В конверт вместе с тетрадью нужно вложить листок бумаги раз- 
мером 14.6 см < написанным в нем вашим почтовым адресом (мы накленм его на 
конверт, когда будем посылать ответ). На обложку тетради наклейте пист клетчатой 
бумаги, разграфив м заполнив его по спедующему образцу (иначе ваша работа прове- 
ряться не буде*!): 


Область: Вологодская 
Фамилия, имя, год рождения: Иванов Петр, 1959 г. 
Школа (полное название): Школа М 2, г. Тотьмы 
Кпасс: 7 класс «Бь 
Фамилия, имя, отчество учителя математики: Никаноров Николай Алексеевич 
Место работы м должность родитепей: отец — шофер автобазы № 3, мать — домашняя 

хозяйка. 
Полный почтовый адрес: г. Тотьма, уп. Ленмна, д. 3, кв. 8 


Результаты проверки (заполняется проверяющим). 


























Школьники, проживающие в Архангельской, Калининградской, Ленинградской, Мур- 
манской, Новгородской, Псковской областях, Коми м Карельской АССР, Белорусской, 
Латвийской, Литовской и Эстонской ССР, должны высылать работы по адресу: Ленин- 
град, П-228, уп. Савушкина, 64, Специнтернат прм ЛГУ, заочная школа, ина конкурс. 

Школьники, проживающие в Курской, Белгородской, Воронежской и Тамбовской 
областях высылают работы по адресу: Воронеж, Унмверситет, ФЗМШ, на коннурс. 

Шкопьники, проживающие в остальных областях и республиках СССР, должны вы- 
сылать работы по адресу: Москва, В-234, МГУ, мехмат, ЗМШ, на конкурс. 
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Задачи 


вступительной 
контрольной работы 
в ВЗМШ в 1973 году 


1. На плоскости даны две точки, Аи В 
(АВ = 5,3 см). Блоха может прыгнуть в лю- 
бом направлении на | см. Может ли она за- 
несколько прыжков допрыгать из точки А 
в точку 8? 


2. Существуют ли такне целые числа, 
что при зачеркиванни лервой цифры они 
уменьшаются в 57 раз? 


3. Стальную плитку размерами 73х19 
обвели карандашом на бумаге. Найдите 
центр полученного прямоугольника, имея в 
распоряжении только эту плитку и карандаш. 


4. Двенадцать разбойников ограбили ца- 
ря Додона. Добыча оказалась большой — 
почти 30000 золотых. Сталн они делить 
деньги поровну, но один золотой оказался 
лишним. Разбойникн передрались из-за того. 
кому достанется лишний золотой, и ненароком 
одного убили. Оставшиеся 11 разбойников 
стали тогда делить золото поровну между 
собой, но все повторилось снова: одии золо- 
той оказался лишиим, разбойники передра- 
лись, одного убили, стали делить золото на 
десятерых, тогда снова один золотой оказался 
лишинм н т. д. Когда в живых осталось шес- 
теро разбойников, самый умный из них, го 
нмени Иван Замашкин, который все время 
стоял в стороне и думал, сказал: «Стойте! 
Дальше все снова будет так же! Отдайте 
лучше лишний золотой мне, а остальное раз- 
делим поровну». Разбойники удивились, от- 
дали ему лишний золотой, а остальное раз- 
делилн поровну. Прав ли был Иван Замаш- 
кин? Сколько было золотых? 


5. На доске было написано 4 числа. Их 
сложилн всевозможными способами по два 
и получили следующне шесть сумм: 2, 4, 
9,9, 14, 16. Какие числа были написаны на 
доске? 


6. Можно лин расставить девять чисел: 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 по кругу так, чтобы 
сумма любых трех чисел, стоящих пюдрял, 
делилась бы на 3 н была: а) больше 9; 
6) болыше 12? 


7. Треугольник АВС после поворота 
около вершины А занял положение АВ,С, . 


Докажите, что если прямая АС делит пополам 
отрезок ВВ,, то прямая АВ, делит пополам 
отрезок СС 


8. Представьте число 203 в виде суммы 
нескольких положнтельных слагаемых так, 
чтобы произведение этнх слагаемых тоже 
равнялось 203. 


9. Катеты прямоугольного треугольника 
равныаи 6. Наего гипотенузе как иа стороне 
во внешнюю сторону треугольника построен 
квадрат. Найдите расстояние от вершины 
прямого угла треугольника до центра квад- 
рата. 


10. На сколько частей могут делить 
плоскость 4 различные прямые? Для каждого 
случая нарисуйте пример. 


11. Утром Коля и Оля решили полить 
огород. Коля открыл кран, наполиил свою 
лейку, и сразу вслед за инм Оля подставила 
свою лейку под струю. Колина лейка напол- 
няется за 15 сек, а Олина — за 10 сек. Напол- 
нив свою лейку, каждый из детей тут же из- 
чинает поливать огород. Из Колиной лейкн 
вода выливается за 60 сек, а из Олиной — 
за 45 сек. Как только лейка оказывается 
пустой, каждый из инх мгновенно подставляет 
ее под струю воды, а если в этот момент наби- 
рает воду другой, то дожидается, пока кран не 
освободится, и сразу же начинает наполнять 
свою лейку. Когда никто не набираст воду, 
она льется в бочку, стоящую под краном. 
Если бы никто не набирал воду, бочка напол- 
нилась бы за 15 мин. За сколько времени 
после включения крана наполнится бочка, 
еслн Коля ни Оля все это время поливают 
огород? Кто первый будет набирать воду 
после того, как она полъстся через край 
бочки? 


12. Разложите выраженне х9-|-х*—х— | 
на 3 множителей. 


49 


куап.тссте.ги 


Новый прием 
в ВЗМШ 


В отпичме от прошлых лет в этом году во 
Всесоюзную заочную математическую шко- 
пу будут приниматься ученики 7-х классов. 
Это связано с тем, что теперь обучемые в 
ВЗМШ будет не двухлетнее, а трехлетнее. 

Школьники, принятые в ВЗМШ, будут 
регулярно, раз в месяц, получать задания 
и брошюры, в которых изпагаются разные 
вопросы математики. 

Работа над заданиями ВЗАШ поможет 
ребятам глубже, а зачастую даже по-ново- 
му взглянуть на изучаемые в шкопе вопро- 
сы. Большое внимание удепяется также по- 
вышению погической культуры. Некоторые 
нестандертные задачи, метод координат 
(включоя понятие о четырехмерном  про- 
странстве), функцин и их графики, последо- 
ватепьности, пределы, тригонометрические 
функции, различные вопросы Ггеометрыи, 
методы решемия урэвнений и неравенств — 
вот неполный перечень заданый ВЗМАШ. По 
каждой теме надо выполнить контрольную 
работу, которую проверит преподаватель и 
подробно объяснит все ошибкы, подскажет, 
что еще нужно доработать, ма какие вопро- 
сы ответить. 

Учиться в этой школе непросто, но зато 
интересно. Особенно нужма она тем ребя- 
там, которые живут в сепьской местности 
м в малых городах — ведь у них нет воз- 
можности посещать математические кружки 
и школы при институтах, как у школьников, 
живущих в крупных научиых центрах. 

Поскольку ВЗАШ не имеет возможмо- 
сти принять всех желающих (мх число обыч- 
но в 5—6 раз превьишает чысло мест), при- 
ходится проводить конкурсмый прмем. Для 
поступления в ВЗМШ надо хорошо решить 
задачи вступительной контрольной работы. 
Конкурс самый маленький для ребят из се- 
ла, немного больше для школьников из ма- 
лых городов м рабочих поселков и доволь- 
но высокий дпя жителей крупных городов 
и научных центров. 

Ребята, выполнившие все задания 
ВЗМШ, попучают удостоверение об её 
окончании. 


Ж. М. Роббот 
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Новое 
измерение 
скорости света 


Хорошо известна формула 
с = Ам, 


где с — скорость света, А — 
длина его волны, а у — час- 
тота. Естественный способ 
измерення скорости света, 
казалось бы, должен сво- 
диться к измерению А н м. 
Однако до последнего вре- 
мени точность таких нзмере- 
ний была недостаточиа, что- 
бы этот способ мог конкури- 
ровать с принятым методом 
измерення времени, которое 
свет затрачнвает на прохож- 
дение известного пути. 
Трудность состояда втом, 
что частоту умели хорошо 
измерять в области микро- 
волнового спектра, а длину 
волны—в области виднмого. 
В прошлом году удалось 
нзмерить частоту света, нс- 
пускаемого красным лазером 
® 


(длина волны 6330 А= 
6330.10- м). Частота была 
измерена с точностью до 
7 знаков: 


у = 473 612 166 + 29 Мц 


{| Мегацикл — миллион ко- 
лебаний в секунду). 

Отсюда получено значе- 
ине для скорости света 


с = 999 792 462 = 18 м/с 


{<18» — это возможная ошиб- 
ка). Принятое значение ско- 
ростн света 


с = 299 792 500 + 100 мс 


нмеет ошибку, в 6 раз боль 
шую. 
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Заочная 


физико-техническая школа 


при Московском 


Г. А. Чугунова 


физнко-техническом инстнтуте 
объявляет набор учащихся 
на 1973—74 учебный год 


Заочмая физико-техническая школа бы- 
ла создана в 1966 году с целью оказать 
помощь учащимся 9 м 10 классов средних 
школ в самостоятельных занятиях физикой 
м математикой ма повышенном уровне. 

Школа набирает в 8, 9 м 10-е классы 
учащихся в основном из сельской и отда- 
ленной местности. Учащихся Москвы 
ЗФТШ не лрииимает. 

Прием ограничен, но на местах могут 
работать физмко-техническме кружки по 
программе ЗФТШ. 

По «Положению» о ЗФТШ кружки могут 
организоваться на месте по инициативе двух 
преподавателей — физмки н математики. 
Руководители кружка набирают и зачисля- 
ют в них учащихся, выполнивших  вступи- 
тельное задание ЗФТШ. Кружок считается 
организованным, если директор школы 
сообщит в ЗФТШ фамилии его руководыи- 
телей и поименный список членов кружка. 

Учащиеся, принятые в ЗФТШ, и руково- 
дители физико-технических кружков будут 
регулярно получать задания по физике м 
математике в соответствии с программой 
ЗФТШ, а также рекомендуемое ЗФТШ ре- 
шение заданий. Работы учащихся школы 
проверяют им оценивают в ЗФТШ, а членов 
кружка — его руководителям. 

Вступительное задамме ученик выпол- 
няет самостоятельно. Коллективные реше- 
мия не допускаются м рассматриваться 
не будут. 

Работа должна быть написана на рус- 
ском языке. Порядок задач должен быть 
тот же, что и в задании. Тетрадь перешлите 
простой бандеролью. Вместе’ с решением 
вышлите справку из школы, в которой вы 
учитесь, с указанием класса. Справку на- 
клейте на внутреннюю сторону обложки 
тетради (без справки решения не рассмат- 
риваются), а на внешиюю наклейте лист бу- 
магмы, ма котором напишите ответы на сле- 
дующые вопросы. 

Срок отправления решения не позднее 
10 марта 1973 года (по почтовому штежпе- 
лю места отправления). Решения, отправ- 





1. Область (край или АССР) 





2. Фамилия, имя, отчество 





3. Класс, в котором вы учитесь 





4. № н адрес школы 








5. Национальность 





6. Профессия родителей и занимае- 
мая должность: 
отец, 
мать 





7. Подробный домашний адрес 





ленные позже этого срока, не рассматри- 
ваются. 

Присланные в школу решения вступы- 
тельного задания не возвращаются. 

Тетради с выполменимымым заданиями 
присылайте по адресу: 944700, г. Долго- 
прудный Московской обпасти, Московский 
физино-технический институт, для ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, Вологодской, 
Калининградской, Кировской, Ленинград- 
ской, Аурманской, Новгородской, Псков- 
ской областей, Карельской и Коми АССР, 
Латвийской, Литовской, Эстонской и Бело- 
русской ССР должны прислать работы! по ад- 
ресу: 197228, г. Ленинград, уп. Савушки- 
на, 61, специнтернат № 45 при ЛГУ, филмал 
ЗФТШ при МФТИ. 

Учащиеся Амурской, Камчатской, Ир- 
кутской, Сахалинской, Читииской областей, 
Красмоярского, Приморского, Хабаровского 
краев, Бурятской, Тувмиской, Якутской АССР 
и Чукотки должны присылать работы по ад- 
ресу: 660607, г. Красноярск, Красноярский 
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пединститут, ул. Перенсона, 7, филнал 
ЗФТШ пря МФТИ. 

Зачисление в школу производится не 
позднее 1 августа 1973 года. 

Ниже приводятся вступительные зада- 
ния по физике м математике. 


Физнка 

Задачн 1—4 — для ученнков седьмого 
класса, 3—8 — для восьмого, 6—11 — для 
девятого, а 12 — для всех. 

1. Торпедиый катер, находящийся в 
точке А (рис. 1) выпускает две торпеды по 
кораблю, проходящему в момент пуска че- 
рез точку В. Скорости движений торпед н 
корабля относнтельно воды постояины (на- 
правления и величины скоростей заданы 
на рисунке). С помощью циркуля и линейки 
определите, попадут лн торпеды в корабль. 
Корабль и торпеды считать матернальнымн 
точкамн. 

2. Рассказывая на уроке о передаче элект- 
роэнергин на большие расстояния, ученнк 
Н. сказал, что для уменьшения мощиостн 
тепловых потерь следует уменьшать силу 
тока в цепн, поскольку формула мощностн 
имеет вид /2Ю. На это ученик К. возразил, 
что та ме формула может быть представлена 


в виде —' н тогда необходимо сниженне на- 


пряжения. Кто из ученнков ошибался н 
почему? 

3- В цилиидрический сосуд, раднус ос- 
нования которого Ю = 8 см, налита вода до 
высоты 3/,Ю. Сколько льда нужно поместить 
в сосуд, чтобы снла давления на боковую 
поверхность стала равной силе давления на 
Дно? | 

4. Три одннаковых медных прутка 
длины № н площадью поперечного се- 
чения 5 свернуты в кольца и спаяны, 
как показано на рнсуике 2. Чему равно со- 
противление между точками А и В? Удель- 
ное сопротивленне меди р. Плоскостн ко- 
лец попарно перпендикулярны. 


5. Свиицовый шар, нмеющий темие-. 


ратуру 2=20°С, падает без начальной 
скоростн с высоты Я == 10 км на горизон- 
тальную поверхность. Какая часть массы 
щара расплавится, еслн удар абсолютно 
неупругий, а теплоемкость поверхностн пре- 
небрежимо мала? Удельная теплоемкость 


дж 
свиниа с = 130 "#2.ерод › УЛеЛьная теплота 


дж 
плавления А=2,5.10*-„. . Сопротивлением 


воздуха пренебречь. 
. Каждый из элементов схемы, изобра- 
женной на рисунке 3, нмеет сопротивление 


Рис. |. 
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В 
Рис. 3. 


Ю. Найдите сопротивление между точками 
АиВ. з 

7. Тонкий обруч небольшого раднуса 
скатывается без проскальзывания с а- 
клонной плоскости н падает на горизон- 
тальную плоскость (см. рис. 4). Найдите 
скорость центра обруча в момент удара 
о плоскость. Я1=№ м, Н.=5 м. 

8. В два сосуда налита жидкость до 
уровней Н; = 1 мн Н, = 2 м с температу- 
реже Н = 40° Снё, = 60° С соответственно. 

ннжних частях сосудов имеются одннако- 
вые отверстия, через которые жидкость сте- 
кает в третий сосуд, расположенный непо- 
средственно под первыми. Найдите устано- 
вившуюся температуру в третьем сосуде, 





Рнс. 4. 
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если в первых двух уровнн н температуры 
жидкостей поддерживаются постояннымн. 

9. Газ в цилиндрическом сосуде закрыт 
поршнем и разделен подвижной перегород- 
кой на объемы И, = Юли И, = 15 д (см. 
рис. 5). На какую велнчину сместится пере- 
городка, если поршень изотермически смс- 
стили на Ах = } см? - 

10. Оцените, во сколько раз среднее 
расстоянне между молекулами воды меныше 
среднего расстояния между молекулами во- 
дяного пара при нормальных условнях. 

11. Ичеется выключатель (ключ), набор 
различных сопротивлений н лампочек нака- 
лнвання. Составьте схему, содержащую 
ключ, две лампочки и, возможно, некоторые 
сопротнвления, так, чтобы при замкнутом 
ключе горела одна лампочка, а прн разомк- 
нутом — только вторая. 

12. Исследуйте экспериментально  ха- 
рактер движення катушки по шероховатой 
поверхностн, возннкающего при сматыванин 
нити с катушки (рис. 6). Для прозедения 
исследования сделайте катушку, у которой 
возможно изменение болышого радиуса. На- 
пример, такую катушку можно изготовить из 
бутылки и картонных илн фанерных съем- 
ных колец. 

Как завнснт направление движения ка- 
тушкн от величины угла @2 

Постройте на основанни эксперименталь- 
ных данных график зависимости угла, при 
котором катушка вращается на месте, от 
величины отношения А/г. Угол & можно из- 
мерять с помощью -Транспортира н отвеса. 
Олншите вашу экспериментальную установ- 
ку. Как вы производили измерения? Какие 
погрешностн могли исказить полученный 
график? Как можно эти погрешностн умень- 
шить? 


Математика 


Задачн 1—6 — для седьмого класса, 
4—10 — для восьмого, 7—13 — для девя- 
того. 
1. Упростить выражение: 


2а 4а | 
24-5  4а | 4аб-- 6 г 
Г 2а 1 
. 422 61 5—2. 


2. На школьной викторине было пред- 
ложено 30 вопросов. За каждый правильный 
ответ участнику засчнтывалн 7 очков, а за 
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Рис. 5. 





Рикс. 6. 


неправнльный ответ с него списывалось 19 оч- 
ков. Сколько верных ответов дал ученик, 
еслн он набрал 77 очков? 

3. Постронть прямоугольный треуголь- 
инк по катсту и гипотенузе (с помощью цир- 
куля н лннейкн). 

4. Найти натуральные значения п та- 
кие, чтобы чнсла п, п -Р 10, п -+ 14 все быля 
простымн. 

5. Между числами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9 поставить вместо запятых пять знаков 
плюс и три знака минус так, чтобы получи- 
лось чнсло 21. Сколько решений нмеет задача? 


6. — Какое из чисел болыше: 
3175 У илн 6? 
-/5 
7. В равнобедренном треугольнике 


центр влисанного круга делит высоту в от- 
ношении 12:5, в боковая сторона равна 60 см. 
Определить основание. 

8. Из пункта А в пункт В выехал мото- 
циклист, а одновременно навстречу ему нз 
пункта В в пункт А выехал велосипедист. 
Мотоциклист прибыл в пункт В через два 
часа после встречи с велосипедистом, а вело- 
сипедист прибыл в пункт А через 4,5 часа 
после встречи с мотоциклистом. Сколько 
часов былн в путн мотоциклист и велоси- 
педист? 

9. Основания трапеции равны 6 ]/2 см 
н 8 (2 см. Определить длину отрезка, 
параллельного им и делящего площадь тра- 
пецин пополам. 

10. В шахматном турнире участвовало 
Е человек — школьники н студенты. После 
окончання турнира оказалось, что каждый 
участник набрал половину своих очков в пар- 
тиях против студентов. Доказать, что # — 
полный квадрат. 

11. Постронть ромб, зная его диагональ 
и радиус вписанной окружности. 

12. Решить снстему уравнений: 


Не 
тиж—3 Уж=4, 
хи = 20. 

13. Упростить выражение: 
Уз + 2т Ув м? -- 
ТУв—2т Уа—т:. 
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Телевизионные 
физико-математические курсы 


для поступающих в вузы 
И. А. Дьяконов, А. Г. Мордкович, И. И. Наслузов 


Четвертый год существуют организованные 
Главной редакцией научно-популярных и 
учебных программ Центрального телевиде- 
вия телевизионные физико-математические 
курсы для поступающих в вузы. 

В теченне 9 месяцев (с октября по июнь) 
по 3-й программе Центрального телевидения 
проводятся занятия для слушателей телеви- 
знонных физико-математических курсов. 

Цикл занятий по физике состоит из 39 те- 
лепередач, из которых 26 являются лекинон- 
ными, 10 — коисультациями по решенню 
задач, и 3 передачи посвящены вопросам, 
включенным в новую школьную программу. 
Лекции сопровождаются демонстрацней фн- 
зических приборов и экспериментов н различ- 
ным иллюстративным матерналом: схемамн, 
фотографнями, рисунками, и диапозитивами. 

Курс по математнке содержит 50 теле- 
передач теоретического и практического ха- 
рактера. Пять из них посвящены обсужденню 
контрольных работ, которые проводятся после 
завершения каждого основного раздела ма- 
тематики. 

Еженедельно по пройденным темам слу- 
шателям курсов для самостоятельной работы 
предлагаются обязательные для выполнення 
домашнне задания. По математике таких за- 
даний будет 20, по физнке — 30. Домашние 
задания и контрольные работы будут регуляр- 
по публиковаться в еженедельнике «ПТР». 

„Редакция журнала «Квант» и Главная 
редакция иаучио-популярных и учебных про- 
грамм Центрального телевидения, начиная 
с января 1973 г., будет публиковать иа стра- 
ницах журнала некоторые учебно-мезоди- 
ческие материалы, связанные с работой 
телекурсов: дополнительные задачи в приме- 
ры по рассматриваемым на телезанятнях 
темам. методические указания к их решению, 

азличную текущую информацию н т. п. 
ти материалы будут полезны не только слу- 
шателям телевизионных физнко-математи- 
‹еских курсов, но и всем будущим абитуриен- 
там 1973 года. 

Первый очный зачет по физике будет про- 
ходить в начале февраля. На него выносятся 
следующие разделы: «Механика», «Жидкости 
н газы» и «Молекулярная физика н теплота». 

Порядок проведения зачета следующий: 

На решение задач отводится 60 мим. 
(Типовые варнанты мы публикуем нкже). 


$4 


Затем слушатели разбирают с преподавате- 
лями решения и отвечают на ряд дополнитель- 
ных вопросов по материалу, входящему в 
программу зачета. 

На основанни решения задач н ответов 
на устные вопросы слушателям выставляется 
нтоговая оценка. 

Предлагаем читателям журнала испро- 
бовать свон силы в решении типичных вари- 
антов первого очного зачета. 


Варнант | 


1. Пуля, вылетакицая из горизонтально 
установленной винтовки, попадает точио в 
центр мишени, находящейся на расстоянии 
Е = 200 м от винтовкн. Мишень отодвинули 
на { = 20 м н опустили на А = 25см. Опре- 
делить, на каком расстоянии от цеитра пуля 
попадет в мишень, выше или ниже центра? 
Начальная м пулн при вылете нз 
винтовки и = 600 м. Сопротивлением воз- 
духа пренебречь. 

2. На нерастяжимой нити, перекинутой 
через блок, укреплены три груза одинаковой 
массы А, В и С, причем груз С закреплен 
{<м. рнс. 1). Построить н объяснить график 
зависимости скорости груза С от времени 
после его освобождения. Нить и блок иеве- 
сомы. Силу сопротивления н толщину грузов 
не учитывать. 


3. Сани с человеком общей массой т = 
80 кг скатываются с вершины горы (угол 
наклона к горизонту а = 30} и, пройдя 
но горизонтальной плоскости расстояние 
Г = 40 м, остгнавливаются. Сколько снега 
расплавилось при двыженин саней, если тем- 
пература смега # = 0°С, коэффициент трения 
к = 0,02 постоянен иа всем пути и вся рабо- 
та против сил трення идет на плавление 
снега? 


Варнант 2 


1. С башни высотой й = 30 м брошено 
тело под углом @-= 30” к горизонту. Опре- 
делить начальную скорость тела и дальность 
его полета в горизонтальном направленнн, 
если последние 30 м пути в вертикальном 
направлении {высоту башни} тело прошло 
за == 0.8 #? 

2. Маленький шарнк массы т = 10 г, 
подвешениый на нити длиной {= 1,0 м, 
был отведен в сторону до горизонтального 
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положення нитн н отпущен. Прин прохожде- 
нии наннизшей точки траекторни шарик уда- 
рился о тело массы М == 0,2 ке н, отскочив, 
отклонился на угол @& == 45” от вертикали 
(см. рис. 2). Чему равен коэффициент трения 
прн движенин тела М по горизонтальной 
плоскости. если до полной остановки оно 
прошло путь $ = 2,0 м? 

3. Кусок льда, внутрн которого замерзла 
свинцовая пластинка, плавает в цилиндрн- 
ческом сосуде с водой. Внутренний днаметр 
сосуда &4= 40 см. После полиого таяния 
льда уровень воды в сосуде понизился на 
| = 3 см. Определить массу свинцовой пла- 
стинки. Плотность свинца р, == 11,3 2/см3, 
плотность воды р. = 1,0 2/ем?. 


На занятиях по математике в первом 
полугодии рассматривались следующие темы: 
основные понятия арифметикн; числовые 
неравенства; тождественные преобразования 
рациональных выражений и основиые з3- 
коны алгебры; тождественные преобразова- 
ния алгебраических выражений, корни с 
натуральным показателем, обобщение поня- 
тия о показателе, степени стеленн с рациональ- 
иымн показателямн и их свойства; тождест- 
венные преобразования тригонометрических 
выражений; тригонометрическне вычисления. 


Предлагаем читателям контрольную ра- 
боту. связанную с этими примерамн. 


Контрольная работа № 1 
1. Вычислить 


[3 +2.708 ° :2,5 





-0,5. 


0 
[1,3-0,7 ©) +0, (39 1- т 





2. Доказать, что если а}, @а,..., ая — 
положительные числа н а, . ао -.... ая = 
1, то 
(ЕЕ а, (1 - аз) ..... (| ап) = 2. 
3. Упростить выражение 
- а—1 2—1) 
аа РТ а — 
4(е- + а 
— а-+а-—2 а? — За-+-2 ь 
Збаз — 144а — 36а? -|- 144 


а3 -|- 27 
4. Упростить выражение 
а д. 
Иа—2 УЕ! Уачи 
Уа—2Уа+и Уа—1 
5. Упростнть выраженне 
95"! — а" ть? 
Ува ба’ 4ь Ме + 95" 
2 
а*/4 — ЗЫ" 
6. Упростить выражение 
с05? (45° — ©) — со$? (60° -- ©) — 
— с0$ 752-51 (75° — 24) 
7. Вычислить без таблиц 


1 Зл, . бл 75 
$11? 5 + с98? 5+ $112 В с052 5 ° 


х 


х 





8. Найтн уп а, если известно, что 
3452а — се что Оо УЧР 


летворяет неравенствам `` д<а <= л. 





Рис. 2. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


К статье «Формализация условий задачи» 

1. Пусть х:, ха И хз — количества прн- 
обретенных путевок по 21, 40 м 60 рублей за 
каждую путевку соответственно. Вначале 
мы должны ответить на вопрос, как нужно 
толковать слова, приведенные в условии 
задачи: «предполагается использовать 
2000 руб». Значит ли это, что должно быть 
израсходовано в точности 2000 руб илн же 
суммарный расход не должен превышать 
указанной суммы? Поскольку второй варнаит 
является более общим, то следует принять 
именно его. Итак, нужно найти нанбольшее 
значение выраження 


15 д +27 х. - 45 Хз 
прн условии 
21 ж. 40 х, + 60 х.= 2000. 


Постараемся обратиться к экономичес- 
кны соображенням. Гак как благом для нас 
является нанбольшее колнчество дней от- 
дыха, то путевки нужно сравинть по средней 


21 
стоимости одного дня, Получим ЗЕ, 


4 60 189 200 180 
57 н 45 РУбля в День, НЛИ 145, 135 И 135. 


Таким образом, нанлучшимн с нашей точки 
Ни будут путевки на 45 дней, вторымн — 
15-дневные к на последнем месте — 27-днев- 
ные путевки. Еслн бы путевки можно было 
дробнть, то суммой 2000 руб. удалось бы 





оплатить —60 -45 == 500 дней отдыха. Одна- 


ко путевки продаются лишь целиком. Поэтому 
на имеющуюся сумму в 2000 руб. можно ку- 
пить 33 самых выгодных путевки, что обес- 
печит 33Х 45-1485 дней отдыха. При этом 
20 руб. остаиутся меиспользоваиными. На 
эти 20 рублей ничего купить не удастся н нх 
можно рассматривать как прямой убыток по 
сравненню с тем условным случаем, когда 
все имеющиеся деньги расходуются на оп- 
лату самых дешевых дней отдыха. Еслн от- 
казаться от одной из шестидесятнрублевых 
путевок, то к 20 рублям добавится еще 60 руб- 
лей и на эти деньги можно прнобрестн две 
сорокарублевые путевки: 


2000=32Х 60--2Х 40. 


В результате получится 
32х 45--2х 27=1494 


дней отдыха. Таким образом, найденный 
вариант выгоднее предыдущего. 

Докажем, что ои нанлучшнй из всех 
возможных. Оценим для этого тот условный 
«ущерб», который мы несем по сравненню 


56 


с наивыгоднейшим — распределеннем всех 
2000 руб. Этот ущерб составит 
200 — 180 

85 — руб. в день, атак как таких дней 


20 
будет 54, то всего получим 135-54 руб. = 


—=8 руб. 

Лучшны пло сравнению с найденным ва- 
рнантом может оказаться только тот, где 
используются путевки ценою по 21 руб., 
которые выгоднее путевок по 40 руб. 

усть 2000 —21 х, — 40 х, — 60х. = 
= а. Тогда 

21 жа= 2000 — 40 х, — 60 х,, 
то есть число 21 х, -+- а делится иа 20. Если 
х: = Ь тоа-> 19; если х, = 2, тоар> 18,... 
Так как остаток а представляет собой «ущерб», 
то нецелесообразно рассматривать случаи, 
когда а > 8. Поэтому х, ие может быть`мень- 
ше 12. Но если х,; >> 12, то потерн в резуль- 
тате замены более выгодных путевок менее 
выгодными составят не менее 
189 — 
О 2-15 = 12 руб. 

Таким образом, выгоднее всего пряоб-- 


рести 32 путевки на 45 дней каждую н 2 пу- 
тевкн на 27 дней каждую. 


2. Ответ: 
О бы в: 
х=4950—, 0=г=17 з - 


3. Ответ: 50%. 

4. Если принять объем резервуара за 
единицу, в чсрез х; обозначить пропускную 
способность #-й трубы (в долях единицы объ- 
ема в час), то уравнения составляются без 
труда: 


ху = 3/2, 

хз хз - ха = 6, 
ха Е хз + хь = 3, 
ж+ж =2. 


Требуется определить величниу 
1 


и... фл › © найти х, |... + 


-+-хь. Сложим второе уравненне с третьим 
н вычтем из полученной суммы четвертое 
2 (ха + хз) = 7, ха хз == 3,5. 

К полученному уравнению прибавим первое 

и четвертое 
ха -{ ха -{ хз Е ха -Е хь == 7, 
то есть все пять труб наполнят резервуар 
за 1/7 часа. 
Эту систему уравнений можно решать 
иначе. Вычтем из третьего уравнения второе 
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и сложим с четвертым: 
2 дБ = — 1, хз = — 2. 


Если сложить полученное уравнение с двумя 
первымн уравненнямн, системы, то придем 
к тому же результату, что н прежде. Но как же 
быть с отрицательным значением для х.? 
Оно свидетельствует о том, что через пятую 
трубу вода не поступает в резервуар, как об 
этом сказано в условии, а, наоборот, выте- 
кает из него. Конечно, формулировку -усло- 
вия этой задачн следует признать неудачной 
для экзамена. Тем не менее абитурнент дол- 
жен был решать эту задачу и он нмыел воз- 
можность ее решить, доказав, что задача 
решения ие имеет. 

Вообще говоря, решение должно содер- 
жать либо доказательство, либо нроверку 
существовання всех промежуточных велнчнин. 
Все онн должны иметь именно тот физничес- 
кий смысл, который приписан им в условни. 

Поскольку в условнн сказано, что резер- 
вуар снабжается водой по пяти трубам, то 
помнмо отыскания значения величины 1/(х, -# 
+... +х,), нужно убедиться в том, что у ис- 
ходной системы уравнений имеется неотрн- 
цательное решение. Подобная проверка 
не увенчалась бы успехом и мы пришли 
бы к выводу, что решеиня у этой зада- 
чи иет. 

5. Указанне: обозначим через х 
часть объема сосуда, заннмаемую перво- 
начальным раствором, а объем всего сосуда 
примем за еднницу. Через р; обозначим кон- 
центрацию раствора в сосуде после {-й опе- 
рацин. Докажите по индукции, что р; -- 
=@- ях 9. 


А 
Ответ: у. Ия . 
= ра 
К статье «Московский инженерно-физнческий 
ниститут» 





Математика 
Варнант 1 

1. Решеине такой’задачи следует начи- 
нать Сс составления снстемы неравенств. 
Так как искомые числа — двузначные, то 
обозначим буквой х число десятков, а у-- 
число единнц. Тогда нз условнй задачи имеем 
снстему неравенств: 


ху 7, (1) 

ху? = 30, (2) 
1 

1-х = > ИУ. (3) 


Не все поступающие справились с вы- 
водом иеравенств (3). Многие записали по- 
следиее неравенство в композициониой сис- 
теме: 


а 

ух = ХУ, (За) 
что значительно снизило возможностн ана- 
лиза. Множеством допустимых значений, 
на котором следует нскать решение системы 
неравенств (1—3), являются целые числа 


от нуля до девяти, точнее, | < х= 9, 0= 
<= у= 9. Формально перебнрая все возмож- 
ные комбинации ху, мы в принципе можем 
найти решеине. Однако такой путь является 
громоздким. Поэтому попытаемся сузить мио- 
жество рассматриваемых — чисел. 

Перепишем систему неравенств (1—3) 
в виде 


ху 7, 
и — 30 =50, 
8х — 19, = 0 


Далее, умножив первое неравенство на 
19 н складывая с третьнм, получаем: 27 х > 


2 133, то есть х>457. Нотак как х — 


целое, то х- 5. 

С другой стороны, из (2) нмеем х < 6. 
Тогда окоичательно х = 5. При этом ие- 
равенства (1) н (2) принимают вид: 

| у—2, 
и, 
едииственное решение которых в целых чис- 
лах есть и-- 2. 

Таким образом, условням задачн удов- 

летворяет единственное двузначное число 52. 

аряду с приведенным методом решеиия 
абитуриентами было предложено много дру- 
гих, однако все онн вели к цели значительно 
медленнее. 

2. Путь К№ и [ГР — биссектрисы 
(рис. 1), © — точка пересечения биссектрис. 
По условию задачи вершина М лежит на 
окружности, проходящей через точки Р, ©, 
№. Соединим точки М и О прямой линией. 
Тогда ОМ — биссектриса угла КМЕ, так как 
трн бнссектрисы треугольника пересекаются 
в одной точке. Так как ОМ — биссектриса 
угла КМЕ, то 4ОМР = .&0ММ. Из ра- 
венства этнх углов следует равенство дуг 


ОМ = <^О9Р и стягивающих этн дугн 
хорд МО = ФР. 


Г. 





Рис. |. 
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Характерной ошибкой поступающих было 
утвержденне, что биссектриса М@ перпен- 
дикулярна хорде МР. По условию задачи 
в равнобедренном треугольнике ОРМ из- 
вестна длииа основання РМ = 1 см и для 
определения всех элементов треугольника 
достаточно знать один угол. 

Имеем: 


=; РОМ = 3 КФЁ = 
= 180°— (> Хх МКЕ + 2 мик) == 


= 180°— > (1802 — у КМЁ) = 


1 
== 180? — о, РОМ 


З 
нано = РОХ = 180°, 


откуда окончательно находим -РОМ=120*, 
\9РМ= 2 0МР=30°, тогда № = РО = 


сы Ве 
— 2 соз 30° = уз ° 


Ответ: стороны н углы треугольника 


г —= _——— 
РМО соответственно равны 1, уз’ уз, 
120°, 30°, 30?. Многие абитурненты не смоглн 
доказать, что прямая МО — биссектриса, 
н не справились с решением задачи. 

3. В данном случае решение следует 
начать с определення ОДЗ функций, входя- 
щих в неравенство: 


1 х—1 





103 хр > 0, 1) 
х— 1 о 
г (2) 
х- 1 

108 , т 26: (3) 

\. з 


Однако легко видеть, что неравенство (3) 
эквивалентно (1). В самом деле 


х-+ 1 х- 1 х— 1 
Е хт = № Г- 8Г. 
З 
Тогда из системы неравенств (1) и {2} 
находим ОДЗ: — © <х < -1. Характер- 
ной ошибкой поступающих при решении 
является неверное определение ОДЗ, а нмен- 
но, многие абитуриенты опустилн неравен- 
ства (1) и (3). 
ОДЗ нсходное неравенство может быть 
преобразовано к виду: 


х—1 
2108. 1х <0 (4) 


илн 
х— |1 
0 < 108 тр <. (5) 
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Левую часть неравенства (5) можно было бы 
не писать, так как в нашем способе решения 
этот факт учтен в ОДЗ. Далее нз (5) получим: 


х—1 


< г <3. (6) 


Вычтем из всех частей неравенства (6) по 
едннице и после простых преобразований 
нолучим: 


1 
ет < 0, (7) 


Правая часть (7) вылолияются в ОДЗ 
в силу того, что х< —1. Решение левой 
части: —< «х<-9, что и является 
ответом. 


4. Заменив квадраты тригонометричес- 
кнх функций с помощью формул двойного 
аргумента, получим: 


Е | 
1—<* [5 {1 ее а 


= | — ©05 (л п 9х) (1} 
ил 


и 
с0$ | (Г - со$ 24) == 69$ (п зт 2х}. 


Отсюда находим: 
л 
> (1 -- с0$ 2х) = +л т 2х -- 2Ал, (2) 


где параметр Ё может принимать целочислен- 
ные значення. 

Сократив обе частн на чнсло л, приве- 
дем (2) к виду: 


1 1 
—5 60$ 2х + 51 2х == 2 —-5.. (3) 


Наиболее простой н эффектнвный слособ 
решения уравнений (3} — введение вспомо- 
гательного ‘угла. А именно: разделим обе 
части уравиения (3} на корень квадратный 
из ‹уммы квадратов коэффициентов прн 
с0$ 2х и $ 2х, то есть на | 1 = 
4 


= 
2 


‚ подучим 


РИ 
теч хи 
5 5 


5+ —® 


} 
Введем обозначення Уф = УЕ ‚ 0$ 9=. 
5 


ук ‚ такие углы ф существуют, так 


Г 


т. + т 1 т 
как (=) -|- (= =) = огда 
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Шф= — но для знака плюс ф, = 


1 
=агс-—_, а для знака минус фо == д— 


ака. При этом уравненне (4) может 
быть записано в следующей форме: 
Е (5) 
‚ У 


Это уравнение имеет действительные корнн 
только прн 


4—1 


+, 
175 =+ 
то есть при Ё = 0. 


В этом месте многие абнтурненты допус- 
тили ошибку н не смоглн выделить те зна. 
чення параметра А, при которых уравненне (3) 
нмеет действительные корнн. 

Далее, подставляя # = Ов (5), находим 
ответ по известной школьной формуле: 


1 1 
ж =—5 атс 5 + 


1 ь „1 пл 
+5 (Си асят Е +—>, 6 





1 1 
ея ры 


тл 


(17 * агсии -—— УЕ +-—>, 
где п, т=0, +1, +2... 


Полученный ответ может быть значитель- 
но упрощен. Действительно, положим в (3) 
Е —= 0, тогда (3) может быть преобразовано 
к виду: 


605 х (05 х= 2 зтх) = 0. (7) 
Из уравнения (7) находим два решення: 


л 
05 х = 0, х.=—5 + пл, 


где п=0, +1, +2, ..., (8) 
608 х=*0, с05х- 25шх-==0. 


ха = + агсёя —5— | тп, 


где т = 0, +1, =2,... 


Непосредственное преобразование —от- 
вета в форме (6) к виду (8) требует вывода 
формул, связывающих различные обратные 
тригонометрические  фуикцин от одного 


аргумента, на чем мы не будем останавли- 
ваться. 


4-70) 


нь 
15 <х= 42. 


Указанне. Пусть скорость точки 
х м/сек. Тогда она тратнт на прохождение 


путн в 630 м и а прн 
630 
х--3 Е. 


задачи должна иметь место система нера- 
венств 


630 630 630 
Г 


Решая указанную снстему неравенств. по- 
лучим ответ. 


23 
т соя =. т С а 


ев 
ти 


а—2\2 
4 па ао [26 + (25 —®) | 


гле фр» а|-2 нп=0, +1, +29,... 
Указание. Обозначим в х — 2а = 


скорости 


м 
(хр З — Согласно условию 
с 


3 


=> 0, Ишх— 25 =и—>0. Тогда 
получим систему 

и—и=2, (1) 

= 2 (фа). (2) 


Из (1) следует, что и > и. Следовательно, 
Ь-> а, поскольку левая часть уравнения (2) 
положительна. Система (1) — (2) эквнвалент- 
на следующей системе: 


и— = 2, 
ифу= фа, 
решениями которой являются 
6—@—2 
и (3) 
—а--2 
о. (4) 


Так как 9> Они> 0, то, как это сле- 
дует из (3) н (4), должно выполняться нера- 
венство В а {+ 2. Соотношенню (3) соот- 
ветствует уравнение 

6—а—2\2 
их + | , 
решая которое, получнм ответ. 


Варнант 3 
1. В первый сосуд нужно перелить 


90—р литров раствора; 70 = р = 
230 


= 3 
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а 
2. Чсоз а с0$ В яп В 
ЗО = 1. 


4. 1) х — любое действительное число, 
если а= = 0. 


[: 
ф = асы =: лиа> 0, н ф=я 


ь 
- агс 8-х ‚ еслн а<0. п, &=0,1, 2, ... 


Физика 
Билет № 1 


Сразу после пережигания горизонтальной 
нити груз т, начинает двигаться по дуге 
окружности с ускореннем а!. касательным 
к окружности. Поскольку скорость этого 
грузика в момент пережигання нити равна 
нулю, его центростремнтельное ускорение 
в этот момент отсутствует. Груз т. приходит 
в движение с ускорением а, направленным 
вертнкально вниз. 

Уравнення двнження обонх грузиков 
имеют вид 


т: @1 = (тие | Т) зта, (1) 
т а, = тб —Т, (2) 








У те 


Рис. 2. 


где Т — натяжение нити, соединяющей оба 
грузнка (см. рис. 1). Так как нить нерастя- 
жима, ускорение нижнего груэнка и вертн- 
кальная составляющая ускорения верхнего 
грузнка одинаковы: 


аз = а: та. (3) 
Из равенств (1) — (3) находим 
ма 


Г" 


п : 
т зи а 
Билет №2 
Из уравнения движения системы тел 
труба — поршень по наклонной плоскости 
определяем их ускорение а: 
а — & (чпа — Е соз а). {8 


Запишем уравнение денжения поршня 
вдоль наклониой плоскости (см. рис. 2,6): 


а: = 51а == 9 м/с. 


та = тя зто — (р. — ра) $. (2) 
На основанни закона Бойля — Мариотта 
ра, == РУ, (3) 

рэУз = РУ. - (4) 


(Введенные в соотношениях (1) — (4) 
обозначення ясны из рнсуиков 2, а, б.} 

Из системы уравнений (1) — (4) с уче- 
том того, что У, у У. = 21, находим иско- 
мое отношенне объемов УУ»: 


у» 


у + "УЛЕИ == 1,2, 
1 





где 
__ тя с0$ 9 


п = р$ == 0,2. 
Билет № 3 


Прн медленном приближенни заряжен- 
ного шарика 4 из бесконечности в точку 0 
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Рнс. 3. 


(рис. 3) внешние силы совершают работу 
А’ = В по поднятию шарика и работу А” 
против снл  элекТростатнческого отталкн- 
вания: 


94° 


"= 4 (Ф — 9) = 4ль 3 > 


где фо =0, Фу = Е. = потенциалы 


электрического поля заряда 90 на бесконек- 
ном удаленнн и на расстоянии $5 
Разложнм снлы, действующие на заря- 
женный шарик на нити, по направленню ку- 
лоновской силы и перпендикулярному к ней 
направленню ВС, параллельному биссектри- 
се угла © отклонення нитн (см. рнс. 3). За- 
пишем условия равновесня шарика с заря- 
ДОМ 90: 
[2 @ 
Т с05 —5- == т с05-57 5, 


ИЕ. хе 99 
Т эт 5 1 "в эп -5- = лет, 


из которых находим 


99 м @ 
ле 5 = 2тЕ т —: 


Исключив из последнего равенства 
И <? А 
о = лучим 
$ т 9 $ \ полу 


945. _ 
4ле$ = тёй. 


Следовательно, А” = Зта}, н полная 
работа по перемещению заряда 4 равна 
Ад=А’' + А” = Зтав я= 3.10-* дж. 


Бнлет №4 
При входе рамкн в магнитное поле и при 
выходе из него возцикзет з. д. с. индукции 


АФ 
Евнд = ПАР › 


где АФ — изменение магнитного потока: 
АФ = ВА$ = ВЦод:. 
Возникающий в рамке нндукцнонный 
ток 








Еинд Бо 
инд = Доу = р 
Е ь 
За время 2АЁ=2 —^ в рамке выделя- 
ется количество теплоты @ = м ВА: = 


= 10-3 (0ж), или 


Р 
= тн = 10-2 (0ж). 


Отсюда находим скорость рамки 


о = ВЕ ие = 4 (м). 


Билет № 5 


На рисунке 4 показаны снлы, действую- 
щне на вращающуюся муфту. Действне силы 
тяжестн тя компенснруется снлой реакции 
М со стороны стержня. Центростремительное 
ускорение муфте сообщает упругая сила 
пружины: 

02 
т-у = 4. 
|4 

Здесь [ — длина растянутой пружины, 
А = [— 1. Величину { можно найтн, зная 
освещенность в точке 


Е 1605 @ ТВ 
== (В) 
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откуда 


1 = (1) 1з — 30 (см. 


Кинетическая энергия муфты 


0? | 
Т=т-=-5Н А! = 0,03 (дж). 


К статье «Уравнение газового состояння. 
Работа н теплоемкость газа» 








а РУ 
ь = пи т: \— 
в( В: + г 
100 атм-10 л 
= атм-л 14 30 —- 
0,082 ее +3) ыы 


25 1,5. КЗ °К. 


2. В обоих случаях понадобится одина- 
ковое количество тепла О == СртАЁ, так 
как оба процесса являются изобарическимн. 

4. Каждый атом кислорода содержит 
8 электронов, молекула — 16 электронов. 
1 г-моль кислорода содержит №д -= 6,09. 
- 1023 молекул. В заданных условнях в 1 литре 

РУ 





кислорода содержнтся ут. молей, то есть 


Р 
ВЕ МА молекул ни 1б-- МА А 


2:2,5-10Н электронов. 


5. До начала реакцнн давление в сосуде 
равно сумме парциальных давлений  кисло- 
рода н водорода 


1 т т 
(+), 


где ру == 32 г/моль н р. = 2 г/моль — моле- 
кулярные массы соответственно кислорода 
н водорода. 

Из уравнения реакции соедннения водо- 
рода с кислородом 2Н, - О, == 2Н.О сле- 
дует, что 1 г-моль кислорода (38 г) соединя- 
ются с 2 г-молями водорода (4 2). 16 г кис- 
лорода соедннятся с 2 2 водорода, в сосуде 


останется то = 82 водорода, и давление в со- 
суде будет равно 


р 1 то 
Р’ = у ета ь 
Отношение —р Равно: 
Р _ Мы  _ 8:2 
Р пои. | тв. 16.2 110-32 
8 
= т = 0,73 
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ом, 1 
6 Р= БТ ЮТ: н = Р= 


1} т. 
и 
(и, = 28 ке/кмоль ин м. == 2 ке/кмоль — мо- 
лекулярные массы азота н водорода}. Отсюда 


р. тора Т» ЕЗ из Ть 
5 — ти Т, 


250,03 кг. 


7. Работа, совершениая газом при про- 
цессе АВС, А =Р, (У, — И»), значит нз- 
мененне его р энергин АЦ == 
=9—Р. (У. - И,). Мзменеине внутрен- 
ней энергин газа прн процессе АДС такое же, 
а совершенная газом работа А“ = Р; (У, — 
в Поэтому 0@’ == 9 — (Р, — Рау, — 

1). 

8. Удельная теплоемкость может быть 
бесконечно большой при нзотермическом рас- 
ширенин. 


К задаче М142 


Ответ: Расстановка цифр |,..., 6, 
8. ..., 13, показанная на рисунке а стр. 28, 
единственная. Существуют ровно Две раз- 
личные (не получающисся друг из друга 
отражением или поворотом) расстановки цифр 
1,..., 10, 12, 13 (рис. 1,2) н ровно две рас- 
становки цифр 1, 2,4, ..., 13; они получатся 
из расстановок рисунка | заменой каждой 
инфры # на «симметричную»: К-+ 14 — 4. 

Указанне. Полезно подметнть раз- 
личные симметричные лннейные соотноше- 
ния, которые вытекают из требования зада- 
чи. (Например, разность чисел ца двух про- 
тивоположных ребрах одной грани должна 
быть равна разности чисел на двух других 
параллельных им ребрах н т. п.) 

Еще полезнее с самого начала выписать 
все тройки различных натуральных чнсел, 
дающих в сумме 5 (например, для $ = 21 
существует всего по две тройки, содержащие 
число 13 и не содержащие число 7: 13, 6, 
2; 13, 5, 4, н две «симметричных» им тройки, 
содержащие число 1). 

. Каждый из этнх подходов илн нх соче- 
тание позволяет рацнонально. организовать 
перебор, отыскать все расстановки, указан- 
ные в ответе, и доказать, что других не су- 
дествует. 
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К задачам Тогда 
(см. стр. 19) | 
1. 1971=73-27. вс.. _ ВС-МК_ _ КС 
2. а) 2х? -— у = («ух -Ри), 1972= АВ. — АВ-ЁК АК 


=.2.2.17-29, х, = 46, у: = 12, х, = 494, 


у: = 492 откуда ВС.МК-АК == АВ-ЁК.КС. 

6) 1973 — простое — чнсло;  х = 987, 4. Может. При г < В это будет, если 
в че А ЕР) 

3. Опустнм перпендикуляры: В, из точки Зира ар’ 
В на АС, В, из К на АВи К, из К ча ВС. УзЕ*— К —! 





Перед вамн пять необычных 
шахматных досок. В каждой 
нз познций нужно выполнить 
указанное ниже заданне, свя- 
занное с перестановкой 
фигур, причем достаточно 
знать только, как они ходят. 
Такие задачн называются 
пермутационными задачами 
на шахматной доске (слово 
«пермутация» — снноним пе- 
рестановкн).  Пермутацнон- 
ные задачи составляли многие 
известные шахматные компо- 
зиторы. Средн этих задач 
встречаются очень сложные, 
решения которых состоят 6бо- 
лее чем из ста ходов. В пред- 
лагаемых позициях размеры 
чрахматных досок» невели- 
ки, и задачи будут вполне 
вам под силу. Разумеется, 
в каждой позиции задание 
нужно выполнить в мини- 
мальное число ходов. 


Рис. |. Поменять места- 
ми белых и черных коней. 
Очередность ходов  произ- 
вольна (конь одного цвета 
может сделать несколько хо- 
дов подряд), но кони раз- 
ного цвета не должны пона- 
дать под бой друг друга. 





За сколько 





4 
ХОДОВ 
3 
2 
4 1 
З а ь с а 
о Рис. 4. Съесть белым ко- 


ролем черного коня при 
условии, что конь  не- 
подвнжен, а король не мо- 
жет становиться под шах 
{на поле с2), 





Рис. 2. То же задание, 
что н в первой позиции (кони 
разного цвета не должны 4 
находиться под боем), но 
здесь белые и черные конн 
ходят поочередно. 3 
















2 
з 
ТУТ а ь с а 
#2 
1 й/ Рис. 5. Поменять места- 
2. мн белых и черных слонов 
так, чтобы ни на одном ходу 
я ъ Е слоны разного цвета не уг: 
рожалн друг другу (белые 
Рис. 3. Перевести  бело- и черные слоны ходят по 
го короля на поле а|, ие очередн)- 
становясь им на 52. Е. Я. Гик 
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_ ДСО РУИНЫ 


Квант для младших школьников 


Наш зоопарк 


У нас открылся зоопарк! Этой но- 
востью мы и спешим поделиться с 
вами. Первыми у нас появились два 
веселых гуся, а затем — двугорбый 

© АХ < < верблюд. Как они У нас появились? 

(Ч А. Для того, чтобы ответить на этот во- 

прос, изготовьте из картона 12 фигу- 
ААУ & рок, изображенных на рисунке |, и 
2 тиб ЧАУАТ попытайтесь из них сложить сначала 
гусей (рис. 2) — одновременно и бе- 
лого, и серого — двух веселых гусей, 

АТА а затем верблюда (рис. 3). 

Вы, наверное, уже заметили, что 
каждая из фигур, из которых мы 
складывали обитателей нашего зоо- 
АТА парка, состоит из шести одинаковых 
правульмых треутольиихов, причем 
все шесть треугольников можно 
обойти «треугольной ладьей», кото- 
рая ходит как показано на рисун- 
ке 4. Такие фигуры мы назовем тре- 
угольным  гексамино. Существуег 
ровно 12 различных треугольных гек- 
самино *), и все они изображены на 
рисунке 1 (проверьте)! 

Для того, чтобы сложить гусей, 
вам потребуются все 12 треугольных 
гексамино, а для верблюда — только 
11. Справившись с этим заданием, 
„попытайтесь из этих же фигур сло- 
жить новых зверюшек. Наш зоопарк 
ждет новоселов! 

Если вас заиитересует эта игра, 


7 \ 
© ата? Ау И ЖК | 


сх А КА У то подробнее о такого рода играх ио 
УЖ АХ связанных ними математических 
хх УХУ, ХУ ЖХ ее можно прочесть в книге 

М. Гарднера «Математические голо- 

их АТА воломки и развлечения» (издатель- 


ДА и ство «Мир», М., 1971). 


*) Две фигуры, переходящие друг в дру- 
га при переворачивании, считаем одной и 


той же фигурой. 
А. Ю. Сойфер. 
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Задачи 


1. Двое приятелей не виде- 
лись много лет. Встретившись, 
они разговорились, ин один похва- 
лился другому, что у него уже 
трое детей. «Сколько же им 
лет?», — спросил второй. «Про- 
изведение нх лет равно 36, а сум- 
ма — номеру вот этого проез- 
жающего трамвая». Посмотрев 
на номер трамвая, второй собе- 
седиик сказал, что этих данных 
недостаточно. «А старший сын у 
меня рыжий», — «Тогда я знаю, 
сколько им лет», — сказал его 
приятель и точно назвал возраст 
каждого ребенка. 

Сколько же лет было каждо- 
му ребенку? 

2. На очередном занятии ма- 
тематического кружка каждый 
школьник получил 8 карточек с 
числами. Требовалось разложить 
карточки в две строчки (по 4 кар- 
точки в строчку) так, чтобы сум- 
мы: чисел строчек были равны 
между собой. 

Один из играющих разложил 
карточки в одну строчку так, как 
показано на рисунке, и немедлен- 
но заявил комиссии, что задача 
не имеет решения. Почему уче- 
ник, не занимаясь подробным 
подсчетом, сделал такое заз вле- 
ние? И как все-таки решить за- 
дачу? 

3. Расшифруйте пример на 
сложение: 


4. Переверните нераспечатан- 
ную бутылку кефира и постучите 
по донышку так, чтобы брызнул 
кефир (для осторожности, проде- 
лайте все это над глубокой та- 
релкой). Что сделается с крыш- 
кой и почему? 

5. Два человека несут бревно, 
поддерживая его на одинаковых 
расстояниях от концов. Третий, 
желая помочь, берется за брев- 
но впереди первого. Будет ли 
легче несущим бревно? (Или: 
что скажет второй?) 
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РАВНОСОСТАВЛЕННЫЕ ФИГУРЫ 


На нижинх рисунках приведены изображения уткм, 
самовара, рачка-циклопа, парусной яхты, собакы м гуся, 
Докажите, что площадн, занимаемые этими фигурамм, 
равны. 

Чтобы легче было провесты доказательство, на схе- 
ме справа показаны кусочки, мз которых можно со- 
брать фигурки. Учтите, что масштабы рисунка м скемы 
разные. 

Для решения задачы достаточно показать. что лю- 
бые две фигуры Равносоставлены, то есть сложемы мз 
У Ч -ССА 

ПОПРАВКА 


13. 14 оказались яерсчс} 
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Портрет Николая Коперника, который мы приводим на первой стра- 
кице обложки, был написан неизвестным художником в 1575 году. 


На второй странице обложки — кабинет геомгтрии Кракоэского ини- 


верситета, где учился Коперник с 1491 года. 


Поскольку учебников 


не хватало, осмовные теоремы чертили на стенах, 


Ча четвертой странице вм видите еще один портрег Коперника. 
Предполагают, что это ветопортрет ученого. 
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Николай 
Коперник 


Я. А. Смородинский 


Жизнь Коперника 


В этом году весь мир отмечает юбилей 
великого польского астронома Ни- 
колая Коперника. Коперник родил- 
ся 500 лет тому назад, 19 февраля 
1473 года, в городе Торуни. Учился 
в Краковском университете, потом 
прожил почти 10 лет в Италии. 
В Болонье, Риме, Падуе и Ферраре 
он изучал медицину, юриспруденцию 
и астрономию. Возвратившись в Поль- 
шу (около 1506 года), он в течение 
нескольких лет был секретарем и вра- 
чом своего дяди епископа. 

В 1512 году, после смерти дяди, 
Коперник переехал в город Фром- 
борк, расположенный на берегу Бал- 
тийского моря. Здесь он продолжал 
упорно заниматься астрономией. Мно- 
го раз ему приходилось прерывать 
научные изыскания из-за большого 
количества административных  обя- 
занностей, которые он должен был 
исполнять, будучи управляющим юж- 
ной частью провинции Вармии. Не- 
смотря на это, он упорно работал над 
своим основным (и фактически един- 


Портрет Николая Коперника, репродукцию 
с которого мы иркводим, был нанисан неиз- 
вестным польским художинком, современнин- 
ком Коперника. Этот портрет считается 
одним из наиболее достоверных изображе- 
ний ученого. Перевод подрисуночных под- 
писей выполнен Т. А. К ротовой. 
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ственным) астрономическим сочине- 
нием «О вращении небесных сфер». 
Первые главы этой книги, содержа- 
щие разные тригонометрические тео- 
ремы, были изданы учеником Копер- 
ника Георгом Ретиком в 1542 году. 
Но значительно раньше, еще в 20-х 
годах ХУ века, в Европе была из- 
вестна рукопись Коперника, так на- 
зываемый «Малый комментарий», в 
которой содержались новые представ- 
ления о строении Солнечной системы. 
Главную же свою книгу Коперник 
не решался издать почти до самой 
смерти. Лишь умирая (в 1543 году), 
он смог подержать в слабеющих ру- 
ках отпечатанные листы этой книги. 

Что же сделал Коперник, и почему 
его кннга оказала столь большое 
влияние на развитие науки? 

Идеи Коперника положили начало 
новой эре в науке. Их трудно было 
понять людям, воспитанным на авто- 
ритете древних ученых и на догматах 
церкви. Поняли Коперника немногие. 
Но среди них были Кеплер и Гали- 
лей. 

Среди тех, кто не смог понять Ко- 
перника, был Лютер, один из руково- 
дителей Реформации, положившей ко- 
нец  беспредельному господству ка- 
толической церкви в Европе. Он на- 
писал о Копернике: 

«Рассказывают о новом астрономе, 
который хочет доказать, будто Земля 
вращается вокруг себя, а не небо, 
Солнце и Луна; все равно, как если 
бы кто-либо сидит в телеге вли на 
корабле и движется, а думает, что он 
остается на месте, а земля и деревья 
идут и движутся. Но тут дело вот в 
чем: если кто-либо хочет быть умным, 
то должен выдумать что-либо собст- 
венное и считать самым лучшим то, 
что он выдумал. Дурак хочет пере- 
вернуть все искусство астрономии. ..з 

В книгу Коперника без ведома 
автора было добавлено предисловие 
богослова и математика Оссиандера, 
который следил за ее печатанием. 
В этом предисловии он успокаивает 
читателя (и цензоров): «...во всем же, 
что касается гипотез, пусть никто не 
ожидает получить от астрономии че- 
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го-нибудь истинного, поскольку она 
не может дать что-либо подобное; 
если же он сочтет истинным то, что 
придумано для другого употребления, 
то после такой науки окажется более 
глупым, чем когда приступал...» 

Идея автора предисловия состоя- 
ла в том, что теория Коперника удоб- 
на для вычислений, но не имеет ни- 
какого отношения к реальному миру. 
Тем не менее в 1616 году, прн жизни 
Галилея и Кеплера, декретом инкви- 
зиции книга Коперника была вклю- 
чена в список запрещенных церковью 
КНИГ. 

Но все эти меры оказались бес- 
полезными. Новая наука завоевывала 
себе признание, древняя наука .ухо- 
дила в историю. 


Древние идеи 


В неведомую глубь веков ушло время, 
когда человек впервые увидел среди 
неподвижных звезд семь небесных 
тел, положение которых изменялось 
на его глазах. Солнце, Луна, Мер- 
курий, Венера, Марс, Юпитер и Са- 
турн уднвляли и пугали древних 
наблюдателей неба. Движение их 
предвещало тревоги и радости. Солн- 
це принссило с собой времена года, 
Луна сменяла дни и ночи, багровый 
Марс был предвестником войны. 

Еще египтяне знали, что движения 
Солнца и Луны можно предсказывать. 
Те, кто умел это делать, занимали 
особое положение — они были жре- 
цами, знающими тайны богов. Жре- 
цы объявляли о начале года, о празд- 
никах, о сроках работ на полях. С 
тех пор на многие сотни лет наблюде- 
ние небесных тел было связано с 
календарем. Сам Коперник углубил- 
ся в астрономию, когда в 1514 году 
папа Лев Х призвал к исправлению 
календаря. (Эта реформа — переход 
к новому стилю — была проведена 
позже, в 1574 году.) 

Греки пошли значительно дальше 
египтян. Они задумались над тем, 
как устроена вся планетная система, 
как движутся планеты. Еще в 
веке до нашей эры Аристарх Самос- 
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Рис. 1. 

ский высказал идею о гелиоцентри- 
ческой системе — системе планет с 
Солнцем в центре. Во И веке до на- 
шей эры на острове Родосе и в Алек- 
сандрии наблюдал звезды Гиппарх, 
который первым научился предска- 
зывать положение Солнца и Луны, 
создав теорию их движения. Астро- 
номы видели, что каждая планета 
движется по своим особым правилам; 
поэтому они говорили о теории Мар- 
са, теории Луны и т.д. Только 
Кеплер смог объединить эти разроз- 
ненные теории в единую схему. 

Первую последовательную схему 
планетной системы дал Клавдий Пто- 
лемей, работавший в Александрии в 
середине П века нашей эры. Он в 
значительной степени опирался на 
труды Гиппарха, которые не дошли 
до наших дней. Система Птолемея 
продержалась 15 веков и дожила, 
почти не изменившись, до Коперника. 
Вплоть до ХУТ века никто не сомне- 
вался в ее истинности *). 

Птолемей считал, что в центре Все- 
ленной расположена Земля, а вокруг 
нее вращается семь сфер, которые 
влекут за собой семь планет (рис. 1) 








*) Сочиненне Птолемея называлось «Ма- 
тематический трактат в ХИП книгах». В 
арабском переводе, В котором с ним позна- 
комились средневековые ученые. оно назы- 
валось «Альмагест» (от греческого «де тц» — 
величайшее). Под этим названием оно цити- 
рустся и сейчас 
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в таком порядке: Луна, Меркурий, 
Венера, Солнце, Марс, Юпитер, Са- 
турн. На рисунке 1 в действительно- 
сти изображена не система Птоле- 
мея — она значительно более сложна. 
До того, как о ней рассказать, пой- 
мем сначала, что означало для греков 
(ла и для Коперника) построить тео- 
рию движения планеты. 


Кинематика без динамики 


Белым пятном в системе знаний древ- 
вих естествоиспытателей было то, что 
они не имели ни малейшего прейстав- 
ления о динамике. Причина движения 
тел была для них недоступна. Когда, 
камень толкали, все было понятно — 
хотя н В этой задаче никаких коли- 
чественных соотношений получить 
не могли (да и не думали об этом). 
Когда же дело касалось планет, то 
ни о каких причинах движения и речи 
быть не могло — планеты двигались 
сами по себе, просто потому, что дви- 
жение заключено в нх природе. Поч- 
ти вся наука о движении описана у 
Коперника так: «Аристотель говорит, 
что единому и простому телу присуще 
и простое движение; из простых же 
движений одно прямолинейное, дру- 
гое круговое; из прямолинейных одно 
идет вверх, другое вниз. Поэтому 
всякое простое движение идет или к 
середине вниз, или от середины вверх, 
или вокруг середины, н это движение 
круговое. Только земле и воде, ко- 
торые считаются тяжелыми, следует 
двигаться вниз, то есть стремиться к 
середине; воздух же и огонь, обладаю- 
щие легкостью, должны двигаться 
вверх и удаляться от середины. И ка- 
жется вполне сообразным приписать 
этим четырем стихиям прямолиней- 
ное движение, а небесным телам пре- 
доставить вращаться кругом середи- 
ны. Так утверждает Аристотель». 
Вот и вся механика древних. Итак, 
планеты должны двигаться по окруж- 
ностям и, наверное, с постоянной ско- 
ростью, так как (опять из Коперни- 
ка): «Круговое движение всегда со- 
вершается равномерно, ибо оно имеет 
неубывающую причину...» Отсюда и 





Рукопись книем «Ре геиошногви$ огит 
соёезНит» (<О вращении небесных сфер»), 
открытая на той странице, где Коперник 


нарисовал циркулем Солнечную — систему, 
хранится в Кракове, и коснувшись пальцами 
бумаги, еще можно ощутить «бороздки», 
оставленные циркулем великого астронома. 
В предисловии к своему труду Коперник при- 
знается, что лшиь уговоры и ипреки друзей 
убедили его дать согласие на издание своего 
трактата. 


«Зал правосудия» в замке Гейльсберг. Здесь 
Коперник жил с дядей епископом после воз- 
вращения из Италии, вплоть до смерти мо- 
гущественного прелата в 1512 годц. 
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схема геоцентрической системы. Но 
система, изображенная на рисунке 1, 
хотя и очень эффектна, противоречит 
наблюдениям; с ее помощью нельзя 
разобраться в истинном движении 
планет. 

Эта задача и стояла перед Пто- 
лемеем. Как совместить «принцип 
инерции Аристотеля» с реальным ми- 
ром? Как описать реальный мир на 
основании одной кинематики? 


Движение сфер 


Древние наблюдатели видели, что 
движение планет сложное. Они раз- 
деляли это сложное движение на не- 
сколько более простых. Первым глав- 
ным движением было суточное дви- 
жение неба, вторым — его годовое 
движение. В этих двух движениях 
участвовали все семь сфер, которые 
тянули за собой планеты. Восьмая 
сфера, к которой прикреплены звез- 
ды, была неподвижна. Еще Гиппарх 
усовершенствовал эту систему. Что- 
бы учесть движение точки весеннего 
равноденствия (точки пересечения 
плоскости экватора с орбитой Земли), 
он приписал восьмой сфере медленнсе 
движение на один градус за 100 лет 
(по 36’’ в год) *). 

Однако эти простые движения не 
удовлетворяли «принципу инерции 
Аристотеля». Скорости их были не- 
постоянны. Поэтому говорили о су- 
ществовании двух неравенств. Первое 
неравенство — это неравномерность 
движения планет по орбитам; вто- 
рое — наблюдавшееся «попятное» дви- 
жение планет — изменение направле- 
ния их движення по небу на проти- 
воположное. Только у Солнца и Лу- 
ны не было второго неравенства. По- 
этому уже теория Гиппарха позволя- 
ла определять их положение с ошиб- 
кой, меньшей одной минуты. С этими 
неравенствами надо было справить- 
ся, и Птолемей справился с ними ве- 
ликолепно. 


*) В действительности смешение точки 
весеинего равноденствия происходит немного 
быстрее — на 50” в год. 
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Рис. 2. 


Эксцентр и эквант 


Выход из, казалось бы, безнадежного 
положения был весьма остроумен. 
Надо предположить, что по окруж- 
ности вокруг центра Мироздания 
(Земли в системе Птолемея) движется 
не сама планета, а лишь центр другой 
окружности; названной эпици- 
клом (рис. 2). Планета же дви- 
жется по эпициклу с той же угловой 
скоростью по величине, но обратной 
по направлению, с какой центр 
эпицикла движется по основной ор- 
бите, названной деферентом *). 
В результате таких построений оказы- 
вается (хорошее упражнение для чи- 
тателя!), что планеты по-прежнему 
движутся по окружности (она назы- 
вается эксцентром), но центр 
ее смещен относительно Земли. 
Таким образом была установлена 
важная кинематическая эквивалент- 
ность схемы движения эпицикла по 
деференту и эксцентра. Но столь 
простая схема описывала лишь путь 
Солнца, которое всегда движется по 
небу в одном направлении, не пово- 
рачивая вспять. Угловая скорость 
движения Солнца по эксцентру (от- 
носительно его центра) предполага- 
лась постоянной. Тогда, очевидно, 





*) Такое движение в механике называют 
парой вращения. * 
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угловая скорость движения, наблю- 
даемая с Земли, окажется перемен- 
ной. Так просто объяснялось первое 
неравенство. 

Для иланет теорию нужно было 
усложнить. Особенно трудно было 
объяснить движение Меркурия, у ко- 
торого, как мы теперь знаем, самый 
большой эксцентриситет: он равен 
0,2 ив 10 раз больше, чем у Земли. 

К двум окружностям добавили 
третью —эквант. Центр экванта 
обладал той особенностью, что на- 
блюдатель, находящийся в нем, ви- 
дел бы равномерное движение пла- 
неты. Иными словами, хотя угол 
4 (рис. 3) изменяется со временем 
неравномерно, угол ф растет пропор- 
ционально времени. Таким образом 
как бы вводилась фиктивная планета, 
движущаяся равномерно по экванту. 
Гипотеза экванта (при дополнитель- 
ном условии, что центр эксцентра 
делит отрезок центр — центр экван- 
та пополам) улучшила теорию, но и 
она оказалась все же недостаточной. 
Пришлось вводить дополнительные 
предположения, например, что центр 
экванта сам движется по окружности 
или что по эпициклу катится другой 
эпицикл. В конечном счете для опи- 
сания движения планет надо было 
вводить почти 40 различных круговых 
движений. Да и сама гипотеза экван- 


та была на самом деле чужда кинема- 
тике. Схема, таким образом, была 
сложной и неудовлетворительной с 
принципиальной точки зрения. Од- 
нако она позволяла очень точно рас- 
считывать положение Солнца и пла- 
нет и поэтому удовлетворяла всех. 
Рассчитанные на ее основе астрономи- 
ческие таблицы (так называемые Аль- 
фонсинские таблицы) были во все- 
общем употреблении с ХП века *). 
Правда, надо иметь в виду, что толь- 
ко в конце ХУ века подлинное учение 
Птолемея стало распространяться в 
университетах Ёвропы — до этого 
учились по тяжелым латинским лере- 
водам арабских трактатов. 

В то время наиболее важно было 
рассчитывать движение Солица и Лу- 
ны; для этого теории Птолемея было 
вполне достаточно. Причина этого 
обстоятельства, как мы сейчас знаем, 
лежит в малости эксцентриситетов 
(малой вытянутости) планетных ор- 
бит, которые поэтому могут приблн- 
женно описываться снстемой Птоле- 
мея. 


Солнце — Центр Вселенной 


Итак, не практические цели стояли 
перед Коперником, когда он начал 
размышлять над системой планет. 
Вопрос о календарной реформе был 
только лишним поводом. Копериик 
не мог принять сложной системы 
катящихся сфер Птолемея. Он не 
оставил после себя никаких дневников 
или записей, по которым можно было 
бы восстановить ход его мыслей. 
Никто не знает, о чем он думал почти 
сорок лет, создавая свою систему. 

Когда сейчас мы смотрим на систе- 
му Птолемея, то обнаруживаем много 





*) Таблицы, с большой точностью рас- 
считанные по системе Коперника, были опуб- 
ликоваиы в 1554 году Зразмом Рейнголь- 
дом. Ночью 17 августа 1563 года Тихо Бра- 
ге увидел, что Юпитер и Сатурн почти сов- 
падают на небе. Посмотрев в таблицы, он 
обнаружил, что Альфонсинские  табляцы 
предсказывают время этого события с ошиб- 
кой в месяц, а Коперниковские — в 7 ДНей. 
Этот случай дал толчок работам Тихо Браге, 
а потом и Кеплера. 
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Рис. 4. 


закономерностей, котсрые трудно 
считать случайными и на которые не 
мог не обратить внимания Коперник. 
Почему центры эпициклов Меркурия, 
Венеры и Солнца, всегда лежат на 
одной прямой? Почему периоды обра- 
щения Марса, Юпитера и Сатурна 
в их эпициклах равны одному земно- 
му году? 

Немало таких проблем связано с 
системой Птолемея. 

Гипотеза Коперника была проста. 
Надо поменять в старой Птолемеев- 
ской системе Землю и Солнце места- 
ми, оставив только Луну вращаться 
вокруг Земли (рис. 4). Но эта про- 
стая гипотеза была недоступна для 
понимания большинства — современ- 
ников Коперника. Первый раз в исто- 
рии науки наблюдатель был лишен 
своего  привилегированного — поло- 
жения, и обсуждался вопрос о карти- 
не мира с точки зрения другой (дви- 
жущейся относительно — наблюдате- 
ля) координатной системы. Такой 
шаг был революционным не только 
с точки зрения церкви — Земля и 
человек перестали быть главными во 
Вселенной, — но и с точки зрения 
механики — никогда еще относитель- 
ность движения не использовалась 
для решения конкретных задач. По- 
местив центр планетной системы на 
Солнце, Коперник сразу же упростил 
ее схему. 
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После того, что было рассказано, 
читателю будет понятно введение в 
«Малый комментарий», в котором Ко- 
лерник кратко формулирует свою 
идею (см. стр. 9). 

По схеме Коперника суточное дви- 
жение неба объяснялось вращением 
Земли вокруг своей оси, годичное дви- 
жение — обращением ее вокруг Солн- 
ца. Исчезло второе неравенство — 
попятное движение планет стало 
следствием разной угловой скорости 
движения Земли и другнх планет 
на своих орбитах.  Замечательным 
образом отпала необходимость и в 
гипотезе о вращении восьмой сферы: 
для объяснения движения звезд доста- 
точно было предположить, что плос- 
кость орбиты Земли медленно вра- 
щается в сторону, обратную движению 
самой Земли по орбите, 

Но не следует думать, что простая 
схема Коперника полностью решила 
задачу. Напомним, что естественное 
движение планет должно было сво- 
диться к комбинациям равномерных 
движений по окружностям. Для этого 
и вводились эпициклы, эксцентры и 
экванты. 

Дадим опять слово Копернику: 
«...становится очевидным, что вслед- 
ствие одного обращения Земли может 
происходить все то, чего древние 
пытались достичь для каждой плане- 
ты при помощи эпициклов. Однако, 
вопреки мнению Аполлония н древ- 
них, движение планет не оказывается 
равномерным, даже после отнесения 
этой неравномерности за счет обра- 
щения Земли. Следовательно, плане- 
ты движутся не по концентрическим 
кругам, а иным образом, каким — 
мы покажем в дальнейшем...» 

Теперь мы знаем, что непостоянст- 
во скорости движения планет по ор- 
битам следует из законов Кеплера и 
его не нужно избегать в теории. Но 
Коперник остается в плену своих 
законов кинематики и стремится до- 
стичь равномерности движения вве- 
дением все тех же эпициклов и экс- 
центров (однако без  эквантов). 
В результате его схема планетной си- 
стемы оказывается достаточно слож- 


куап.тссте.ги 


ной н совсем не похожей на простую 
гелиоцентрическую модель, с которой 
он начал. Конец «Малого коммента- 
рия» выглядит так: «Таким образом, 
Меркурий движется при помощи всего 
семи кругов, Венера — при помощи 
пяти, Земля — при помощи трех, а 
Луна вокруг них — при помощи че- 
лырех; наконец, Марс, Юпитер и Са- 
турн — при помещи пяти кругов каж- 
дый. Тгким сбразом, для Вселенной 
будет дсстаточно 34 кругов, при по- 
мощи которых можно объяснить весь 
механизм мира...з- 

Теория Коперника, как и многие 
другне теории (даже современные), 
оказывается очень эффективной в пер- 
вом ее приближении. При попытках 
же улучшить ее согласие с опытом она 
начинает усложняться и терять убе- 
дительнссть. Такое положение обыч- 
но свидетельствует сб органических 
пороках теорни. Этот симптом увидел 
Кеплер, открывший ссновной дефект 
теории Коперника: планеты на самом 
деле движутся по эллигсам, а не по 
окружнсстям, и опнсание их движе- 
ния многимн окружнсстями в прин- 


ципе не может быть простым. Одна- 
ко в рассуждениях Коперника за- 
ключалось важное открытие. Пред- 
положив, что центр эксцентра двн- 
жется по окружности, он заметил то, 
чего не заметили древние: планеты 
стали двигаться не по окружности, а 
по овалу. «Против отклонения путей 
планет от кругового совершенства 
Птолемей с основанием возражал бы 
Копернику, но я невозражаю»,— пн- 
сал Кеплер. 

Система Коперника не была су- 
щественно точнее Птолемеевой. Бо- 
лее того, изменение системы отсчета 
не могло изменить результатов вычис- 
лений. Однако переход к гелиоцент- 
рической системе настолько изменял 
все представления о строении мира, 
что за ним вскоре последовали от- 
крытия Галилея и Кеплера, а затем 
и создание механики Ньютоном. Пс- 
этому книга Коперника оказалась 
фундаментом, на котором построена 
вся современная наука. Именно в 
этом смысле слова ее считают одной из 
величайших кпиг, когда-либо напн- 
санных рукой человека. 





Николая Коперника 
малый комментарий относительно установленных 
им гипотез © небесных движениях 


Наши предки ввели множество небесных сфер, как я полагаю, для того, 
чтобы сохранить принцип равномерности для объяснения видимых двя- 
жений светил. Им казалось слишком нелепым, что небесное тело в сво- 
ей совершенной сферичности не будет всегда двигаться равномерно. 
Однако они полагали возможным, что при сложении или совместном 
участии нескольких правильных движений светила будут казаться по от- 
ношению к какому-либо месту движущимися неравномерно. 

Этого не могли добиться Капипп и Евдокс, старавшиеся получить 
решение посредством концентрических кругов и ими объяснить все осо- 
бенности движений планет, не только относящиеся к видимым круговра- 
щениям звезд, но даже и те, когда, как нам кажется, планеты то подни- 
маются в верхние части неба, то опускаются, чего, конечно, концентрич- 
ность никак не может допустить. Поэтому было сочтено лучшим мнение, 
что это можно воспроизвести при помощи эксцентрических кругов 
и эпициклов, < чем, наконец, большая часть ученых и согласилась. 

Однако, все то, что об этом в разных местах дается Птолемеем и 
многими другими, хотя м соответствует числовым расчетам, но тоже воз- 
буждает немалые сомнения. Действительно, все это оказалось достаточ- 


куап.тсете.ги 


40 


ным только при условии, что надо выдумать некоторые круги, называе- 
мые эквантами. Но тогда получалось, что светило двигалозь с постоян- 
ной скоростью не по несущей его орбите и не вокруг собственного ее 
центра. Поэтому, подобные рассуждения не представлялись достаточно 
совершенными, не вполне удовлетворяли разум. 

Так вот, обратив на это внимание, я часто размышлял, нельзя ли 
найти какое-нибудь более рациональное сочетание кругов, которым 
можно было бы объяснить все видимые неравномерности, причем каж- 
дое движение само по себе было бы равномерным, как этого требует 
принцип совершенного движения. Когда я приступил к этой весьма, ко- 
нечно, трудной м почти неразрешимой задаче, то у меня все же появи- 
лась мысль, как этого можно добиться при помощи меньшего числа 
сфер и более удобных сочетаний по сравнению с тем, что было сделано 
раньше, если только согласиться с некоторыми нашими требованиями, 
которые называют аксиомами, Они следуют ниже в таком порядке. 

Первое требование. Не существует одного центра для всех небес- 
ных орбит или сфер. 

Второе требование. Центр Земли не является центром мира, но 
только центром тяготения и центром лунной орбиты. 

Третье требование. Все сферы движутся вокруг Солнца, располо- 
женного как бы в середине всего, так что около Солнца находится центр 
мира. 

Четвертое требование. Отношение, которое расстояние между 
Солнцем и Землей имеет к высоте небесной тверди, меньше отношения 
радиуса Земли к ее расстоянию от Солнца, так что по сравнению с вы- 
сотой тверди оно будет даже неощутимым. 

`Пятое требование. Все движения, замечающиеся у небесной тверди, 
принадлежат не ей самой, но Земле. Именно Земля с ближайшими к 
ней стихиями вся вращается в суточном движении вокруг неизменных 
своих полюсов, причем твердь и самое высшее небо остаются все вре- 
мя неподвижными. 

Шестое требование. Все замечаемые нами у Солнца движения не 
свойственны ему, но принадлежат Земле и нашей сфере, вместе с кото- 
рой мы вращаемся вокруг Солнца, как и всякая другая планета; таким 
образом, Земля имеет несколько движений. 

Седьмое требование. Кажущиеся прямые и попятные движения пла- 
нет принадлежат не им, но Земле. Таким образом, одно это ее движе- 
ние достаточно для объяснения большого числа видимых в небе нерав- 
номерностей. 


При помощи этих предпосылок я постараюсь коротко показать, как 
можно вполне упорядоченно сохранить равномерность движений. Одна- 
ко здесь ради краткости я полагаю нужным опустить математические 
доказательства, поскольку они предназначены для более обширного со- 
чинения. Впрочем, при описании этих кругов мы укажем величины полу- 
диаметров орбит, при помощи которых каждый сведущий в математике 
легко поймет, как хорошо подобная композиция кругов подойдет к чис- 
ловым расчетам м наблюдениям. 


Поэтому пусть никто не полагает, что мы вместе с пифагорейцамия 
легкомысленно утверждаем подвижность Земли; для этого он найдет 
серьезные доказательства в моем описании кругов. Ведь те доводы, при 
помощи которых натурфилософы главным образом пытаются устано- 
вить ее неподвижность, опираются большей частью на видимость; все 
они сразу же рухнут, если мы также на основании видимых явлений за- 
ставим Землю вращаться. 
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Вычисления, 
ошибки, контроль 


Н. Б. Демидович 


Ощибки наблюдения 


Считать точно не всегда означает 
считать правильно. Рассмотрим для 
примера следующую задачу. 
Сторона квадратного участка 
земли равна [,4 м. Чему равен его 
полупериметр р и площадь $ (рис. 1)? 
Решение напрашивается само со- 
бой: р = 1,4 + 1,4 =2,8 (м), 
5 = 1,4Х 1,4 —1,96 (м2). Но насколько 
точен этот ответ? Абсолютно точен, 
если длина стороны участка задана 
точно. А если она не задана, а, на- 
пример, измерена дециметровой мер- 
ной лентой? Тогда естественно пред- 
положить, что 1,4 м — это деление 
ленты, ближайшее к истинной длине 
измеряемой стороны участка. Отсюда 
ясно лишь, что точная длина отлича- 
ется от 1,4 м не более чем на 0,05 м, 
то есть абсолютная величина ошибки 
наблюдения (она называется абсолют- 





Рис. |. 


ной погрешностью измеряемой ве- 
личины х и обозначается А,) не пре- 
восходит 0,05 м. 

Возннкает практически важный 
вопрос: с какой точностью при ука- 
занных предпосылках можно опре- 
делить площадь? Этим ин подобными 
ему вопросамн занимается специаль- 
ный раздел математики — теория 
приближенных вычисле- 
ний. Продемонстрируем на данной 
задаче ее методы. 

Пусть истинная длина стороны 
(далее все длины измеряются в мет- 
рах) равна 1,4 + а, где.|а| = 0,05, 
то есть — 0,5=а = 0,05. Тогда по- 
лупериметр участка равен 


р= (1,4 а) -+ (1,4 + м) == 2,8 + 2а. 


Абсолютная погрешность Др зна- 
чения полупериметра 2,8 не превос- 
ходит 2х 0,05 = 0,1, то есть 


2,7 —=2,8 — 0,1 р 2,8 -- 0,1 =2,9. 


Легко проверяемая формула 


|(Хприбл Е Уприбл) = (Хточч ЭЕ точн)| = 
=А, ТА, 


показывает, что при сложении и вы- 
читанин чисел их абсолютные пог- 
решности складываются. 

При умножении чисел удобнее 
иметь дело с относительной погреш- 
ностью. Отмосительной погрешно- 
стью в, числа х называется  отно- 
шение абсолютной погрешности, А, 
к абсолютной величине числа х:е, = 
А; 


Хтоун 





. Поскольку значения Хон МЫ 
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не знаем, можно =, заменить на 2,, 








Ах 
где а, = . В данном примере 
0.05 Хприбл 
Е; — д ^ 0,036 = 3,6%. 
7. Ах 
Заменяя значения ге, = ——^ на 
А Аточи 
х 
ге, ---——_, Мы, конечно, допускаем 
ев еч: допу 


некоторую погрешность, но обычно 
она настолько мала, что ею всегда 
пренебрегают. 

Прн умножении и делении чисел 
происходит сложение их относитель- 
ных погрешностей. Доказательство 
этого утверждения мы оставляем 
читателю, заметив только, что надо 
оценить числа 


: | ИРФиИ-м 
Хх! ^^ 


Н 








=> 


Теперь вернемся к нашей задаче. 
Площадь участка получается как 
произведение длин сторон, поэтому 
ее относительная погрешность имеет 
порядок 7,2%. Прямые вычисления 
дают 


$ = (1,4 + а)? = 1,96 -1- 2,8“ -- ©?. 


Здесь 1,96 — наш первоначальный 
ответ, а два других слагаемых — его 
отклонения от точного ответа. Оце- 
ннм абсолютную погрешность ре- 
зультата: 


А; < | 2,80 -- а? | = [2,8 | 
+ а? < [2,8-0,05 | Ю,05|2 = 
= 0,1425 < 0.15. 


Значит, площадь $ лежит в пре- 
делах 


ТВТ = 1,96 — 0,15<5$5< 
< 1,96 -- 0,15 =2,1. 


Псследияя формула наглядно по- 
казывает, что в первоначальном от- 
вете 1,96, содержащем два знака 
после запятой, может не оказаться 
ни одной верной цифры. 
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Так теория приближенных вычис- 
лений избавляет нас от иллюзии, 
будто большое число точно вычислен- 
ных цифр всегда обеспечивает соот- 
ветствующую точность самого ре- 
зультата. Более того, она дает ответ, 
как точность результата зависит от 
точности исходных данных, их коли- 
чества и вида действий, производимых 
над ними. 


Округление чисел 


В исходном примере мы решили, что 
число 1,4 м получилось при измере- 
нин дециметровой мерной лентой и 
потому погрешность измерения не 
превосходит 0,05 м. При вычислени- 
ях часто получается «хвост» из цифр, 
в правильности которых у нас нет 
ннкакой уверенности, поэтому полу- 
ченнсе число следует округлить. Гра- 
мотно округленное число обладает 
следующим свойством: гго  пограш- 
ность не превосходит половины еди- 
ницы последнего разряда. Таким 
образом, число 1,4 м было задано гра- 
мотно, а ответ $ =: 1,96 м следует 
округлить до $ = м. С этой точки 
зрения число 1,0 м имеет следующий 
смысл: его абсолютная погрешность 
не превосходит 0,05 м, в отличие от 
числа | м, абсолютная погрешность 
которого не больше 0,5 м. 


Один пример 


В теории приближенных — вычисле- 
ний, в частности, разрабатываются 
такие приемы счета, которые, гаран- 
тируя достижение необходимой точ- 
ности результата, сводят число опе- 
раций к минимуму. 

Рассмотрим, например, умножение 
положительных п-разрядных — пра- 
вильных десятичных дробей, то есть 
чисел вида 


А. аа, (1) 
а Ом Л 
Известно, что десятичная дробь (1) 
является сокращенной записью числа 


а, у а 


= 2 Нея те в Ча 


10 ё мож ПО 10: р ми а 10” ` 
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Будем считать дробь (1) прибли- 
женным, грамотно округленным чис- 
лом. Тогда она имеет абсолютную по- 


грешность, не превосходящую 


К” 


Пусть 


А = а... и, 
В. = 0: Вы В 


— два приближенных числа, аа н 
В — нх соответствующие отклоне- 
ния от точных чисел, причем одина- 
ково: @| = 0,5-10-", В |= 0,5-10-”. 
Вычислим абсолютную ошибку про- 
изведения: 


Алв = (А -- 9) -(В-- В — АВ = 
=: я. В + В.А + а. В. 


Здесь м.В| = @ |. В1 < 0,5 х 

х 10-".0,5.10-” == 0,25. 10-21, то 
есть этот член по модулю не превсс- 
ходит четверти последней возможной 
цифры результата и потому может не 
приниматься во внимание. Оценим 
сумму двух средних слагаемых, учи- 
тывая, что А < Ти В < 1. Получим 


м. В В-А| < 10,5-10-”.1 -|- 
-- 0,5-10-”-1| = 10-”. (2) 


Значит, из 2л цифр произведения 
гарантируется верность лишь первых 
п—1 цифр, п-я цифра в снлу (2) уже 
оказывается сомнительной (она может 
отличаться от верной на +1). Вер- 
ность цифр (п -- 1)-Й и далее форму- 
ла (2) совершенно не гарантирует. 
Поэтому эти цифры незачем включать 
в окончательный ответ. 

Отсюда следует, что при умноже- 
нии приближенных чисел школьным 
способом — «лесенкой влево» — мы 
половину работы делаем впустую. 
Спрашивается, а можно ли эту поло- 
вину работы вообще не делать? Ока- 
зывается, можно. Для этого надо 
использовать сокращенный способ 
умножения — «лесенкой вправо». Да- 
лее в целях наглядности изложения 
мы ограничимся примером умноже- 
ния приближенных чисел 0,587 х 
х 0,736. 

Как известно, умножение десятич- 
ных дробей выполняется аналогично 


умножению целых чисел. Ниже при- 
водится три способа умножения 





0,587 хх 0,587 .. 0,587 

^ 0,736 ^ 0.736 ^ 0,736 
3 522 4 109 4 109 

17 61 -- 176 176 
4109 3522 35 
0,432 032 0,432032 0,4 320 


(2) — «лесен- 
кой влево» 
(школьный); 


(6) — «лесен- (в) — «со- 
кой вправо»: кращенный» 


Прн способе {6), в отлнчие от спо- 
соба (а), умножение начинается со 
старших цифр множимого и множн- 
теля; учет единиц переноса от сосед- 
ней правой цифры множимого (реже — 
от двух соседних) производится сра- 
зу. После небольшой тренировки этот 
спесоб становится не труднее спосо- 
ба (а). 

Способ (в) представляет собой со- 
кращенную модификацию способа (6), 
в которой частичные произведения не 
вычисляются до конца, а сразу ок- 
ругляются. Место округления обесие- 
чивает в окончательном ответе одну 
лишнюю цифру, которая необходима 
для правильного округления послед- 
ней, сомнительной, цифры. 

Окончательный ответ нашего при- 
мера по всем трем способам его вы- 
числения будет 0,432. Для его полу- 
чения по способу (в) потребовалось 
вдвое меныше работы н времени, чем 
по способам (а) и (6). Указанный 
прием особенно пропагандировал вы- 
дающийся советский математик, ин- 
женер и кораблестроитель,  акаде- 
мик А. Н. Крылов, чью книгу*) мы 
рекомендуем нашему читателю. 


Последовательные приближения 
и контроль вычислений 


Приближеннссть исходных данных 
(ошибка наблюдения и измерения) 
является не единственной причиной 
ошибкн результата. Другим источни- 
ком ошибки результата служит при- 
ближенность самого процесса вычис- 
ления. Причины такого явления коре- 





*} А. Н. Крылов, Лекции о приб- 
лиженных вычислениях, М., ФМ, 1954. 
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нятся или в принципиальной невоз- 
можности провести точное вычисле- 
ние (например, у 2, зт 20’), или в 
неудобстве использования точной фор- 
мы результата (так, точная простая 
дробь 1’, как правило, заменяется 
на приближенную десятичную дробь 
0,143). Разработка способов вычис- 
лений с наперед заданной сколь угод- 
но большой степенью точности пред- 
ставляет собой важное прикладное 
направление классической высшей 
математики. Понятие об этих спосо- 
бах читатель получит, взглянув на 
последнюю странилу таблим Бради- 
са. Там приводятся формулы — ‘так 
называемые бесконечные ряды,— 
по которым вычисляются значения 
синуса, тангенса, логарифма и дру- 
гих табличных функций. Анализ этих 
формул выявляст основной методи- 
ческий прием — замену вычисления 
искомой функции вычислением мно- 
гочлена, то есть другой, более про- 
стой функции, значения которой с 
заданной степенью точности равны 
значениям искомой функции. 

Другим способом проведения вы- 
числения с заданной степенью точ- 
ности является метод последователь- 
ных приближений. Продемонстриру- 
ем его на вычислении квадратного 
корня из числа А. 

В качестве нулевого приближения 


УА возьмем произвольное положи- 
тельное число хь- 
Рассмотрим на числовой прямой 
(рис. 2) отрезок, ограниченный точ- 
А 
ками жи Построим второе при- 
0 
ближение х, как среднее арифмети- 
ческое хи —: 
Хо 


Имеем по свойству среднего 


арифметического ху < х, = = и по 
5 


а А 
свойству обратных величин =— = 
о 
А 


=—— 
= х, 


—х.. Иными словами, отрезок 
44 


А 
Е 2Соь 30] 
Е | 
[9 | 
Рис. 2. 


й А 
[бе =] целиком расположен внут- 


А 
ри отрезка [5 =. то есть вло- 
Я 


жен в него. По первому приближе- 
нию аналогичным образом строим 
второе, по нему — третье и так 
далее. 

Запншем формулу (пл -:- 1)-го при- 
ближения: 


Я == ( -. =) (п=0,1,...). (3) 


Отрезки [хо =], [х.. г 


м 
Я а 


Хл+т 
довательно вложены один в другой, 
и их длины последовательно умень- 
шаются не менее чем вдвое; это 
следует из формул 





после- 


на 


>| - 
> 
Е 


ет 


ры 1 Ах 
Е в Е + х 





С 


Ах 
|<. 


Эти отрезки стягиваются к един- 
ственной точке х, принадлежащей 
всем отрезкам. Для вычисления х 
подставим его в формулу (3): х= 

1 ( : ия 

А А 

Точка х=у А принадлежит всем 
отрезкам, поэтому х„ стремится к 
х-=ИА, то есть метод последова- 
тельных приближений решает по- 
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ставленную задачу. Остается заме- 
тить, что вычисление следует пре- 
кращать после того, как ху, станет 
равным х„ с заданным количеством 
десятичных знаков. 

Метод последовательных прибли- 
жений обладает одним большим до- 
стоинством: случайная ошибка в про- 
межуточных действиях не повлияет 
на величину результата, а лишь уве- 
личит время на его получение. 

Вообще при проведении вычис- 
лений контролю должно быть уделе- 
но самое серьезное внимание. Конеч- 
но, процесс вычислений можно по- 
вторить заново, но это вдвое увеличит 
общее время работы. В особо ответ- 
ственных случаях приходится идти 
и на этот шаг, но возможны и другие 
методы контроля, учитывающие спе- 
цифику конкретного расчета. На- 
пример, если от одного аргумента х 
вычисляется этх и с0$ х, то есте- 
ственно затем подсчитать $1? х -- 
-- с0$2 х и сравнить с единицей. 


Еще один пример 


Особый интерес представляет мето- 
дика, позволяющая контролировать 
каждый этап вычислений. Продемон- 
стрируем ее на примере решения 
системы линейных алгебраических 
уравнений. 

Пусть нам задана система двух 
уравнений с двумя неизвестными: 


[5х - Зи == 19, 
3х 7у = 23 (9) 


Запишем ее коэффициенты и сво- 
бодные члены в виде таблицы: 


5] 2119 

3|7 | 23 
Пополним эту таблицу контроль- 
ным столбцом, элементы которого 


равны сумме элементов соответствую- 
щей строки. Получим расширенную 


таблицу: 
512119 | 26 
ие) (5) 


В дальнейшем будем рассматри- 
вать таблицу (5) как изображение 
двух систем с одинаковыми коэффи- 
циентами и разными свободными чле- 
нами: системы (4) и системы 


Е + 24 = 26 (6) 
Зх г Ту = 33. 

Решая системы (4) и (6) методом 
Гаусса, поделим все элементы первой 
строки на ее первый член. Получим 


таблицу 
0,4]3,55.2 
|? [23 | 33. 


Контроль состоит в том, что на 
любом этапе сумма первых трех чи- 
сел любой строки должна равняться 
четвертому числу; здесь это выпол- 
няется. 

Далее умножим все элементы пер- 
вой строки на первый член второй 
строки. о 


(7) 




















3 [1,2111 ,4]115,6 
17| 23 || 33 
Вычтем почленно из 2-й  стро- 
ки 1-ю: 


3|.211,41]15,6 
ата ® 


Из второй строки (8) получаем 


> 


И, = 
у ты 2, # —= 


— 


= 


> 


. 


= 3. 


[2 


Наконец, из 1-й строки таблицы (7) 
находим 


х= ма 
ы = 4. 





Искомое решение: х = 3, 


решение системы (6): х = 
Имеют место равенства 


хх, ужуЬ ©) 


значит, система решена верно. От- 
метим, что если в окончательном от- 
вете равенства (9) не выполняются, 
то или при счете имели место слиш- 
ком грубые округления, или была где- 
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у = 2; 
4, у = 3. 
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то допущена ошибка. Наличие конт- 
рольного столбца на каждом этапе 
вычислений позволяет быстро найти 
место ошибки или неточности. 


Равенства (9) являются обоснованием 
способа контроля. Если мы возьмем систему 
(6). решениями которой являются решения 


системы (4), увеличенные на единицу, х= 
2-1, у—иу-Е, то свободные члены системы 
(6) будут равны сумме коэффициентов строк 
системы (4). Например, для первой строки 
системы (3+) 
5 (— И 2 (и 1)==19, 
5х —5-- 2 — 2=19, 
6х -- 2 = 9+5 - 2 = 26. 

Указанное свойство легко проверяется 
н в общем случае. А поскольку при решении 
мы переходим к эквивалентным системам, 
то ив них суммы коэффициентов должны 
быть равны числам в контрольном столбце. 


Ошибки метода 


Существует еще одна группа причин, 
приводящая к ошибке результата. 
Она носит название «ошибка метода». 
Проявляется она, например, в том 
случае, когда вместо точной системы 
уравнений рассматривается система 
более простых уравнений,  прибли- 
женно описывающих тот же процесс. 
Причнны такой замены бывают самые 
разнообразные: отсутствие точной си- 
стемы уравнений, невозможность 
подготовить исходные данные для точ- 
ной системы, невозможность или боль- 
шая сложность точно решить имею- 
щуюся точную систему и ‘другне. 
В качестве примера рассмотрим зада- 
чу из учебника физики. 

Самолет летит горизонтально на 
высоте Н со скоростью ч. На каком 
горизонтальном расстоянии от 0объ- 
екта он должен сбросить бомбу для 
прямого попадания в этот объект? 

При упрощающем — предположе- 
нии — отеутствин сопротивления воз- 
духа — задача легко решается. 

Искомое расстояние 5 получается 

Ч 


из формулы $ =. при ®_=Н, 


2Н 

отсюда $. ИЯ. 
Согласно этому предположению 
траектория бомбы представляет со- 


бой параболу (синяя кривая на ри- 
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и 
я. 
2. | 
у -м | 
/ 1 | 

| ] 
эф” | 
1 | | 
ед ® Рег А ОТ а 
5! 
5 


Рис. 3. 


сунке 3). Но в действительности со- 
противление воздуха делает траек- 
торию более крутой. Она носит на- 
звание «баллистической — кривой» 
(красная кривая на рисунке 3) и 
строится на основе опытных данных и 
дополнительных теоретических пред- 
положений. Баллистическая кривая 
заметно уменьшает «ошибку метода», 
но в силу своего экспериментального 
характера несколько увеличивает 
«ошибку наблюдения» и «ошибку 
округления». 

Теперь можно подвести некоторые 
итоги. Приведенные примеры и рас- 
суждения показывают, что процесс 
численного расчета любой практи- 
ческой задачи должен быть тща- 
тельно спланирован. 

Этапами на этом пути служат: 

1) выбор метода решения с оцен- 
кой ошибки, которую.он дает; 

2) оценка точности исходных дан- 
ных; 

3) выбор схемы счета с оценкой 
точности округления промежуточных 


величин и разумной организацией 
контроля. 
Существенное влияние на даль- 


нейшее развитие методов вычисле- 
ний оказывает вычислительная тех- 
ника, особенно электронные цифро- 
вые вычислительные машины (ЭЦВМ), 
которые позволяют выполнять рас- 
четы, состоящие из миллиардов 
арифметических действий. Это об- 
стоятельство требует повышенного 
внимания к накоплению ошибок и 
выбору схем счета, менее «чувстви- 
тельных» К ним. 
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Гравитационная 
масса 


Д. Бородин 


Физики имеют дело с двумя масса- 
ми — инертной и гравитационной. 
Первая входит в законы движения 
Ньютона, вторая — в закон всемир- 
ного тяготения. 

Согласно закону всемирного тягс- 
тення величина силы иритяжения 
между двумя материальными точ- 
ками равна 

Ик у ато (1) 


г? ' 





где ? — гравитационная постоян- 
ная *), м, и т, — массы матерналь- 
ных точек, г — расстояние между ни- 
ми. Массы т, и т., входящие в эту 
формулу,— те же самые величины, 
которые входят во второй закон 
Ньютона 


Е = та, {2) 


связывающий силу и ускорение тела. 

Роль массы в формулах (1) и (2) 
совершенно различна. В выражении 
{2) она определяет инертность мате- 
рнальной точки, а в выраженни (1) 
характеризует поле тяжести, которое 
создает материальная точка, и силу, 
с которой это поле действует на дру- 
гую материальную точку. Заметим, 
что в силу третьего закона Ньютона 
нам весе равно, какую массу (т, или 
т›} считать создающей поле, а ка- 
кую — находящейся в этом поле: дей- 
ствие равно противодействию. То, 


*) По последним измеренням гравита- 
ционная постоянная (постоянная тяготения) 


= 6,6732 (31) . 10-й нм/кг* 


{скобки означают возможную неточность в 
двух последних знаках). 


2 «квант» №2 


что масса, входящая в закон тяго- 


‘тения (1),— ее называют гравита- 


ционной {или тяготеющей) массой — 
оказывается той же, что и инертная 
масса, входящая в формулу (2), есть 
великий закон природы. 

Его называют лпримцином экви- 
валентности гравитационной и инер- 
тной масс. 

В обыденной жизни мы к этому 
принципу настолько привыкли, что 
не обращаем на него внимания. А 
между тем мы его используем, когда 
определяем массу тела, взвешивая 
его на весах; производя эту опера- 
пию, мы, не задумываясь о физике, 
молчаливо предполагаем, что сила 
притяжения к земле пропорциональ- 
на инертной массе этого тела. Мы ска- 
зали «пропорциональна». На самсм 
деле на практике обе массы — и гра- 
витационная, и инертная — измеря- 
ются в одних ин тех же единицах и 
численно равны. Поэтому мы никог- 
ла и не думаем, какая именно мас- 
са фигурирует в том или ином слу- 
чае. Единицу измерения массы 
иринято выбирать так, чтобы во 
втором законе Ньютона не было 
никаких коэффициентов; тогда в за- 
коне всемирного тяготения появ- 
ляется численный коэффициент %. 
Можно, конечно, ввести новую еди- 
ницу для гравитационной массы так, 
что п’ = рут; тогда и в формуле (1) 
исчезает коэффициент 7, но появляет- 
ся пг’. Таким образом можно под- 
черкнуть физическое различие инерт- 
ной и гравитационной масс; однако 
на практике это было бы очень не- 
удобно. 
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Принцип эквивалентности 


С древних времен в физике господ- 
ствовал авторитет Аристотеля*), счи- 
тавшего, что скорость тела увели- 
чивается только при увеличении си- 
лы. И лишь Галилей (1564—1642) 
понял, что если на тело действует 
постояиная сила, оно движется с по- 
стоянным ускорением. Если же на 
тело никакие силы не действуют, то 
оно движется с постоянной скоростью. 
Галилей, размышляя о том, как па- 
дают тела на землю, создал теорию 
этого явления. 

Рассказывают, что Галилей для 
проверки своей теории бросал со зна- 
менитой падающей башни в Пизе 
шарики, сделанные из разных мате- 
рналов. Никто не знает, было ли это 
действительно так, однако Галилей 
на самом деле открыл важный закон 
природы: все тела, независимо от их 
массы, падают на землю с одинако- 
вым ускорением. В этом и заключа- 
ется суть теории свободного падения. 
Кстати, и само понятие ускорения — 
«скорость изменения скорости» — бы- 
ло впервые введено именно им. Но 
зная, что причиной ускорения падаю- 
щего тела является «тяжесть», Га- 
лилей не знал, что источник ее — 
Земля. Более того, он даже не мог 
себе представить, что между телами, 
разделенными расстояниями, может 
вообще существовать какое-то взаи- 
модействие. Действие на расстоянии 
считалось в то время совершенно 
невозможным. Когда Галилей узнал, 
что Кеплер объяснил приливы и от- 
ливы в океанах действием Луны, он 
отверг такие измышления как нена- 
учные. Идея Кеплера стала достоя- 
нием физики, когда Ньютон {1642— 
1726) открыл закон всемирного тяго- 
тения. 

Пусть, например, тело массы т 
движется в гравитационном поле дру- 


*) Аристотель жил с 384 по 322 год до 
нашей эры. Он был иаставииком греческого 
полководца Александра Македонского. Ав- 
торитет Аристотеля был настолько велик, 
что его утверждения перестали считаться 
догмой лишь через восемнадцать столетий 
после его смерти. 
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гого тела с массой М. Из второго за- 
кона Ныютона 


Е = та 


н закона всемирного тяготения 


тМ 
Ри 
следует, что ускорение в поле тя- 
жести 


м 
а—-7= 


не зависит от массы движущегося тела 
(но зависит, конечно, от массы тела — 
источника поля). 

Вывод этот настолько прост, что 
в нем долгое время не видели почти 
ничего существенного. Важность за- 
кона эквивалентности была по-на- 
стоящему осознана только Эйнштей- 
ном {1889—1955). 

Таким образом, ускорение сво- 
бодного падения оказывается одина- 
ковым для любых тел. Поэтому, уста- 
новив опытным путем равенство уско- 
рений, можно было бы вывести из 
этого факта и принцип эквивалент- 
ности. На самом деле точно измерить 
ускорение падающего тела трудно, 
ни приходится придумывать хитрые 
опыты, чтобы доказать этот принцип 
с достаточной точностью. Об этих 
опытах мы и расскажем в дальнейшем. 
Однако сначала рассмотрим пример 
другого поля — электростатического, 
в котором нет ничего подобного прин- 
ципу эквивалентности. 


Поле и заряд 


Закон Кулона для силы взаимодей- 
ствня зарядов 

В 

Але 7? 


вполне аналогичен закону всемирно- 
го тяготения. Однако ускорение за- 
ряда в электрическом поле зависит 
от величины заряда. Таким образом, 
мы уже не можем утверждать, что 
все заряды движутся в электрическом 
поле с одинаковым ускорением, как 
то было с телами в гравитационном 
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поле. Если обозначить напряженность 
поля через Е, то сила, действующая 
на заряд е, будет равна еЕ. Уравнение 
Ньютона при этом выглядит так: 


та =- еЕ, 
а ускорение 


г 
а-- — Е, 
т 


как мы видим, зависит от отношения 
заряда к массе, то есть от величины, 
различной для разных частиц. 

Здесь надо подчеркнуть, что элект- 
рический заряд е определяет силу, 
с которой поле действует на части- 
цу, а инертная масса т — ускорс- 
нне, возникающее под действием этой 
силы. В гравитационном поле сила 
определяется той же самой инертной 
массой, которая определяет и уско- 
рение. Иначе говоря, роль гравита- 
ционного «заряда» (то есть гравитз- 
ционной массы по нашей терминоло- 
гии) играет все та же инертная мас- 
са, и отношение обеих масс (играю- 
щее роль отношения г/т) в случае 
гравитационного поля равно едини- 
це. Это и есть принцип эквивалент- 
ности. 


Вращающаяся Земля 


Рассмотрим тело, находящееся во 
вращающейся системе координат, на- 
пример, на Земле. На него (с точки 
зрения земного наблюдателя) дейст- 
вует центробежная сила инерции *), 
направленная перпендикулярно оси 
вращения Земли. Величина центро- 
бежной силы инерции равна 


Енцб = тотг. 


(т — инертная масса, г — расстоя- 
ние от оси вращения, « — угловая 
скорость). 

Так как эта сила пропорциональ- 
на инертной массе, то в поле центро- 





*) Это та самая сила, которая прижимает 
пилота к креслу на крутом вираже. Силы та- 
кого типа, появляющиеся при переходе в 
неинерциальную систему координат, назы- 
ваются инерциальными. 


2* 


бежных сил также действует закон 
Галилея: ускорение тела 


а = ®* 


не зависит от его массы. Например, 
на экваторе это ускорение равно 
0,02 м/с?. 

Для того чтобы понять, как воз- 
никает центробежная сила инерцин, 
рассмотрим простую задачу о грузи- 
ке, подвешенном на нитке. Наблю- 
датель вне Земли будет видеть, что 
грузик и подвес вращаются вместе 
с Землей. Грузик имеет ускорение 
%?р (р — расстояние до оси Земли); 
значит, на него действует сила Рус = 
=: ию?р, направленная к осн вра- 
щения (т, — инертная масса). Эта 
сила создается притяжением к цент- 
ру Земли Ёг = т‚ё (т, — гравита- 
ционная масса} и натяжением нити 
Е; -- Ек == Рис (рис. 1, а). 

Если мы теперь перепишем баланс 
сил так: 


Е, + | — Рис ы 0, 


то можно сказать, что груз находит- 
ся в равновесии (как это видит наблю- 
датель на Земле) под действием трех 
сил. Третья сила, —Е це, направленная 
в сторону от оси вращения, ин есть 
центробежная сила инерции ЕР; 6 
(рис. 1, 6). 


Олыты Этвеша 


Вопрос о проверке принципа экви- 
валентности занимал еще Ньютона, 
Им же был проделан и первый опыт. 
Ньютон наблюдал качание маятни- 
ков, сделанных из разных материалов 
(рис. 2). Из принципа эквивалент- 
ности следует, что период колебаний 
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Рис. 2. Опыт Ньютона. Если тёти, то 
перноды колебаний этих маятников будут 
равными, 


маятника определенной длины не дол- 
жен зависеть от материала, из кото- 
рого сделан маятник. Напротив, если 
принцин эквивалентности неверен, 
то период должен зависеть от отно- 
шения гравитационной массы к мЕсС- 
се инертной. Ньютон показал, что 
период маятника не изменяется с точ- 


ностью до 10-3, то есть < 0,001 


(здесь Ат — разница между гравита- 
ционной ин инертной массами). 

Аналогичные опыты были повтс- 
рены Бесселем, уменьшившим ошиб- 
ку до вооо- 

В 1890 году новые опыты про- 
вел венгерский физик Этвеш. 

Идея Этвеша состояла в том, что 
если подвесить тело на крутильных 
весах, то на него будут действовать 
две силы: сила притяжения к Земле, 
проноринональная  гравитационнсй 
массе, и центробежная сила ннерции, 
пропорциснальная инертной массе. 


#2 


Ы 
в. ие 
(1 подвес 1 ) 


т. 


Рис. 3. Оныт Этвеша. Ма рисунке показаны 
проекции сил, действующих на коромысло 
крутильных весов. 

Бели т. ти. то силы | и [. окажутся раз- 
ными, и нить весов закрутится. Если шарики 
поменять местами, повернув весы на 180*, 
то нить закрутится в другую сторону. 
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Для того чтобы сравнить гравита- 
ционные массы двух тел, сделанных 
из разных матерналов, были изготов- 
лены образцы с одинаковыми инерт- 
ными массами. Образцы уравнове- 
шивались на коромысле крутильных 
вссов. — Предположим теперь для 
простоты, что коромысло располо- 
жено по географической нараллели 
(рис. 3). Если гравитационные мас- 
сы образцов не равны их ннертным 
массам, то углы отклонения образ- 
цов от вертикали будут разными, 
так как результирующие силы будут 
составлять разные углы с вертикалью. 
Спроектируем эти силы на горизон- 
тальную плоскость: мы обнаружим, 
что проекции сил не равны друг дру- 
гу. Это значит, что возникнет момент 
сил (равный ироизведению разности 
сил ||-Ё на половину длины коро- 
мысли), который будет закручивать 
нить. Этот момент можно определить, 
если зафиксировать два положения 
коромысла, расположив грузы вдоль 
параллели с запада на восток и с во- 
стока на запад. Таким образом мож- 
но проверить, изменится направление 
закручивання нити или нет. 

Этвеш производил опыты с образ- 

цами, сделанными из разных матерна- 
лов (меди, воды и даже сала), сравни- 
вая них с образцами из платины, и 
увидел, что нить не закручивается. 
Он пришел к выводу, что гравнта- 
ционная масса равна инертной мас- 
се го крайней мере с точностью до 
5.103. 
° Сейчас непонятно, как Этвац 
достиг такой точиости; для этого 
ему надо было ‘учесть даже такне 
поправки, как гравитацнонное поле 
своего собственного тела’ Вообще, 
надо сказать, что одно из самых тон- 
ких рассуждений в физике — это рас- 
сужденне об ошибках такого опыта, 
в котором искомый эффект на самом 
деле не был обнаружен *). 





*) Подробное описание опытов Этвеша 
было опубликовано лиш, в 1922 тоду ето 
учениками после смерти автора. Опыт в 
то время ие был никем повторен, и многис 
детали опыта, в частности, вопрос © его 
точности остались не до конца выясненчыми. 
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Рис. 4. Опыт Дике. На рисунке схематиче- 
ски показано положение стрелки, регистри- 
рующей закручивание нити крутильных ве- 


Опыты Дике и Брагинского 

Более точные эксперименты были 
проведены только в 1962 году. Аме- 
риканский физик Дике поставил но- 
вые опыты, в которых гравитацион- 
ной силой, действующей на коромыс- 
ло крутильных весов, была сила при- 
тяжения грузиков не Землей, ‚а Солн- 
цем. Если коромысло не трогать, не 
поворачивать его на 180”, как это 
делалось в опытах Этвеша, то направ- 
ление закручивания мити крутиль- 
ных весов, казалссь бы, будет оста- 
ваться неизменным. Дике, однако, 
заметил, что если принцип эквива- 
лентности несправедлив, то коро- 
мысло весов должно медленно повора- 
чиваться из-за действия на образцы 
силы притяжения со стороны Солнца 
(рис. 4). Ориентация коромысла ст- 
носительно Солнца изменяется со вре- 
менем из-за вращения Земли, и экспе- 
риментатор должен был бы наблю- 
дать крутильные колебания нити с 


ссв в разное время суток, если тгэти. 
Внизу приведен гипотетический график го- 
казаний стрелки в таком опыте. 


периодом в 24 часа. Таких колебаний 
обнаружено не было. Преимущест- 
вом огытов Дике по сравнению с 
опытами Этвеша было то, что в новых 
опытах экспериментатор не должен 
был сам изменять положение коро- 
мысла; это избавляло его от опас- 
ности дополнительных ошибок. 

Анализ показал, что в опытах 
Дике сиибка была уменышена до 
10-ю. 

Результат Дике был улучшеи со- 
ветским физиком В. Б. Брагинским. 
Брагинский иснользовал идею Дн- 
ке, но понизнл возможную относн- 
тельную ошибку до 10712. 

Вряд ли можно ожидать, что в 
ближайшее время кто-либо займется 
новыми опытами: слишком много 
труда надо на это затратить, и слиш- 
ком малы шансы, что принцип эквн- 
валентности может оказаться неспра- 
ведливым при измерении с еще боль- 
шей точностью. 





Ошибка Галилея 


Галилей рассуждал так: 
Возьмем два камия, боль- 
июй и маленький. Пред- 
положим, что большой ка- 
мень падает быстрее ма- 
ленького. Свяжем их вместе и 
бросим эти связанные камни 
с высоты вниз. Если большой 
камень падает быстрее ма- 
ленького, то маленький дол- 
жен тормозить движение 
больнюго. Но тогда связан- 
ные вместе камни падали бы 


медленнее одного большого, 
иобыстрее маленького. С дру- 
гой стороны, масса связан- 
мых камней больше массы 
каждого из них, значит, они 
должны по условию падать 
быстрее. Получается види- 
мое противоречие. Положе- 
ние не спасает и противоесте- 
ствениое предположение, что 
большой камень падает мсд- 
леннее. Казалось бы, отсюда 
следует закон равенства уско- 


рений всех тел. 

На самом деле это не так. 
Ошибка рассуждений — 
в пеявном предположенин, что 
ускорение тел зависит только 
от одной физической величи- 
ны — «тяжести» (то есть от 
гравитационной массы). Если 
бы масс было две  (грави- 
тационная и не равная ей 
инертная), то подсбное «ло- 
казательство» провести было 
бы нельзя. 
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0 некоторых 
пространственных 
изопериметрических задачах 


М. Г. Крейн, 
Введение 
Прежде чем приступить к пред- 
мету настоящей статьн, предлагаем 


читателю самостоятельно доказать 

(или вспомнить) следующие хорошо 

известные предложения. 
Предложение 1. 

Среди всех параллелограммов с за- 
данным периметром наибольшую пло- 
щадь имеет квадрат. 

Предложение 2. 

Среди всех параллелограммов с за- 
данными периметром и длиной одной 
из диагоналей наибольшую площадь 
имеет ромб- 

Очевидно, что предложение 2 эк- 
вивалентно следующему: 

Предложение 2’. 

Среди всех треугольников с задан- 
ными периметром и длиной одной из 
сторон наибольшую площадь имеет 
равнобедренный — треугольник. 

Предложение 3. 

Среди всех треугольников с задан- 
ным периметром наибольшую — пло- 
щадь имеет равносторонний  тре- 
угольник. 

Предложения 1-3 относятся к 
числу так называемых изопериметри- 
ческих задач: среди фигур определен- 
ного вида с заданным периметром 
требуется найти фигуру наибольшей 
площади. Отметим здесь, что предло- 
жения 1 и 3 являются частными слу- 
чаями более общего утверждения: 
среди всех п-угольников с заданным 
периметром наибольшую площадь 
имеет правильный п-угольник. Из не- 
го предельным переходом легко 
получить, что среди всех фигур с за- 
22 


А. А. Нудельман 


данным периметром (на вид фигур 
не накладывается ограничений) нан- 
большую площадь имеет круг *). 


Постановка задач 

Рассмотрим теперь пространствен- 
ные аналоги предложений 1—3; 
в них параллелограммы заменяются 
параллелепипедами, треугольники — 
тетраэдрами (треугольными пирами- 
дами), а площади — объемами. 

Задача 1. Среди всех парал- 
лелепипедов с заданной суммой длин 
ребер найти  параллелепипед, имею- 
щий наибольший объем. 

Задача 2. Среди всех парал- 
лелепипедов с заданными суммой длин 
ребер и длиной одной из диагоналей 
найти параллелепипед, имеющий наиц- 
больший объем. 

Прежде чем переформулировать 
задачу 2 так, чтобы получить аналог 
предложения 2’, введем некоторые 
определения. 

Замкнутую ломаную линию, со- 
стоящую из четырех звеньев, верши- 
ны которой не лежат в одной пло- 
скости, назовем пространственным 
четырехугольником. О тетраэдре, вер- 
шины которого совпадают с верши- 
нами  пространственного  четырех- 
угольника, будем говорить, что он 
натянут на этот четырехугольник 
(рис. 1). 

Легко видеть, что объем тетразд- 
ра, натянутого иа пространственный 


*) Изящное доказательство этого утверж- 
дения, не использующее предельного перс- 
хода, читатель найдет в книге: Г. Раде- 
махер н О. Теплиц. Числа и фигуры, 
М., Физматгиз, 1962. 
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А 
С 
р 
Рис. 1. В 
четырехугольник, сторонами кото- 


рого являются диагональ параллеле- 
пипеда и три его последовательно 
соединенных ребра (рис. 2), состав- 
ляет одну шестую часть объема парал- 
лелепнипеда. Поэтому задача 2 экви- 
валентна следующей задаче: 

Задача 2’. Среди всех  про- 
странственных  четырехугольников с 
заданными периметром 2р и длиной 
одной из сторон Ё найти такой, что 
натянутый на него тетраздр имеет 
наибольший объем. 

После решения этой задачи легко 
решается 

Задача 3. Среди всех простран- 
ственных  четырехугольников с за- 
данным периметром 2р найти такой, 
что натянутый на него тетраздр 
имеет наибольший объем. 


Решения задач 


Решение задачи 1 

Так как среди параллелограммов 
с фиксированными длинами сторон 
наибольшую площадь имеет прямо- 
угольник, а среди параллелепипедов 
с фиксированными длинами ребер 
наибольший объем имеет прямоуголь- 
ный параллелепипед, то при реше- 
нии задачи | достаточно рассматрн- 
вать прямоугольные параллелепи- 
педы. 








Рис. 3. 


Если длины ребер прямоуголь- 
ного параллелепипеда ` обозначить 
через а;, а., аз, то известное нера- 
венство между средним  арифмети- 
ческим и средним геометрическим 


—— | 
у ааа: == (и та, -- аз) 


(где знак равенства имеет место лишь 
в случае а, = а. = аз) приводит к 
следующему результату: 

Теорема 1. Среди всех парал- 
лелепипедов с заданной суммой длин 
ребер наибольший объем имеет куб. 
Рещение задачи 2’ 

Приступим к рассмотрению зада- 
чи 2’. При ее решении будет исполь- 
зовано следующее вспомогательное 
предложение. 

Обозначим через П плоскость, пер- 
пендикулярную стороне АВ простран- 
ственного четырехугольника АВСО 
(рис. 3). Спроектировав АВСО на 
П, получим треугольник ВЕЁЕ. 

Лемма 1. Объем У тетраэдра, 
натянутого на АВСО, вычисляется 
по формуле 


1 
У=- 15, (1) 


где # — длина стороны АВ, $ — 
площадь треугольника ВЕЕР. 

Для доказательства достаточно за- 
метить, что тетраэдры АВСО и 
АВЕЕ равновелики, так как каждый 


из них равновелик тетраэдру АВСЕ. 


Формула (1) сразу подсказывает 
путь решения задачи 2’: нужно дли- 
ны н положения сторон ВС, СО и 
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А 
о С 
Рис. 4, 
АР (рис. 3) выбрать так, чтобы 


площадь треугольника ВЕР оказа- 
лась наибольшей из возможных. 
Чтобы добиться этого, позаботим- 


ся сначала о том, чтобы его гериметр- 


был наибольшим. Развернем на пло- 
скость грани АВЕО, ЕРСЕ, СЕВ, 
проектирующие четырехугольник 
АВСО на плоскость П. В получив- 
шейся плоской фигуре (рис. 4) дли- 
на стороны В,В. равна периметру 
треугольника ВЕРЕ, откуда ясно, что 
этот периметр будет наибольшим в 
том случае, когда отрезки АР, ОС, 
СВ образуют один и тот же угол 


Е: Е. 
@-= агссо$ -——. со стороной АВ 


2р—й 
(рис. 5). Такнм образом, пространст- 
венный чстырехугольник со сторо- 
ной АВ = В и периметром 2р, для 
которого треугольник ВЕР имеет наи- 
болыпий периметр, можно голучить 
в результате следующего построе- 
ния: прямоугольник со стороной 
АВ, = Я н днагональю АВ. = 
= 2р — А сворачивается в треуголь- 
ную призму так, что точки 8, и В, 
совпадают, а ее боковым ребром слу- 
жит отрезок АВ,. При этом линия 


В.АРСВ, ипревратнтся в искомый 

пространственный четырехугольник. 

А 

| 

В, о В 
Е Е ь 

Рис. 5. 
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Таким образом, наша задача све- 
лась к изопериметрической задаче 
для треугольника ВЕР. Как мы зна- 
ем, при заданном периметре площадь 
этого треугольника максимальна, ког- 
да ВЕ = ЕЁ = ЕВ, вследствие чего 
у четырехугольника АВС), являю- 
щегося решением задачи 2’, стороны 
АР, РС и СВ равны. Этими услови- 
ями и тем, что АР. ОСи СВ образуют 
один к тот же угол с АВ, четырех- 
угольник АВСО олределяется од- 
нозначно. 

Итак, доказана 

Теорема 2. Среди всех тетра- 
здров, натянутых на пространствен- 
ные четырехугольникя АВСП с задан- 
ными периметром 2р и длиной В сто- 
роны АВ, наибольший объем имеет 
тетраздр, натянутый на четырех- 
угольник, стороны которого АР, ОС 
и СВ имеют равные длины и образу- 
ют равные углы со стороной АВ. 

Одновременно получен. способ по- 
строения экстремального четырех- 
угольника: для этого нужно прямо- 
угольник, у которого одна сторона 
равна #. а днагональ равна 2р — Й, 
свернуть в правильную треугольную 
призму. 

Решение задачи 3 

Подсчитаем максимальный объем, 
о котором идет речь в теореме 2. 
Из рисунка 5 мы видим, что 
перимегр треугольника ВРЕ равен 
и (26 — #)* — № = Зур(р— 1), 
значит, его наибольшая площадь равна 

[МХ | УЗ _рРФ-№. 

3 РЕ `В“ 
наконец, нанбольший объем натяну- 


того тетраэдра, в соответствии © фор- 
УЖ (1), равен 


р(р— №) 
У =—- а ЗЫ о — 


= 575 й (р—1). (2) 


Теперь легко решается задача 3. 
Она отличается от задачи 2’ тем, что 
в ней задается только периметр 
четырехугольника. 
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Очевидно, что для ее решения до- 
статочно в предыдущей задаче задать 
такое значение й, при котором пра- 
вая часть формулы (2) принимает 
наибольшее значение. Это значение Й 
находится с помощью неравенства 
между средним арифметическим и 
средним геометрическим: 


в р— 1) ]? 
и 


. 
‚ 


з 
вр-в=| =“ 


оно равно -^, так как 


ь й=р— В 


именно при Й = >. Отсюда следу- 


ет решение задачи 3: 


Теорема 3. Среди всех тетра- 
эдров, натянутых на пространст- 
венные четырехугольники с заданным 
периметром, наибольший объем имс- 
ет тетраздр, натянутый на четы- 
рехугольник, у которого все стороны 
равны и равны углы, образованные 
любой парой сторон. 


Действительно, если Й = >, то 
длина каждой из трех остальных 
сторон равна же =75 равенство 
углов можно получить непосред- 
ственным вычисленнем (так как 


й—= >, то все углы равны агссоз 1/.), 


однако проще заметить, что в рас- 
сматриваемом четырехугольнике все 
стороны равноправны. 


Средствами, выходящими за рамки эле- 
ментарной математики, можно доказать, что 
нараллелепипед, дающий решение задачи 2, 
дает также решение следующей задачи: при 
тех же условиях найти параллелепипед с 
наибольшей полной поверхностью. 


Некоторые обобщения 


Формула (1} может быть обобщена на 
тела более сложной формы, чем тетраэдр, 
и позволяет решить для таких тел за- 
дачи, подобные задачам 2’ и 3, аналогич- 
ным путем:  сведбнием пространственной 
изопериметрической задачн к плоской изо- 
перяметрической задаче. 

Пусть задана нскоторая п-звенная про- 
странственная ломангя А, А, ... Ал. 
`Будем говорить, что она является простым 
каркасом, если всякая плоскость, прохо- 


дящая через ее концы Аси Ан, имеет с ло- 
маной А, А... . Ад_, не более одной об- 
щей точки. 

О многогранинке, гранями которого 
служат треугольники ААА, АА.А., ... 
..„ ЯоА,-1А, н треугольники Ал А.А. 
АлА Я». ар Аля Ала, будем говорить, 
что он латянут на данный простой каркас 
(рис. 6) (указанные грани образуют его «0б- 
шивку»). 

Так как многогранник, натянутый на 
простой каркас, можно составить из тетра- 
элров АА. ААл, АА. АА, : 
..., АоАп-зАп-1Ал, К каждому из которых при- 
меннма лемма |, то верна 

Лемма 2. Объем У многогранника, на- 
тянутого на простой каркас, вычисляется 
по формуле 


1 
и = =” й5, 


г3е | — расстояные между концами Аз и 
А п’, в — площадь | многоугольника 
АоАу... А АА,=Ао), яваяющегося про- 
екцией каркаса на плоскость П, перпендику- 
дярную прямай А.Ан. 

Используя тот же прием, что при дока- 
зательстве теоремы 2, читатель легко дс- 
кажет, опираясь на решение изопериметри- 
ческой задачи для п-угольников. следующую 
теорему: 

Теорема 4. Среди всех многогранников, 
натянутых на простые п-звенные каркасы 
АдА,... Ан с данным периметром ЁЬ ис 
данным расстоянием й между концами, нан- 
больший объем имеет многогранник, натя- 
нутый на каркас, расположенный на боковых 
гранях правильной п-угольной призмы, у 
которой отрезок АзАи служит ребром. а 
основание имеет периметр У2—#:; при 
этом стороны каркаса обризуют с Аз Аз 


й 
равные углы @, — агссоз 7. 





Куапетссте.ги 


Таким сбразом, наибольший объем равен 
} ы 1 дл 
о Дбеутьт® 


Если же не фиксировать расстояние меж- 
ду концами каркаса, то из теоремы 4 немед- 
лекно следует 


Теорема 5. Среди всех многогранни- 
ков, натянутых на простые п-звенные каркасы 
данной длины [., наибольший объем имеет 
многогранник, натянутый на каркас, располо- 
женный на боковых гранях правильной п-цголв- 

Г 


ной призмы с высстой 73 и периметром 


основания [. ] У =. причем стороны каркаса об- 
разцют с высотой призмы равные углы & — 


== т Этот наибольший объем равен 


О 1 
18/3 пи" 


Известно, что среди п-угольников с за- 
данными длинами сторон панбольшую пло- 
щадь имеет тот, который можно винсать в 
окружность. Используя этот факт, читатель 
сможет доказать, что среди всех многогран- 
ников, натянутых на простые п-звенные кар- 
касы с данными длинами звеньев а}, @.,...,ал 
н расстоянисм Я между концами. наиболь- 
ший объем нмсет многограниик, натянутый 
на каркас, расположенный на боковых гра- 
нях прямой призмы с высотой й, стороиами 


У (2—1, 2,....П), 


где Р=а, та. | ...- ал. причем основа- 
ние призмы можно вписать в окружность. 

Откажемся теперь от требования, чтобы 
харкас был испременно составлен из пря- 
молинейных отрезков: будем рассматривать 
«гладкие» пространственные кривые. —Кри- 
вая называется гладкой, если в каждой ее 
точке можно провести касательную и на- 
правление касательной «плавно» изменяется 
при малых изменениях положения точки 
касания. Таким образом, мы не рассматри- 
ваем кривых с «изломами», хотя ценой ие- 
которого усложнения изложения можно бы- 
ло бы распространить результаты н на такые 
кривые. Гладкую пространственную кривую 
АВ назовем простым гладким каркасом, 
еслн всякая плоскость, проходящая через 
ее концы А и В, имеет с ней не более одной 
общей точки. 

Пусть точка М перемещается по просто- 
му каркасу. Тогда отрезки АМ и ВМ опн- 
шут некоторые ловерхности, составляющие 
«обшивку» каркаса; о теле, ограниченном 
«обшивкой», будем по-прежнему говорить, 
что оно натянуто иа каркас (рис. 7). 

С помощью предельного перехода можно 
показать, что объем тела, натянутого на 
гладкий простой каркас, также вычисля- 
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основания 6; = ал 







=. 


=> => —— > 


ИЕ, 


Рис. 7. 


ется по формуле ({}, в которой $ теперь обоз- 
начает площадь фнгуры, ограниченной про- 
екцией каркаса на плоскость П. Характер 
предельного перехода интуитивно ясен: нуж- 
но заменить гладкий каркас «близкими» 
к нему ломанными; однако проведение точ- 
ных рассуждений — дело довольмо скрулу- 
лезное. 

Используя изопериметрическое свойство 
окружности, можно, как и выше, убедиться 
в справедливости следующих теорем: 


Теорема 6. Среди всех тел, натяни- 
тых на простые гладкие каркасы с данной дли- 
ной [. и с данным расстоянием В между кон- 
цами, наибольший объем имеет тело, натя- 
нутое на каркас, представляющий собой один 
виток винтовой линии с шагом |, расположен- 
ный на круговой цилиндрической поверхности 


Уи: (рис. 7). 


с раднусом основания 





Теорема 7. Среди всех тел, натяну- 
тых на простые гладкие каркасы с данной дли- 
ной [., наибольший объем имеет тело, натя- 
нутое на каркас, представляющий собой один 


виток винтовой линии с шагом В —7уз, 
расположенный на круговой цилиндрической 
Г 


п Уб° 
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Числа С., многочлены, 
последовательности 


(несколько ПОДХОДОВ К одной задаче) 
В. Н. Вагутен 


Напомним одну задачу из «Задачника «Кванта», элементарное реше- 
ние которой было напечатано в «Кванте» № 12 за 1972 год. 
№138. Докажите, что если т и п- целые числа и 1<т< п, то 
п 
\ (— С" 0, 
к 


Е 
где С — биноминальные коэффициенты. 


Разные доказательства этих тождеств послужат нам удачным поводом 
для того, чтобы познакомить читателя с некоторыми важными математиче- 
скими понятиями н фактами, не входящими в школьную программу (ко- 
нечные разности, интерполяционная формула для многочленов, произ- 
водная многочлена, степенной ряд экспоненты). Вслед за определениями 
И теоремами в каждом параграфе читатель встретит слова «вернемся 
теперь к нашей задаче», а за ними — новое решение задачи М138. 

Доказательства теорем можно пропустить, но лучше их разобрать, хотя 
сделать это нелегко, так как они написаны очень коротко. 


Введение. Биномиальные коэффициенты и формулировка задачи 


Мы перечислим несколько свойств чисел С*. Каждое из свойств 0.1—0.3 


можно принять за определение этих чисел. 
0.1. СА — коэффициенты многочлена 


(арок СЧА есле роде СВР ЗВ ОС (1) 
0.2. (0 = 1; С" = 1; для каждого # = 1,2,.... п— 1 
С = 41+ © 


0.3. Для всех ли { О0<Ёжл) 


п! 


(п— 1)... ип АИ 
ск Пер. иафи иг. (3) 


А 
Е ‚ или С» = 


где т| = 1.9.3... п: 01 =И=Е 


Упражнение О0. а) Найдите числа С. для всех п от 1 до Ю, пользуясь каждым 


из определений 0.1, 0.2, 0.3. 6) Выведите 0.2 из 0.1, пользуясь тождеством (а-| х)” = 
== (а-{ х)"-* {а-| х). в) Выведите 0.3 из 0.2, пользуясь методом математической индук- 


р 
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ции (то есть прове, ыы ссли формула (3) верна: для п—1, то она верна и для п). 
г) Проверьте, что С* = о 


Многочлен а -!- х иногда называют «биномом» (бином — то же, что 
двиучлен), о (1) — формулой «бинома Ньютона», а числа СЁ — «бн- 
номиальными коэффициентами». 

Положим в равенстве {1} а равным 1. Получим 


о ох (4) 
Подставив сюда х = — |, получим 
С — СЕ -{ ее о м Сб (5) 


Оказывается, что кроме ссотношения (5) для чисел СА верны еще следую- 
щие равенства: 


те 1 -Р. ое ^З ЕН я == 
С °С, ых, Ра р пс” = 0, 
ВСЕ” 59а ил =, 
а а, Е м. ©. (6) 
ВА М 1/2 М-1/5 „+. (г мия ых 
— СЕ-Е 271-162 — 305 -ь.., 4- (- пб С" же 0. 
Именно эти равенства требовалось доказать в задаче М138; о них и будет 
идти речь в конце каждого параграфа. 
В дальнейшем мы будем часто пользоваться короткой записью сумм с 
помощью значка Х. Например, формулу {1) можно коротко записать так: 
&:=п8 Е—п 
(а -- х)" = У Са"-*х*, формулу (4) — 1-х)" = УС х*, равенство 
& =0 й =0 
&-=п 
(5) — У (—1*С8 =0 и, наконец, равенства (6), которые требу- 
#=0 


ется доказать в задаче М138 — 


"х 
([- 1” С+ = 0 (6) 


т 1 


при каждом натуральном #< л. 


$ 1. Последовательности и конечные разности 


Пусть на множестве целых неотрицательных чисел 0, 1, 2, 3... задана 
функция {. Это значит, что задана последовательность 


# (0), Г), Р (2), РЗ), 


Если из каждого члена последовательности Я разумеется, кроме пер- 
вого, вычесть предшествующий ему член последовательностн, то мы полу- 
чим новую последовательность — последовательность разностей 


[(1) —[®), 1 (2) — 14а), (3) — РЁ (2), 
Обозначим соответствующую ей функцию через А}: А1) И) — Ио}; 


АКИ) = (2) — Ю); 41 (2) = [ (3) —[ (2) 


Если проделать эту же операцию — переход от { к А} — с последователь- 
ностью А}, то мы получим последовательность 


7 (2) — 21 (0 + РО), # (3) — 21 (2) + Га), 


Обозначим ее через А:?4. 
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Эта последовательность называется последовательностью вторых раз- 
ностей для [. Еще раз взяв разности, получим лоследовательность третьих 
разностей — АзЗЁ 


[ (3) — 31 (2) -+- За) — #40), [4) — 31 43) 4- $2) —Г(), ... 


н так далее. 
Таким образом, по определению 


АТН — АТР 1) — АИ. м 
(Напомним, что аргумент х функций }{. А/, А3. ... принимает целые неот- 


рицательные значения: х == 0, 1,2,...). 
Рассмотрим в качестве первого примера постоянную функцию [: 
Г (0) = рау= 7 @) = жысьяа. 
Для нее последовательность разностей Ар будет, очевидно, состоять из од- 
них нулей. Кратко это запишем так: А == 0 (при всех л). 

Естественно, что и последовательности А, ..., А"} так же будут со- 
стоять из одних нулей, то есть АП} == 0. 

Еслн {| — линейная функниия: } (<) — ах + 6, то есть если последова- 
тельность представляет собой арифметическую прогрессию 6, а -1 6, 
2а + 6, За-- 6, ..., то все члены последовательности А{ будут равны 
одному и тому же числу а. Отсюда А? == 0. 

Если } — квадратный трехчлен } (х) — ах? -- фх с, то АГ — линейная 
функция (от номера х): 


А (0 = 0—1 
=а (О с ах? — хе = ах + Ь. 
Тогда А? — постоянная функция: А3 -= 2а. Следовательно, АЗ/ = 0 и, 
конечно, А”] -= О для всех п > 2. 
Упражнение |. а) Пусть [ (х) =: х3. Найдите Ар, АЗ, АЗ ., 
если { а) = 2%. 
Наши наблюдения обобщаются в следующих двух теоремах. 
1.1. Число АП} (х) выражается через значения функции } по формуле 
АИ (Хх) = Сб) ОР. ВИ СО 
А=-Н 
ить № АС 
= ХС сея 9. 8) 
1.2. Если } (х) — многочлен степени т < и, то А"} = 0. 
Оба утверждения 1.1 и 1.2 доказывакися индукцней по п. Для л =: |, 2, Змы нх уже 


проверили. Предполагая, что они верны для л, доказыйаем для п-!- |. 
1,1. Непользуя (7), (8) и 12). получаем 


Аир А Га — м 


. 6) Тот же вопрос, 


=: СРО лиф ео... с С Ро 
— < Ре РС о роеочыу ро) 
: Оо Рея — С о п... -— (ИИ Са Р-Н 1) г (—-0+ Хх 
ХЕ 
1.2. Пусть Ё(х) = ата хот... р аух РР... + ат х". Нацишем т равенств (они 
следуют из (4)) } : 
ХЕ — д С = вх ще Я в х -!- 1 
(здесь |=1, 2, ..., т). Умножим их соответственно на коэффициенты а; и сложим. Полу- 


чим: в Левой части АЁ(х) = Г (х г 1) —}[ (>), в правой — некоторый многочлен от 
& (х) стенени не выше т-—1. Если т < п, то т—1<«л --Ти по предположению индук- 
ции А1-1 р -= 0. Следовательно, А” {== А" -1 (АД = АП = 0. 
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Вернемся теперь к нашей задаче. 
Равенство (6’), согласно 1.1. в точности означает, что АП} (0) = 0 для 
функцин } (х) = х”, а это следует прямо из утверждения 1.2. 
Задача 1. Пусть [ (х) = а ах ...-гах”т. Найдите А"[. Пользуясь этим ре- 
зультатом, вычислите сумму 
Ап й 
сии а. 
ко 
Задача 2. Докажите, что есть АЙ +1 р (х) = 0 для всех х, то { (х) — многочлен стс- 
лепи не выше п. 


Задача 3. Найдите все последовательности }. для которых А} (х} = #/ (х}. где 
2. — некоторое чисао. 


$ 2. Многочлены и интерполяционная формула 


Мы знаем, что через две точки можно провести единственную прямую. 
Другими словами, ссли заданы две пары чисел (а, В»), (и, В,), причем 
а-я, то существует сдинственный многочлен степени не выше первой 
Р (<) -= ах - 6 такой, что Р (%) = Во и Р(&,) =В.. 

Этот факт обобщается следующим образом. 

Пусть заданы п -- 1 различных чисел о, бу... и и п- | чисел 
Во, Вь ..., В». Гд2да справедливы следующие утверждения. 


2.1. Существует многочлен Р степени не выше п такой, что 
Р (@;) = В; (для всех =01,..., м). (9) 


2.2. Многочлен Р определяется единственным образом. 
Для доказательства 2.1 достаточно предъявить такой многочлен. Для 
этого рассмотрим сначала многочлены 
ха) 9)... .. (фа | 
р, (х) сы { в} { 1} { й з} ( ку} { п) {10) 
((-- 9} (бы 9). - (9 — бр) (и — Ян... (9, — “ и) 


(в числителе н знаменателе по п миожителей). Яспо, что 
]. если #==А; 
О» (ее) = | | 
| 0, если 15. 
Умножим теперь О, (х) на число В» и сложим все этн многочлены. Для 
полученного многочлена 
вал 
в] 
Р(х) = У В.Д» (х) (11) 
&=0 


выполнены все равенства (9). 

Для доказательства 2.2 нам понадобятся две важные теоремы о корнях 
многочленов. 

2.3. Если многочлен 


Г) = -гах +... + ай (12) 
степени не выше п имеет п -|- 1 различных корней, то этот многочлен равен 
0, то есть а =а =а =... за, = 0. 


2.4. («Теорема Безу».) Если & — корень многочлена | (х), то многочлен 
РО) делится на х —“, тэ есть 


Га) =и—®е (х), (13) 


где в (х) — некоторый многочлен. 
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Доказательство 2.4. Напишем л тождеств (х’— а) = (х — м) (хе 


ха... а! х-|- @!-1), =12,..., п), умножим их соответственио на коэф- 
фициенты а) и сложим все эти тождества. Получим формулу, справедливую для любого 
многочлена (12) и любого числа ©: 


[(х) — Ка) = ха), 
где в (х} — нскоторый многочлен. В частности, если } («)=0, получаем (13). 
Доказательство 2.3 проведем индукцией По я. Для п-=Ё утверждение 2.3 


очевидно. Докажем, что еслн оно верно для л— 1, то верно и для п. Пусть@,, 21,..., и — 
корни многочлена (12). Тогда, согласио 2.4 


Го = ЕО). 


причем многочлен я (х) имеет степень не выше л—1 н имеет л различных корней ©, би... 


..-: Яр_:- По предположению индукции, & (х) равеи нулю; из (14) следует, что } (х) тоже 
равен нулю. 


Доказательство 2.2. Пусть р, и р. — Два многочлена, для каждого из кс- 
торых верны равенства (9). Тогда их разность удовлетворяет условиям теоремы 2.3 (мно- 
гочлен р (х) —= р, (х) — ра (х) степени ие выше л имеет п--1 корней ©, 9. .... я) и 
поэтому равна нулю, то есть р‚ (х) == р. (х). 


Игак, мы доказали, что через п -+ 1 точку {@,, В), (@,, Ва), ---, (ба, В») 
можно провести единственную кривую вида 
у=р[() = а + а,х + ... Рен 


н даже привелн формулу, позволяющую сразу напнсать нужный многочлен. 
Эта формула (11) называется интерполяционной формулой Лагранжа. 

Упражнение 2. 2) Найдите квадратный трехчлен, который в точках 2, 3, 5 
иринимает значения соответственно 7, 11, 13. 6) Найдите многочлен степенн не выше 43, 
график которого проходит через точки {—2, —7), (—1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 9). 


Вернемся к нашей задаче. Построим многочлен степени не выше п, ко- 


торый в точках ак = № (Е =0, 1,2, ..., п) принимает значения соот- 
ветственно В» = А”. Из формулы (11) следует, что этот многочлен равен 
Е=п 


У тр, (х), где 
Ао 


х(х— |)... ЕПК... —8) 
Рь (х) =— К) 102. м з (15) 


Ясно, что коэффициент при х” у многочлена (15) равен 
| &—п ! (— 1)” Г 
&(—|...1(—- 10-2... @— п) ==) ЕЮ м (- 0 Сы, 


поэтому коэффнциент прн х“ у многочлена Р (х) равен 
жл 


(12) © — и Х < ПитС. 
Е 


С другой стороны, ясно, что многочлен Р (х) есть просто х", ведь т < л. 
Поэтому коэффициент при х" у Р (х) равен нулю. 


Задача 4. Докажите, что иабор чисел у, ув... Ул Удовлетворяет условию: 
«для любого многочлеиа [ {х) степенн не выше п—| справедливо равенство 
АН 
< = 
Е —=0 


в том н только том случае, если уд-=Ё (— 1 б; где { — некоторде число. 
34 
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Задача 5 (обобщение). Докажите, что если числа а, @,,..., @и попарно различ- 
ны, то система уравнений 
ти. . т 0, 
Я вуа те Ра МЕ @ „Ул == 0. 
Е 2, = 
рун т ДУ. . Г Я = 0, 
а РО а Е 
$ №7“ Ел -- т ул — 
имеет решением набор чисел 
В 
Ук — аз — а) (в, — а)... @, —@н 1) @ь — @льи.. (9 -— @) 
(#=0, 1,..., 11), где # — произвольное число, и не имсст других решений. 


$ 3. Производная многочлена и кратные корни 


Пусть } (Хх) — многочлен степени п: 


&=п 
^ а г = +1 
1) = ах ах" +... ах + ах = Зах. 
А -=0 
Тогда по определению многочлен степени п — | 
&=л 
ВМ | о __ ИР ] п-? 1. и—1_ “ Ра, х*-1 
х) а -— 2а5 т... + п ах г пах" = 2 Вацх 
А 


называется производной многочлена | (х). Оказывается верным следующее 
утверждение. 


3.1. Если многочлен }(х) делится на (х — я)"*+\, то многочлен | (х) 
делится на (х — а)". Другими словами, если число © является корнем 
кратности т -!- | многочлена } (х), то а является корнем кратности не ме- 
нее п многочлена } (Хх). 


Для доказательства 3.1. мы используем такую лемму. 
3.2. Если | (%) == (х — а)2(х), то 


РГ фт -аЕ (16) 


Доказательство 3.2. Если в (х) == фах”? -Р.,. --бах-Р д. то, как не- 
трудно провернть. пользуясь определением пронзводной многочлена, и правая, и левая 
часть равенства {16) равна 

(бо — 810) -Г 2 (6, Вах... @ — В Фу ах" пб ХИ 


Доказательство 3.1 проведем индукиней по ле. Проверим 3.1 при п2-= 1. Если 
[(х) делится на (х— 3, то } (х) =: (х-- @) я (х). где в (х) делится на (х— а), н, как видно из 
(16), Ё (х) тоже делится на (х—а). 

Докажем, что если 3.1 верно для т — 1, то оно верно и для т. Пусть $ (х) делится на 
(х —@)"+1. Тогда } (х) = (х--9@) я (х), где в (х) делится иа (х — я)”, и из (16} следует, что 
Г С) делится из (х — а)" (р’ (х) делится на (х — «1 во предислежению индукции). 

Упражнение. 3. а) Имест ли многочлен х? —х? — 8х -- 12 кратные корни? 
$) Найдете а, В и с такие. что многочлен х3-!- ох? -:- Бх Е с делится на (х-№ 11, 


Вернемся теперь к нашей задаче. Равенство (6') означает в точности, что 
&=п 


многочлен {м (х) == № ЕТСАх*-1 имеет число х = — 1 своим коряем. 


Докажем болег сильное утверждение: многочлен х {м (х) имеет число (— 1} 

корнем кратности п — т, то есть делится на (х -!- 1)"-Т (если тм). 
&=л 

Для хр (х) = УХ С хе -= (Их) это очевидно. Для 0<тж<5п про- 
Ета 


ведем индукцию по т. Пусть хр, (х) имеет число (— 1) корнем крат- 
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ностн л — (т — 1). Тогда согласно 3.1 многочлен 


Е=л й Е=п 
бы оду = [Ут ср] = У втбрсь = рыб 
&=0 


Е =0 


а, следовательно и многочлен хр», (х) имеет (—1) корнем кратности 
пт — ТП Щ м. 
Задача 6. Для того, чтобы многочлен 
= ирак... Рад" 
делился на (х-- |)”, необходимо и достаточно выполиение условий: 


а, — а, -|- аа — а; ... 9: (— ПТа=0, 

—-@а1 -- 2а. — Заз -...-- ({— 1/7 лад = ©. 
—а Г 21а. — За. --...-Р (ЮблТад == 0, 

-2, 1 2Та, — Зпаз-... № (-Юатаи = 0. 


Докажите это. 


$ 4. Степенные ряды и экспонента 


формальным степенным рядом называется выражение 
А (2) = ша -Ра В. тат 4... 


где а, а, а, ..., аи, ...-— произвольная последовательность чисел 
(2 — так же, как в записи многочлена, «переменная» буква). Тот же ряд ко- 


т —- о 


У а„гт. В частностн, если все а„ при т>н 


—> 
ги > 0 


равны 0, получается обычный многочлен степени л. 
Так же как для многочленов, для степенных рядов естественно опреде- 
ляются операции сложения, умножения, замены переменной. Л именно, 


ротко записывается так: 


пуеть 
т-< тыс ==> 
А {2) = № аи2т, В (2) — ре 5н=", С (2) — ру Сет, 


т-—0 т=0 т=0 
Х — число. Тогда по определению 
1) А (2) -- В (2) =С (2), вели аи -: фи = си дая всех т; 
2) А {2}. В (2) =С(2), если аб -Р пб, НР... ав +... 
абы = Ст Для всех иг; в частности, ХА (2) -:С (2), если Аат = Си 
3) Ал = В (2), если АТа == фи для всех т. 
Нетрудно проверить, что для определенных таким образом операций 


над формальными степенными рядами выполняются все основные свойства 
сложения и умножения, которые справедливы для чисел н для многочленов. 


Упражнение 4. Найдите произведение: 
я) (1-5 2-й. аа ет +... 
6 (а. (ай ...). 


Назовем экспонентой степенной ряд 


т т) 


2 $ т 
Ехр (2) = 1 так ++ в ЕЕ ааа =. 
т=0 
Докажем основное свойство этого ряда. 
4.1. Для любых двух чисел © и В 
Ехр ((& - В) 2) = Ехр (2) - Ехр (В2) (17) 
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Нужно проверить, что коэффициенты при 27 (для каждого т) справа и 
слева совпадают (определение 2°), то есть что 


{< Ву“ . ой ый "1 | а" В 
п оЛИбЕ  и-П Т тив" 
Но это равенство прямо следует из формул (1) и (3). 
Пользуясь (17), индукцией из А легко доказать равенство 
Ехр (#2) = (Ехр (2)}^. 


Вернемся теперь к нашей задаче. Рассмотрим 1 -- 1 формальных степен- 
ных рядов 


р" 


От! ° 


„Е 


я=о 
: ыт 2 | 
- —г- = Ехр (г) 
т--0 
(2 =0,1,2,..., п). Умножим А-й ряд соответственно на (— 1)*С* н 


сложим все эти ряды (для этого достаточно сложить коэффициенты при г" 
для всех п). Получим ряд 


Иго Аи р” К=п &-п 
У (УСС) = У Ся хр) = 4-1" У (1х 
т=0  К=а0 | #=-0 Е--0 
; 2 з \п 
х (Ехр(2))" == (Ехр{г) — 1)” = (г { те | ..) р 


Ясно, что этот ряд будет начинаться с члена 2”, то есть коэффициенты при 
271, 2", ..., 1 и свободный член этого ряда равны 0. Но это и озна- 
чает, что верны равенства (6). 


Задача 7. Пользуясь последним равенством, найдите сумму 
Ха 
м 
4-м се, 
й=0 
17 эз со > т = © 
Задача 8. По определению А’ (2) - $ а ”) = \ мат 27. 
= ‚аббат 


2 т=0 те: 1 


Докажите, что (Ехр (2))” == Ехр (2). 


Конечно, эта статья трудна для ненскушенного читателя, впервые встре- 
тившегося с целым рядом непривычных понятий. Для того, чтобы освоиться 
с каждым из этих понятий, нужно проделать большое число упражнений 
и прочесть менсе формальные и более подробные разъяснения. 

Автор надеется, что у некоторых из начинающих читателей возникнет 
желанне продолжить знакомство с этими понятиями, а у более нскушенных— 
подумать, как связаны между собой приведенные четыре доказательства. 


Литература 
А. О. Гельфонд. Исчисление конечных разностей, М., «Наука», 1957. 
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Коэффициент полезного 
действия ракеты 


А. В. Бялко 


Начнем с небольшой задачи. За какое 
время электрический утюг потребля- 
ет столько энергии, сколько необхо- 
димо для его запуска на орбиту спут- 
ника Земли? (Мощность утюга Р = 
=1 квт, масса т = | ке.) 
Кинетическая энергия спутника, 
движущегося по круговой орбите, 
ти? _ ТЕК 


2 = где и — первая косми- 


ческая скорость, КЮ — радиус 
Земли. Потенциальной энергией трой 
для не слишком высоких орбит мож- 
но пренебречь по сравнению с кине- 
тической. Приравнивая энергию утю- 
га-спутника к РЬ найдем что 


{ ЕВ фо. 04 2 9 ч. 
2Р 

Всего 9 часов! 9 киловатт-часов, 
36 копеек необходимы для выведения 
на орбиту спутника Земли каждого 
килограмма массы. Почему же для 
ссуществления космических программ 
требуются затраты, соизмеримые с 
национальными бюджетами неболь- 
ших стран? 

Потому, что эта энергия, 9 квт-ч, 
необходима, но недостаточна. Пото- 
му, что ракета как тепловая машина 
имеет очень низкий коэффициент 
полезного действия. Попробуем его 
найтн. 

Сначала выведем формулу, 
связывающую массу н скорость ра- 
кеты, то ссть решим «задачу Циолков- 


ского». Сложность здесь состоит в 


том, что масса ракеты при разгоне все 
время уменынается — выгорает топ- 
ливо. Такие процессы изучают, ре- 
шая дифференциальные уравнения, 


Чтобы этого избежать, представим 
себе, что сгорание происходит не 
непрерывно, а некими малыми пор- 
циями. Скажем, каждый раз ракета 


| ы 
выбрасывает -+`Ю часть своей мас- 


сы, как бы выстреливает снарядом, 
масса которого в № раз меньше мас- 
сы ракеты в этот момент (рис. 1). 
Скорость такого «снаряда» отно- 
сительно ракеты будем считать по- 
стоянной и называть скоростью ис- 
течения У. При каждом таком «вы- 
стреле» выполняется закон сохране- 


` ния количества движения. Пусть 

вначале масса ракеты была М, а 
Мо 

скорость равиа нулю. Тогда = У — 


№ 
количество движения массы, выбро- 
шенной после 


(1 = г) Мо, — равное ему коли- 


первого толчка Н 


ку 






м. (у, ) 


га 
м (у, = м) ь 


О 
мкм 
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чество движения ракеты. Итак, 


м, м, (1), = ет. 


После второго «выстрела» масса 
| 
ракеты станет М, == М, (1—--) = 


=: Ме (1—-=).. 


количества движения, записанный 
в системе отсчета, связанной с ра- 
кетой, летящей со скоростью и, 


Закон сохранения 


дает и М, (и. -и,), и, таким об- 
разом, 
И: 2у 
и, = о Ими. = мт: 


После А-го «выстрела», как ме- 
трудна видеть, скорость ракеты ста- 


нет ии -= 





А Г’ а оставшаяся масса 
1 


Ми М, (1— 
но достичь скоростн #, то необходя- 


во 
) . Если нам нуж- 


мо сделать А 7 (№1) «выстре- 

лов», и оставшаяся (полезная) масса 
будет равна 

ее п 

т— Ми = М |(! х } 


м1] У 
| 


Реальный процесс истечения, ко- 
нечно, происходит нейрерывно. Это 
значит, что для того, чтобы рассмот- 
ренное нами движение хорошо опи- 
сывало происходящее на самом деле, 
нам нужно брать как можно большие 
числа №, тогда движение ракеты бу- 
ДЕТ состоять из большого числа ма- 
леньких по величине толчков, то 
есть будет почти непрерывным. 


Оказывается, что при увеличении 
1 


‚| 
М величина [1—%) стремится к 
конечному пределу”). Этот предел 
равен 0,36788... и обозначается в ма- 
тематике через е-—\, е — основание 


натуральных логарифмов — равно 
2,71838... 





*) Более подробное решение этой задачи 
смотрите в статье «Экспонента» С. Д. Осятин- 
ского и А. 3. Румшиского, «Квант» № 12, 
1972 год. 
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Таким образом, масса ракеты, до- 
стигшей скорости ©, равна 

ш=Ме*“”. 

Эта формула была получена 
К. Э. Циолковским в 1903 году и но- 
сит его имя. Из нее видно, что раке- 
та может достичь скорости, большей 
скорости истечения топлива, но при 
этом ее оставшаяся масса будет мно- 
го меныше начальной. 

Если, например, скорость исте- 
чения равна 2 км/с, то при достиже- 
нии первой космической скорости 
7,9 км/с конечная масса будет в 
е3.35 = 52 раза меныше начальной, 
а при достижении второй космической 
скорости 11,2? ^мер— в е3.8 => 270 
раз меныпе той же начальной массы. 
Прн этом надо учесть, что значитель- 
ная часть оставшейся массы прихо- 
дится на конструкции ракеты, так 
что доля действительно полезного 
груза становится еще меньше. Что- 
бы уменьшить бесполезную массу, 
разтоняемую до конечной скорости, 
ракеты делают многоступенчатыми. 
При этом корпуса низших ступеней 
сбрасываются, когда в них кончается 
горючее. 

Формулу Циолковского 
запнсать по-другому: 


можно 


озу. 
т 

Отсюда следует, что для получения 
больших скоростей движения ракеты 
при заданных т и М, нужно ма- 
ксимально увеличить скорость исте- 
чения. Однако для ракет, использую- 
щих энергию, выделяющуюся в ре- 
зультате химической реакции, то есть 
химических ракет, невозможно сде- 
лать скорость истечения больше 
некоторой величины, предельной для 
каждой реакцин. И в этом нетрудно 
убедиться. 

Пусть 9 — теплотворная способ- 
ность данного топлива, то есть энер- 
гия, выделяющаяся при сгоранни 1 кг 
его. Эта энергия расходуется на на- 
греванне отходящих газов и на со- 
общение им кинетической энергни. 
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Рассмотрим ракетный двигатель, 
закрепленный иеподвижно, так на- 
зываемый стендовый двигатель. При 
сгоранни массы и (мы считаем вместе 
н горючее, и окислитель) выделяется 
энергия ди, но только часть се пре- 


вращается в кинетическую энергию 
У? 

продуктов реакции р -5-. Поэтому 

3 

гы: Если ввести коэффициент 


полезного действия стендового дви- 
гателя 1, — отношение полезной *) 
энергии к затраченной, — то полу- 
чим 


у? 
и —> — ЧоЧи, 





и-- "215. 


то есть скорость истечения для дан- 
ной химической реакции не может 
превысить се предельной скорости 
истечения И, -- И 29 (так как < 1). 

Рассмотрим несколько  химнче- 
ских реакций и вычислим для них 
предельные скорости нстечения. 

1. Горение ацетнлена: 


20,Н. + 50, - 
4СО, = 2 Н>2О -+ 611 ккал. 


Число килокалорий в. правой 
части уравнения реакции показы- 
вает, какая энергия выделяется при 
сгорании массы, равной сумме молей 
горючего и окислителя. В данном 
случае — при сгоранин двух молей 
С.Н. и пяти молей О,, то есть всего 
2.26-; 5.32 =212 г. Таким образом, 
теплотворная способность этого топ- 
лива 





611 ккал ккал м? 
Авен ы 9.107 — 
Ч = 2880 "а 1,2.107 5, 


а предельная скорость истечения 


Ус = у 29 = 4,9 == . 


ра 


1И2 
не явля- 

2 

ется по-настоящему полезной. Ведь основная 

задача — разогнать до нужной скорости 

полезную массу, а не отходящие газы, 





*) Заметим, что энергия 





2. 2Н, ЕО =2Н.О -+ 115,6 ккал. 


{Газ) 


Вычисляем аналогично 


рол^кал. ^м 


3. 2А!-- 3 0, -=АБО, +394 ккал; 


9 — 3860 ккал/кг; У, = 5,6 км/с. 

Наибольшая из всех возможных 
предельная скорость истечения до- 
стигается в реакции горения метал- 
лического бериллия: 


Ве д О» =- Ве -;- 146 ккал; 


9 =: 5840 ккал/кг; У, =7Т кмх. 

Практическому использованию 
этой реакцин, однако, мешает то 
обстоятельсгво, что металлический 
бернллий и его соединения очень 
ЯДОВИТЫ. 

Рассмотрим теперь коэффициент 
полезного действия ракеты в целом, 
то есть отношение ее полезной энер- 


„ то .. 
гни, равнои >, к затраченнон. 


Последнюю с небольшой ошибкой 
можно считать равной 9/М., посколь- 
ку подавляющая часть начальной 
массы приходится на топливо. Та- 
ким образом, 





Или, подставляя вместо 9 его выра- 
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жение из формулы У*=2\д, 
получаем 


а (=) е-=/". 


г 
График зависимости П от -7 дан 


на рисунке 2. 


Итак, только часть затраченной 
энергин, равная 19 М, превращается 
в кинетическую энергию ракеты. 

Возникает вопрос, куда деваст- 
ся остальная часть  затраченной 
энергин, поскольку В тепло при сго- 
рании топлива переходит лишь 
{1 — 1.) 9М,. Ответ состоит в том, 
что остальная энергия, а именно 


(1 — И) 9Мь — (1 — щ) 9, 
== (№ — 1) 9М. -= 


== № | Ут [|= : р 9М, 


является кинетической энергией 
отходящих газов ракеты (в системе 
отсчета Земли), которая в конечном 
счете также переходнт в тепло, на- 
гревая атмосферу. 

Таким образом, мы внанм, что 
при достижении ракетой скорости, 
заметно большей скорости истечения, 
реальный коэффициент полезного дей- 
ствия стаповится весьма малым. На- 
пример, если ракета со скоростью 
истечения У = 2 км достигает вто- 
рой космической — скоростн и 
— 11,2 км/с, то ч = 0, Ибцо и, соот- 
ветственно, 0,884, полной эпергии 
ракеты уносят отходящие газы. 

Создание мощных двигателей с 
большими скоростями истечения, ис- 
пользующих энергию ядерной реак- 
цин или разгон нонов в злектрическом 
поле, существенно повысит К. И. д. 
ракет. Это дело недалекого будущего. 
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Разные 
задачи 


1. Брошены два нграль- 
ных кубика. Какая сумма 
чисел на их верхних гранях 
наиболее вероятна? 

ЕЕ 
2. у 4няж — Целое чис- 


ло. Найти это число. 


ЕЕ 
3. У **нжк4 — целое чис- 


ло. Найти его. 

4. Задумано число. Если 
записать его в двоичной си- 
стеме, а затем зачеркнуть в 
нем последнюю цифру, то 
получится то же самое число, 
но записанное уже в троич- 
ной системе. Если же и в 
этом числе снова зачеркнуть 
последнюю цифру, то олять 
получится задуманное Число, 
но изображенное в десятич- 
ной системе. 

Найти задуманиое чис- 
ло. 

5. Найти двузначное Чис- 
ло, которое, будучи записа- 
но в двоичной, четвертич- 
ной и восьмеричной систс- 
мах счисления, каждый раз 
изображается одинаковыми 
цифрами (но различными в 
различных системах). 


6. „иг 
ТРуе 
пте 
Известно, что Юиг крат- 
но 4, Име кратно 5, пте 
кратно 3. 
Расшифровать это сложе- 
ние. 
7. В шахматном турни- 
ре участвовали ученики 9 и 
10 классов. Каждый игрок 
играя один раз с каждым уча- 
стиикомтурнира. Десятиклас- 
сников было в 10 раз боль- 
ше, чем девятиклассников, а 
набрали они в 4,5 раза боль- 
ше очков, чем девятиклассни- 
кн. Сколько в турнире было 
девятиклассников и сколько 
очков они набрали? 


П. Ю. Германович 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 


Про лису и собаку 


М. Л. Гервер 





Эта заметка не имеет отношения к зоологии: 
«лиса» и *собаказ — просто удобные. услов- 
ныЕ названия для Овух движущихся точек, 
одна из которых «пытается поймать» другую. 


$ 1. Формулировка задачи 


Лиса бежит по прямой с постоянной 
скоростью. Собака гонится за лисой 
с той же скоростью, причем бежит так, 
что видит лису все время перед собой, 
Лиса бежит из точки Л. (рис. 1) 
в направлении, указанном стрелкой. 
Собака в начальный момент находит- 
ся в точке Со. При каких С, собака 
догонит лису? 


Сейчас трудно установить, кто при- 
думал эту красивую задачу — се уже много 
лет предлагают на мехмате МГУ студентам, 
которые недавно узнали, что такое произ- 
чодная. После того, как тема «Производная» 
была включена в программу математических 
школ. про лису и собаку стали рассказывать 
и школьиикам, заранее предуиреждая, что 
ЭТО — «задача с двумя звездочками». 

В начале 1972 года мы предложили зг- 
дачу про лису н собаку в 10 «бь классе 57-й 
школы г. Москвы. Первыми в классе ее 
решили (разнымн способамн) Коля На- 
лирашвили. Володя Лндский 
и Сережа Глядков*). Одно из ре- 
шения (придуманное С. Глядковым)  уда- 
лось упростить настолько, что оно стало соЕ- 
сем «элементарным». 

Это решение (не требующее знакомства 
< порятием производной) и будет приведено 
ниже. Прежде, чем читать его, попробуйте, 
конечно, решить задачу сами. Может быть, 
это не удастся (я уже предупреждал, что за- 
дача трудная) — тогда постарайтесь хотя бы 
угадать ответ. Он довольно неожиданный. 


$ 2. Попробуем угадать ответ 


1. Обозначим прямую, по которой 
бежит лиса Л, через [. В точке Л, 
восставим к ней перпендикуляр р 
(рис. 2). 





*} Сейчас все трое — уже первокурсники, 





Рис. 1. 


Если собака находится в началь- 
ный момент на прямой [, все ясно: 
если С. расположена перед Ло, то 
собака бежит навстречу лисе и ловит 
ее; если С, — сзади „У,, то собака 
никогда не догонит лису. 

Пусть теперь С. — вне прямой [. 
Если она позади „7. (ниже перпенди- 


1, 
] 
у 
й Р 
р 
и 
и 
и 
Рой 
’ 
ухи 
м 
п 
бо Ур 
Рис. 2. 
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Рис. 3. Рис. 4. 


куляра р), то лису не догнать. До- 
казать это можно, например, так. 

Разложим скорость собаки у’ на 
две составляющие: у; (вдоль ! и 
ур (вдоль р). Спроектируем точку Су 
на прямую { в точку ЛП (СП 10. 
Тогда у; можно истолковать как ско- 
рость *) с которой точка Л движется 
вдоль прямой [ вслед за Л. Посколь- 
ку и; < о, то расстояние между Ли 
Л не уменьшается с течением време- 
ни **), так что собака в этом случае 
не догонит лису. 

2. Пока все было просто. Труд- 
ности начинаются, когда точка С. -—- 
вне прямой { н впереди ЛЬ (выше пер- 
пендикуляра р). 

Проведем из точки Ль два луча: 
Ч: И 9. фикс. 3) — под углом 45° к 
прямым Г/ и р. Зона, окрашенная на 
рисунке 3, безопасна для лисы: если 
С. находится в этой зоне, то собака, 
бегущая из точки С „, не догонит лису. 
Чтобы доказать это, возьмем точ- 
ку С. даже не внутри, а на границе 
зоны (например, на луче 41). 





*) у— это всктор, аи — его длина. 
**) Расстояние между. Пи Л даже уве- 
лнчивается; расстояние между С и Л, как 
мы покажем ниже, наоборот, уменьшается. 


У зе -Й с 
| 
0 {© — 
> 5 
чё5 @) 5) 
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Пусть Л, — такая точка на пря- 
мой [, что СЛ, | Е. Даже если бы 
собака бежала наперерез лисе по пер- 
пендикуляру СъТ.:, то и тогда она 
подбежала бы к прямой { лишь од- 
новременно с лисой (Л „Л, = СТ). 
На самом же деле собака бежит к { 
по более длинному пути. Значит, когда 
лиса окажется в точке /Л,, собака еще 
не добежит до [. Легко проверить, 
что при этом она окажется позади ли- 
сы — за перпендикуляром С./Т,. А 
В Такой ситуации, как мы уже виде- 
ли, она не сможет догнать лису. 

3. Так или примерно так начи- 
нает решать обсуждаемую задачу 
большинство людей. 

Интуиция подсказывает, что зону, 
безопасную для лисы, можно еще рас- 
ширить. Как же она выглядит? При- 
мерно так, как на рисунке 4? Нет, 
оказывается, не так... 


$ 3. В движущейся системе координат 


Сделаем решительный шаг, который 
резко упростит все дальнейшие рас- 
суждения. Выберем прямоугольную 
систему координат х, у так, чтобы она 
равномерно двигалась вместе с ли- 
сой *)в направлении оси у. Пусть в 
начальный момент лиса находилась 
в начале координат нашей движущей- 
ся системы (в точке 0). Тогда она все 
время будет находиться в этой точке. 

Как будет двигаться собака от- 
носительно системы х, и? 

Возьмем на плоскости (х, и) ка- 
кую-нибудь точку С (рис. 5, а). 





*) Относительно неподвижного наблю- 


лателя. 


С ь С 
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Если бы эта точка находилась в по- 
кое относительно системы  коор- 
динат х, и, то это означало бы, что 
она движется вместе с лисой) — 
в том же направлении и с той же 
скоростью. 

Чтобы точка С находилась в по- 
кое с точки зрения неподвижного 
наблюдателя, нужно  скомпенсиро- 
вать движение системы х, у, то есть 
нужно заставить точку С двигаться 
относительно системы х, и в направ- 
лении, противоположном наиправле- 
нию оси у, причем абсолютная велни- 
чина скорости этого движення дол- 
жна быть та же, ‘что и у лисы 
{рис. 5, 6). 

По условию задачи собака бежит 
прямо на лису (с точки зрения непод- 
вижного наблюдателя). Значит, от- 
носительшо системы х, у собака учг- 
ствует в.двух движениях: во-первых, 
равномерно движется со скоростью и 
в направлении, противоположном оси 
у, во-вторых, приближается с той же 
скоростью к началу координат. Стрел- 
ки на рисунке 5, в — это векторы 
скоростей в каждом из указаниых 
движений. Результирующую = ско- 
рость движения собаки относитель- 
но системы координат х, и най- 
дем но правилу параллелограмма 
(рис. 5, г). 

До сих пор мы рисовали точку С 
в одном н том же месте на плоскости 
(х, у). На рисунке 6 показано, как 
результирующая скорость зависит от 
расположения точки С. Чем больше 





Рис. 6. 


угол между векторами, которые скла- 
дываются, тем короче вектор резуль- 
тирующей скорости. Если располо- 
жить точку С на отрицательной по- 
луоси оси у, то векторы, которые 
складываются, будут иметь противо- 
положные направления и результи- 
рующая скорость окажется равной 
нулю. Так, разумеется, и должно быть: 
если собака находится строго сзади 
лисы, то она бежит за ней, не прибли- 
жаясь и не отставая, то есть нахо- 
дится в покое относительно систе- 
мы Хх, у. 


$ 4. Собака бежит по параболе 


1. В школе много занимаются квад- 
ратными уравнениями. Каждый стар- 
шеклассник знает, как выглядиг па- 
рабола (график квадратного трех- 
члена). 

Снова посмотрим на рисунок 6. 
Очень похоже, что точки Су, С.. С, 
лежат на параболе. Мы сейчас по- 
кажем, что эго так и есть, если эти 
точки указывают несколько последо- 
вательных положений бегущей со- 
бакн. 

2. Некоторые из вас знают, дру- 
гие — без труда проверят следующее 
свойство параболы: 

Парабола есть геометрическое мес- 
то точек, равноудаленных от некото- 
рой точки О и от некоторой пря- 
мой 4 *). 

Мы сейчас проверим это свойство 
В случае, когда точка О является на- 
чалом координат, а прямая 4 парал- 
лельна осн х ни расположена «под 
ней», то есть при некотором а>>0 
задается уравнением у = —а. В этом 
случае (рис. 7) квадрат расстояния от 
точки (х, и) до точки О равен (по 
теореме Пифагора) 


хи", 
расстояние от точки (х, у) до прямой 


4 равно 
у ар, 
а квадрат этого расстояния равен 





*) Точка О называется фокусом, а пря- 
мая 4 — директрисой параболы. 


43 


Куапетссте.ги 


Ч 


Рис. т. 


(у + а) 2. Для точек, равиоудален- 
ных от Ои 4, выполняется, таким об- 
разом, соотношение 


х р =у-фа*, 
или, что то же самое, 
х* = 2ау + а?. 


Последнее уравнение перепнием 
окончательно в ввде 


х: — а? 


р, (А) 


Все точки, равноудаленные от О 
и 4, лежат, Таким образом, на парабо- 
де, которая задается уравнением (А). 
Так как при выводе уравнения (А} 
мы делали тождественные прсобра- 
зования, То, н обратно, все точке ука- 
заниой параболы равноудалены от 
точки О и прямой 4. 

3. Прежде чем идти дальше, от- 
метим что при р 52а (6 >> 0} парабола 


х2 — 62 
ры (В) 


не имеет с параболой (А) ни одной 
общей точки. Действительно, если 
бы некоторая точка (х, у) принадле- 


у 
„1 





Рис. 8. 
42 





жала обеим параболам, то выполня- 
лось бы соотношение 


х? — а? Хх? — 62 
а о Е, 





Но эквивалентное ему равенство х? = 
—=—а6 невозможно, так как х? > 0, 
а —26 < 0. 

4. Возьмем на плоскости (х, у) 
точку Сь, не лежащую на оси у, ав 
остальном произвольную. Отложим от 
нее в направлении, протизополож- 
ном оси у, отрезок СР, =О0С, 
(рис. 8) н проведем через точку ВБ. 
прямую 4, параллельную оси х. Рас- 
стояние между осью х н прямой д 
обозначим черсз а. Согласно п. 2 па- 
рабола (А) равноудалена от О и 4 
и проходит через точку С,. 

Докажем, что именно по этой па- 
раболе и побежит собака (относи- 
тельно системы х, и), если в на- 
чальный момент сна находилась в 
точке Со. 


Для доказательства представим се- 
бе, что ОСон С„Д. — это туго натя- 
нутые веревки; в точке В. веревка 
С.) привязана к кольцу, которое 
надето на прямую @& и может свобод- 
но скользить по ней; версвка ОС. 
крепко привязана в точке О. Еще, 
пожалуй, представим себе, что в точ- 
ке С, находится не собака, а, скажем, 
обезьяна (у собаки на хватит прыти 
проделать то, что мы ей сейчас по- 
ручим). Дадим обезьяне зоревки и 
попросим подтягиваться по вим обенм 
сразу — одновременно к точке О ин 
к прямой (1. 

Каждый, кто когда-нибудь лазил 
по канату (даже по одному, а не по 
двум сразу), легко представит себе, 
что получится. Перебирая лапами, 
наша собака (то есть обезьяна) бу- 
дет приближаться с одинаковой ско- 
ростью к точке О и к прямой 4. Через 
некотороз время она очутится в точ- 
ке С, «рис. 9); кольцо, скользящее 
без трения по прямой 4, передвииет- 
ся в такое положение Д,, что 
С.Р, |1 4; так как обе веревки уко- 
ротятся на один н тот же кусок, то 
отрезки ОС, и С), будут равны. 
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у т, =. 
Рис. 9. 
Потом она окажется в точке 
С (С.В: а, 96, = СО.) ит.д. 


Так как С., С., С, ит. д. равно- 
удалены от О и 4, то движение, как 
мы и обещали показать, происходит 
по параболе (А). 


$ 5. Решение задачи 


Теперь уже легко ответить на вопрос 
задачи: при каких С. собака догонит 
лису? — Только при С, лежащих на 
полупрямой [ перед точкой Л.. Вся 
плоскость, кроме этого луча, — зона, 
безопасная для лисы. Действительно, 
если точка С, лежит в указанной зоне, 
то относительно системы координат 
х, у, движущейся вместе с лисой, 
собака побежит ло параболе. Через 
некоторое время она пересечет ось х 
и окажется позади лисы. А в этом слу- 
чае поймать лису она не сможет. 

Благодаря введению движущейся 
системы координат, мы сможем легко 
разобраться и в более тонких деталях. 

Двигаясь из точки С. по параболе 
(А), собака все время приближается 
к се директрисе 4, а тем самым — и 
к ее фокусу О. Другими словами, 
расстояние СЛ между собакой и лисой 
все время сокращается. При этом 
(см. рнс. 7) оно стремится к пределу, 
равному а/2. Пусть координаты Со 
были Хо, Ус расстояние С,Ль = 


= Их -|- 0 обозначим через го; сов- 
сем легко проверить, что тогда а/2 = 
== (’о—9о)/2. Таким образом, рассто- 
яние СЛ, первоначально равное го, 
никогда не может стать меньше, чем 
$= (го — Уо)/2. 


А может ли оно стать равным $? 
Этот вопрос нам поможет ре- 
шить рисунок 6. Скорость дви- 
жения собаки по параболе все время 
уменьшается. И хотя (в системе ко- 
ординат х, и) собаке нужно пробе- 
жать путь конечной длины, чтобы СЛ 
стало равным (о — ио)/2, сделать это 
за конечное время она не сможет. 
Точное доказательство этого факта 
потребует некоторых вычислений. 

Пусть С --точка на параболе (А) 
с координатами (х, у), Е — проек- 
ция Точки С на ось х; и(х) —ско- 
рость, с которой Е приближается 
к О. ИМз рисунка 10 видно, что 
и (х)/о =х/у № -у?. Используя урав- 

рр ыы В 
нение (А). находим, что (№ - и? = 
=у--а== (х* -- а*)/2а, откуда и (х) = 
== Заих/(х? + а*) < Зих/а. 

Таким образом, при а/2=х=а 
скорость и(х)< 20; от а/2 до а/4А 
проекция Е движется со скоростью 
и(х), меньшей и; от а/4 до а/8— со 
скоростью и(х}< 1/2 ит. д. То 
есть на прохождение каждого из 
этих отрезков тратится время, боль- 

, се. бо. 
шее т {Т=5:2=4: == 
и т. д.). Значит Е не сможет 


дойти до точки х= 0 ми за какое 
конечное время. Иначе говоря, СЛ 
всегда больше, чем (7, — /)/2. 


о 


Пусть за лисой гонится из точки Со 
не О а охотник, стреляющий без прс- 
маха с расстояния г. Пренебрежем временем 
полета пули, то есть будем считать, что охот- 
ник догнал лису. если приблизился к ней 
на расстоянне г. При каких Сь лисе ие уе 
жать? 





Рис. 10 
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2.В $4 использовалось, что парабола — 
это геометрическое место точек, равноуда- 
ленных от фокуса О и директрисы 4. Вот 
еце несколько задач о параболе*). 

а) Сколько общих точек могут иметь 
парабола н прямая? 

6) Докажите, что через каждую точку 
параболы и = ах" -+- Бх-- с можно — про- 
вести ровно одну прямую, не параллельную 
оси у, которая не имест с параболой других 
общих точек; такая прямая называется ка. 
сательной к лараболе. 

Нанишите уравнение касательной к па- 
раболе ух? в точке (ху, ув = х?); в ка- 
кой точке эта касательная пересекает ось х? 

Напишите уравнение касательной к на- 
раболе (А) в точке хи, уо = (хо — а?’ 2а; 
как связаны направление этой касательной 
и направление вектора скорости, котолую 
имеет собака в точке (х.. у) при движении 
по’ параболе (А)? 

в) Поверхность, которая получается, сс- 
ли вращать параболу вокруг се оси симмет- 
рии (например, параболу у == х* вокруг оси у). 
называстся параболоидом впращения. В зер- 
кальных телескопах применяют зеркала, 
имеющие форму параболоида вращения. Свет 
далекой звезды, илущий лараллельным пуч- 
ком, упав на зеркало телескопа, собирается 
в фокусе. Объясиите этст факт. 

3. Мы выяснили, что в движущейся 
снетеме координат х, у ссбака бежит за ли- 
сой но параболг. А как она движется отио- 
сительно неподвнжного наблюдателя? На- 
рисуйте кривую погони, по которой бежит 
собака в неподвижной системе координат. 

4. На кривую погони немного похожа 
другая интересная кривая — «тракт рни- 
с а». В замечательной киигс Г. Штейн- 
гауза «Математический калейдоскоп»? оиз 
определяется так: когда ребенок, гуляющий 
но тротуару, тащит тележку по мостовой, 
то тележка онисывает линию, которая иа- 
зывастся «трактриса» (что значит «линия вле- 
чения»). 

Пусть, как и раньше, лиса Л бежит по 
прямой [ со скоростью и из некоторой точ- 
ки „7, а собака С бежит прямо на нее (из 
нскоторой точкн С, не принадлежащей {н 
находящейся позади „[.), но не с постоянной, 
а < переменной по величине скоростью. Обоз- 
начим через © угол СЛУ». Как скорость со- 
бакн должна зависеть от &, чтобы собака 
бежала по трактрисе, то ссть чтобы отрезок 
СЛ нмел одну и ту же длину? Пересекаются 
ан еще где-нибудь, кроме точки С„, трак- 
триса н кривая погони, проходящие через 
эту точку? (Гочка „/» при построении обеих 
крнных — одна и та же.) 





*) О других интересных свойствах па- 
раболы можно Узнать, например, нз книги 
И. М. Гельфанда, Е. Г. Глаголе- 
войи 5. Э, Шнол я «Функции и графики», 
«Наука». 1965. 
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На острове Трисельске име- 
ется всего три деревни: 
Правдово, Чередово и Лгу- 
ново. Мэвестно, что жители 
перзси деревни всегда го- 
ворят правду, жнтели треть- 
ей дерезни всегда лгут, а в 
ответах чередовцев ложь 
чередуется с правдой (пер- 
вый ответ чередовца може: 
оказаться как правдой, так 
и ложью). 

Как-то раз приезжий 
встретился с пятью  остро- 
витянамыи, которым он по 
характерным чертам их 
внешности мысленно дал 
следующие прозвища: Ко- 
соглаз, Борода, Курнос, 
Алощек и Длинноух. Желая 
узнать, в каких деревнях 
эти люди живут, ‘приезжий 
попросил первых двух рас- 
сказать ему по порядку, кто 
из какой деревни родом. 
Косоглаз ответия, что Бо — 
родз  чередовец, Курнос 
праздовец, Алощек также 
родом из Чередова, а Длин- 
ноух лгуновец. Борода, од- 
нако, утверждал, что Косо- 
глаз чередовец, Курнос из 
Лгунова, Алощек праздо- 
вец, а Длинноух из Чере- 
доза. Можно ли из полу- 
ченных ответоз сделать вер- 
ные зыводы о родной де- 
ревне каждого из пяти ост- 
роветян? 


ЮНЫМ МЫСЛИТЕЛЯМ 


В Клубе Юных Аыслителей 
нз вступительном экзамене 
каждому поступающему бы- 
ла прежде всего вручена 
записка следующего содер- 
жания! 


ИМНОУРТДЕНМНДИИДОНО 
ВТНЛВАМЕРЕЕКТЕСИ 


причем было сказано, что 
теперь каждыя поступаю- 
щий должен сам знать, что 
ему для продолжения экза- 
мена надо делать. Какое 
указание давала записка? 
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ЗАДАЧНИК КВАНТА 





Задачи 
№186 — М190; 9198 — Ф202 


м186. Лайдите все решения урав- 
нения 


1 1 1 
а -—. 1 
х у 2 
в целых числа, отличных от 1. 
В. Слепченко, ученик 10 класса 


М187. На плоскости заданы две 
точки А и В. Найдите геометрическое 
место третьих вершин С треуголь- 
ника АВС, у которого: | 

а) высота АА’ равна стороне ВС: 

6) медиана АА, равна стороне АС: 

в} медиана АД, равна стороне ВС: 

г) высота СС’ равна медиане ВВ; 

д) высота ВВ” равна медиане СС.. 

_М. А. Квантов 


М188. Между некоторыми из 2я 
городов установлено воздушное со- 
общение, причем каждый город свя- 
зан не менее чем с л другими (беспо- 





Рис. 1. 


Решения задач из этого номера можно посы- 
дать ме позднее 30 марта 1973 года по 
адресу: 117071. Москва, В-71, „Ленинский 
проспект. 15, издательство «Ноуказ, журнал 
«Квант». После адреса на конверте напишите, 
решения коких задач вы посылаете, например: 
«Задачник «Кванта»  М№М186, —М187 или 
«... Ф20б.. 

Решения задач по каждому из предметов (ма- 
тематике и физике), а также новые задачи 
просьба присылать в отдельных конвертах. 
Оригинальные задачи, предлагаемые дая пиб- 
длакации, присылайте вместе с вашими ре- 
асниями этих задач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новоя задача по физике» 
изы в... новоя задача по математике»). 





Рис. 3. 


садочными рейсамн). Докажите, что 
дажеесли отменить любые „—1 рейсов, 
то все равно из любого города мож- 
но добраться в любой другой на са- 
молетах (с перссадками). Укажите 
все случаи, когда такая «связность» 
нарушается при отмене п рейсов. 

А. К. Кельманс 


М189. Три отрезка АВ, ЕЁ и СБ 
проходят через одиу точку О, причем 
точка Е лежит на отрезке АС, а точ- 
ка 2 — на отрезке ВО. Докажите, 
что ЕЁ меныше хотя бы одного из 
двух отрезков — АВ или СО (рис. 1). 

Д. Ю. Григорьев 


мМ190 *. На плоскости. даны деве 
прямые а и 6. В точке А,, находя- 
щейся на прямой а на расстоянии 
меньше | от прямой 6, сидит блоха. 
Затем блоха последовательно прыгает 
в точки В,, А., В. Аз,В», ..., руко- 
водствуясь следующими правилами 
(рис. 2}: 
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{1} точки А,, А., Аз, ... лежат на 
прямой а, точки В, В., В.,,... — на 
прямой 6; 

(2) А.В, = В.А. —=А«В, — 

—=.Выйз — АзВз =— = 1; 


(3) точка А; не совпадает с Ал. 1, 
кроме случая, когда А„В, [а (и, 
аналогично, В„ совпадает с Ва, 
только если В„А„., | 6}. (Нетруд- 
но видеть, что условиями (1) — (3) 
последовательность прыжков, начиная 
с В,А., определяется однозначно.) 

Докажите, что если угол между 
прямымн а и 6 измеряется рациональ- 
ным числом градусов, то путь блохи 
будет периодическим, то есть в нс- 
который момент она попадет в на- 
чальную точку А, н затем будет по- 
следовательно проходить те же самые 
точки В.,А., Вз...., как в начале пу- 
ти, аесли — иррациональным числом, 
то блоха не попадет ни в какую точку 
более двух раз. 


$!98. Конькобежец решил  за- 
тормозить и свел вместе пятки. Хотя 
это и трудно (почему?), но конько- 
бежцу удается удерживать пятки вмес- 
те. Как он будет двигаться дальше? 
Г. Л. Коткин 


$199. Нейтрони легко проходит 
через слой свинца, но задерживается 
в таком же слое парафина, воды или 
другого соединения, содержащего вс- 

дород. Объясните, почему. 
П. Л. Капица. 


$200. В результате импульсного 
разряда конденсатора через разрежен- 
ный гелий происходит нагревание га- 
за ло температуры Т. Оценить вели- 
Та. 


1 2 = 5 
Рис. 3 вн 
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Рис. 4. 


чину Г, если напряжение на конден- 
саторе И = 30 кв, емкость конденса- 
тора С = 18 мкф и газ занимает объ- 
ем 10 л при давленни 10-* мм рт. ст. 


$201. Если к некоторому сопро- 
тивлению подключить аккумулятор, 
то зависимость тока в цепи от време- 
ни будет такой, как показано на рн- 
сунке 3 красной линией. Если к этому 
же сопротивлению подключить дру- 
той такой же аккумулятор, но час- 
тично разряжеиный, то зависимость 
тока от времени будет такой, как по- 
казано на рисунке 3 синей Ливией. 
Если оба аккумулятора подключить 
к тому же сопротивленню вместе, со- 
единив их параллельно, то вначале 
по цепи будет идти ток 1,5 а. Нарн- 
суйте график дальнейшего изменения 
тока в цепи со временем. 

Внутреннее сопротивление акку- 
мулятора в процессе разрядки не 
менястся. 


Ф20Р. Труба радиуса г заполнена 
пористым веществом плотности ро. 
Невесомый поршень, на который дей- 
ствует постоянная сила А, вдвигаясь 
в трубу, уплотняет вещество до плот- 
ности р (рис. 4). С какой скоростью 
движется поршень, ссли уплотнение 
происходит скачком, то есть в трубе 
как бы перемещается с некоторой ско- 
ростью поверхность, справа от которой 
плотность вещества р., а слева 0? 
В начальный момент поверхность сов- 
падает с плоскостью поршня. 
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Решения задач 


М146—М150; Ф164—Ф169 


№146. 2) В вершинах правильного 7Т-уголь- 
ника расставлены черные и белые фишки. 
Докажите, что найдутся три фишки одного 
цвета, аежащие в вершинах  равнобедрен- 
ного треугольника. 

6) Верно ли аналогичное утверждение для 
8-угольника? 

8) Выясните, 4ля каких правильных п-уголь- 
ников аналогичное утверждение верно. а для 
каких — нет. 


а) Ясно. что среди семи вершин сбя- 
зательно найдутся две соседние вершины 
с фииками одного цвета (если бы цвета чере- 
довались, то миогоугольннк нмел бы четнсе 
число сторон). 


Обозначим эти вершины через Ау и А.. 
Можно считать, что стоящие в них фишки — 
белые (рнс. 1). Заметим, что существуют трн 
вершины, каждая из которых сбразует вмес- 
те с вершннами Ау и А‚ равнобедренный тре- 
угольннк; обозначим их через Ао. Азн В. 

-сли в одной из ннх стоит белая ты то 
соответствующий треугольник — А,4:А», — 
АзА:А, или ВАА, — искомый. Если же 
во всех трех этих вершинах черные фишки, 
то треугольник А.АзВ — искомый. 


То же самое рассуждение годится для 
любого правильного л-угольника с не- 
четным п-> 5 (в роли А., Аз выступают 
соседние с Ау и А, вершины, в роли В — 
середина большей нз дуг А,А.). 

6) Для пл = 8 утверждение неверно. При- 
мер расстаиовки черных ин белых фишек, 


А, када Ф 
во , —Ф—. 
и х р ® 
А. ® ФА. 
ь {®) 
А 
э_ ВО 
_@ -© 
В 
а) 
Рис. 1. Рис. 2. 





при которой ннкакие три фишки одного цвета 
не располагаются в вершинах равнобедрен- 
ного треугольника, изображен на рнсунке 2, а. 

Еще легче построить аналогичные при- 
меры для л = 3, 4 и 6 (рис. 2, 6, в, г); воз- 
можны и другие примеры. 

в) Ответ: утверждение верно для п = 5, 
п = 7 нл-> 9. 

Примеры, изображениые на рисунке 2, 
показывают, что утверждение неверно для 
п = 3, 4, 6, 8. Выше мы доказали, что оно вер- 
но для п=5, п = 7 н для больших нечет- 
ных п. Докажем, что оно верно для всех п >> 

АО. 

Предположнм, что для некоторой расста- 
новки фишек в  вершннах правильного 
п-угольника утверждение неверно. Прежде 
всего, ясно, что где-то найдутся две сссед- 
ние вершины с фишкамн одного цвета, — 
если цвета фишек чередуются, то уже средн 
пятн последовательных вершин встретится 
требуемый равнобедренный треугольник. 
Можно считать, что это — вершины А; и А, 
с фишками белого цвета (рис. 3). Тогда по- 
следовательно 


Рассматриваем Делаем РыЫвод 


АзА:А, н ААА 


Ази А: — черные 


АА: Ая — белая 


А.А; Аон А.А. А порт нА; — черные 


А. А.Аз и АА: Аз Санал | А. и з — белые 


Л.А. Аз противоречие 


Можно показать, что верно и более 
енльное В при любом разбиении 
множества (1, 2,..., 9} на два подмножест- 
ва хотя бы в одном из подмножеств встре- 
тятся три числа, из которых одно равно 
полусумме двух других. Мы доказали это ут- 
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Рис. 3. 


верждение прн дополнительном лредположсе- 
нии, ч7т0 4 и 5 принадлежат одному под- 
множеству. Другие случан разбираются ана- 
логично. 


№147. Докожите, что если четырехуголь- 
ник АВС, вписанный в окружность, таков. 
что касательные к окружности в точках А 
и С пересекаются на продолжении — диаго- 
нали ВО, то 

а) касательные в точках В и О пересекаются 
на продолжении днагонали АС; 

6) биссектрисы внутренних углов А и С чг- 
тырехугольника пересекаются на диагонали 
ВР (а углов ВиО — на АС. 


а) Пусть А, В и С—три точки на ок- 
ружности, К — точка пересечения касатель- 
ных, проведенных в точках А и С. Най- 
дем условие, определяющее положение точ- 
ки Р пересечення прямой ВК с окружиостью 
(рис. 4). 

ДА АВК А РАК: угол К у этих трс- 
угольников общнй, а < ВАК = < АБК, 
поскольку каждый из цих измерястся поле- 
виной дуги АВ. Поэтому 


Аб- як БК (1) 
(попутно мы доказалн известную теорему: 
АК? = ВК-КО)}. 


Точно так же АД СВК А ОСК, и по- 
этому 
вс _ ВК _ СК 
Ср” Ею ОИ. (2) 
Правые части в (}} и (2) равны, потому 
что АА = СК, отсюда 
АВ Ар 
вс— СБ. ых. 


Заметим, что отношение АДБ;СР монс- 
тонно увеличивается при движении точки О 
по дуге окружности от А кС. Действитель- 
но, по теореме синусов, нримененной к 
А, АСО (рис. 5) 


д. Г в 


С 
Рис. 4. 
88 


Рис. 5. 


АБ зт< С Е. $и1 (180° — < )О—< 4) 
СВ- эт д " эт < А ыы 
= &п (180° — < 2). с А — 05 (180° — 


—<2р}; 


здесь 180° — <) — величина постоянная, 
$11 (180° — 9 9) > 0, а сн< А монотонно 
убывает при увеличении А от © до 180°— 
— <), то есть прн движении точки Д от С 
к А. Отсюда следует, что условию (3) соот- 
ветствуст одно определенное положение точ- 
кн О (при заданных А, ВнС). 

Факим образом, условие (3) не только 
необходимо, но и достаточно для того, 
чтобы точки В, О н точка пересечення ка- 
сательных, построенных в точках А и С, 
лежали на одной прямой. 

Точно так же можно доказать, что ус- 
ловие, необходимое и достаточное для того, 
чтобы касательные, проведенные в точках В 
и Р, пересекались на прямой АС, можно 
зацисать так: 


ВА _ ВС 
ПДС. © 


Но условия (3) и (3”), очевидно, совла- 
дают: и (3), н (3’} можно записать в сим- 
метричном виде: 


АВ.СР = ВС. АО. 


Зто делает утверждение задачи а) оче- 
видным. 

6) Пусть 2, — точка пересечения бис- 
сектрисы угла А треугольннка ВАД с пря- 
мой ВД (рис. 6). Тогда, как известно, 


_Вы_ _ АВ 
Гут 


Аналогично, еслн Ё, — точка пересече- 
ния биссектрисы угла С с ВО, то 





ви. _ ВС 
Шо — 20” 
Поэтому нз условия (3) следует, что 
в _  ВЁь 
Ре Л.Д“ 


ВЕ 
Но каждому значенню отношения та 


соответствует одна точка Ё на отрезке ВД, 


А 


С 
Рис. 6. 
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поскольку при движении точки РГ от В ко 
эта величина монотонно возрастаст. Поэтому 
точки [1 и Г. совпадают. 


М148. Лоследовательность ху. ха. Ха, ... 
определяется следующими условиями: х = 1, 
х;-= А, для любого п> 1 


(х--В" хи = И хи Жо оп Вх, + 
ое бах хо... В хи. 


Здесь ^. а, В — заданные паложительные чи- 
саа. Найдите хп и выясните. при каком `п 
величина хи будет наибольшей. 


Выпишем равенства, определяющие ха, 
для нескольких первых значений п>1 (поль- 
зуясь условием ху — 1): 


= Ву 
[(- В)? — хз — В3] хз = авхьха -|- аВхтх,, 
[(< -}- В)* — а — В*] х, = 


== азВхзх, с?Вх5 + ахаха. 


— <" — В] хо = аВхт, 


Отсюда находим (пользуясь условием 
Хх: =А) 
р 1 
› Мат Яр 





А2 
Х› = р] 


Естественио иредположить, что 
Ап 


Вр, 


где п! = 1.2....п. Докажем по индукции, 

что это действительно так для всех л (если 

считать, как это принято, что 0! == |! = |, то 
РИ 


формула хи = = верна для п = Онпл = [). 
Мы можем считать известным, ЧТО Хд == 
== т для всех Ап -—1. Тогда из ра- 
венств 


(о + В" — и — Ви] хи = 
Е=п—1 
ии ру ол — АВАхи_рхь == 


&=1 

— И ип—рА "АА 

= эм и 
а (ШК! 


ны т $ САат-КрЕ = 
К 
Ап 
= оеы Ву — 07 Вт 
7 
следует, что Хл = пр, поскольку @ >0и 


В>>0 и общий множитель левой и правой 
частей положителен при п>1. 


РЕ 
3 ® 
| @ 
О 
в! 1 
а 
О 
бот 1 Г 
Го ть р 
ИСТ = м 
О Г 2-лз м 5 


Рис. 7. 


Мы нспользовали выню формулу 


7 пт 
= (п—)! 


для коэффициентов разложениз бинома 
Е=и ь 

<> П-&рА 

р Ска о" 
#=0 


(а 5)" 


о которой рассказано в статье В. Н. Вагу- 
тена (см. стр. 27—-34). 

Выясним, при каком л величина Хл нан- 
большая. Неравенстзо 


Аи Ап 
пи “т 


А 


эквивалентно неравенству л=А. Таким об- 
разом, ири переходе от п — | к л число хл 
увсличивается, если л<.А, и уменьшается, 
если п> А. Отсюда мы получаем ответ на 
вопрос задачи: наибольшее значение хя 
принимает при л — [А] ([^] — наибольшее 
целое число, ие превосходящее 4); если #-— 
— целое число, 10 Хх}; =) — два наи- 
больших числа последовательности хл. 

На рисунке 7 в качестве иллюстрации 
нриведен график последовательности п -— Хи 
для ^=9,5. 


М№М!149. Пусть О — точка пересечения диаго- 
налей четырехугольника АВСР. Докажите, 
что 

®} <сли равны  периметях  шреузольникое 
АВС, ВСО, СОА и ОАВ. то АВСО — пря- 
моугольник; 

6) если равны периметры треугольников 
АВО, ВСО, СРО и РАО, то АСВР — ромб. 


а) Обозначим стороны и диагонали че- 
тырехугольника, как показано на рис. 8. 
Из равенств 

хх а = хх, Киа, 
ха-ха = ах Рж-Нуь, 
складывая их друг с другом (и вычитая од- 


но из другого), находим: х,=Х» Ху == Хз. 
Следовательно АВСР — параллелограмм. 
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9; 


Из равенства 
ха |+ ха Ни == ха хз ух, + х! и» 


теперь следует, что и; = и., тоесть АВСЬЫ— 
прямоугольник. 


6} Выберем ина каждой диагонали АС, 
ВР больший из отрезков, на которой она 
делится точкой О. Можно считать, изменив, 
если нужно, обозначения, что АО>0С, 
ВО>ОВ (рис. 9). Тогда периметр треугольни- 
ка АОВ не меньше периметра треугольин- 
ка СОР, причем равенство возможно, толь- 
ко если АО =0С и ВО =0Ор. (Даля того 
чтобы убедиться в этом, достаточно постро- 
ить треугольник А’ОВ”, симметричный тре- 
угольнику АОВ относительно точки О: 
А’ОВ” объемлет СОБ.) На если АО =ОС и 
ВО = Ор, то из равенства пернметров сра- 
зу следует, что АВ = ВС =СО = А, то 
ест» АВСР — ромб. 

Н. Б. Васильев 


№150. Из чисел 1, 2. .... В составляются 
всевозможные наборы (а, а». .... аа) длины п 
{легко видеть, что их №"). Выбраны ова под- 
множества Ри О таких наборов (один и тот 
же набор может входить ив Р, ив 0). Изве- 
стно, что если взять произвольный набор 
(р. Ра, .-.. Рл) из Р и произвольный набор 
(9. 92,..., 91) из 9, то они будут совпадать 
хотя бы в одном месте (то есть р:= д; для 
некоторого &}. Тогда либо в Р, либо в О не 
более, чем "1 наборов. 


э ооо о Фо ое 
Ф.Ф. ео Фоеое 
о ооо ф@ ео Фо ее 
Ф . › @’ о Фоео ое 
о ооо ® @ оооф 
(8) 5> 
Рис. Ю- 
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Докажите это утверждение 

@) для К = 2 и любого п: 

6) для п = 1,2, Зи любого Е; 

8) Оля произвольных # > Рип- Г[. в 

Попробуйте найти другие ограничения 
на количество элементов в подмножествах Р 
и @, связанных таким условием, 


2) & =2. Набор @ назовем противопо- 
ложным набору @, если @ получен из 4 за- 
меной всех 1 на 2, а 2 на 1. Обозначим че- 
рез ЛЁ множество всех наборов, противопо- 
ложных наборам из М. Наборы 4 и 4 ни на 
одном месте не совпадают. Поэтому, если 4 
входит в Р, то @ не может входить в 0. 
Значит, Ри Я ве содержат одинаковых на- 
боров. Поэтому либо в Р, либо в О ине бо- 
лее половины всех наборов. Но в Рив Р 
одинаховое количество наборов. Значит, лн- 
бов Р, либо в О не более половины всех 


наборов, то есть ве более чем 27-1 набо- 
ров. - 


СР 
У ® 
А 
Рис. 9. 


6) Для п ==1 утверждение очевидно. 

Для п=2 задачу можно сформулиро- 
вать Так: #* точек расставлены на плоскос- 
ти в узлах квадратной решетки (&—1) Хх 
х(А— |) (рис. 10). Некоторые из этих точек 
нужнс закрасить красным, некоторые — си- 
ним цветом так, чтобы любая из красных и 
любая из синих точек лежали либо в одном 
столбце, либо в одиой строке (то есть снтуа- 
ция в) исвозможна). Одну точку можно за- 
крашивать в оба цвета (случай г). Нужно 


оооооое ооооо 

...Ф. ФоФое 

ооофо о ооо 

о Фо ое о ооо © 

ооооо о ооо 
5) г) 


куапетссте.ги 


доказать, чТо всегда Точек какого-то одного 
цвета не более №. Рисунки а} и 6} соответст- 
вуют следующим двум случаям. 

1) В подмножеств? Р есть два таких 
набора (а, а.) и (В. 6.:). что в и 
а, У 6. 

Тогда в © могут входить только 2 на- 
бора (а:, 62) и (В, а). Но 2=, и утверж- 
дение верно. 

2} В подмножеств? Р любыг два наборе 
совпадают в одном месте (для определеннос- 
ти — в первом}. 

Тогда любой набор из Р имеет вид (а, 5}, 
где а — фиксировано. Но таких наборов не 
бэлее К. 

Подобным, но значительно более длик- 
ным рассмотрением случаев можно доказать 
утверждение и при п-=3. Рассмотрим сра- 
зу общий случай. 

в} Пусть Р содержит р наборов, @ со- 
держит $ наборов. Докажем индукцией ло 
п при фиксированиом А более сильное ут- 
верждение: если р >> А"-1\, то при выполне- 
нии условий задачи р-|- (&— 1} 4= &". От- 
сюда будет следовать, что ©сли р 7 #1 то 
|: = 7! 

Если п == 1, то по условию р ==1. Если 
р = 1, то 9 =1. Если 2 рэ, 10:9 =0. 
В любом случае р-|- (Е — [= &. 

Пусть для л-—5 утверждение доказа- 
но. Рассмотрим п = $ + 1. Пусть р -> Аз. На- 
до доказать, что р г (& — 1) 4= #5+1. Обоз- 
начим через Р, множество всех наборов из 
Р, оканчивающихся цифрой 1. Зачеркиув 
в наборах из Р; последнюю цифру 1, мы 
получим можество Р, наборов длины $5. 
Число наборов в Р, (столько же наборов и в 
Р,) обозначим через р,. Точио так же рас- 
смотрим множества Р,..., Ри (наборов, 


оканчивающихся на 2,..., Е); Р...... Рь; 


9,..... Фь; 91»... Чк и числа р». р 


91..--, 9к. По условию любые 2 набора из 
Р; и ©; совпадают хотя бы в одном месте, 
но если ГУР. то в последнем разряде они 
совпадать ие могут, поэтому любые 2 набо- 
ра из Р, и ©, при ГУЕЁ совпадают хотя бы в 
одном месте. Так как р >> #*, то р; 5-1, 


хотя бы для одного р; (так как набор Р 
разбит на & наборов). Можио считать, что 


ра >= #5-1,..., Рш 2 АУТ, 
Рита °1,..., Рь< 1. (4) 


Рассмотрим 2 случая: 
1) м = № то есть 


ри 1, р.<Р-1,..., рык-+. 45) 


Из сказанного выше о Р, и Ч, и пред- 
положения индукции вытекают следующие 
неравенства: 

р (— ПФ =, 
ри т (&— И 9% =. 


Из этих неравенств следует, что 
4:5 5°—1,..., 45 5-1, (7) 
так как р, == #°-1. Сложив неравенства (6) и 


разделив полученное неравенство на # — 1, 
получим 


ра 9. т. (8) 


Если 91 = #'-—\, то точно так же по- 
лучим 


Фа -1-Ра-- > + РА Е. (9) 
Складывая (8) и (9), получим р-+-4= 

= 2.5, а так как р2> #5, то 
= #". (10) 


Если же 4, < #*, то неравенства (9) и 
(10) тем более выполняются ввиду неравзиств 
(5) н (7). В обоих случаях, складывая (8) н 
(9) и прибавляя (10), умноженное на Е — 2, 
получим р-+4 +(# — 2)9 2-8 --(#-— 2), 


или р Иа. 


2) т>!. Тогда, так же как и в слу- 
чае [}, получим 


ра -- 9. 48 =. 
+++ --. 1% <, 
Рт -Г 94 4- --' -- Чт -Р Чт Е 


К 


9: < 5-1, 9, < #1, -.-, 4к55 #1. (12) 
Складывая неравенства(11), получим 


ра -- -- т рт г т — {фт 9) 2 
-|- а (та -- *** 5 9%) =т-Ё". (13) 


Прибавляя к (13) неравенства из (4) для 
Ртзл.---» Ра Н неравенства (12), первые т 
из которых умножены на Е— т, а осталь- 
ные иа # — т — 1, получим ру -|- -*- -РРАТ 
-Н (&Ы—1) (9. -- 1 9т) 5 т (фт) Хх 
Х 5—1 -1- т (Е — т} 1-1 (Е— т) —т— 
— 1) #5? = м5 -1- (Е — т) Е? == #1, то есть 


р-|- (#— 09 1, 
что и требовалось доказать 


Б. В. Алексеев 


Большинству читателей, которые при- 
сылали нам в 1971 году решения задач из 
«Задачника «Кванта», мы направили письма, 
в которых указано, какие задачи решены 
верно, где допущены ошибки. Ниже мы при- 
водим список тех, кто прислал правильные 
и полные решения некоторых из задач 
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№141 — М150. Жирная цифра после фами- 
лик озмацает последнюю цифру номера за- 
дачи. 


С. Абрамов (Москва) 6; М. Ажищев 
{п. Лнтовка Львовской обл.) 1; И. Акулич 
{Хмельницкий} 2, 9; Р. Али-заде (а. Лжер- 
баильский) 2, 6; А. Асасян. (Ереван) 2; 
А. Асташов (Львов) 1—3, 5,6, 8—0; Р. Би- 
далян (г. Кафан) 2; Ю. Бакщи (Мссква) 1, 
3, 5, 6; П. Баньковский (Уральск) 6—9: 
А. Баранов (Семяозерье) 6; А. Борисов 
(Кабарднно-Балкарская АССР) 2; 0. Еег- 
ларян (Сиснан) 2, 6, 9; К. Безденежных (Н. Та- 
гия) 6; С.  Белолилецкий (Киржач) 2. 7; 
А. Блинов (Абакан) 2; А. Блох (Харьков) 2-- 
6. 8; А. Бочаров (Николаев) 2; А. Вальксв 
(Ташкент) 1, 5; С. Вилкомир (Горьковская 
обл.) 3: А. Войновские (Баку) 9; А. Волков 
(Москва) 1, 2; А. Волкев  (Челябииск) 2; 
Ю. Вороновский (Днепропетровск) 2; Г. Вы- 
соцкая (Красноярск) 1—3, 6:. Н. и М. Ган- 
дельсман (Ленинград) 2. 3, 6; Й. Гатац- 
лин (Москва) 2; „7. Генгринсвич (Ташкент) 1, 
2: С. Гладков (Пучеж) 2; А. Гсвш (Черисе 
Московской обл.) 1; А. Гордиенко (с. Пол- 


тавченское) 1. 2, 6; И. Готман (Арзамас 9;- 


А, Григорьева (Грозный) 2; А. Григорян 
(Баку) 1, 3, 5—8; С. Григорян (Ереван) 1. 
2. 5—9; В. Гринман (Москва) 5; Ё. Гурвич 
{Ташкент) 1, 2; Е. Гусев (Павлоград) 2. 3; 
Г. Данилев (Магадан) 6, 9; Г. Дорман (Маг- 
нитогорск) 1—3, 5; В. Дремучев (Горький) 2; 
С. Дужин (Могилев) 1, 5,6; Э. Дяченко (г. Ам- 
душевка Житомирской сбл.) 2, 8; В. Евдо- 
кимов (Ярославль) 9; Е. Гремин (Москва) 6. 
8: А. Жданов (Новошахтинск) 6; А. Ждансв 
{Славянск-на-Кубани) 2, 6; В.  Жёглезный 
(Ленинград) 2: А. Журавлев (Москва) 6; 
Е. Зайцев (Москва) 5; МН. Захотей (с. Кар- 
пинено Котовского р-на) 2; ЛМ. Звегинцев 
{Верхне-Днепровск) 2; Г. Аабальнова (Уфа) 2; 
М. Кауль (Фрунзе) 1,2. 6--9; Л. Книж- 
нерман (Москва) 8; В. Коэтунец {Ровок- 
ская обл.) 6, В, %; О. Кокотсва (Брянск) 2; 
В. Колосов (Киев) 7, 9; В. Котенев (Курск) 9; 
В. Кравчук (Брест) 2; К. — Кудайберденсв 
(Алма-Ата) 8; Ю. Кузнецев (Караганда) 6— 
9; А. Аукуш (Киев) 1—3. 6, 9; М. Курдаг- 


лян (ГССР) 9; С. Лахтуров (Черкассы) 2: 
М. Левин (Витебск) 1, 9: М. Лидиииц {Ба- 
лашиха) 6; Г. Лскотом (Одесса) 7, 9; Г. Ли- 
тингер (Черновцы) 2; С. Мазуренко (Минск) 
6, 9; АД. Макаричев (Львов) 2. 6-9; В. Ма- 
кеев (Ленинград) 3, 5, 6, 8, 9; Г. Малинецкий 
(Уфа) 2; Б. Марьяноескый (Винница) 6, 8; 
К. Нивников (Ярославская сбл.) 1. 2. 8; 
В. Никифорев (Чебоксары) 2, 3; А. Нико- 
лев (Москва) 1—3, 5; ЕЁ. Овчинникова (Се- 
вероуральск) 2; Е. Онегин (Скопин) 2; 
В. Панарин (Красноярск) 6; Н. Пантелеев 
(Жуковский) 5; А. Палин (Гомель) 9; Л. Ла- 
рамонов (Волгоградская сбл.) 12,6, 7. 
9; В. Пекайте {Варняй) 6; А. Печксвский 
(Москва) 1-3, 5—0; А. Питиксв (Пенза) 2; 
П. Полонский (Москва) 6; В. Попов (с. Ок- 
тябрьское Ивановской сбл.) 2; А. Пригсда 
(Караганда) 2; „7. Пугач  (Диепропетровск) 
1—8; 5; Д. Рогозкин (Москва) 3; С. Родио- 
нсв (Саратов) 1, 2, 5; Д. Рудицер (Харьков) 
1, 2,5, 6. 8, 9; Ю. Сайфаль (Давид- Городок) 
2: М. Сапир (Свердловск) 1—3, 6; В. Сац 
(Киев) 2, 3; М. Селиверстсва (Москокская 
сбл.) 2; Д. Сергеев (Воронеж) 6, 9; Р. Си- 
рста (Харьков) 2, 3, 5, 6; А. Скирко (По- 
литотдельсксе Волгоградской сбл.} 2 
С. Скоков (дер. Ссковки) 2; С. Слепнев (Горь- 
кий) 1, 2; В. Слелой (Фруизе) 1, 7; Ц. Сле- 
пой (Черновцы) 6, 8; Б. Слепченко (Челя- 
бинск) 1, 2, 6—9; А. Слесаренко (Рубцовск) 
2: А. Слинкин {Мссква) 1, 3, 5, 8; М. Смер- 
калсв {Рыбииск) 6; В. Смирнсв (Белохово) 6; 
М. Сливаксвский «Москва) 2, 3; А. Сурков 
(Вятские Поляны) 2; П. Сухов (Саратов) 1, 
2.6: А. Ткач (Каменси-Подольский) 2; А. Ту- 
жилин (Москва) 6, 7, 9; Э. Тиуркевич (Чер- 
новцы) 1—3, 5—9; Я. Файнитейн (Жерсон) 2, 
3, 6: М. Францизсв (Никель) 6. 9; С. Цана- 
ва (Тбилиси) 8; Н. Чернов (Кривой Рог} 1-- 
3. 5—9; Арк. Черняк (Минск) 1-3; В. Черт- 
ков (Киен) 6; Е. Чесноксе (Ивановская обл.} 
2. 6; А. Шамардин (Воронеж) 2, 3; 5; В. Ше- 
валдин (Сверяловск) 2: А. Шерстюк (Ннко- 
лаев) 1--3, 5. 8; В. Шредер (с. Михайловка 
Кустанайской сбл.) 2; И. Щербина (Днепро- 
петровск) 2, 5, 6, 8,9; Р. Юлмихаметов 
(Нткулово БАССР) 6: Б. Юсин (Москва), 
23: } 


Ю. П. «„рисоз 





Ф!64. Кубик из пенопласта массой М =100е 
лежит на горизонтальной подставке. Вы- 
соша кубика равна а-=10м. Снизу кубик 
пробивает вертикально летящая пуля мас- 
сой т = 02 (рис. 11). Скорость пули при вхо- 
де в кубик :=100 м/с, при вылете — и.= 
-=95 м/с. Подпрыенет ли кубик? 


Кубик может лодирыгнуть, если сила А, 
действующая на него со стороны пули, ока- 
жется больше силы тяжести Милы[ н. 
Найдем эту силу. Дая этого рассмотрим пулю. 
На нес со стороны кубика действуст такая же 
по абсолютной величине, но противоноложная 
пс направлению сила и сила тяжести тв. 
52 
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Рис. 11. 
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Скорость лули лри пролете сквозь кубик 
меняется незначительно — ее изменение рав- 
но 5 л/с, что составляет всего 5% от скорости 
пули при входе в кубик. Поэтому можно 
считать, что сила Р не зависит от скорости 
пули и постоянна. 

Импульс пули прн пролете сквозь кубик 
меняется благодаря действию на пулю двух 
сил — силы тяжести и силы трения. Если 
время, за ксторое пуля пролетает кубик. 
обозначить т, то : 


т (оз — из) = (2+ ют. (1) 
Время Т найти иструдно. Средняя скорость 
и ва 


полетя пули в кубике равна ©ер = р 


(так как силы, действующие на кубик, по- 
стоянны, то постоянно н ускорение пули, 
а значит. скорость пулн линейно меняется 
со временем). Размер кубика а. Это рассто- 
яние пуля пролетает за время 


а 2а 
р ми 


= 1073С. 


Подставив это значеине т в формулу (1), 
найдем 


т (и, — 02) — тат 
т 


Р— ==5®н*). 


Сила Р больше силы тяжести, которая 
действует на кубик. Следовательно, кубик 
подскочит. 


Ф165. Определить, во сколько раз изменится 
освещенность изображения Солнца, получен- 
ного плосковыпуклой линзой, если линзу раз- 
резать по диаметру и сложить плоскими сто- 
ронами? 


Освещенность изображения ЕЁ равна от- 
ношению светового потока Ф, проходящего 
через линзу, к площади изображения $5. 
Отношение освещенностей для  рессматри- 
ваемых двух случаев можно записать так: 


Ез Фо! 5 Ф, 5, 


В, ра, - 


Освещенность поверхностей линз в обо- 
их случаях одна и та же. Поэтому отношенке 


Ф 
ь 
световых потоков ‹;„_ равно отношению 
1 
площадей лаиз — целой и разрезанной по- 
Эт а 
лам. 3 : т. 
пола» о значит, что Ф, 2 


Теперь найдем отношение 
изображения. 

{зображение Солнца лежит в фокальной 
плоскости лиизы. Обозначим фокусисе рас- 


площадей 





*) Величина тит много меныне изменения 
импульса пули, и ею можно было пре- 
небречь. Это связано с очень малым временем 
взаимодействия лулн с кубиком. 





Рис. 1. 


стояние линзы РЁ, а угол, под которым видно 
Солнце с Земли, “. Так как Солнце на- 
ходится очень далеко от Земли, то можно 
считать, что из каждой точки Солниа на 
линзу попадает параллельный пучок лучей, 
собирающихся в фокальной плоскости лип- 
зы. Поэтому угол я — это угол между пуч- 
ками лучей, идущих от крайних точек Солнца. 

Из рисунка 12 видно, что раднус изо- 
бражеиня Солнца равен 


[23 
ИА 5. 
Так как угол @ мал (% = 30’), то 
[2 © 
1 — к рии Е =. 


Для того чтобы найти размер изображс- 
ния во втором случае, пужно знать фокусное 
расстояние составной линзы. 

Заметим, что оптическая снла двух сло- 
женных вплотную тонких лииз равиа сумуе 
их оптических сил. Действительно, луч, вы- 
шедший из фокуса первой линзы, становится 
после того, как он пройдет эту линзу, парал- 
лельным Главиой оптической оси системы 
н после прохождения второй линзы попадает 
в сс фокус. Обозначив фокусное расстоянке 
сложной линзы Р’, мы можем согласно фор- 
муле линзы написать 


ты а Е, ` 


Но отсюда следует, что фокуснсе рас- 
стояние линзы, составленной из двух По- 
ловинок плосковыпуклой линзы, вдвое меяь- 
ше фокусного расстояния целой линзы. 
Благодаря этому радиус изображения Солн- 
ца во втором случае будет вдвсе меньше, чем 
в первом случае, а площадь изображения се 


в четыре раза меньше, то есть в == 
2 
Позтому = ча "== —.4--2 
р, ибн 


Следовательно, освещенность — изсбра- 
жения Солнца увеличилась в два раза. 


$166. В расположенном горизонтально ци- 
линдре с одной стороны от закрепленного 
поршня находится 1 моль идеального газа. 
В другой части цилиндра — вакуум. Пру- 
жина, расположенная между поршнем и стен- 
кой цилиндра (рис. 13). находится в недефор- 
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Рис. 13. 


мированном состоянии. Цилиндр теплоизо- 
лирован от окружающей среды. 

Поршень освобождают, и после установ: 
ления равновесия объем, занимаемый газом, 
увеличится вдвое. Как изменится темпера- 
тура газа и его давление? Теплоемкости ци- 
линдра, поршня и пружины пренебрежимо 
малы. 


Согласно первому закону термодинамики 
количество тепла ©, сообщенного газу, равио 
сумме изменения внутренней энергии газа 
АИ и совершенной им работы А: 


О=Ви-+А. (1) 


Но в данном случае сосуд теплоизоли- 
ровая ин @=0. Следовательно, 


АИ-НА = 0. {2) 


То есть рабста газа совершается за счет 
уменьшения его внутренней энергии. лоз- 
тому сразу можио сказать, что температура 
газа уменьшается. 

Пусть вначале температура газа была 
Т,. давление Р, и объем И», а после того, 
как поршень освободили и установилось 
равковссие, параметры газа стали соответ- 
ственно Г., Ран И,. причем И, = 21, (по 
условию). 

Изменение внутренией энергии идеаль- 
ного газа пропорционально изменению тем- 
пературы газа н равно 


АИ = су (Т. —Ть, (3) 


где с, — теплоемкость 1 моля газа при шо- 
СТоянном объеме. 

Далее, работа, совершенная газом, равна 
изменению потенциальной энергии дефор- 
мироваиной пружины: 

Ех? 


арта (4) 


{х — смещение поршия). р 


Выразим величину еы через параметры 


м 


газа. й : 
Так как поршень после установления 


равновесия иаходится в покое. то сила упру- 
гости пружины Ё = Ах равна силе давления 
газа Р.З ($ — площадь поверхности порш- 
ия): 
&х = Ро. (5} 
Давление же газа связано с его темпе- 
ратурой уравнением газового состояния. Для 
одного моля газа 


Р.И. == АТ.. (6} 
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Так как объем газа при его расшире- 
ний увеличился вдвое, а изменение объема 
газа равно Эх, то И, =25х, и, следова- 
тельно, 


2Рь5х == ВТ.. (7) 


Принимая во внимание соотношення 
(5) и (7), можно записать 





ВТ, 
ют 
Вх? = те (9) 


Таким образом, 
газом, равна 


работа, совершенная 


Я = =. (10) 


Подставим выражения (3) и (10) 
в равенство (2): 


1 
су (ТГ. —Т,) -- АТ: —0 


Отсюда 
1 





Т, = Г, (11) 


ай 
т 


Действительно, То меньше Ту. 

Теперь посмотрим как изменится давле- 
ние газа. Согласно уравнению газового 
состояния первоначальное давление газа 

г 


у 
Р:, его объем И, = и температура Т, 
были связаны формулой 


у. 
2 





Р: = Юй, 


Разделив это равеиство на равенство 
(6}, получим 


р, от, те 
ты 7 =2(! 4 т 


о ЕН 
(+=) 


Давление тоже уменьшилось. 





$167. К выходу «черног» ящика» подключен 
идеальный амперметр. Если ко входу чящика». 
подключгна батарея с э. д. с. Е и внутрен- 
ним сопротивлением г, то ток через ампер- 
метр ровно в 2 раза меныше, чем в том 
случае, когда ко входу ящика подключены две 
такие батареи, соединенные последовательно. 
Нарисовать простейшую возможную схему 
внутреннего устройства «черного ящика». 
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Рис. 14. 


Схема внутри ящика ие может состо- 
ять только из сопротивлений. Действитель- 
ино, рассмотрим схему, показанную на ри- 
сунке 14, где А — сопротивленне «ящика». 
При подключении одного источника через 
амлерметр должен идти ток 


И 
1 = Ю - г ‚ (1) 
а прин подключении двух источников — ток 
27, причем 
2Е 
7 — ЮР ру . (2) 
Уравнения (1) н (2) несовместимы. Они не 
имеют решения ии при каком ®. Действия- 
тельно, разделнв уравиение (1) на (2), по- 
лучим 


| Ю- 2 
ТРИ 


или 
Ю-г= ВЮ, 
а это невозможно. 


Не спасает дела н подключение сопро- 
тивления параллельно входу или выходу 
ящика. (Покажите это!). Поэтому схема 
внутри ящика должна включать «активный» 
элемент — источиик тока. 





Рис. 15. 


Рассмотрим одну из возможных схем, 
показанную на рисунке 15, и покажем, что 
она удовлетворяет условию задачн. 

При подключении ко входу ящика од- 
ной батареи через амперметр нойдет ток 


ЕЕ, 
РЕГ |” 
а при подключении двух — ток 

| ЕЕ, 
8 1 Ра -|- п 2 


А = 


Так как Л. =2/, то 
2Е-+ Е!) _ 2Е- Е! 
гм = г == 7: ы 
Отсюда найдем 


Е ри 
о Уи ° 
Это равенство связывает между собой 
э. д. с. источника Е; и его внутреннее соп- 
ротивление г;. Знак «—» означает, что ис- 
точник внутри «ящика» включен навстречу 
внешиему нсточнику. 


Ф!68. Шестиугольный карандаш толкнули 
вдоль горизонтальной плоскости, как пока- 
зано на рисунке 16. При каких значениях 
коэффициента трения & между карандашом 
и плоскостью карандаш будет скользить по 
плоскости, не вращаясь? 

На движущийся карандаш действуют со 
стороны плоскости две силы: сила нормаль- 
ной реакции плоскостн № и сила трения Ртр. 
Так как карандаш не должен перемещаться 
в вертикальном направлении, то сила № равна 
по абсолютной величине силе тяжестн: 


№ = тя. 


Сила же трения равна Ртр = а«М — ата. 

Рассмотрим тот момент, когда карандаш 
начал катиться, поворачиваясь вокруг реб- 
ра А. В этом случае обе силы — и сила № 
и сила Ртр — приложены к ребру А. Если 
равиодействующая КЮ этих сил проходит ниже 
центра тяжести карандаша, то есть ниже 


(МИА 


[ад 
з Рис. 16. 


оси карандаша, то момент этой силы отиоси- 
тельно оси карандаша вызывает вращение 
карандаша. Если же сила А проходит выше 
оси, то караидаш не будет вращаться. 

Таким образом, условие того, что ка- 
рандаш не будет вращаться: 


В : 
РЕ 60°, 


или 





тЕ > 
т Уз. 
$5 
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Рис. 17. 


Отсюда находим, каким должен быть 
коэффициент трения: 


| 
ТЕ 


Миогие из читателей, приславших нам 
письма, решали эту задачу, пользуясь сис- 
темой координат, связанной не с плоскостью, 
а с карандашом. Это неннерциальная сис- 
тема коордииат, и в ней на карандаш дей- 
ствует еще сила инерцин 

Ри =— та, 
где а — ускорение карандаша отиосительно 
плоскости. 

Так как это ускорение сообщает каран- 
дашу сила трения о плоскость Ётр = атя, 
то а= о, и поэтому Ри = тав. Карендаш 
вращается вокруг ребра А (мгновенная ось 
вращения), если момент силы Ри относитель- 
но этой точки больше момента снлы тяжести 
(рис. 17), то есть если 

аз 1 
и атр, нли 


144 3 > м. 


Отсюда получаем, что карандаш катится, 
не вращаясь, если 


1 
ты 


Ф!69. Для дальней космической связи исполь- 
зуется спутник объемом У=100 м3, напоя- 
ненный воздухом при нормальный условиях. 
Метеорит пробивает в его корпусе стверстие 
площадью 5$ = 1 см?, Оценить время. через 
которое давление внутри спутника изменится 
на 1%. Температуру газа считать неизмен- 
ной. Универсальная газовая постоянная рав- 
на 8.3.103 дж/град.кмоль. 


Для оценки можно принять, что каждая 
из молекул воздуха в спутнике может дви- 
гаться только вдоль одной из трех взаимис- 
перпендикулярных осей, одна нз которых 
перпендикулярна плоскости отверстия (та- 
кая упрощенная модель часто ‘используется 
в кинетической теории газов). Тогда вдоль 
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Рис. 18. 


этой оси движется в любой момент 1/3 часть 
всех молекул воздуха в спутнике, причем 
скорость половины этих молекул, то есть 
1/6 часть всех молекул, направлена к от- 
верстню. Мз иих за время т отверстия до. 
стигнут н вылетят из спутника те молекулы, 
которые нахойятся от отверстия иа расстоя- 


нии {= от, то есть молекулы, находящиеся 
в начальный момент в объеме И. == $ит, 


где и — средняя квадратичная скорость мо- 
лекул (рнс. 18). (Мы принимаем для оценки, 
что все молекулы движутся с одинаковыми 
по абсолютной величине скоростями, рав- 


ными средней квадратичной скорости И). 
Если число молекул в сдинице объема рав- 
но и, то всего за время т из спутника выле- 
тит 
№ = Зотп молекул. 
Поскольку часть молекул вылетела из 
спутника, изменится число молекул в еди- 
нице объема. Это изменение есть 


м 1 Зотл 


Это соотношение можно переписать В 
виде 


Ап 1 55% 
и вт 

или 
Ап И 


По условию задачи температура воздуха 
в спутнике остается неизменной. Как сле- 
дует из уравнения состояния идеального га- 
за Клапейрона — Менделеева, в этом случае 
давление пропорционально плотности газа 
(а следовательно, и числу молекул в едини- 
ие объема}; Реп. Поэтому 

АР д 


р =” == 0,01. 


Принимая во внимание выражение для 
средней квадратичной скорости молекул 


-.1/ ЗАТ 
Ве и —— 
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можно теперь окончательно записать выра- 
жение для Т: 


т=:6 А Е | а = й 
Р $ ЗАТ 
здесь и — молекулярная масса воздуха. А— 
универсальная газовая ностоянная. 


Подставляя в это выражение числовые зна- 
ченяя, лолучим 


100 29 
—6.0,01-—- | И 
ь 10-* 3.8, 3- 103.273 


== 120 с=:2 мин. 


Нримечание: при решенни задачи было 
сделано несколько упрощающих предполо- 
жений. В частности, не Сыли учтены явле- 
ция, связанные с соударениями молекул. 
Поэтому приведеннсе решение носит оценоч- 
ный характер и результат является пра- 
вильным только по порядку величины. (Стро- 
гое решение задачи гыходнт за рамки школь- 
ной программы. } 


Редакция получила более 600 писем © рс- 
нениями задач Ф159— Ф169. С задачей Ф159 
ло конца не справился ни однн читатель. 
Наиболее инзересный кодход к ее решению 
прислал Е. Шукин (Москва). Большинство 
читазелей успешно справились с задачами 
Ф160, Ф162, Ф!64. Правильные решения 
остальных задач прислали следующие читате- 
. ли (жирная цифра после фамилии означает 
песледнюю нифру номера зздачи): С. Алс- 
хкн (Липецк) 6. 8; В. Адушкин СНоворос- 
снйск) 7; А. Айдаеулови (л. Ново-Кутово 
Чекмачушевского р-на Башкирской АССР} 
5.7 — 8; И. Акулич (Хмельницкий УССР) 7; 
Н. Агищев (Липовка Николаевского р-на 
Львовской сбл.) 1. 7; О. Агошина (Москва) 
5, 7; С. Алексеев (©. Вобрыщево Прнисоснен- 
ского р-на Курской обл.) 7--8; А. Бегвский 
{Гомель) 3, 5, 6; А. Боржиевский {Оршинг 
Хмельницкой сбл.) 7—9; „Г. Брагинский 
(Фрунзе) 1, 3, 5; Г. Вийнтраьб (Киценее) 
-6, 7; Д. Габризлян (Еелая Келктва Ростов- 
ской обл.) 7, 8: В. Гернет (Москва) 3, 6. 7: 
ВБ. Герасимсв (Сарапул Удм. АССР) 6—8; 
Н. Голевко (Прохяздный) 8, 9; Б. Грибов- 
ский (Мссква) 3, 5; А. Григорян (Баку) 3, 
6, 7; В. Еесеев (Новокузнецк) 6—9; В. Ере- 
мин (Медногорск) 6, 8; В. Зубев (Новый 
Оскол) 7; В. Зсеборожкий Ленинград} 7; 


В. Игнатьев (Волгоград) 5, 7—9; Ю. Ильи- 
ных (Кроноткин Краснодарского края) 8. 9; 
Я. Израилевич {Свердловск) 7; В. Канзюба 
({Лнепродзержинск) 3, 8; С. Карпенко (Киев) 
7; В. Карпинский {Сверлловск) 1, 3, 5—7; 
М. Канеккий (Хуст Закарпатской обл. 
УССР) 8; Ю. Ксталев (Ковров) 6, 7; А. Кар- 
ташсв (Москва) 3. 6, 7; В. Колоссв (Кисз} 
7—9; С. Корнилов (Грозный) 3, 6, 7; „7.Коган 
{Черновцы) 3, 6—9; С. Корнеев (Новокузнецк) 
7--9; Ю.Костиксв (Мытищи Московской сбл.) 
8. 9: В. Кривицкий (Норокузнецк) 7—9: 
А. Кравченко (Запорожье) 3, 6, 7: А. Кри- 
четниксв (Сумы) 8, 9%; Н. Кулешсв (Кре- 
менчуг) 7; О. Кузьмин (Москва) 7; М. Кур- 
бачаян (Ереван) 6; Г. Лутинген (Черновцы) 
3, 5, 6; Л. Межерицкий (Полтава) 6, 7; 
С. Молоткев (Златоуст) 3, 9: С. Мазуренко 
(Мниск) 6, 7: А. Марксв (Орджоникидзе) 
6—9; АД. Марексв (Миасс) 8; Ю. Матееев 
(Альметьевск) 8; С. ЛМбеунов (Игбит Сверд- 
ловской сбл.) 8. $; А. Макарычев (Львов) 
7; Р. Нарников (Срдженикидзе) 8, 9; А. На- 
сырсв (Булак-Башинск Хаджабабадского р-на 
Анлижанской сбл. Уз. ССР) 8; Ю. Ништ 
(Салават) 9: А. Ииколиев (Мссква} 3; В. Нови- 
ков (Сгратов) 71; Н. Пантелеев (Геленджик) 
6, 7; Ю. Поленекый (Зеленодольск) 3. 6—8; 
5. Нотанкин (Магнитогорск) 6, 7; Н. Попов 
(Ленянграл) 7, 8; Н. Нарнета (Кременчуг) 
6—9; 21. Ригмант (Магнитогорск) 3, 6, 7; 
В. Рекрут (Киев) 6. 8, 9; Л. Рудицер (Харь- 
ков) 1, 6, 7: А. Ролижен (Фрязино Москов- 
ской обл.} 3, 6—9; 2. Римянцев (Маричинск 
Кемеровской обл.) 7; Н. Румянцев (Грозный) 
3; Л. Степансв (Тбилиси) 3, Т; С. Слепнев 
(Горький) 6, 7; В. Спиридонсв (ст. Марю- 
новка Ннколгевской обл. УССР) 7, 8; Ю. Смо- 
ленцев (Ессентуки) 3. 6: Ю. Сизев (Минск) 
7; С. Ссколсв (Владимир) 6, 7; О. Степансва 
'Мссква) 9; Симхин (Мсскра) 3, 7; 6. Тред- 
гер (Кировоград) 8; Ф. Тахвапцулаин (Таш- 
кент) 3; О. Горонсв {Оренбург) 7; О. Трунсв 
(Джёмал-Абад’ Киргизской ССР) 3. 6. Т; 
Ю. Филиппев (Пинск) 6, 7; Н. Федин (Омск) 
7; Д. Фишман (Черновцы) 3. 6—9; Ф. Фи- 
зылов (Оренбург) 7; С. Хоменко (Подольск 
Московской обл.) 3; Н. Чернев (Кривой Рог) 
6: В. Шифрин (Ростов-на-Дону) 3, 6, 8: 
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Тригонометрические 
уравнения 


М. И. Шобунин, С. В. Черемных 


Практика приемных экзаменов в вузы показывает, что при решении три- 
тонометрических уравнений абитуриенты нередко затрудняются в выборе 
способа решения. 

В простых случаях способ решения однозначно определяется из вида 
уравнения. В данной статье авторы обращают внимание на вопросы, свя- 
занные с выбором наиболее рационального пути решения втех случаях, ког- 
да таких путей несколько. Характер возникающих здесь затруднений 
и некоторые спссобы их преодоления иллюстрируются многочисленными 
примерами. Всюлу в статьс #, [, т, л — любые целые числа. 


Пример 1. Решить уравнение 
2 с053 х + 351? х — 2690$ х — 3 = 0. 
Решение. В данном случае все совершенно ясно. Используя 


формулу зт?х = 1 — со х и применяя подстановку у -= с0$ х, приве- 
дем данное уравнение к виду 


у (25° — Зу — 2) =0, 
| ‹ 
откуда и: =0; у:= — 5; и=2. 


: 2: 
Ответ: х-= + вл; х = а +21. 
Пример 2. Решить уравнение 


6 с053 21 -- 25132 


365527919 > С03 41. 


Рещение. Так как с05 44 -= с05* 22 —$11*2!, то данное уравнение 
приводится к однородному: 


605322452 $1322 =: (с0$? 21 -— 511? 21)(3 с0$ 2 — 51 21). 


Легко проверяется, что с0$2/ 20. Поэтому, деля уравнение на 
с0532{/ и полагая и ={52{, получаем уравнение (и -+ 3) (и? + 1) =0, имею- 
щее один вещественный корень и-= —3 (при этом 3с0$2:— 511 21 20). 


Ответ: {== — - агез- ь 
Пример 3 (МФТИ, 1970). Решить уравнение 


т х (1 — с05х)* + с0$х{1 —зтх} =. 
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Решение. В данном случае путь решения подсказывается симмет- 
рией данного уравнения относительно зтх, созх. Выделяя в явном виде 
простейшие симметрические многочлены относительно зтх и созх (выра- 
жения зпх--с0$х, ут х-с05х), запишем уравнение в виде 


(9пх- созх) — 4зтх-созх + зтх.с05х (т х-- с05х) =2. 


Пусть зтх + с05х=и; тогда и? — | =2зтх-созх и уравнение при - 
мет вид 
и (и —4и-+ 1) =0, 
откуда и, =0, = УЗ, и. =2—у3. 
Уравнение зтх - с0$х =и легко решается, причем, так как |и|= 


= | зп х-+ созх | -| У сс (х = 4) |< 2, то корень и =21у3 не 
подходит. 


Ответ: х= — © + Ал; х=- РН В 
4 4 2 
Следующая группа примеров показывает, что для успешного реше- 
ння предлагаемых на приемных экзаменах задач недостаточно уметь 
свести уравненне к сдному из известных типов (уравнения, приводимые 
к одной тригонометрической функции, однородные, симметрические и др.). 


Пример 4 (МФТИ, 1970). Решить уравнение 


япх -- 2605 х = с0$2х — зт 2х. {1) 


Решение. Переходя в уравнении (1) к аргументу х с помощью 
формул чп 2х = 2;тхсозх и с052х = с032 х — 9х =1 —2 п? х, полу- 
чаем 


их 2 чт? х -- 2 с05х - 2 чт хс0$ хХ — | =0. {2) 


Уравнение (2) можна было бы свести к алгебраическому уравнению 
относительно и с помощью так называемой универсальной подставки 


Хх . 
и= 8 -—-, выразив Зпх и созх через и. Нетрудно убедиться, что в этом 
случае получается уравнение 


Зия -- 2,3 — би? — би —1 = 0. 


Мы не будем находить корни этого уравнения, хотя это можно было 
бы сделать, а попытаемся найти более короткий путь решения, в основе 
которого лежит разложение левой части уравнения на множители. 

Уравнение (2) имеет корень 91пх == —1 (при этом соз х == 0), поэтому 
левую часть уравнения можно разложить на множители: 


(1 -- зп х)(@5тх + 205 х — 1) = 0. 


ы л , | 
тх = — + хе (— "ас —- ЯП. 
Ответ: х > +21; х и 1)" аг 55 
Замечание. Следует подчеркнуть, что метод разложения на мно- 
жители в сочетании с другими методами является одним из наиболее эф- 
фективных прнемов решения тригонометрических уравнений. 
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Пример 5 (МФТИ, 1970). Решить уравнение 


31? 2х -- зи Зх -- яп? 4х -- $1? 5х == 2. (3) 
Решенне. Перейдем к двойному аргументу по формуле 
$11? © == пы | (4) 
С помощью формулы (4) уравнение (3} приводится к виду 
с0$ 4х -- с0$ бх -[ соз 8х -[ со$ 10х = 0. (5) 


Далее, группируя крайние и средние члены и применяя формулы для 
суммы косинусов, получаем 


с0$ 7х. с0$ 2х . с05х = 0. 


я вп. л [5 дл. 
те 3 +5; х= 5 + пн. 

Замечание. Возможность приведения уравнения (3) к виду (5) 
связана с тем, что с помощью формулы (4} уничтожается свободный член 
в правой частн уравнения {3) и получается в конечном счете более про- 
стое уравнение (5). В процессе дальнейшего решения группировка может 
быть произвольной. 


Пример 6 (МФТИ, 1971). Решить уравнение 


Ответ:х = 


$11? Хх -- $112 2х = $112 Зх. 


Решение. Попытаемся и здесь’ использовать формулу (4), хотя 
на первый взгляд кажется, что эта формула малоэффективна. После пре- 
образований получим с0$ 2х -- с0$ 4х = 1 - соз 6х. Преобразуя, далее, 
Г-= 505 25 

2 


по формуле суммы косинусов, получаем с0$ Зх (со х — с0$ 3х) = 0 или 


правую часть последнего уравнения по формуле соз? @ =: ‚ алевую 


с0$ Зх - пл : зт 9х == 0. (6) 
Ал д п 
ы = —` = РН Пн 
Ответ: х 5: Х ве: 


Замечание. К этому же ответу можно прийти и другим путем. 
Если исходное уравнение записать в виде $11? 2х == (чт 3х — чтх) (т Зх -- 
+ зтх) и преобразовать в произведения выражения, стоящие в скобках, 
то мы снова получим уравнение (6). Оба рассмотренных способа преобра- 
зования исходного уравнения примерно равноценны. 


Пример 7. Решить уравнение 


| 2 
= (Нехо? х)-= | — — сах. (7 
р (Чех нсые ) +1 чудеса ) 
Решение. Подстановка и =: {вх достаточно естественна, если вспом- 
И, з 
нить, что сх = п . Применив эту подстановку, получаем 
УЗ и — 23—33 и2+-3и--УЗ =0. (8) 


Далее надо попытаться разложить левую часть уравнения (8) на 
множители. 
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Прежде чем продвинуться в этом направлении дальше, сделаем по- 
пытку упростить уравнение (7). 


3 
Замечая, что 15? х-р с! х= —2+ нъ:, Находим 
Ее 1 с0$2х 
$12 Эх — Уз 5т2х 


и далее, преобразовывая, получим У 3 с05? 2х + “п 2х-с0з2х == 0. Послед- 
нее уравнение легко решается. 
л Ал о. т 
Ответ: ху х= — т (легко проверяется, что при 
этих значениях х имеем эт 2х5 0). 
Решение получено, однако для сравнення доведем до конца решение 
уравнения (7) первым способом, который пока привел нас к уравнению (8). 


Групнировка членов, имеющих множитель у’3, дает уравнение 


8—1) [32—12] ==0, 


которсе имеет корни: и; = 1; и == — 1 = у; и -= — уз. 
Нетрудно проверить, что эти корни приводят к тому же ответу. 

Замечание. Не вызывает сомнений, что в данном случае преоб- 
разование уравнения с помощью перехода к аргументу 2х является пред- 
почтительным по сравнению с подстановкой + = {в х. Мы еще раз убедились 
в том, что нередко увеличение аргумента тригонометрических функций, 
входящих в уравнение, ведет к его упрощению. 

Рассмотрим пример другого типа. 

Пример 8. Решить уравнение 


{6 (120? -- 3х) — 4 (1407 — х) = 2 (80° -!- 2%. (9) 
Решение. Прин отыскании разумного пути решения уравнения (9}, 
очевидно, следует обратить особое внимание на аргументы тригонометрн- 
ческих функций, входящих в уравнение. Связь между этими аргументами 
становится ясной, еслн заметить, что {8 (1407 — х) = — 4 (х -- 40°). Теперь 
целесообразность иснользования замены х -- 40° — { не вызывает сомне- 


ния. С помощью этой замены исходное уравиение преобразуется к виду 
{6 3#-1- 12 Е = 2 чт 2Ь или 


зт 41 | 
©05 #-с05 3 


2 $1124. (10) 


Так как $11 41 -- 2зт 2/с0$ 2/, то уравнение (10) можно представить 
в виде 


251 21 (с0$ 21 — ©0$ 3#.64$ 2) 


с05 #605 $ == 0. 


Преобразуем выражение, стоящее в скобках, используя формулу 
с0$ 24 -= с0$ (31 —- 1) == с0$ 31.605 {+ чт Зё- $1 &. 
Тогда задача сведется к нахождению тех решений уравнения 
тр. зт 22. зт ЗЕ = 0, 
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которые удовлетворяют условию со #.с0$ 3: = 0, то есть к решению урав- 
нения $ ЗЕ == 0. 

дл 

Ответ: х= — 40° + — 


3 
Пример 9. Решить уравнение 


5х 
с0$ Зх -- с0$ 75 =. 


Решение. Если преобразовать левую часть данного уравнения по 


х 1} 
формуле суммы косинусов, то мы получим уравнение с0$ 05-2 = 1. 
Так как при любом а справедливо неравенство |с0$ © | < 1, то полученное 


уравнекие может иметь решения лишь при выполнении условий 





бе] оо] 

с 4 ВХ & ‚ 
или 

в о 

4 _ 4 _ ` 


Этим способом можно было бы найти решение исходного уравнения. 
Однако к цели приводит н другой, более простой путь. 
Левая часть уравнення может равняться двум лишь в том случае, 


когда одновременио имеют место равенства с0$ 3х = [исо$ А: 


2 
2кд 
Находя решения первого уравнения (х — 73 | и нодставляя во второе, 
5Ал 
получаем со5 —з— = 1, откуда Е == бт. 


Ответ: х=4тд. 


В следующих примерах требуется умение использовать понятие аб- 
солютной величины. 


Пример 10 (МФТИ, 1971). Решить уравнение 





1] ] 
що сих = У (11) 


Решение. Правую часть уравнения (11) можно записать так: 
у 5 х—1=148х|—1. Грубой ошибкой было бы отбрасывание знака 
модуля (к сожалению, немало абитуриентов, решавших этот пример, 
допустило эту ошибку). Уравнение (11) принимает вид 


хех вх 1. (12) 


Рассмотрим два случая: фи х >> 0, {5х < 0 (при фах = 0 левая часть урав- 
нения теряет смысл). 

а) Если 46х_>0, то уравнение (12) прнводится к виду свх = —9, 
откуда следует, что сЕх< 0, что противоречит условию {Ех >> 0. В дан- 
ном случае решений нет. 

6) Если #х<0, то, полагая н-=8х, из (12) находим 18° + Эи -- 
--1=0, откуда 


1 1 
бе 
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Оба найденных значения отрицательны, так что условие 1х < 0 
выполняется. 


Ответ: х= — агс1а + пл; х == — а -- тя. 
Пример 11. Решить уравнение 


зтх-Е УЗ с0$ х = У2+соь2х+ ИЗ эт Эх. (13) 


Решение. Так как правая часть уравнения неотрицательна, то 
должно выполняться условие 


зтх-- УЗ созх > 0. (14) 


Если освободиться от радикала путем возведения обенх частей 
уравнения (13) в квадрат, то получим уравненне 


$112 х-- 3 05х23 чтхсозх = 2 + с052х + у’ 3 чт, 
которое после упрощения примет вид 


с0$ 2х = с0$ 2х. (15) 


Мы получили тождество. Это не означает, однако, что исходному 
уравнению удовлетворяют все значения х, так как уравнение (15) явля- 
ется лишь следствием уравнения (13). Уравнения (13) и (15) становятся 
равносильными, если выполняется условие (14). Таким образом, реше- 
ниями уравнения (13} являются все значения х, удовлетворяющие не- 
равенству (14), и только эти значения. Решение неравенства (14) не 
представляет труда. 


Ответ: + 2ли ох + 2пи. 


Замечание. К этому же ответу можно прийти несколько иным 
=. 5 п\ 
путем. Имеем 2-- с052х + у/ Зыт Хх = [| + с0$ (2*— з) = 4 с05? (х тр $] , 


` 


ыы 


д ; ь 
И поэгому нсходное уравнение примет вид со$ |х — =) = |ссз [х —= } 
\ 7 





Мы снова приходим к условию (14). 


Упражнения 


Решить уравнения: 
1. (МФТИ, 1969). зи х -- $13 х-с05х | 31? х с058х 5х. 6953 х -- 605% Х == |. 


2. зп х (1 сах) Г сс88х (1 шх) = 2 Изчйх сс$х. 
3. (МФТИ, 1971). соз?х -|- с05* 2х = с0$? Зх. 


4х 
4. с0$ 3 = сс5йх. 


5. (МФТИ, 1976). У 1-2 х— Ут-+2ав х=2. 
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Московский институт 
народного хозяйства 
имени Г. В. Плеханова 


МИНХ им. Г. В. Плеханова — один 
из крупнейших вузов страны. На его 
10 стационарных и одном заочном 
факультетах сбучается более 14 ты- 
сяч студентов, а на кафедрах трудят- 
ся 500 аспирантов. 

В институте имеются следующие 
факультеты (с дневным и вечерним 
обучением): общеэкономический, эко- 
номической кибернетики, экономнки 
промышленнссти, экономики и орга- 
низации — матернально-технического 
снабжения, финансовый, торгово-эко- 
номический, товароведения промыш- 
ленных товаров, технологический и 
механический. Имеется также заоч- 
ный технологический факультет. Срок 
обучения на дневных отделениях 4 го- 
да, а на вечерних — 5 лет (кроме фа- 
культетов экономической кибернети- 
ки и механического, где срок обучения 
соответственно 5 и 6 лет). 

Наибольшая математическая под- 
готовка обеспечивается на факуль- 
тете экономической кибернетики. Сту- 
денты наряду с общими экономически- 
ми днесциплинами изучают высшую 
математику и программирование на 
электронных вычислительных маши- 
нах, а также цикл новых экономико- 
математических дисциплин. Приме- 
нение ЭВМ в экономических иссле- 
дованиях и планировании студенты 
ссванвают в специальных лаборато- 
риях, сснащенных соответствующими 
машинами ло подготовке и обработке 
информацин и универсальной элект- 
ронной вычислительной машиной 
«Урал 11-Б». Сотрудники кафедры и 
студенты принимают участие в науч- 
ных исследованнях в содружестве с 
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ГВЦ Госплана СССР и другими ор- 
ганизациямн. 

Выпускники ФЭК обеспечиваются 
работой в Госплане и ЦСУ СССР и 
РСФСР, в научно-исследовательских 
институтах, вычислительных центрах, 
экономико-математическнх лаборато- 
рнях и в плановых органах мини- 
стерств. 

Большую математическую — под- 
готовку получают также студенты 
экономических специальностей. Они 
изучают высшую математику, про- 
граммированне, курсы статистики и 
снециальные экономические дисцип- 
лины. На этих факультетах готовят 
экономистов широкого профиля, глав- 
ным образом для работы в системе 
планово-экономических органов, в 
НИИ, на крупных предприятиях. 

В своей многогранной деятельности 
кафедры МИНХ совместно с Госпланом 
ОССР и РСФСР и другими государст- 
венными органамн помогают братским 
социалистическим странам в подго- 
товке и повышении квалификации на- 
цнональных кадров, делятся опытом 
и оказывают помощь родственным ка- 
федрам многих экономических вузов 
страны. Изданы оригинальные учеб- 
ники и учебные пособия. 

К проведению научных исследо- 
ваний широко привлекаются студен- 
ты, которые участвуют в разработке 
хоздоговорных тем н других иссле- 
дованиях, успешно выстулают на рес- 


публиканских конкурсах  студен- 
ческих научных работ. 
На экономических факультетах 


вступительный экзамен по математн- 
ке только письменный. На разлнч- 
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ных факультетах требования по мз- 
тематике разные, поэтому варнанты 
для письменного экзамена предлага- 
лись неодинаковой трудности. С этой 
целью все задачи и варнанты в целом 
получили оценку В «баллах» по труд- 
ности. Задачи были разбиты на три 
группы: легкие (1, 2, 3 балла), сред- 
ние (4, 5, 6 баллов) и трудные (7, 8, 
9 баллов). 

Варианты с суммой баллов выше 
25 предлагались на факультетах эко- 
номической кибернетики, товарове- 
дения промышленных товаров, эко- 
номики промышленности и торгово- 
экономическом. 


Общезкономический факультет (24) 


1. Из пункта А по одному шоссе выез- 
жают одновременно два автомобиля, а через 
час вслед за ними третий. Еще через час рас- 
стояние между третьим н первым автомоби- 
лями уменьшилось в 1,5 раза, а между треть- 
нм и вторым — в два раза. 

Во сколько раз скорость первого авто- 
мобиля больше скорости второго, если из- 
вестно, что третий не обгонял первый и вто- 
рой? 

2. В правильную четырехугольную пи- 
рамиду вписан шар. Расстояние от центра 
шара до вершины пирамиды равно а, аугол 
наклона боковой гранн пирамнды к плоско- 
сти основания равен ©. 

Определить. полную поверхность пира- 
мИды- 

3. Решить уравнение 


с05 7х -- $112 Эх == 60$ 9х — 605 х. 


4. Решить уравнение 181 00х— 
— 16? 10х-г 162 х== 6. 


Факультет экономнческой кибернетнкн (27) 


1. Из пункта А выехал первый велосипе- 
днст, а ему иавстречу из пункта В одновремен- 
но выехал второй. После встречи оба вело- 
сипедиста направились в пункт В, и второй 
прибыл в В на 2 часа раньше первого. 

Найти скорости велосипедистов, если 
известно, что расстояние АВ равно 100 км 
и что второй велосипеднст все расстояние 
АВ проходит на 3 часа 20 минут быстрее 
пзрвого. 

2. Диагонали прямой четырехугольной 
призмы составляют с основанием углы & 
и В. Высота призмы равна Н. Определить 
объем призмы, если днагонали основания 
пересекаются под уголом 7. 

3. Решить уравнение 


1 \2х—2 
е+ (>| + 


+не+у() 3-0. 


4. Решить уравненне 
8 05° х-- 2 ИТ зах = 3, 


д 3 
если х заключен между 7—2” н 79 Я. 


Финансовый факультет (25) 


1. Определить стороны треугольника, 
если медиана н высота, проведенные из од- 
ного угла, делят этот угот на три равные 


-части, а сама меднана равна 10 см. 


2. Решить уравнение 
102 2х -- 102 Зх = 02 -| 12 3. 

3. Два автомобиля вышли одновременно 
навстречу друг другу, первый из города А, 
а второй из города В, расстояние между 
которымн 280 км, и через 4 часа встретились 
в пункте р. После встречи первый автомобиль 
пришел в город В на 2, часа позже, чем вто- 
рой пришел в город А. Определить среднюю 
скорость каждого автомобиля. 

4. Решить урзвнение 


Е | р: 
эт ха 2х-$т Зх = т 4х. 


Факультет товароведения 
промышленных товаров (26) 


1. От пристани А одновременно отпра- 
вились вниз катер и плот. Катер спустился 
вннз по течению на 96 км, затем повернул 
обратно и вернулся в А через 14 часов. Най- 
ти скорость катера в стоячей воде и скорость 
течения, если известно, что катер встре- 
тил плот на обратном пути на расстоянии 
24 км от А. 

2. Около круга описана трапецня с уг- 
лами при основанин & н В. Найти отношение 
площади трапецин к площадн круга. 

3. Решить уравненне 

2х — 2+1. 3-2 — 8. 32-3 0. 

4. Решить уравнение 


Ех сых а 
2х оно = 9х. 





Факультет экономики и организации 
матернально-технического снабжения (24) 


1. Решить неравенство 


НЕ (х? — 9+ 16 > м2. 
3 


2. Найтн объем пнрамнды, основанием 
которой служнт треугольник с углами @ 
и В, если высота пирамиды равна Й и сбра- 
зует с каждым боковым ребром угол ф. 

3. Два туриста вышли одиовременно из 
пунктов А и В навстречу друг другу и встре- 
тились в 4 км ст пункта В. Продолжая дви- 
жение и достигнув соответственно пунктов 
В нА, туристы сразу же повернули обрат- 
ио. На обратном пути они сиова встретились, 
но уже в 2 км от пункта А. Эта встреча прон- 
зошла через 2 часа после первой. Найти ско- 
рость движения туристов и расстояние меж- 
ду пунктами А и В. 
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4. Решить ураенение 


1 1 
5 Е Ззтех — З5тх = —2 605 2х. 


Факультет зкоиомики промышленности (26) 


1. Два поезда выходят одновременно 
из пунктов А и В навстречу друг другу ни 
встречаются на расстоянни 60 км от середины 
АВ. Если бы первый вышел на 2 часа позже 
второго, то они встретнлись бы на середнне 
АВ. Если же, наоборот, второй вышел бы 
на 2 часа позже первого, то они встретились 
бы на четвертн пути от В. Найти расстояние 
АВ н скорость поездов. 

2. Дана правильпая шестнугольная пн- 
рамида высоты М, все семь граней которой 
равновелики. 

Найтн объем и полную поверхность. 

3. Решить уравнение 

256 
1обз хз -|- 08а х? = : о 1. 





4. Решить уравнение 
с0$ 2х -- 4 $112 х = ИЗ т 9х. 


Торгово-экономическнй факультет (26) 
1. Решить уравнение 


9 


2. Оспованием пирамиды служит равио- 
бочная трапеция, У которой боковые сторо- 
ны равны верхнему основанню и равны а, 
а сстрый угол равен ©. Боковые ребра пира- 
милы образуют с плоскостью осиовання угол 
Ф. Определить объем пнрамнды. 

3. Из пункта А в пункт В выехали од- 
новременно два автомобиля. Скорость вто- 
рого автомобиля больше скоростн первого 
на 10 км/час. Через полчаса из А в В выехал 
третнй автомобиль со скоростью 60 км/час, 
который догнал первый и через полтора -ча- 
са после этого догнал второй. Найти скорости 
автомобнлей. 

4. Решить уравнение 


2 ци? Зх -- ми? 6х=2. 


о ы 1 | 
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Неправильные 
калейдоскопы 


В «Кванте» № 8, 1972 г. 
(стр. 46) в статье «Калейдо- 
скопыт рассказывалось о том, 
что па фотографии в калей- 
доскопе можио получить два 
изображения в одной точке: 
разные участки объектива бу- 
дут снимать разные нзобра- 
жения, если хотя бы один 
утол ри: будет от- 





янчен от 


п 





Прн этом объектив надо 
помещать как можно ближе 
к вершине этого угла. Но ес- 
лн объектнв Днафрагмиро- 
вать, то перекрытня исчез- 
нут. На фотографнях в статье 
различие между снимками 
было незначительным. Здесь 
мы помещаем более убеди- 
тельные сиимки. 

А. Виленкин 
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Телевизионные 
физико-математические 
курсы для поступающих 


в вузы 


В этом номере мы продолжаем  публи- 
кацию материалов телевизнонных курсов- 

На физическом отделении курсов в течс- 
нне января — февраля изучались следующие 
темы: 

1) Электрические заряды. Электрнческое 
поле. 

2) Проводинки и днэлектрнкн в элек- 
трическом поле. Электроемкость. 

3) Электростатика. Решение задач. 

4} Электрический ток. Механизмы про- 
водимостн. Закон Ома для участка цепи. 

5) Электродвижущая сила. Закон Ома 
для полной цепн. Закон Джоуля — Ленца. 

6) Электрический ток. Решение задач. 

Предлагаем вам испробовать свои силы 
в решенни некоторых тнповых задач. 

1. Два металлических шара имеют оди- 
наковые заряды. Величнна каждого заряда 
9 = +10-* к. После соедниения шаров тон- 
ким проводником потенцнал их стал равным 


ф — 1208. Определить раднус первого шара, . 


если емкость второго С, == 10 лкф. 

2. Горнзоитально расположенное тонксе 
кольцо радиуса А = 20 см равномерно 
заряжено, плотность заряда д == — 10-7 к/см. 
Из центра кольца начинает падать тело мас- 
сой т =- бгн зарядом 4, = —10-8 к. Опре- 
делить ускорение тела в тот момент, когда 
оно будет на расстоянии Я = 30 см от плс- 
скости кольца. 

До февраля на телекурсах на занятиях 
по математике, кроме тем, перечисленных 
в предыдущем номере журнала, были нзу- 
чены еще такие темы: 

по планинметрин — треугольни- 
кн и миогоугольннки, подобие плоских 


фигур, метрические соотношения между элс-. 


ментами плоских фигур, окружности, пло- 
щади, применение тригонометрнн прн решс- 
нин планиметрическнх задач; 

по разделу «функцин игра- 
фнки» — свойства функцни и применение 
нх к построению графиков функций, прнемы 
построення графнков функций, взаимно-об- 
ратные функинн, показательная и логариф- 
мическая функция, логарифмы и нх свойства. 


Предлагаем читателям журнала по ук=- 

занным темам контрольную работу. 
Контрольная работа №2 

1. Основания трапеции равны а и 6. 
Найтн длину отрезка, соединяющего сере- 
дины диагоналей. 

2. На сторонах АВ и ВС треугольника 
АВС построены квадраты АРКВ и ВЕРС. 
Доказать, что отрезок КЕ в 2 раза больше 
медианы АМ треугользнка АВС. 

3. Биссектриса угла треугольника делит 
противолежащую сторону на отрезки 4 см 
и2 см, а высота, опущенная на ту же сторопу, 


равна |/ 15 см. Найти длины сторон треуголь- 
ннка, если известно, что они выражаются 
целыми числами, 

4. В окружность вписан правильный 
треугольник АВС. На дуге ВС взята проие- 
вольная точка М и соединена хордамн с вер- 
шинами треугольника. Доказать, что АМ == 
=ВМ -- СМ. 

5. На гипотенузе АС прямоугольного 
треугольннка АВС построен квадрат. Центр 
квадрата соедннен с вершиной В. На какие 
отрезки разбнлась гипотенуза, если нзвестно, 
что катеты треугольника равны 21 см и 28 сл. 

6. В трапеции АВСР диагонали пере- 
секаются в точке О. Площадь треугольника 
ВОС равна 5?, площадь треугольника АОР 
равна а?. Найтн площадь трапеции (АД 
и ВС — основания). 

7. В треугольнике однн из углов равен 
60”, а противолежащая этому углу сторона 
делнтся точкой касания вписанной окруж- 
ности на отрезки а н Ь. Найти площадь тре- 
угольника. 

° 8. Вычислить 491-025 108; 35 

9. Вычнелить юб;, 16, если известно, 

что 1021428 = а. 





х 


10. Построить график функцин у= ИТ 


И. А. Дьяконов, 
А. Г. Мордкович, 
И. Н. Наслузов 
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вант» для младших школьников 





ЗАДАЧИ 


1. Мышке до норки 20 шагов. 
Кошке до мышки 5 прыжков. Пока 
кошка совершит один прыжок, мыш- 
ка сделает 3 шага, а один кошачий 
прыжок равен по длине 10 мышиным 
шагам. 

Догонит ли кошка мышку? 

2. Как можно измерить высоту 
телеграфного столба, имея в своем 
распоряжении только небольшую ли- 
нейку? (На столб залезать нельзя). 

3. Найдите наименышие натураль- 
ные числа а, 6 (6 > 1), удовлетво- 
ряющие равенству 


ть? 
Уатта Уа=ь, 

4. Канал представляет собой же- 
лоб, установленный на сваях. Ме- 
няется ли сила давления на сваи, ког- 
да по каналу тянут баржу? 

5. На прямой через равные про- 
межутки поставили 10 точек, они за- 
няли отрезок длины [. На другой пря- 
мой через такие же промежутки по- 
ставили 100 точек, они заняли отре- 
зок длины [.. Во сколько раз Г, боль- 
ше [2 

6. По шоссе со скоростью 100 км/ч 
движутся машины. При этом расстоя- 
ние между машинами, идущими друг 
за другом, около 15 м. Можно ли 
потребовать, чтобы на более узком 
участке «для обеспечения безопас- 
ностия скорость машин понижалась 
до 15 км/ч? 
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КАРТЕЗИАНСКИЙ ВОДОЛАЗ 


Бумажный кораблик легко дер- 
жится на воде, но, когда бумага нг- 
мокает, кораблик тонет. Сухой ко- 
раблик держит на поверхнссти’ воды 
воздух, находящийся год куполом. 
Если купол намокнет и расползется, 
то воздух из-под него БЫЙДЕТ, и ко- 
раблик утонет. А нельзя ли сделать 
так, чтобы воздух то выходил из-под 
купола, то входил, а кораблик то 
тонул, то всплывал — по нашему же- 
ланию? 

Оказывается, можно. Впервые та- 
кую игрушку сделал великий фран- 
цузский ученый и филсссф Рене Де- 
карт, и теперь ее называют «карте- 





зианским водолазом» (по латыни Рене 
Декарт звучит как Ренатус Карте- 
зиус). Только в ней воздух не входит. 
и не выходит, а сжимается или рас- 
ширяется. 

Устройство «водолаза» показано на 
рисунке. Возьмите молочную бутыл- 
ку, пузырек от какого-нибудь лекар- 
ства и надувной резиновый шарик 
(им придется пожертвовать). Бутыл- 
ку наполните водой почти до гор- 
лышка. Пузырек опустите отверстием 
вниз в воду и, наклонив его, впустите 
в него немного воды. Количество воды" 
в пузырьке надо отрегулировать так, 
чтобы пузырек держался на поверх- 
нссти воды, но от малейшего толчка 
уходил под воду (удобно взять со- 
ломинку и через нее вдувать Под водой 
роздух в пузырек. пока он не всплы- 
РЕТ). Затем накройте горлышко бу- 
тылки резиновой пленкой от шарика 
и привяжинте се ниткой вокруг гор- 
лышка. 

Нажмите на пленку — и «водолаз» 
пойдет ко дну. Отпустите — и «во- 
долаз» всплывет. Тонет он вот почему. 
Когда вы нажимаете на пленку, воз- 
дух под ней сжимается, давление в 
бутылке увеличивается и загоняет в 
пузырек еще немного воды. Пузырек 
становится тяжелее и опускается. 
Как только вы отпускаете пленку, 
давление в бутылке уменынается, сжа- 
тый воздух в пузырьке выгоняет лиш- 
июю воду, и «водолаз» всплывает. 

А теперь попробуйте решить сле- 
дующую задачу (если вы сделаете 
«водолаза», то можете провести и 
эксперимент). 

Задача. При увеличении дав- 
ления воздуха над поверхностью во- 
ды «картезианский водолаз» тонет. 
Опускается ли «водолаз» до дна при 
небольшом увеличении давления или 
может остановиться «по дороге», не 
дойдя до дна (то есть можно ли 
убрать резиновую пленку и нисполь- 
зовать эту игрушку как барометр, 
отметив на бутылке глубины погру- 
жения «водолаза», соответствующие 
разным давлениям над водой)? 


А. НЫ. Виленкин 
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ИНФОРМАЦИЯ 





Экономико-математическая 
школа при экономическом 
факультете МГУ 


Знания, которымн не обладают школь- 
вики, ессьма обширны. Эта переделка афо- 
ризма Бернарда Шоу как нельзя более отно- 
сится к экономике: школьники плохо зна- 
комы с экономикой н имеют о ией самые 
противоречивые сесдення. Да и трудно 
понаслышке составить ссбе верное пред- 
ставление о столь слежном предмете. Даже 
титаны человеческой мысли ке были сдины 
в ее оценке. Так, одни из творцов квантовой 
механики Макс Планк вачинал с экономики, 
но она локазалась ему слушком трудной, 
и он сбратил свой разум к болес легкой, 
10 его мнению, физике. 

Дать школьникам представление о сс- 
временной экономической науке, познако- 
мить с основнымн экономическими поиятия- 
мн, дающими ключ к пониманию социальной 
действительности, привить вкус К эконо- 
мике — рот цель созданной в 1968 году при 
МГУ — Экономико-математической — школы 
(ЭМВУ. 

В ЭМШ принимаются  девятикласени- 
ки и десятиклассники. Все поступающие 
сдают письменный экзамен по математике — 
отдельно 9-е и отдельно 10-е классы (пред- 
лагаемый вариант содержит по 4 задачи, ве- 
которые из пих приЕедены в конце статьи). 
В сентябре 1972 года на вступительный экза- 
мен пришло около 700 ребят. Пришлось с ве- 
ликим сожалением отобрать из них 120 девяти- 
классников и 80 десятиклассников. Счаст- 
ливчики вместе с 70 «старыми» слушателями 
(ребятами, которые занимались в ЭМШ в де- 
вятом классе) в октябре пристулили к за- 
НЯТИЯМ. 

Занятия в ЭМ проводятся два раза в 
исделю во второй половине дня. Девятиклас- 
сники (наш первый курс) изучают введсиие 
в современную математику и основы лоли- 
тической экономии. В математический курс 
включены в первую очередь те разделы, ко- 
торые используются в современной  эконо- 
мической науке и способствуют формиро- 
ванню логического мышления, столь харак- 
терного для современного экономиста. Это 
основы теорни множеств, высшей алгебры, 
элементы математической логики и матема- 
тического анализа, введенке в теорию вероят- 
ностей. С политической экономией ребята 
зиакомятся примерно в объеме первого тома 
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«Капитала» К. Маркса. Для них становятся 
близкими такне понятия, как «товар», «день- 
ги»,  «калитал», «прибавочная стоимость» 
и т. д. Многие ребята сткрывают для себя 
новую, сорершенно  кеизвестную и уплека- 
тельную науку. 

Джятиклассники слушают  сдин кз 
спецкурсов на выбор: «Диалектика и гполят- 
экономнях,  «Макроэкономические моделих, 
«Современные методы  планировання и уп- 
равления», «Математические методы анализа 
эконсмики», — «Экономические приложения 
теория нгр», «Кибернстнческие системы». 
Спецкурсы — это серьезные чкусочки» сов- 
ременной науки, но читаются они так, чтобы 
икольникам было и ннтересна. и чюнятно. 
Помимо сисикурсов у десятиклассников ве- 
дутся занятия по элеменитариой математи- 
хе, на которых они более глубоко зиако- 
мятся с некоторыми разделами школьного 
курса. 

По окончании ЭМШ слушателям выда- 
ется  [Выпускное свидетельство. Основная 
часть выпускииков поступает. конечно, на 
одно из двух отделений экономического фа- 
культета МГУ (отделение политической эко- 
номия или отделение планирования и эко- 
номической кибернетики). Часть ребят из- 
бирает другие экономические вузы, например. 
Московский институт народного хозяйства, 
Московский — экономнко-статистический ин- 
ститут- 

Научно-методическое руководство ра- 
ботой ЭМШ осуществляет Предметная ко- 
миссия, состоящая из преподавателей кафедр 
политической экономии и математических 
методов анализа экономикн. 


Организационную работу ведет Совет 
ЭМШ, куда входят аслиранты и студенты 
экономического факультета. 


В работе ЭМШ принимают участие пре- 
подаватели, аспиранты и студенты экономи- 
ческого факультета МГУ, мехмата МГУ, иа- 
учные сотрудники Института мировой эко- 
номики и международных отношений и Цен- 
трального — экономико-математического ин- 
ститута Академии наук СССР. 


Очередные вступительные экзамены в 
ЭМШ состоятся в сентябре 1973 г. 


Ждем вас, будущие экономисты! 
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Задачи кз варнантов вступительного 
экзамена по математике в ЭЗМШ 


9-й класс 

1. На заводском складе хранилось более 
ста одинаковых коробок с заготовками. Вслед- 
ствяе потребления количество заготовок че- 
рез некоторое время уменьшилось. Когда 
в каждой коробке осталось лишь ро семь 
заготовок, иа склад привезли еще 14 пол- 
ных коробок, после чего общее количество 
заготовок оказалось на три меныше, чем до 
потребления. Сколько коробок с заготовками 
хранилось иа складе первопачально? 

2. В квадрате со стороной а середииы 
двух смежных сторон соедннены между ссбой 
и с противоположной вершиной квадрата. 
Вычислить площадь полученного треуголь- 
ника. 


3. Найти Аи 1, если они являюлся кор- 
иями уравиения х?-г #х | {= 0. 


4. Тридцать студентов с пяти курсов 
придумали сорок задач для олимпиады, при- 
чем однокурсники — одинаковое число задач, 
а студенты с разных курсов — разнсе. Сколь- 
ко студентов придумали ровио по одной за- 
даче? 


5. Утром в магазин привезли шесть 
бидонов молока, в которых было 15, 6, 
18, 19, 20, 31 литров. До обеденного перерыва 
было продако полностью молоко из трех 
бидонов, а к закрытию магазина лродали 
целиком молоко еще из двух бидонов. Ока- 
залось, что утром было продано молока вдвсе 
больше, чсм после обеда. Установить, из 
каких бидонов было продано молоко до обе- 
денного перерыва. 


6. Высота остроугольного треугольника 
равна 25 см. На каком расстоянии от вершииы 
нужно провести прямую, перпендикулярную 
этой высоте, чтобы площадь треугольника 
разделить пополам? 

7. Определить @ так, чтобы сдин из 
корней уравнения 


15 
№— 1 х--а-=0 


был квадратом другого. 

8. Семь  грибников собрали вместе 
100 грибов, причем все семь собрали разисе 
число грибов. Доказать. что есть трсе грнб- 
ииков, которые собрали вместе ие меньию 
50 грибов. 

9. На доске написано пять целых чисел. 
Сложив их попарно, получили следующие 
десять чисел: 0, 2,4, 4, 6, 8, 9, И, 13, 15. 
Какие пять чисел были написаны иа доске? 

Ю. На основании равнобедренного тре- 
угольника как на хорде построена окруж- 
ность, касающаяся равных сторон треуголь- 
ника. Найти раднус окружности, если сс- 
нование треугольника равно а и высота $. 

11. Определить а так, чтобы уравнения 

х№-х+а=о 
х ах! =0 
имели общий корень. 


10-й класс 

1. Имеется п городов. Каждый город 
соединен с каждым другим авиалниией, 
причем не по всем линиям движение возможно 
в обе стороны. Доказать, что можно выбрать 
такой маршрут, чтобы проехать по всем го- 
родам. 

2. Маугли попросил сбезьян принести ему 
орехи. По дороге обратно обезьякы передра- 
лись я каждая кинула в каждую по одному 
ореху. Принесли они 26 орехов. Сколько было 
обезьян и сколько каждая из них сорвала 
орехов (все обезьяны сорвали орехов поров- 
ну)? 

3. Мальчик купил черные караидаши 
по 3 коп., красные по 5 коп., синие по 
7 кон. — всего 8 карандашей на 42 коп. Из- 
кестно, что количество красных карандашей 
минус количество черных — полный квад- 
рат. Сколько куплено карандашей каждого 
вида? 

4. Решить в целых числах 3^ - 4% = 5%. 

5. Три рыбака наловили рыбы и легли 
спать. Первый проснулся, увидел, что число 
рыб не делится на три, Рыбрссил одну рыбу, 
забрал треть сставшихся я ушел. Проснулся 
второй, увидел, что число рыб ие делится на 
три, выбросил одну, забрал треть оставшихся 
н ушел. Аналогично, не зная, что товарищи 
ушли, поступил и третий рыбак. Определить 
минимальное чнсло рый, которое они могли 
поймать. 

6. Дано число, взаимно простое © 30. 
Доказать, что остаток от деления его на 30 — 
число простсе. 

7. В зоопарке живут слоны, львы и косо- 
роги, всего 30 животных. Для них есть три 
вида клеток, всего 7 штук. В каждой клетке 
сидит 2 носорога, или 4 льва, или 7 слонов. 
Сколько клеток каждого вида? 

8. Дан выпуклый четырехугольник с пе- 
риметром Р. Его стороны раздвигаются иа 
единицу вовне, затем продолжаются до пере- 
сечения. Доказать, что площадь нового че- 
тырсхугольника больше Р -!- 3. 

3. Сколько имеется чисел от | до 1000, 
которые делятся либо на 5, либо на 7, либо 
ва то и другсе? 

10. В прямоугольном треугольнике 
< целочислекными сторонами длина гипо- 
тенузы делится на 3. Доказать, что длина 
каждого из катетов делится на 3. 

11. Дано лятизиачиое число. Если при- 
писать единицу впереди него, то мы получим 
шестизначное число, которое втрое меныге 
шестизначного числа, полученного припн- 
сыванием единицы в конце. Найти это число. 

12. Даиа окружность и точка А вне ее. 
Из точки А гроведены секущие АВ и АС, 
пересекающие окружность в точках М и К 
соответственио. Доказать, что треугольники 
АМК в АВС подобиы. 

В. В. Иванов 
А. Г. Фонотсв 
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РЕЦЕНЗИМ, БИБЛИОГРАФИЯ 





Отпугивающая 
реклама 


Всю весну Володя был предельно сс- 
средоточен. Окружающие знали: он будет 
сдавать экзамены в Московский универси- 
тет, и относились к нему с подчеркнутым вни- 
манием. Володя работал изо всех сил, каж- 
дая минута была на счету. Человек, как го- 
горят, выкладывался. 

Зашел он однажды ко мке. Попросил: 

— Решите, пожалуйста, задачку, — и по- 
лоОжЖЕЛ на стол листок с уравнением 


3.32 5 к х-+? — Зх а 2.33. 


Взглянув на пример, я сразу же иринялся рс- 
шать его ня том же листке. Потом взял дру- 
гой, чистый, уселся поудобнее и стал писать 
снова. Когда я достал четвертый листок, то 
сбнаружил, что Володя незаметно нсчез. 
Задача не получалась, и я подумал, что Во- 
лодя просто решил пошутить. 

Спустя несколько дней я встретил Во- 
лодю на улицс. 

— Ну как, вышло у вас то уравнение? — 
спросил он. Хотя в его глазах не было к тени 
усмешки, я все-таки сказал: 

— Ты знаешь, Володя, у меня не на- 
шлось времени, чтобы разгадать твсю шутку. 
Расскажи-ка лучше сам, в чем там дело. 

— Ла это совсем ие шутка, — всполо- 
шился Володя. — Это пример с прошлогод- 
них экзаменов. Я его, правда, не умею решать. 

— Вот что; Володя, нойдем-ка сейчас 
ко мне и добьем этот пример. 

Мы просндели почтн час, а пример так 
и пе поддавался. 

— Может быть, сшибка в условий? — 
предположил я, когда были испробованы все 
нзвестные мне подходы. 

— Нет, все верно, — твердо сказал Вс- 
лодя. — Мы с Толиком из книжки решали, 
там все так. Да я се прниссу, у меня и другие 
вопросы были. 

И он принес книжку, на титуле которой 
стояло: «Справочинк для поступающих в Мос- 
ковский университет» *). На стр. 183 был 





*) «Справочник для поступающих в Мо- 
сковский университет». Под редакцией 
В. И. Тропина. Изд-во Московского уни- 
верситета, 1972, 254 стр. Тираж 70 000 экз. 
Цена 50 коп. 
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наш злополучный пример... Мы полезли в от- 
веты, там значилось: х== 3; х=4, Под- 
ставили — ни одно из этих значений не по- 
дошло. 

-- Досадно, Володя, что мы потратили 
зря столько времени. Но ведь научиться ре- 
шать подобные уравнення тебе все равно 
надо. Смотри, на предыдущей странице ана- 
логичинсе уравнеине; 


ха. УЗ, 2х ог 2-1 — 1 


Давай решим его. Видишь, здесь нужно 
только правильно сгруппировать члены, 
чтобы разложить на множители. 

Увы! Через несколько минут стало ясно, 
что и этот пример нам не лод силу. Загляну- 
ли в ответ: х == 2; х-- 4. Исдставили — оба 
корня не подошли. Когда я заявня Володе, 
что и этот пример не верен, он взглянул ка 
меня с некоторым недоверием. но все-такн 
вытащил листок с вопросами. 

— Вы знаете, мы в школе не проходилн, 
что таксе тангенс по сснованию х, а это нуж- 
но знать. — М он показал мне пример ва 
стр. 196: требовалось решить уравненке 


чех ИТ - с03 2х == 1 9х. 


— Не бывает никаких оснований у Тан- 
генса! Злесь, навернсе, был логарифм, а при 
наборе получился тангенс- 

Я загляиул через Володино плечо в лис- 
ток с вопросами и понял, что не расстанемся 
мы до поздней ночи. Оказалось. что невоз- 
можно решить уравнение 2 на стр. 192, 

108. /= &— 0.5 
2 у2 


тде вместо папечатано 


20 №2 <—0.5). неравенство 4 на стр. 195. 
где вместо Е сз 1,5 стоит 10 с05 х 1.5; 


уравнение 3 на стр. 197, тде вместо 


УТ -- со$2х набрано УТ -| с0з2х; уравне- 
не 2 из второго варнанта (стр. 193}. где 


выражение 5 Д/х -|- 3-- 8 следует читать как 
5 Их-- 3—8. 

Велико чксло сшебок и в стветах. ИМа- 
пример, неверные ответы даны к задачам № | 
из первого и третьего вариантов факультета 
вычислительной математики н кибернетики, 
к задаче № 5 из второго варианта отделения 
сбщей геологии, к задаче № 5 из второго 
варианта филологического факультета, К за- 
даче № 2 из второго варнанта отделения 
экономической кибернетики в т.д. ит. п- 
Причем многье сшибки можно обнаружить, 
не решая соответствующих задач. Например, 
на стр. 224 помещен такой ответ: 02. 3< 
<х<0, откуда следуст, что Ю8,3 -— число 
стрицательнсе, а каждому выпускнику сред- 
ней школы известно, что это не так. 

Снисок сшибок и разного рода небреж- 
ностей можно было продолжать и продол- 
жать, Володя, воспитанный в духе уважения 
к печатному слову, был искренне удивлен. 
Он получил первый в своей жизни, но очень 
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наглядный урок, подтеерждающий старую 
русскую поговорку про бумагу. котсрая 
все стерпит. Но разве Володя один? Кто смо- 
жет оценить тот ущерб. который нанесен 
издателями этого справочника? Кто вернет 
читателям этой книжки драгоненные часы, 
потраченные нопусту? Как знать, быть мо- 
жет, не пошел сдавать экзамены в МГУ буду- 
щий Ньютон и не пошел только потому, что 
не смог решить кем-то неверно переписанкые 
я опубликованные в официальном издании 
примеры. 

Небрежность. с которой составители 
справочника отнеслись к абитуриентам 
1972 года, видна также в списке рекоменду- 
смой литературы (стр. 179), где перечислены 
относительно давно вышедшие книги го 
математике, рассчитанные главным образом 
на поступающих во втузы (заметьте, что МГУ 
совсем не втуз!). При этом не указывается ня 
одна нз книг, написанных специально по 
материалам вступительных экзаменон в МГУ. 
В частности, нет основной книги, ставшей 
в лоследние годы наиболее популярной среди 
выпускников и обобщающей богатейший опыт 
приемных экзаменов в МГУ за последние 
10—15 лет, — «Пособия по математике для 
поступающих в вузы» Г.В. Дорофеева, 
М. К. Потанова и Н. Х. Розова. Кстати, имен- 
но эта книга допущена Министерством выс 
шего и среднего специального  образова- 
ния СССР в качестве учебного пособия для 
слушателе й подготовительных отделения й 
высших учебных заведений. 

У меня на полке стоит несколько прс- 
шлых изданий «Справочника для постунаю- 
щих в Московский университет». Я покупаю 
сго с 1969 года — с тех пор, как в нем ва- 
чали полностью помещать варианты нисьмен- 
ных работ по математике, предлагавшисся 
в МГУ. После этого справочник стал попу- 
лярным ие только среди абитурнентов МГУ, 
но и среди многих преподавателей вузов 
и учителей математики. И если работники 
издательства Московского — уииверситста 
будут так же небрежно отиоситься к опуб- 
ликованию этих вариантов, как а 1972 году, 
то они тем самым серьезно дезорнентируют 
поступающих, в в первую очередь тех из иих, 
кто живет вдали от больших городов. 

— А как же Володя? — спросите вы. 
Они поступил в Московский университет, 
хорошо учится. Хочется пожелать, чтобы в 
будущем такие события пронсходили не во- 
преки тем изданиям, которые призваны по- 
мочь абитурнентам, а благодаря им- 

П. А. Серпов 


Влажность 
и климат 


Известно, что рода сб- 
ладает большей теплоемко- 
стью, чем воздух. При наг- 
ревании воды на !° С надо 
затратить в 3000 раз больше 
тепла, чем при нагреваиин 
такой же массы воздуха. 

Средняя температура по- 
верхности мирового оксана 
17,4°С, тогда как средняя 
температура воздуха на всем 
земном шаре 14°С. Таким 
сбразом, зимой мировой 
оксан служит как бы 
гигантской «печкой», кото- 
рая сбогревает сушу. 

Правда, теплосбмен 
между водой и воздухом про- 
исходит несколько — своесб- 
разко: существенную’ роль 
при этом играет влажиость 
воздуха. Приведем очень лю- 
бопытную заметку из днев- 
ника одного из участников 
экспедиции на Эльбрус в 
августе 1927 г. 

«23 августа, после 5 ча- 
сов, один из нас прииес ведро 
воды для хозяйствениых 
иужд экспедиции из ручья, 
стскавшего с ледника Малый 
Азау. К 6 часам вода покры- 
лась ледяной пленкой при 
температуре воздуха - 8, 85°, 
что показывает большое зем- 
ное излучение, вызваниое ма- 
лым содержанием водяных 
паров в атмосфере». 

На самом. деле следует 
заменить красивые слова 
«большое земиое излучение» 
на более правильные — «ин- 
теисивное испарение». В та- 
ких характерных условиях, 
как, скажем, в Мурманске, 
«потепление» климата иеиз- 
бежно сопровождается  по- 
вышейцнем влажности. Это 
происходит потому, что кли- 
мат Мурмаиска определяется 
теплым течением Гольфстрим, 
которое р прибреж- 
ные воды Баренцева моря. 
Мало кому известно, что если 
бы эти воды в процессе тепло- 
сбмена с воздухом теряли бы 
тепла еще иа [| градус боль- 
ше, то средняя температура 
воздуха для Мурманска повы- 
силась бы на 10 градусов! 
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Новые 
КНИГИ 


Начиная с этого номера, мы 
будем помешать краткне ан- 
потации на Кииги, выходя- 
щие в 1973 году н предстая- 
ляющие интерег для наних 
читателей. 

В | квартале 1973 гола 
выйдут в свет следующие 
киигн (заказы можио ва- 
правлять через магазины 
«Книга — почтой»), 


Математика 
Издательство «Наука» 

1. Гельфанд И. М., 
Глаголева Е. Г., Кн- 
риллов А. А., Метсд 
координат. (Объем 5 а., ти- 
раж 200000 экз... ие 
на 13 коп.) 

Кинга посвяшена изло- 
жениию одного из осиовных 
понятий математики —- ме- 
топа координат. На разлнч- 
ных, чрезвычайно удачио по- 
добранных примерах авто- 
ры показывают, как «рабо- 
тает» это понятие в матс- 
матвке. 

Книга рассчитана на 
школьннков 8—10 классов, 


интересующихся мтема- 
тикой. 

2. Градштейн 
И. С., Прямая и обратная 


теорема. (Объем 7 л., тираж 
20 000 экз., цена 23 коп.) 

В кннте изучаются от- 
дельные вопросы математи- 
ческой логики, связанные со 
школьным курсом  матема- 
тики (необходимые и доста- 
точные условия, прямые и 
обратиые теоремы, доказа- 
тельство от противно- 
го ит. д.). 

На разборе ряда конк- 
ретных примеров автор го- 
хазывает, как довольно тон- 
кие понятия математической 
логики, теорин мкожеств мо- 
гут быть использованы при 
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изученин школьного курса 
математики. 

Книга написана простым 
и увлекательным языком, 

Книга рассчитана на 
школьников 8—10 классов, 
будет полезна также для учн- 
телей, ведуших факультатив- 
ные занятия. 


Издательство «Мир» 

3. Бахман Ф., 
ИШТмидт Э., н-угольники. 
{Объем 10 л., тираж 30 000 
экз.. цена 74 кон.) 

В книге понулярно, на 
матерналах элементарной 
математики излагается тсо- 
рия, устананливеюшщая за- 
частую соперненно иеожи- 
данную связь между геомст- 
рнией и современной алгеброй. 

Болышнсе количество 3=- 
дач, помещенных в кбиге, 
очень помоггест в усвоении 
излагаемого материала. 

Кнуга доступна и пред- 
ставляст большой  нитерес 
для самого широкого круга 
читателей, в том числе и 
для школьников 8—1Ю клас- 
сов. 


Физика 
Издательство «Наука» 

4. Над чем думают фи- 
зики. Вынуск 9. (Объем 14 л., 
тираж 50 000 экз., пена 
70 коп.) 

Этот сборник неревод- 
ных статей посвящен вопро- 
сам физвки элементарных 
частиц. Сборник составлен 
из иаучно-понулярных ста- 
тей, авторы которых явля- 
ются крупными учеными, 
творчески работающими в об- 
ластв теоретической и экс- 
периментальной физикн. 

Сборник рассчитан на 

самый широкий круг чига- 
телей, в том числе и школь- 
ников стариих классов. 
5 Гребенников 
Е. А., Николай Коперник. 
(Объем 6 л.. тираж 25 060 
экэ.. цена 22 коп.) 

В книге в популяриой 
форме изложены события, 
факты в основные иден, свя- 
занные с появлением тсорни 
Коперника. 

“Книга рёсечитана па са- 


мый широкий круг чита- 
телей. 

6. Шкловский 
И. С., Вселенная, жизнь, 


разум. (Объем 22 л., тираж 
50 000 экз., цена 1 р. 20 коп.) 
Книга посвяшена узвле- 
кательной проблеме — су- 
ществования пнеземпых цни- 
вилизаний. В ней также до- 
статочно полно и нопулярно 
изложены основные вонросы 
современной астрофизики. 
Книга рассчитана на 1зи- 
рокий круг читателей, вклю- 


чая ШКОЛЬНИКОВ старши х 
классов. 
7. Гуревич В. 3, 


Энереня невидимого света. 
(Объем 8 л., тираж 95 000 
экз.. цена 50 кои.) 

Эта книга — сб нифра- 
красных лучах. О том, как 
оин номогают управлять ра- 
кетами и спутинками, снять 
карту планеты, о том, как 
с нх помощью расшифровы- 
вают состав нензвестного вс- 
щества и о многих других 
примерах использования 
этих лучей, 

Книга рассчитана иа ши- 
рокий круг читателей. 

8. Островский 
Ю. И., Голография и ее при- 
менение. (Объем 8 л., тираж 
30 000 экз., цена 60 кон.) 

Голография—это новый 
бурно развивающийся в по- 
следнее время метод регис- 
трацни и восстановления све- 
торых, акустических радио- 
волн. В книге изложены ос- 
новы теорни и экслеримен- 
тальной техиикн примене- 
ния голографни. 

Книга рассчитана на ши- 
рокий круг читателей. 


Издательство «Атомиздат» 

9. Кедров В., Ирен 
и Фредерик  Жолио-Кюри. 
(Объем 9 л.. тираж 90 000 
экз.. иена 29 кон.) 

Книга в живой и попу- 
лярной форме знакомит с 
ЖиаАНьюЮ НН научным твар- 
чеством замечательных фран- 
цузских ученых Ирен и Фре- 
дерик Жолио-Кюри. 

Книга рассчитана на са- 
мый широкий круг чита- 
телей. 

М. «ТГ. Смолянский 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


К «Задачам » 
(см. стр. 38) 


1. Сумма очков на верхних граиях двух 
кубиков не меньше 2 и не больше 12. Наи- 
болес вероятна та сумма, которая может 
быть получена наибольшим числом сложе- 
ний двух слагаемых (учитывая и их поря- 
док), каждое из которых есть одно из чисел 
}, 59, 3, 4, 5, 6. Наибольшим числом сло- 
жений —шестью —можно образовать сумму 7: 


к Аа боб. 








—_ 3 
и 4... =} о» — 
целое число, то сесть 2*» — точный куб. 
Но между числами 200 и 299 едниствекный 
точный куб — это число 216 = 63. Следова- 
тельно, 


‹‘‚— 
2. у Девее -— 


РР = 6. 


оНВЩЕЫ 
3. Пусть у в* 6+4 —Х, 25 — ее 4 


Легко показать, что х оканчивается цифрой 
4. Но х>>> 10, так как 105 == 100 000... ++ *4 
и х<_ 30, так как 920% -= 28.163 — 39.108 — 
число семизначное. Итак, 10<х<20, поэто- 
му х = 14. 

4. 10 = 1, == 1010... 

$. 63 = 77ь == 333, == ИЕ ИЬ. 


6. 1950 2 1475 = 3435. 


7. В турнире участвовал только один 
девятиклассник, который набрал 10 очков. 


{см. стр 44) 


Трн деревиин  Косоглаз, Борода 
и Алощек лгуновцы, Курнос чередовец, Длин- 
ноух — правдовеи. 

Юным мыслителям «Мди не- 
медленно в комнату номер двестн три». При 
решении воспользуйтесь принципом теле- 
видения и сложите из этнх 35 букв прямо- 
угольняк размером 5% 7. 


К статье «Тригонометрические уравнення» 


Ал я 
1. х-= 5. Указание. | == (511х -1- 


-|- с057 х)?, 
д 
2. х== 4-1. 2Ап. Указание. При- 


вести левую часть уравиения к виду с0$ х-- 
-- чпх и возвести в квадрат. 


пл 


ВА . 
то, 


} № 
Хх = +5 а[ссс$ ИЕ =- ПА. 


дл, ЗЕ 
4. х= 3пл; х=+ и 


5. х= — алая (1 -- 2) Л =: 


== 


8 Л ли. 


К статье «Московский ниститут народного 
хозяйства нменн Г. В. Плеханова» 


Общеэкономический факультет 


1. Трудность задачн состоит в том, что 
нужно найти не сами неизвестные величины, 
а их отиощение. 

Пусть скорости автомобилей будут со- 
ответственно 91, и; и из. Тогла 


2 


— = 20, — в, 


го == 2%. — 5. 


=] = 


Имеем систему двух уравнений © тремя 
исизвестными. 
Вычтем из первого уравнения второе: 


2 1 
Зи — = 20, —20.. 


и лоделим его на ы.: 


2 Ги \ | ©. 
3 (#2) 


Е 
3 (== 88° 
2.1) $н= 56 -!- оси: (рис. 1} 


1 


2) $ = —2 `4-АР-Е5 4- 422 .=2АО.Е$ — 


-- Аб? = АО (2Е$ + АБ}; 
3) 00, =ОМ =асоза (40$М)}; 


4) О.Е = 00, (в = а с0$ а 5; 


5) АБ =20,Е = 2а со а с\8-5-; 
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[2 [2 
Аи 24 ас - [ам Во -Ё 


[2 [2 
-- 24005 а =) == 44° с —5_ с05 @Х 


& а 
х (1 - с0з а) = 8а2 СЕ? —2- с03 @ 6055 _; 


$н = 84? с" = 20$ © с05? -5- кв. ед... 


Здесь нанболес частая ошибка — непра- 
вильное проведение радиуса шара в точку 
касания, Многие абитуриенты изобразили 
сго параллельным основанию пирамиды. 

3. 0$ 7х -[- $118 2х = с052 7х — с05 д: 

| — с0$ 4х 
5 = 


ТЕ с05 4х 
О 35 


со8-7х -|- 


2 с0$ 4х.с0$ Зх = с0$ 4х; 
с0$ 4х-(2 50$ 3х — 1) =0. 


л я 
1) с054х=0; х= та 
2) 205 3—1 =0; 
1 


05 Зх = 5; 


л 7. 
ВНЕ НЫ 


4. 15? 100х — 152 10х + 12 х=6; 
(2-х)? — (1 -- Ша 182 х= 6; 
щшх= и; 

и Зи 4—9 = 6; 
и —3=0; 
у. = — 1 УГ 3; 
= =-—$ 





вх =1; жи, = 10; 


1 
1000 ` 





6 х=—3; х.= 


Факультет экономической кибернетики 


1 100 100 2 
ый м-н и : 
00 
а о За. 


100 (22 — 91) = 20, (и, 2), 
10 
100 (и. — и) = 3 1. 
3-2: (91-Е 03) _ т 
КИРА —* 


Зи -Е Зи» = 50:15; 
Зи? =: (2; И» = 2211; 


1 5 
100-—- и: = 21270; 
и; = 10 км/час; и, = 15 км/час. 
2. АС=НсщВ; (рис. 2) 
вр = Нос; 


1 : 1 : 
Зоси=-5АС- ВО-зту=5 Н?свасшВяту; 


1 
=> НЗ сова Чи Взту. 


Многие абитуриенты, используя при опй- 
ределенни площади основания формулу 5 = 


ое: 
то пу, полагали, что в основании 


прямой призмы лежит квадрат, прямоуголь- 
ник или параллелограмм. Здесь нужно бы- 
ло нояснить, какая фигура лежит в основа-, 
нии, и доказать правомерность этой форму- 
лы. 
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3 0+0 [5 °+ "(55 ь 


-з = 0: аи (5: у: 44? -- 


; 


р) = -—3< 0; 


| - 


Е 1—3 ==; в 


| %х |112 
(>) =]; = 2. 


туриентов не указали корень х = — 1. 
д Зл 
4. Так как при 5 == имеем 


Около 70% аби- 


с05 х = 0, то 


ИГ - эх 


85057 х —- 2505 х —3=0, 


-с05х, 


-]- 


©0905 х = — 


2 4 
ЖЗ ХС. 
Некоторые абитуриенты уединяли ради- 
кал и возводили обе части ураниения в 
квадрат. Другие ие учитывали областн оп- 
ределения аргумента и писали 
‹ 


х == +5 л-р2Ил. 


Финансовый факультет 


1. Задача допускает несколько  иитс- 
ресных решений с. использованием теоремы 
синусов, теоремы тангенсоч, с применением 
дополнительных построений н др- Приведем 
одно из них (рис. 3): 


За За 
=. Уна =, №824 = ра, 


26а /3 
Я ща — Ва, ще - №3. @& = 30°. 
Ответ: АВ --10 см, АС = 20 гм, 
вс =юЮуЗ. 


2. 102х152 3х = 1622 -1- 1623, 
1222х — 1622 = 1623 — [62 Зх, 


1 
щШх- Ш 4х = Ш 9х = — Шх.16 9х. 


1) х=0, х=Е 
2) и 4х = — я 9х, 
4 — вх Ш 9.-:- шх =0, 


| 1 
Янх = — 1235, =, Хх: =`6° 


3. Составим таблицу: 





х ох Ыру: :5 
Ес Ех Е ЕЕ 
р Ско- ча РЕНЧЕЕН Я 
>. = 
мобили| рость | 55| ШЕК | КРо Е 
сЕС | сое сот ЕЕ 
Ен ЕС вое а 
ПЗ | Еее еЕсхк Пе 
| 2-е“ [ЕЕз| дхЕ 


> 
5> 
|9 
> 
> 
< 
> 
к [< 


> 
< [к 

















4х -!- 441 == 280, | 


7 


у 
# х ЧЕН 
Ее 


4! — -, 1217-76 — 12 = 0; 


> | 


4 
=; ух; х= 30 км/час, 


у = 40 км/час. 
Е 1 
4. чих. 2х-в1п Зх == д 57 4х, 


Аз х.знь 2х. зт Зх == 25т 9х-с05 2х, 
51 2х (25 1х. 5т Зх — с0$ 2%} = 0, 
$т 2х (сс5 2х — сс5 4х — с5$ 2х) = 0, 
$11 2х-сс$ 4х == 0, 


Факультет товароведения промышленных 
товаров 
+. 14 ^лучас, 2 км/мас. 
2 зпа-- т й 
д о зто В ^ 
3. х=2. 
4. Решений нет. 


2. 


Факультет экономики вн организации 
материально-технического снабжения 


2х3; 6х7. 
2 
2. И = — 13 па 182 фяп (© -- 


+ Вт киб. ед. 
7 
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3. 6 кмас, 4 км/час, 10 км. К заметке «Картезнаиский водолаз» 
3 Барометр сделать не удастся. С увели- 
4. х= лёзх-= ( — ПАатсят 4 ей. ченнем глубины погружения зводолаза» дав- 


ление воды зозрастает, воздух в сводолазе» 
сще больше сжимается, н «водолаз» все стре- 


Факультет экономики нромышлениости мительнее опускается ил дно. Однако можно 





1. 80 км/час, 48 км/час, 480 км. отрегулировать «водолаза» так, что он будет 
= = опускаться на дно, если атмосферное давле- 
т 2УЗ р. $— 213 пе. ние станет выше некоторой величины. 
3-35 5 
3. х= 3. К задачам «Кваит» для младних школь- 
п НИКОВ» 

4. х = ЕР дк. (см. «Квант» „АТ, 1973, 3-я стр. обл.) 
1. Есть лниь однн случай, когда, зная 
Торгово-экономический факультет `номер трамвая, иельзя определить возраст 
— детей; отсюда находим номер Трамвая. Уки- 
8—2 зание, что один из детей — старший, искаю- 

а чает случай со старшими близненами. 
2 =“ 66$ —5` + $- 2. Сумма чисел всех карточек инечетна. 
Однако можно перевернуть карточки с чис- 
3. 40 км/час. 50 км/час. лом 16 (получив 91) и нскоторые другие. 
3. а=1, 8=9, с= 8. 
в: ет ые А м ый ыы ЛЕ , 4. Под действием атмосферного давления 
= 12 9 6 3 крышечка «втянется» в бутылку (давление на 
нее сверху уменьшится). 

К заметке «Наш зоопарк» 5. Второму человеку, несущему бревно, 


{см. «Квант» № 1, 1973) станет от этой «помощи» тяжелее. Убедиться 
В этом вы можете на собственном опыте или 
воспользовамиись правилом рычага. 


К заметке «За сколько ходов» 
(см. «Квант» № 1, 1973) 

1. Для решения воспользуйтесь ри- 
сунком 4. Здесь десять квадратов со- 
ответствуют полям нашей необычной доски, 
а отрезками соединены квадраты, между 
которыми возможен ход коня. Поле с 3 яв- 
ляется как бы «транзитным»: связь между 
двумя ветками полей, которые мы видим 
на рисунке, а также полем а2, возможна 
только через него. 

2. Сделайте рисунок, аналогичный ри- 
сунку 4, Из него будет сразу следовать ре- 
шение, всего понадобится 22 хода. 

3. Цель достигается за 26 ходов. 

4. Коня можно съэсть за 27 ходов. 

5. Перестановку слонов можно осущест- 
вить за 36 ходов. 
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К статье « Телевизнонные физико-математи- 
ческие курсы для постулающих в вузы» 


(см. «Квант» № 1, 1973 г.) 


Физика 


Варнант |1 


1. Пуля пролетит выше центра мишени 
на величнну 


$:=й— 





| 
то, м. 


2. После освобождения груза С (см. ри- 
сунок в условии задачи) система начинает 
движение с ускорением а — 2/3. Это проис- 
ходит до тех иор, пока груз А не коснется 
подставки. Взаимодействие грузов с под- 
ставкой и между собой (при соударении 
грузов А и В) считаем абсолютно неупру- 
гим. Время движения на этом этапе равно 


ЗА 
1 =2 у & : конечная <корость #; = 


ЕН 
=2 у (на графике в координатах 


©, { — наклонная прямая, идущая вверх}. 

Далее груз С движется равномерно со 

скоростью в; до тех пор, пока груз В ие 

косиется груза А. Время движения 2. — 
ОЕ: ЗА. 

ий 59г а (на гра- 

фнке — прямая, параллельная оси абсцисс). 


Затем груз С движется с ускорением в, 
направленным винз (как в случае движения 
тела, брешенного вертикально вверх). Прой- 
дя наивысшую точку, груз С опускается 
н в момент 2, начинает поднимать груз В. 


— 1 


р Г 1 2 

3—8 — Е = 4 За 3 п. 
Тангенс угла наклона графика скорости к 
горизонтальной оси по абсолютной величи- 
не втрое больше, чем на первом этапе (на 
графике — наклонная прямая, идущая вниз 
и пересекающая ось абсцисс). 

В момент [5 пронсходит скачкообразная 
потеря скорости груза С (инть считаем нс- 
растяжимой) в состветствии с законом со- 
хранения количества движения: ми; = 27»: 


1 7-4 
и о = 8 (на графике — вря- 
мая, параллельная сси ординат). 

Далее грузы движутся с постоянной 
скоростью ©, в Течение воемени 4 — [ху = 
_ й | 1 : 
= — =— р я 

с, г. и (прямая, параллель 
ная сси абсцисс). 

В момент {, начинает подниматься груз 
А, и снова происходит скачкообразное из- 
менение гкорости груза С. Закон сохране- 
ния количества движения имеет вид: 2ти,= 





2 1 2 Ех 
= Зи; Из = 393 Е 8 = 78 р = 


{прямая, параллельная оси ординат). 

Затем груз С движется равнозамедленно 
(наклониая прямая, идущая вверх и пере- 
секающая ось абецисс}. 


Начиная с момента &, картнна будет 
повторяться. При этсм пернодическне двн- 
жения всей системы затухают, так как 
начальная скорость груза С стремится к 
нулю при #-+» ©%. 


те! № а: 
3. ти = ла — Вева) —1,95- 10 Кг. 
Вариаит 2 
21 — 7 
Г = зто 07 м 


ЯП & 
вова (НИИ +1) -435 м. 


2. Будем решать залачу на основе за- 
кона сохранеиня энергии. Некоторое услож- 
ненне связано с неопределенным характером 
взаимодействия тел при ударе. Так как ша- 
рик стскакивает после удара, ясно, что удар 
упругий. Но он может быть не абсолютно 
упругим, то есть часть механической энер- 
гни может перейти в немсханические виды, 
например, в тепловую энергию. 

Закон сохранения энергки при ударе: 


то МУ? ти? 


соо о 


где @ — немеханические виды энергин, 
=, — скорость шарика перед ударом, 
и — скорость шарика после удара, 
У — скорость тела после удара. 

‚При движении шарика из начального 
положения ] к точке удара А (см. рисунок 
к условию задачи) сохраняется механическая 
энергия шарика: 

тие 





После удара шарик отскакнвает ст точки А 
к точке 2. При этом также сохраняется ме- 
ханическая эвергия: 


ти? 
‚ ТЕ = т (1 — с0$ а) = 0. (3) 





Тело М при удареполучает кинетическую энер- 
МУ? 
гию —2- ‚ которая переходнт в тепловую 
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энергию в процессе совершения работы про- 
тив сил трения: 


м 
—2 `==Р1р-5 = АМЕ$. (4) 


Решая совместно уравнения (1—4), полу- 
чим: 


ТЕ == АМЕЗ -!- те! (1 — ссза) +9 (5) 
или 


&МЕ$ = п сс а — 0. (6) 


От уравнения (6) легко переходим к нера- 
венству: 


ЕМЕ$ = тв! сс; а (7) 
или 


п со$ @ 
Ем , #18. 10-3. 


Равенство имест место при О = 0, то есть 
при абсолютно упругом ударе. 
пар, ро 

ен (г 

4 — р) 0,41 кг. 


Математика 


Контрольная работа № 1 


1. 1. Указание. В этом примере 
приходится обращать смешанно-периоднче- 
ские и чисто-периодические бесконечные де- 
сятнчные дроби в обыкновенные дробн. Вот 
один из практических приемов такого обра- 
щеиня. 

Пусть дана чисто-периодическая дробь 
х=0, (а), где число а содержит Ё цифр- 
Перепишем заданное число так: х=0, а (а) 
н умножим на 10*. Получим 10-х =: а, {а}. 


Если теперь из 10%х вычесть х, то получим 
а 

х(10—П-а, откуда х= ©—г. 

Если дана  смешанно-перноднческая 
дробь х = 0, Ь(а). где число В содержит п 
цифр, а число &а содержит А цифр, то 
умножим х на 10”, получим 107-х=Ь, (а) 
или Ю-х-Ь, а (а). А теперь умножим 
обе части последнего равенства на 10%: 
:107+*-х = (5) [а}, (а) (здесь {6} {а} озна- 
част последовательную запись цифр, об- 
разующих число Ь и число а). Если теперь 
из 107+“.-х вычесть 107.х, то получим 
{5} {а} —Ь, откуда уже без труда находит- 
ся д. 

Например, х =: 8,708 (3). Тогда 1000х== 
— 2708, (3) или 1000х = 2708,3 (3). Далее, 
1000х- 10 -= 27083, (3), 10000х — 1000х = 
—= 27083, (3) — 2708, (3), то есть 9000х = 

65 

= 24375, сткуда х = 54. 


2. Указание. Применить  неравен- 





1- — 
ство Коши: р] — = УгГа; {{=1,2,... п). 
72 
2. а* — За4+9` 


4. 2. если а> 1; 0, если Оза<1. 
Указание. Учесть, что Га—?2 Ма = 


.| Ма -1( 

5. —В. Указание. Так как числа 
а и ВБ возводятся в дробные степени, то они 
неотрицательны (причем 5 5 0)- 

6. чп 2а. 

7. 2. 

8. 0,6. Указание. Мз уравнения 
315 а — Юа--3=0 находим ва= 
= и или а-=3. Чо из условия 


5 3 
1 л<а < д заключаем, что {а —=3. 
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ПЕкСИ м МАНЫ у 


19 февраля 1973 г. ис- 
полияется 500 дет 
рождения великого польско- 
го ученого-астронома Иико- 
лая Коперника {1473 — 
1543 гг.}. Эта дата широко 
отмечается во всем мире. 

Большинство людей 
обычно доверяет — своему 
практическому опыту. Опыт 
говорит, например, что ут- 
ром Солнце поднимается на 
востоке. движется по небу 
н вечером заходит из запа- 
де. Этот практический опыт 
бал отражен в учении о 
строенни Вселенной древке- 
греческого ученого Клавдия 
Птолемея,  утвержлавшего. 
что Земля находится в цен- 
тре Вселенной, а вокруг нес 
лвнжутся Солнце, планеты 
и звезды. Учеине Птолемея 
хорошо согласовывалось с 
Библией, гле говорилось, 
что. созлавая мир. бог пер- 
вым делом сотворнл Землю. 
В течение многих всков уче- 
ные вносили поправки в 
таблицы Птолемея,  пред- 
сказывающие различные не- 
бесные явления. по саму 
геоцентрическую систему 
мира иикто ие  подверглуь 
сомнению. 


‚ Коперник отверг этн 
1 ложные представления о 
«троении Вселенной. Он при- 
1нел к выводу, что все пла- 
неты движутся по круговым 
орбнтам вокруг Солнца и 
установил, что Земля обко- 
днт Солнце за гол, враща- 
‘ясь при этом вокруг своей 
оси. Теория Коперника про- 
Тизвела переворот в астро- 
номни и подорвала основы 
учения церкви. 

Коперннку посвящено 
около 50 марок и блоков 
Вполне  понятио, что наи- 
большее чнсло таких марок 
выпущено на его родиие в 
Польше. Первые две марки 
с портретом Коперника вы- 
шли в Польше в 1923 г. (на 
фото приведена одна из 
них). В кашем  журиале 
(№ 1, 1971 г.) былин воспро- 
изведены 17 марок, посвя- 
ценных Николаю Коперии- 


со Дия’ 


Да 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


НИКОЛАЙ КОПЕРНИК 


ку. После этого в Польше 
| июня 1971 г. была выпу- 
щена еще одна — серия 
(4 марки с купонами). по- 
священная Коперннку, ко- 
торую вы видите на фото. 

На одной из марок по- 
казан лом в польском горо- 
де Торуни. в котором ро- 
цился Коперник. а на купо- 
не приведен портрет ученого 
работы нольского художнн- 
ка Яна Матейко. На’ второй 
изображен замок в Оль- 
штыне, где Коперник  нро- 
вел часть своей жизни, и 
астролябия. На третьей — 
Коллеия Майус в Кракове, 
где учился Коперник, а ил 
купоне — страннца из гео- 
метрии Евклида, по которой 
он учился. На последней 
марке изображен Собор в 
Фромборке. где номещалась 
обсерватория Комерниика. На 


купоме приведена схема его 
телеоцентрической системы. 

На фото вы видите так- 
же марку Иеменской араб. 
ской республики с портре- 
том Николая Конериика и 
другого великого астронома 
Иоганна Кеплера. который 
был сторонником теории 
Коперннка и страстио  за- 
щншал ее. 


А. В. Алгыкис 





".. о 2 - 

«..я, наконец, после мно- 
гочисленных н продолжн- 
тельных наблюдений обнару- 
жил, что есяи с круговым - 
движеннем Земли сравнить’ 
денження н остальных 
блуждающих светил и вы- 
числить этн движения для 
пермода обращения каждо- 
го светила, то получатся на- 
блюдаемые ‘у этнх светил 
явлення. Кроме того, пос- 
ледовательность и величины 
светил, все сферы и даже 
само небо окажутся так 
связанными, что ничего 
нельзя будет переставить ин 
з какой части, не произведя 
путаннцы в остальных час- 
‚ тях и во всей Вселенной». 
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На второй странице обложки 
приведены фотографии различ- 
ных антекк радиолокаторов, ис- 
пользующихся для дальней кос- 
мической связи. О принципах 
радиолокации читайте в статье 
М. С. Лифшица «Эхолокация» 
ма стр. 8. 

Фото Ал. МАКЛЕЦОВА 
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Первая страница обложки иллюстрирует стотью В. В. Майера 
«Борный люминофор» (стр. 34). Объектом освещения мы избрали 
копию статуи «Менада» греческого скульптора Скопаса, жившего 
6 ГИ веке до нашей эре. 


На четвертой странице обложки приведена репродукция рисунка 
известного голландского художника М. Эшера «Три сферы». На нем 
в абстрактной Форме показаны деформации сталкивающихся сфер 
(см статью Г. П. Коткина «Стоякновение шариков» ма стр. 19). 
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Полулогарифмическая 
и логарифмическая 
сетки 

А. Н. Колмогоров 


1. 

В 12 номере «Кванта» за 1972 год бы- 
ла опубликована статья «Экспонен- 
та». В ней показано, что многие вели- 
чины меняются во времени так, что 
скорость их изменения пропорцио- 
нальна уже достигнутому ими зна- 
чению. Общий вид такой пока- 
зательной зависимости у от # 
записывается формулой 


= уоа', (1) 
тде и — значение величины у при 
[= 0. Положив 


Е = ва, 2г= № у, 6 = 6%, 


из (1) получаем 2 = АЁ- 6. 

Мы видим, что зависимость г от 
{ линейна. Ее график есть прямая 
линия. Начертив обычным способом 
этот график, мы можем на оси 2 
(или на параллельной ей прямой) 
поставить отметки соответствующих 
значений у = 102. Тогда по нашему 
прямолинейному графику можно будет 
при любом заданном # непосредствен- 
но считывать значения у. На рисунке 1 
такой способ графического изображе- 
ния применен к функциям у = 100 
ну=е" (е = 2,718 ...). Их графики 
в декартовой системе координат изо- 
бражены на рисунке 2. 

В магазинах продается полуло- 
тгарифмическая бумага. На этой бу- 
маге вертикальные линии проведе- 
ны с промежутками в | мм, как на 
обычной миллиметровой бумаге, гори- 
зонтальные же линии проведены так, 
что их расстояние от нижней кромки 
равно 100 ву, у принимает значения 


1 1,05 1,10 №15; ... 
2 2,1 7 у 
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Рис. 4. 


и т. д. (разберитесь по рисунку 3, 
как устроена эта шкала!). В нижней 
части рисунка 3 показано, как по- 
строить на полулогарифмической бу- 
маге графики функций внда (1) по двум 
точкам (Ё == 0, у=у‹), (Ё = 1, у = цва). 
На полулогарифмической бумаге 
приращению АЁ = 1 соответствует 
10 см. Такой же масштаб мы выбрали 
на рисунке 3 по оси у. Поэтому угло- 
вой коэффициент наших графиков 
равен А = 1в а. Это не что иное, как 
относительная скорость 
изменения у при изменении Е: 
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(здесь у’— производная функции у = 
=} (1 = иаб). Если масштаб по оси 
у выбран иначе, то нужен пересчет, 
с которым вы легко справитесь са- 
мостоятельно. 

Графики на полулогарифмической 
бумаге вычерчивают, когда требустся 
выяснить, можно ли заданную табли- 
цей зависимость у =} (6) хотя бы 
приближенно считать подчиняющей- 
ся закону показательного роста (нли 
убывания). Рассмотрим в виде при- 
мера объем промышленной продукции 
в СССР, выраженный в процентах 
к продукции 1940 года: 


1937 1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970 
77 100 92 173 320 524 791 И90 
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Рис. 5. т ре 
Полулогарифмический график дан приблизительно следует показатель- 
на рисунке 4 (график в натуральном ному закону. Найдите самостоятель- 
масштабе по вертикали вы можете но, скольким процентам прироста в 
для сравнения вычертить сами). По год соответствует средний наклон гра- 
графику видно, что, за исключением фика. На графике видно, что темпы 
военного пятилетия 1940—1945 го- роста в 1945—1955 годах несколько 
лов, рост промышленной продукции выше, чем в 1960—1970 годах. Инте- 
34 
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ресно, что, выключив из рассмотре- 
ния точки, соответствующие 1945 и 
1950 годам, мы получим почти пря- 
мую линию: за 1945—1955 годы наша 
промышленность наверстала упущен- 
ное за время войны. Определите сред- 
ний годичный прирост продукции за 
1937—1970 годы (в процентах в год). 


2. 


Понятно, что зависимость вида 
у Ав Е В 
тоже изображается прямолинейным 
графиком, если по оси абсцисс откла- 
дывать $ == в ра по оси ординат у. 
В виде примера рассмотрим изобра- 
женную на рнсунке 5 зависимость ско- 
рости и от расстояния у от стенки 
при турбулентном течении жидкости 
вдоль плоской стенки. Здесь 6 и и. 
надлежащим образом выбранные мас- 
штабы длии и скоростей. Измерения 
производились при у'6, меняющемся 
в пределах от 10 до 56 000. Поэтому 
для изображения результатов изме- 
рений понадобались три графика с 
различными масштабами по оси аб- 
сцисс. После перехода к логарифми- 
ческому масштабу для у/б все эти 
данные уместились на одном графике 
{см. рис. 6). При этом график «выпря- 
мился». Прямая на рисунке 6 зала- 
ется уравнением 
Я 


—:-5.5 
й 
т 


З5,/5 69/6. (2) 


Мы видим, что эта закономерность 
очень точно соблюдается, начиная с 
у’б -- 100. При меньших у’б заметны 
систематические отклонения, а при 
15<15 эти отклонения делаются столь 
значительными, что здесь соотноше- 
ние (2) надо признать совсем негодным. 


3. 
Зависимости вида 
у <" (3) 


тоже «выпрямляются» при переходе 
к переменным 


5= ЕЁ 2 = ву. 
В самом деле, из (1) вытекает 
2 — а5 -- 6, (4) 


где $ = № с. Для изображения зави- 
симостей вида (3) прямолинейными 
графиками пользуются логариф - 
мической сеткой. Логариф- 
мическая бумага тоже продается в ма- 
газинах. На рисунке 7 даны примеры 
графиков на логарифмической бумаге. 
Легко понять, что угловой коэффи- 
циент графиков здесь равен &. 

Графики на логарифмической сетке 
вычерчивают, если есть основания ду- 
мать, что какая-либо эмпирическая 
зависимость приближенно следует за- 
кону вида (3). На рисунке 8 
на логарифмической сетке нанесены 
эмпирические данные о распределе- 
нии энергии пульсаций в турбулент- 
ном потоке. Здесь Е (#) — спектраль- 
ная плотность энергии пульсаций, 
соответствующая частоте А; ЕЁ, и 
К, — условные единицы для Е и Ё. 
Мы видим, что при 


10-32 < Аж 10-14, 


наша зависимость хороню выражает- 
ся формулой вида 


о Зы 


которая из теоретических соображе- 
ний была предложена А. М. Обухо- 
ВЫМ. 

Здесь масштабы для Ри ВЕ 
разные. Поэтому угловой коэффициент 
графика, соответствующего заданно- 
му а, не равен х. На рисунке показа- 
но, как графически строится прямая 
с наклоном, соответствующим &=5/з. 


Задача 


Изобразите на  полулогарифмической 
бумаге данные таблицы {см. стр. 7) о 
росте продукции промышленности СССР по 
двум группам: группа А -— производство 
средств производства. группа В — производ- 
ство предметов потреблеиня {в процентах к 
1913 году}. 

В какие годы рост продукции по группе 
А обогнал рост продукции по группе В и 
в какие годы они шли наравне? Сравните 
особенности военных лет первой н второй 
мировой войны. 
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Замечание. Во всей про- 
мышалениой продукции груп- 10 
па А в 1913 году составляла 
35.1%, а в 1970 году 74.8%. ю 


Таблица а 
д ия, 10 
Год Группа Группа 
А в 10° 
1913 100 100 те 
1917 81 67 
1928 155 120 
1932 424 187 1 
1937 1013 373 
1940 1340 460 10 
1945 1504 273 
1950 2746 566 10 
1955 5223 396 
те 8936 1498 
14156 — 2032 а -з -2 - К 
1970 21359 3281 Рис 8. © 1 о и о 
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Эхолокация 


М. С. Лившиц 


Встречающиеся на пути волн неодно- 
родности рассеивают их во всех на- 
правлениях, в том числе и обратном. 
Иными словами, неоднородности сре- 
ды сами становятся источниками (вто- 
ричными) волн, и от них, как говорят, 
приходит эхо. 

Явление эха используется для ло- 
кации, то есть определения местона- 
хождения различных объектов с по- 
мощью радиоволн (раднолокация) или 
звуковых волн (звуколокация). 


Волны. Колебания. Излучение 


Когда говорят о волнах, то мы не- 
вольно представляем себе волны на 
воде. Эго—единственный по-настояще- 
му наглядный вид волн. Звуковые 
волны — волны сжатия и разрежения 
в упругой среде — уже непросто пред- 
ставить; и еще больше уснлий тре- 
буется, чтобы представить радиовол- 
ны и световые волны. 

Неожиданно трудно, оказывается, 
даже дать точное определение поня- 
тия волны. Пожалуй, нанболее об- 
щим будет такое: 

Волна — это процесс, при кото- 
ром пространственное распределение 
некоторой физической величины пе- 
риодичсски изменяется со временем. 

В простейшем случае, который 
мы и наблюдаем на воде, волны пред- 
ставляют собой периодическое чере- 
дование горбов и впадин. Для волн 
другой физической природы под *гор- 
бом» следует понимать то место в вол- 
не, где данная физическая величина 
(например, плотность среды в случае 
звуковых волн, напряженность элект- 
8 


рического илн магнитного поля в 
случае электромагнитных волн) дос- 
тигает максимального значения, а 
«впаднной» — то место, где эта вели- 
чина достигает минимального значе- 
НИЯ. 

Расстояние между двумя сосед- 
ними горбами (или впадинами, или 
другими точками, находящимися в 
в одинаковых состояниях) называется 
длиной волны и обозначается А (рис. 1). 
Длина волны является очень важной 
характеристикой. 


$ л. 


Рис. 1. 


Если сосредоточить внимание на 
какой-то точке в пространстве, где 
существуют волны, то мы обнаружим 
периодическое изменение соответст- 
вующей физической величины толь- 
ко во времени, называемое колеба- 
нием. Имеется самая тесная связь 
между колебаниями и волнами. Ока- 
зывается, волна, представляющая со- 
бой совокупность колебаний во всех 
ее точках, не возникает сама по себе. 
Есть некоторые особые точки, коле- 
бания в которых являются источника- 
ми волны. В связи с этим уместно 
привести еще одно определение волны. 

Волна — это процесс распростра- 
нения колебаний в среде. 

Действительно, для того чтобы су- 
ществовали волны на воде, надо 
бросить в нее камень или погрузить 
в нее какой-то вибратор (например, 
колеблющийся стержень). Звуковые 
волны существуют, если мы говорим 
или дрожит струна скрипки. Радно- 
волны существуют, если есть радио- 
передатчик с антенной. И так далее. 

Имеет место и обратный процесс: 
если на пути волны, распространя- 
ющейся в некоторой среде, окажется 
предмет, свойства которого отличают- 
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ся от свойств среды *), в нем возни- 
кают колебания. При этом частично 
может произойти поглощение волны 
(то есть переход энергин волны в теп- 
ло). Но главным результатом обычно 
является то, что данный предмет сам 
становится источником волн, называ- 
емых вторичными. 

Математически связь между ко- 
лебаниями н волнами выражается 
зависимостью длины волны А от часто- 
ты колебаний у (или от пернода Т) 
и от скорости распространения вол- 
ны и: 

[о 
© 


АЕ еТ. 

Длина волны есть расстояние, на 
которое перемещается возмущение в 
среде за время одного колебания из- 
лучателя. 

Во многом лервичный н вторичный 
излучатели сходны. В первую очередь 
это сходство проявляется в одинако- 
вом характере зависимости зффектив- 
ности действия излучателя / ог его 
линейных размеров 4. Эффективность 
излучателя определяется отношеннем 
излучаемой энергин к энергии, питаю- 
щей излучатель. 

Общий вид зависимости (см. рис. 2) 
одинаков для волн различной длины 
и любой физической природы. Обра- 
тите внимание на кажущуюся пара- 
доксальной. особенность графика: ког- 
да размер излучателя становится боль- 


ше, он хуже излучает, чем при 


Я = 


в: > 


*) Имеются в виду свойства, связанные 
с физической природой соответствующей вол- 
ны (например, проводнмость для радноволи 
или плотность для звуковых волн). 


Рис. 2. Рис. 3. 


Как же объяснить зависимость, 
локазанную на рисунке 2? 

Нетрудно понять общий ход крн- 
вой графика, то есть тот факт, что 
с увеличением размеров предмета увс- 
личивается интенсивность излучения 
волн. Это происходит в результате 
сложения возмущений, производимых 
в среде различными участками пер- 
вичного излучателя (и обратного воз- 
действия — для вторичного излуче- 
ния). оэтому главное — понять нан- 
более характерную особенность гра- 
фика: резкий максимум эффсктивнос- 


ти излучателя при@ == >. 


В самых общих чертах этому мож- 

но дать следующее объяснение. При 
А 

размерах излучателя 4 == -5 насту- 
пает явление резонанса из-за согласо- 
вания частот внешнего воздействия 
и собственных колебаний излучателя. 
При резонансе система всегда заби- 
рает от источника н излучает максн- 
мум энергии. 


Диаграмма направленности 


От размеров и конфигурации излуча- 
теля зависит не только его эффектив- 
ность, но и распределение энергии 
излучаемых им волн по различным 
направлениям — так называемая диа- 
грамма направленности излучателя. 

Такая же диаграмма относится и 
к колебаниям, возбуждаемым в ан- 
тенне при попадании на нее волн 
(в этом заключается так называемая 
теорема взаимности в теории излу- 
чений). 

Диаграмма направленности пред- 
ставляет собой кривую распределения 
интенсивности излучения по различ- 
ным направлениям. На рисунке 3 


ОСЬ ВИБРАТОРА 
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в качестве примера ноказана днаграм- 
ма направлениссти электромагнитно- 
го полуволнового излучателя (вибра- 
тора): а) в меридиональной плосксс- 
ти (то есть в плоскости, в которой ле- 
жит излучатель) и 6) в экваторналь- 
ной плоскости (то есть в плоскости, 
пернендикулярной вибратору, а зна- 
чит, и направлению электрических 
колебаний в нем). 

Из рисунка видно, что электро- 
магнитный полуволновой вибратор 
не излучает влоль направления коле- 
баний в нем и, наоборот, максималь- 
но излучает в перпендикулярном на- 
правлении. В экваториальной плос- 
кости излучение вибратора равномер- 
но но всем направлениям. 


Импульс волн. 
Разрелающая способность локатора 


Теперь обратнмся к главному вопросу: 
как можно заметить наличие вторнч- 
ных волн (эхо)? Ведь если мы не смс- 
жем выделить то или ниое эхо, то не 
сможем и обнаружить его нсточник, 
который называется в эхолокации 
целью. 

Трудно придумать более простой 
ответ, чем такой: нужно, чтобы во 
время прихода данного эха никаких 
других волн в приемник не понадало. 

Так возникает основная особеп- 
ность подавляющего большинства ло- 
каторов: работа в импульсном режи- 
ме. Это значит. что первичный излуча- 
тель периодически излучает групиу 
волн (импульс длительностью т, 
протяженностью ст (рис 4)), а затем 
долгое (по сравнению с длительностью 
импульса) время не рабогает. Вот 
в этот период «молчания» и приходят 
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— ОТРАЖЕННЫЕ 
1 цыги волн 


Рис. 5. 


отраженные импульсы от различных 
целей. 

Чем короче импульс, излучаемый 
антенной локатора (зондирующий им- 
нульс), тем большее число целей в 
том же объеме пространства можно 
обнаружить раздельно. Действитель- 
но, если дальность до двух целей от- 
личается на такую величину, что вто- 
ричные (отраженные) цуги (то есть 
групи») волн от них не перекрывают- 
ся, цели будут наблюдаться локатором 
раздельно (рис. 5). 

Таким образом, длительность им- 
пульса определяет так называемую 
разрапакящую способность по даль- 
ности 6 — т. 

Кроме того, раздельное наблюде- 
ние нескольких целей, направления 
на которые различны, обесиечивается 
нспользованием излучателей с узкой 
днаграммой направленности (рис. 6). 

Здесь уже говорят о разрешающей 
способности по углу. Действительно, 
если направления на цели отличают- 
ся на угол, больший, чем ширина диа- 
граммы направленности (угол @), то 
они. даже при одинаковой дальностн, 
не будут видны как одна цель. Отра- 
женные импульсы от них будут прн- 
ходить не одновременно, а только 


2 
+ 


— 
— 
— 
а. 
— 


Е Е 


— 
— 


Рис. 6. Цель 1 видна, а цель 2 при этом 
не наблюдается. 
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после соответствующего поворота ан- 
тенны. 


Выбор диапазона волн для локации 


Теперь мы достаточно подготовлены, 
чтобы понять, почему в радиолокации 
используются ультракороткие радно- 
волны (УКВ), то есть волны, длина 
которых лежит в метровом, децимет- 
ровом и сантиметровом диапазонах. 

Рассмотрим несколько причин. 

Г} Для УКВ легко обеспечить ирн- 
емлемые размеры антенн радиоло- 
каторов, обладающих узкой диаграм- 
мой направленности (для сбеспече- 
ния хорошего разрешения по углам) 
и достаточной интенсивностью излу- 
чения, так как основной элемент та- 
ких антенн — полувслновый вибратор. 

2) Размеры обычных целей {само- 
леты, корабли) будут лостаточно ве- 
анки по сравнению с применяемыми 
длинами волн, что благоприятствует 
увеличению интенсивности отражен- 
ных сигналов (в соответствии © хс- 
дом кривой при 44/2 на рисунке 2}. 

3) Технически трудно сформировать 
импульс короче хотя бы десятка длин 
волн, поэтому чем меньше &, тем легче 
обеслечить формирование такого 
импульса, а значит, получить хо- 
рошее разрешение по дальности. 


Принцип измерения дальности 
и угловых координат 


Полное определение местоположения 
цели в пространстве требует знания 


трех координат в некоторой системе 
координат. Для локаторов такой чес- 
тественной» системой координат, то 
«сть наиболее соответствующей ха- 
рактеру используемых в них физи- 
ческих явлений, будет сферическая 
(рис. 7). В ней положение точки оп- 
ределяется следующими коорднната- 
ми: радиусом-вектором О (в радиоло- 
кации называемым наклонной дально- 
стью); азимутом ф (углом в горизон- 
тальной — плоскости); углом мс 
ста в (углом в вертикальной плоскос- 
ти). 

Таким образом, для локации необ- 
ходимо уметь измерять дальность и 
угловые координаты. 

Когда антенна локатора излучает 
зондирующий импульс, то требуется 
определенное время 1’, чтобы эта 
группа волн дошла до цели. Как 
только волны дойдут до цели, цель 
становится вторичным излучателем, и 
часть энергии рассеянных (отражен- 
ных} ею волн идет обратно, то есть 
к антение локатора. При скорости 
распространения волн, много боль- 
шей скорости иеремешения цели, мож- 
но пренебречь смещением цели за 
это время, Отраженный (вторичный) 
нмпульс дойдет от цели до локагора 
за то же время {’, поглотигся его при- 
емной антенной ип понадет на вход 
прниемннка. При этом эпергня воли 
превращается в энергию электриче- 
ского тока н усиливается приемни- 
ком для последукяней передачи на 
измерительные устройства локагора. 
Заметьте, что здесь полезным процес- 
сом являетея поглощение аигеиной 
энергии волн. 

Суммарное время {1 = Г -- Е яв- 
ляется временем задержки отражен- 
ного импульса во отношению к зонди- 
рующему импульсу и может быть из- 
мерено в локаторе. Мтак, измерение 
дальности сводится к измерепию вре- 
менн. Это видно из формулы 


Гы 
В 


(1) 

Прнведенная формула тем точнее, 
чем меныше смещение цели за время 
задержки. 
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Рис. 8. Тиовторених — время, через кото- 
рое передатчик пернодически посылает зон- 
дирующие импульсы; Ицер — Выходное папря- 
жение (импульс} нередазчнка; (Упр —-напря- 
жение на входе приемника {отраженный им: 
пульс) цель 2 находится дальше. чем цель [. 


Поясняют принцип измерения даль- 
ности временные диаграммы на 
рисунке 8. 

Какие промежутки времени и с 
какой точностью приходится измерять 
в радиолокации? 

Обычно должны измеряться даль- 
ности в десятки километров с ошиб- 
кой, не превышающей десятков мет- 
ров. Значит, как можно подсчитать 
по формуле (1) (скорость света с - 

- 300 000 км/с), надо уметь измерять 
промежутки времени порядка сотен 
микросекунд (Ромкс == 10-8 с) с точ- 
ностью до десятых долей микроссе- 
кунды. Никакие механические часы 
не способиы производить такие изме- 
рения: слишком велика масса (инер- 
ционность) частей их механизма: толь- 
ко электронные устройства, вследст- 
вис малой инерционностн электронов, 
могут выполнить эту задачу. Весьма 
удобным устройством, например. ока- 
зывается электронно-лучевая трубка 


ЦЕЛЬ 
о. 


МАКСИМУМ 
ДИАГРАММЫ 
НАПРАВЛЕННОСТИ 





Рис. 9. 
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(аналогичная тем, которые приме- 
няются в осциллографах и телевизо- 
рах). Ее применение в раднолокации 
объясняется сще известной истиной, 
что «лучше один раз увидеть, чем сто 
раз услышать». Все, что попадает 
в радиолокатор, электронно-лучевые 
индикаторы преобразуют в видимую 
картину соответствующей области 
пространства. 

Для определения угловых коор- 
динат существуют различные методы, 
но общим принципом является исполь- 
зование направленности излучения и 
приема волн. 

Наиболее простым методом, осно- 
ванным на этом общем принципе, 
является фиксация каким-либо из- 
мерителем углов положения вращаю- 
щейся антенны в момент, когда от- 
раженный от цели импульс дости- 
гает максимума (рис. 9). 


Индикаторы 


Для более ясного представления о 
том, как осуществляется измерение 
координат в радиолокаторах в соот- 
ветствии с’ рассмотренными принци- 
нами измерения дальности и угла, по- 
знакомимся с применяемыми для этой 
цели индикаторами. 

В качестве примеров рассмотрим 
два тина нндикаторов. 

Первый из них обеспечивает на- 
глядное представление всей обста- 
новки в окружающем пространстве; 
второй же благодаря своей простоте 
можег применяться в отдельных уст- 
ройствах радаров (так часто назы- 
вают радиолокаторы). 

1. Почти во всех локаторах имеет- 
ся индикатор кругового обзора. В нем 
электронный луч перемещается так, 
что его «острие» вычерчивает на экра- 
не раднальную линию (от центра к 
краю экрана). Этим осуществляется 
так называемая развертка по даль- 
ности: положению светящейся точки 
в центре экрана соответствует нуле- 
вая дальность (местоположение ло- 
катора в момент посылки зонди- 
рующего импульса), а положению 
светящейся точки на краю экрана 
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ОТРАЖЕНИЯ ОТ 
Близких ПРЕДМЕТОВ 
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Рис. 10. 


соответствует предельная дальность 
обнаружения. Между этими точка- 
ми размещается вся шкала дальности 
локатора. 

Направление, по которому про- 
черчивается радиальная прямая, оп- 
ределяется азимутом излучения ра- 
диоволн антенной радара, то есть 
прн вращении диаграммы направлен- 
ности антенны (‹луча» антенны) син- 
хронно (одновременно) вращается и 
развертка. Угол места в таком инди- 
каторе не определяется. 

При отсутствии отражающих объ- 
ектов электронный луч «погашен». 
Отраженный от объекта сигнал «от- 
пирает» луч, н в соответствующем мес- 
те экрана возникает светлое пятно 
(типовое изображение на экране пред- 
ставлено на рисунке 10). Для того 
чтобы всю картину видеть одновре- 
менно, в этих индикаторах применя- 
ется такой люминесцирующий экран, 
что свечение, возбужденное в любом 
месте его, длится все время, пока 
«луч» антенны совершает один обо- 
рот- 

2. Простейшим индикатором явля- 
ется индикатор, на экране которого 
по горизонтальному днаметру осу- 
ществляется развертка по дальности, 
а величина отклонения пятна по вер- 
тикали (амплитуда импульса) опре- 
деляется величиной снгнала от цели 
(рис. 11). 


ою о 39040 км 


Рис. 11. 


В этом индикаторе применяют эк- 
ран без послесвечения, и картина 
меняется по мере того, как антен- 
ный «луч» поворачивается в простран- 
стве, поэтому УГОЛ «луча» надо отсчи- 
тывать по шкале антенны в тот момент, 
когда амплитуда соответствующего им- 
пульса на экране достигает мак- 
симума. 


«Местники», пассивные 
и активные помехи 


Каждое техническое достижение не- 
сет в себе н свою слабость, для прео- 
доления которой приходится еще глуб- 
же вникать в физику используемого 
явления. Это можно увидеть на не- 
скольких поучительных примерах из 
раднолокации. 

1. В условиях горной местности 
экраны индикаторов оказываются «за- 
битыми» так называемыми «местни- 
ками», то есть импульсами, отражен- 
ными от холмов, скал и других неров- 
ностей местности. Это затрудняет или 
делает даже невозможным обнаруже- 
ние полезных сигналов от целей. То 
же самое наблюдается и вблизи крун- 
ных населенных пунктов. 

Большие помехи создаются также 
отраженнями от различных облаков, 
туч и тому подобного. 

2. Как мы уже говорили, при раз- 
мерах неоднородностей, близких к 
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А:2, вторичное излучение от них силь- 
но возрастает. Поэтому такие полу- 
волновые отражатели используются 
в борьбе с радиолокацией для созда- 
ния ложных «целей» (пассивные поме- 
хи}. Оказывается, достаточно  не- 
скольких сотен грамм фольги или 
металлизированного стекловолокна, 
чтобы создать такой же отражен- 
ный импульс, как от самолета. 

Значит ли это, что ни с «местника- 
ми», ни с нассивными помехами ничего 
нельзя сделать? Конечно, нет. 

Дело в Том. что источники «мест- 
ников» вообще неподвижны, а облака 
и пассивные помехи движутся 
со скоростью ветра, которая обыч- 
но много меныше скорости самолета. 
Вот это-то и используется для устра- 
нения помех. Принцип действия од- 
ного из соответствующих устройств 
связан с так называемым чересиернод- 
ным вычитанием. Суть последнего за- 
ключается в следующем: если сигна- 
лы, полученные прн двух последо- 
вательных зондированиях, подавать 
на индикатор одновременно, но с про- 
тивоположными знаками, То мест- 
ники уничтожатся, а сигналы от бы- 
стродвижущихся целей, изменивших 
за период повторения свое положс- 
ние, сохранятся. 

3. Поступающие на прнемник ра- 
дара сигналы от целей на много по- 
рядков слабее, чем зондирующий им- 
пульс. Следовательно, для радара 
характерно сочетание большой мощ- 
нсстн зондирующего импульса пере- 
датчика с высокой чувствительностью 
приемника. Только так можно обес- 
нечить большую дальность обнаруже- 
ния целей. 

Но эта сила радара немедленно 
превращается в его слабость. 

Во-первых, мошные зондирующие 
импульсы локатора могут быть обна- 
ружены на самолете задолго до обна- 
ружения самолета локатором (ибо 
прн этом радиоволны совершают путь 
«в один конец»). 

Во-вторых, можно легко «забить» 
высокочувствительный приемник ло- 
катора ложными сигналами передат- 
чиков помех, устанавливаемых на 
14 


самолете (эти передатчики могут так- 
же сбрасываться с парашютом и то- 
му подобное). 

Так возникает еще один способ 
борьбы с радиолокацией — < помощью 
активных помех. Однако находятся 
способы преодолеть и нх. 


Особенности звуколокации 


Для звуколокации существенно, что 
скорость распространения звуковых 
волн на много порядков меньше ско- 
рости распространения электромаг- 
нитных волн (в воздухе скорость зву- 
ка при нормальных условиях равна 
331 м/с, то есть почти в миллион раз 
меньше скорости света). Бессмыслен- 
но, например, пытаться применить 
звуколокацию для определения коор-. 
динат современного сверхзвукового 
самолета: звук просто не догонит 
его. Для гидролокации (звуколока- 
ции в воде) дело обстоит лучше: 
скорость звука в воде равна пример- 
ко 1500 м!с, а скорость перемещения 
«цели» под водой гораздо меныше 
(порядка 10 м/0). Кроме того, в поль- 
зу гидролокацин говорит еще одно 
важное соображение: электромагнит- 
ные волны очень плохо распростра- 
няются В воде (сильно затухают, так 
как вода, особенно морская, довольно 
хороший проводник). Поэтому без 
звука в воде не обойтись. 

Что же касается живой природы, 
то не только в воде, но и в воздухе 
скорость звука вполне обеспечивает 
успех эхолокации. Вот почему «жи- 
вые локаторы» нспользуют звуковые 
волны (точнее, ультразвук). Напом- 
ним, что слышимые человеком звуки 
охватывают днапазон частот колеба- 
ний от 20 до 20000 гц. Звуки более 
высокой частоты, чем 20000 гц, 
и называются ультразвуками. 

Одни из самых совершенных «жи- 
вых локаторов» — летучие мыши — 
используют для локации ультразвуко- 
вые волны в воздухе, соответствую- 
щие частотам примерно от 50 кец 
до 100 кец. А дельфины, использую- 
щие ультразвуки в воде, «работают» 
на еще более высоких частотах. 
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Собака бежит 
наперерез 


М. Л. Гервер 


Помните, в «Кванте» № 2 за 1973 
год была заметка «Про лису и собаку»? 
Лиса бежала по прямой { с постоян- 
ной скоростью, а собака с той же ско- 
ростью бежала прямо на лису из не- 
которой точки С,. Спрашивалось, при 
каких С, собака догонит лису. 

В заметке было доказано, что ли- 
са всегда убегает от собакн, кроме 
единственного случая, когда С, рас- 
положена на прямой [, перед лисой. 

«Ну ладно,— мог сказать чита- 
тель, прочтя заметку, — все это хо- 
рошю, только уж очень глупа собака! 
Бежала бы наперерез...» 


$ 1. Постановка задачи 


Ладно, пусть собака может бежать как 
угодно, не обязательно прямо на 
лису. Но только пусть тогда уж и лнса 
бежит не по прямой, а тоже, как за- 
хочет. Про скорости лисы и собаки 
ио-прежнему предполагается, что они 
равны по величине. И еше нужно пред- 
положить, что все происходит на 
огороженном участке *). 

Если изменить так условия, то 
мы придем к известной задаче о ипо- 
гоне, придуманной Р. Радо. Только 
в задаче Радо вместо лисы и собаки 
фигурировали лев и человек. В книге 
английского математика Дж. Литл- 
вуда «Математическая смесь» эта за- 
дача формулируется так: «Лев и че- 
ловек, находящиеся на огороженной 
круглой арене, имсют одинаковую 





*) Иначе, если начальные положения 
лисы и собаки „//о и Су, то лиса просто побе- 
жит по прямой С‚Ло от С,- 


максимальную скорость. Какой стра- 
тегин должен придерживаться лев, 
чтобы быть уверенным в своей тра- 
пезе?» Остроумная, но уж слишком 
кровожадная формулировка — так что 
будем называть участников погони, 
как прежде, собакой и лисой. 

На первый взгляд кажется, что 

лисе не спастись, если собака выберет 
следующую стратегию. Сначала она 
занимает место в центре круга 0, 
а затем бежнт так, чтобы все время 
находиться на радиусе ОЛ, стараясь 
прин этом макснмально (насколько 
позволяет скорость) приблизиться к 
лнсе. Писе как будто ничего ие оста- 
ется, как бежать по окружности (не 
идти же ей самой на сближение с со- 
бакой!). Что получится в этом слу- 
чае, видно из рисунка 1. 
.‚ Когда собака завяла центр О, лиса 
находилась в точке Л,. Обозначим 
через 7, такую точку на окружности, 
чго угол „ОЛ, =л/2. На отрезке 
ОЛ, построим, как на днаметре, вспо- 
могательную окружность 5. Исходную 
(вдвое больную ) окружность обозна- 
чим через 5. Пусть лиса побежала 
из /7, в Л, по окружности $, и пусть 
Л — произвольная точка на дуге 
ЛьЛ,, а С — точка пересечения ра- 
диуса ОЛ и окружности 5. Тогда ду- 
ги Л] и ОС имеют (проверьте это!) 
одинаковую длину. Таким образом, 
собака (руководствуясь — выбранной 
стратегией) побежит из О в „7, по 
окружности $; в точке „7, она пойма- 
ет лису. 

Неожиданная смена направления 
на противоположное не поможет лн- 
се: если лиса добежит до точки Л 
(рис. 2), а потом бросится назад в 
точку //., то собака (в соответствии со 





Рис. 1. Рис. 2. 
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своей стратегией) побежит из Св Л, 
по дуге, симметричной СЛ, относи- 
тельно радиуса ОЛ. 

Итак, единственный шанс на спа- 
сение для лисы — сойти с окружнос- 
тн 5. Навстречу собаке? Это представ- 
ляется бессмысленным, и долгое вре- 
мя считалось, что лисе не избежать 
поимки. 

Сравнительно недавно профессор 
А. С. Безикович опроверг это за- 
блуждение. Ниже мы приведем его 
решение сначала в случае, когда со- 
бака придерживается радиуса ОЛ, 
а потом в случае совершенно произ- 
вольного поведения собаки. Лисе в 
обоих случаях не нужно сразу убе- 
гать на окружность. Она должна 
отступать из некоторой внутренней 
точки круга очень постепенно, мно- 
гократно меняя направление, по за- 
мысловатому спиралеобразному пути. 


$ 2. Две суммы 


При изложении решения мы будем 
стронть ломаные, состоящие из бесконечного 
множества псе более коротких звеньев. 
Нужно будет, чтобы эти ломаные имели бес- 
конечную длину, но целиком помещались 
внутри круга. Чтобы потом не прерывать из- 
ложения, проведем заранее некоторые вычнс- 
ления. Выпишем две суммы: 

1 1 1 
бра тео ЕЕ (1) 

1 1 ! 1 | у 
Ка Ре. (2) 


Как они ведут себя при увеличении 7? 
-Возрастают — это ясно (потому что добав- 
ляются все новые положительные слагае- 
мые). Но возрастают безгранично или остают- 
ся меньше некоторого числа? Оказывается, 
первая сумма с ростом п растет неограни- 
ченно, а пторая нри любом п хеньше 1. 


Доказательство 
1. Воспользуемся неравенствамн 


Пе Ад | Ар, | очи 
р Арни 


к, а 
а о. 
1 1 8 | 


З 
Отсюда Ё; >1, >. Ё:>2 и 


|: 
вообще для п ==, [д > ПР Если Ё рав- 


ио двум миллионам, то Риз больше миллио- 
на. Если Ё = 2.107, то [а больше миллн- 
арда и т. д. Вообще какое бы число № ни 
взять, найдется такое л, что Ёд > М (доста- 
точно положить п = 22м ‚ где М — нату- 
ральное число, большее №, при т > л нера- 
венстро Си > М выполняется ин подавно}. 
Итак, Ё„ с ростом номера п неограниченно 
возрастает. 
2. Докажем, что К, <! при любом п. 


1 
Вычислим сумму $и = 51 ыы 35+ ра 
} 


Те п- Так как зоареау: 
| 1 Е) 

АА Е-З" › 86 $ = (1-=)+ 
| 1 ` 1 1-4 

+=) ше тетя = ]- 


Раскрык скобки и перегруппнировав слагае- 
1 1 
мые, получаем $и = 1 -1- РУ +2" = 


ва „> т я 








тт’ то Кии. 


1 
Так как —- 
& ти ео 


Итак, при любом л 
. 1 1 
и т: м 


Следствие. Пусть О — центр круга 
раднуса г. Л, — точка на расстоянин Го от 


М э 
центра, го «г. Положим а ==’ г? — 160 и 
построим ломаную [так (рис. 3): „Ть-Т, = 


а а 
=”, Л ОЙ 


„Мо З, 
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а 
п! 
ИЛ, 1 ОЛя-1. Тогда ломаная Ё обла- 
дает следующими тремя свойствами. 

1). Она не выходит за пределы круга. 
Действительно, 


Ол? = ОЛ? | + Ли, 


так что при любом п 


Лт, (ОЛ; вообще ‘Ла-аУТа-= 





ы а р 
5 о. а". @* Сы 
= — г —_ фо 5 — 
ОЛ» = 5 + а 32 > И 
2 ° 2, га . 
== 56 1 а" Ки 3 Го 4" == №. 


2). Вместе с тем, поскольку 





Пт ЛЕ. Иа = 
а а ‚а 
оо 


то (при достаточно больших п} сумма длин 
первых п звеньев сколь угодно велика. 
Другими словами, ломаная РЁ имеет беско- 
нечную длину. 

3). Наконец, по построению каждое зве- 
ие Л»—, И, ломаной [. перпендикулярио ра- 
днусу ОЛл-у. 


5 3. Собака придерживается радиуса 


Пусть в начальный момент собака 
находится в центре круга О, а лиса — 
в точке Лъ на расстоянии го от центра, 
где г, меныше радиуса круга г. 
Условимся, что собака побежит 
так, чтобы яссгда быть на радиусе 
ОЛ. Тогда лиса сумеет спастись, если 
будет бежать по ломаной Р, построен- 
ной в $ 2. Так как Л.Л. Г ОЛЬь, то со- 
бака ие может поймать лису, пока та 
находится на /Л./Т*). Обозначим че- 
рез С, точку, в которую прибежит 
собака, когда лиса окажется в точке 
Л,- Так как С, находится на ОТ, а 
Л.Т | ОЛ, то ЛИЛ, © СТ и ©о- 
бака не южет поймать лису, пока та 
находится на /Т,Ль. Это продолжает- 
ся на каждом последующем звене ло- 
маной: Л», СТ и собака не мо- 
жет поймать лису на отрезке Л.Т, 
(ни при каком л). Так как общая дли- 
на ломаной ЁР бесконечна, то беско- 
нечным будет и время, в течение кото- 


*} Допустив противное, мы нашли бы 
на Л.Л, такую точку „Л, что расстояние „9.7 
больше расстояния ОЛ. Этого. однако, не мо- 
жет быть: перпендикуляр «7..7 короче на- 
клонной ОЛ. 


2 Кваил № 3 


рого лиса будет бежать по ней *). 
Значит, ни за какое конечное время 
собака не сможет поймать лису. 


$ 4. Собака бежит, как хочет 


Пусть, наконец, собака и лиса нахо- 
дятся в начальный момент в двух про- 
извольных (разумеется, . различных) 
точках С, н У» внутри круРа раднуса г. 

Мы покажем сейчас, что, как бы 
ни вела себя собака, лиса сможет 
убежать от нее. 

Прежде всего лиса «строит» опи- 
санную выше ломаную 2, но бежит 
вдоль другой ломаной [.’, зависящей 
от того, что делает собака. Опишем 
построение ломаной [.. 

Выбор точки „,. Проведем 
через точку У прямую 2, перпен- 
дикулярную С.Т. Пусть М, — ос- 
нование периёидикуляра, онущенно- 
го из О на {[.. Точка Л; выбирается 
на продолжении УМ, так, чтобы 
выполнялось равенство МТ, =УТьГ, 
(где Л.Т, — первое звено ломаной 
[.). Поэтому ИИ 2 и (ОЛ 

ОМз + (МЛ ОЛ + Л.Л 

= ОУ. , 

Выбор точки Ли. Из точ- 
ки „7, лиса бежит в „7. Так как 
Л Ли 1. Со о. то, пока лиса находит- 
ся на Л.И), собака не может пой- 
мать ее. Обозначим через С, точку, 
в которую прибежит собака, когда 
лиса достигнет ИУ. Из Л, лиса дол- 
жна бежать в +/.. Выбор эгой точки 
опишем сразу в общем виде: пусть 
собака и лиса находятся в точках 
С. и /.: объяеним, как тогда выб- 
рать /Тнзи (см. рис. 4). 

Проведем через „7» прямую {.. 
нерпендикулярную СЛ». Пусть М„— 
основание периендикуляра, опущен- 
ного из О на [,. Точку Лаз: выбе- 





*} Это место в решенни — важное: су- 
цественно именно то, что Г. бесконечкой 
длины, а не то, что 2 состоит из бесконечного 
множества звеньев (сравните с известной 
исторней про Ахиллеся, догоняющего че- 
репаху). 
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№ 
1, Э1» 

п. М ле» 
Рис. 4. 


рем на продолженин Л„М, на рас- 
стоянии 7 „Л„-, от точки ИМ, (где 
Ло Тона — (п 1)-е звено ломаной Г.). 


Таким образом, ЕВА = 

Л.П,зл. Теперь оценим ОЛн+ь. 
Допустим, что точку Л„ нам уда- 
лось выбрать так, что ОЛ, = оЛ,. 


Тогда поскольку ОМ, < ОЛ,. вы- 
полняется неравенство 


(ОЛ = ОМ: + (М.Л +1)? = 
= ОЛ, + Л.Ль и = ОЛь 1 


и тем самым ОЛ. <= ОЛань. 

Итак, каждое звено ломаной Г” 
не короче соответствующего звена Г, 
а каждая вершина Ё” расположена 
не дальше от центра О. чем соот- 


ветствующая вершина [: „Ули = 


> Л„Льа; ОЛ, < ОЛ». Иначе гово- 
ря, ломаная ГР” имеет бесконечную 
длину, но целиком помещается в 
круге радиуса г с центром О. По 
построению С„„ | УТ и/Т ааа при лю- 
бом п. Значит, собака по-прежнему 
не сможет поймать лису. 

Таким образом, как бы ци вела 
себя собака, лиса сможет от нее 
убежать! 


Задачи 


1. Когда лиса ИЛ бежала по прямой, 
а собака С бежала прямо на нее (см. заметку 
«Про лису и собаку» в *«Кванте» № 2 за 
1973 г.), то расстояние СУ всегда оставалось 
болыше некоторого положительного чнсла. 
Докажите, что как бы ни вела себя лиса 
в круге и как бы мало ни было положительное 
число р, собака может за конечное время 
приблизиться к лисе на расстояние, мень- 
шее р. Достаточно ли для этого собаке всегда 


придерживаться раднуса О.Т? Достигнет ли 
этого собака, если будет бежать прямо 
на лису? 


2. Догонит лн собака лису, бегущую 
по окружности, если будет бежать все вре- 
мя прямо на нее? 


3. Наши рассуждення были основаны 


1 
ма том, что сумма [в а Ре. 


| 
. + с ростом п неограниченно воз- 


1 | | 
растает, а сумма Ки = 5=- 2+... НЕ 


при любом п меньше |. Исследуйте, как ве- 
1 
дут себя с ростом п суммы $и = + 
2] 
| 























| 1 
: ее ее рта о 
т зЗ Е а ат 
р 1 1 
г О АЛАаВЮнЯ — и Ра=- 
ИЗ пу п у 2 
= 
Ре 1 — + ит ++ ря 


(рп — п-е простое число). 


4. И в заключение — трн задачи, в ко- 
торых преследователей иесколько, причем 
действуют они согласованно. Скорости у 
спасающихся и догоняющих одинаковые, 
двигаться все могут, как хотят. 

а} Может ли лиса на круглом отражен- 
ном участке убежать от двух собак? 

6} Докажите, что муха, летающая вцут- 
ри куба, может спастись от двух, но не мо- 
жет спастись от трех птиц. 

в) Сколько времени понадобиться трем 
птицам, чтобы поймать муху внутри куба 
со стороной 1 (скорости тоже равны 1)? 
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Столкновение 
шариков 


Г. Л. Коткин 


Рассматривая упругое столкновение 
шариков, мы ограничимся лишь 
грубыми оценкамн, то есть при 
вычислении сил, действующих во вре- 
мя столкновения, и времени столк- 
новения шариков нас не должна сму- 
щать ошибка в несколько раз. 

Главное — правильно представить 
себе, что же происходит с шариками. 
Ясно, что после соприкосновения они 
деформируются. Но даже в момент 
остановки деформация сравнительно 
велика лишь вблизи площадки со- 
прикосновения шариков. В резуль- 
тате деформации возникает сила, 
стремящаяся вернуть шарики в пер- 
воначальное состояние. Эта сила по- 
добно силе упругости пружины от- 
брасывает шарики друг от друга. 

Попытаемся определить силу уп- 
ругости ЭТОЙ «пружины». Рассмот- 
рим центральное соударение двух 
шариков *). Учтем, что область 
проникновения деформации невелика, 
и заменим сильно деформированную 
область шарика вилиндром, радиус 
которого равен радиусу г площадки 
соприкосновения шариков и высота 
(то есть глубина проникновения де- 
формации) тоже равна х (рис. \). 
Пусть смещение центра шарика за 
время от момента касания шариков до 
их остановки равно х. Сила упруго- 
сти «пружины» определяется законом 
Гука: 


ЕЕ", 





*) То есть такое, при котором центры 
шариков движутся вдоль прямой, соединяю- 
щей эти центры. 


ры 


где Е—модуль Юнга, $ = лиг? [=г, 
А =х. Таким образом, 


Е — Бгх. 


(Здесь величина Ег играет роль ко- 
эффициента упругости #). Знак —> 
означает равенство по порядку ве- 
личины, то есть с возможной ошиб- 
кой в несколько раз. 





Рис. 1. 


Выразим теперь г через х. Для 
этого предположим (опять приблни- 
женно), что шарик «прогиулся» толь- 
ко на участке АВС (рис. 2). Из по- 
добия треугольников АВР и АОС 
следует соотношение 
2А —х 


т 
х Ш ы 


где А — радиус шарика. Поскольку 
х«В и множителем 2 мы можем 
пренебречь, получаем 

гу Кох. (1) 


Подставляя {1) в выражение для си- 
лы ЕР, находим 


1 
Е— ЕВ *х (2) 


Выразим величину х через из- 
вестные константы ин скорость и. 


| 


в 
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В момент остановки шарика вся его 
кинетическая энергия переходит в 
потенциальную энергию деформации. 
Потенциальная энергия деформации 
равна работе силы упругости на пу- 
ти д: 
1 5 
И Ех ЕВ*х?` 
1 
Это означает, что 25 п? =0- 
а 
22 
—ЕВ`х . Но масса шарика т = 
4 
—  яАЗр. Таким образом, 


| 2% 
= Пий = = ЮЗри? ^— ЮЗро?. 


Следовательно, 


откуда 








Удобно обозначить = *), тогда 
1 


к 
х- К [ы) 
значение х в формулу (2): 


6 


Подставим найденное 


Е— ЕВ? (=) -. (3) 


1 


Оценим время столкновения шарни- 
КОВ: 


*|] Введенная таким сбразом величина 
по порядку совладает со скоростью звука 
в веществе шарика. Например, для стали 
Б--2 1. ЮН ним, р =: 7,8. 103 ке/мЗ, 
и = 5.2.103 л/с, скорость звука в стали 
около 6. 103 м/с. 

**) Более точный, по гораздо более 
сложный расчет дает для { значение, пример- 
но втрое большее. а для ЕР — несколько 
меньшее, чем у нас. 


20 


Пусть при скорости и=5 смс 
сталкиваются два стальных шарика 
радиуса А =1 см (масса такого ша- 
рика —30 г). По формулам (4) и (3) 
получаем 

1 


5 
с^2.10-5 с, 
6 


= 2. 5 
Або ТО. 10-* [=] бб 


мы 10 5-103 
5-10-31 5. 0-2 


ЕЕ 
5-10 } 


Заметнм, что чем больше ско- 
рость шариков, тем меньше время 
их соударения. 

Провестн оценку времени соударе- 
ния можно и по-другому. Слёдуя 
аналогии с пружиной, будем считать, 
что время соударения шариков со- 
ответствует полупериоду колебаний 
шарика массы т на пружине жест- 
кости А ^^ Ег, то есть 


Т т 


полупернод же тем меньше, чем 
больше жесткость *). 

Сделанная нами оценка неприме- 
нима при слишком больших скоро- 
стях шариков. В этом случае дефор- 
мации настолько велики, что пере- 
стает выполняться закон Гука. Для 
стали закон Гука справедлив при 


А! 
относительных деформациях < 
< 10-2. Из этого условия можно 
определить максимальную скорость 
столкиовения шариков. Наибольшая 


деформация шариков («пружины») 


А! х у\$ 
мор ВИНО кВА < -—2 ; 
1 2 | Е ) < 19-2, откуда 


0.5 10-5 > 5. 10-2 м/с = 5 смХ. 


Можно сделать подобную оцеику 
времени и силы взаимодействия при 
столкновении торцами двух одина- 
ковых цилиндров длины / и радиуса Ю. 
В этом случае область относительно 
большой деформацин распространяет- 
ся на объем каждого цилиндра це- 


*) Убедитесь самостоятельно, что при 
этом снова получается ответ (4). 
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ликом. Предоставляем выкладки 
(более простые, чем для шариков) 
читателям и приведем только резуль- 


1 ‹ ` 
таты: {, =, Р, ^^ ЕЕ? ы Сила 


и‘ 
взаимодействня при сТтолкновенин 


цилиндров оказывается больше, чем 





Е 
при столкновении шариков: ее 
1.5 


[< 
— >) ‚ а время при { — Ю — мень- 
4 
О 


ше о, °. Для стальных ци- 


линдров, сталкивающихся со скоро- 
1/3 у 


. 4 
стью 5 смс, [-- =:10. Пожалуй, 
\ Е 1 


самое интересное отличие этих резуль- 
татов от оценок для шариков — это 
независимость времени Ё, от скорости 
движения цилиндров. 

Нужно, однако, иметь в виду, что 
явления, происходящие при сТолкно- 
венни стержней, гораздо сложнее, чем 
при столкновении шариков. Деформи- 
рованная область может расширяться 
в веществе не мгновенно, а со ско- 
ростью звука, ло порядку величины 


равной и. Поэтому деформация пол- 
ностью охватывает стержни за время 


{ 
и то есть, в течение всего времени 


соударения по стержням распростра- 
няются бегущие волны сжатия. 

При столкновенни шариков дс- 
формация распространяется на об- 


7 
ласть «пружины» за время т — и Ь 


Во 2.5 
——-(-- |: гораздо меньшее времени 
7 ` 


. т [ей 3 5 иг 
соударения #: мы < 1. Поэто- 


му можно считать, что деформация 
распространяется на область «пружи- 
ны» мгновенно (что мы и делали). 


Упражнения 

1. Оценить {и А для резиновых шариков 
раднуса В = 1 см, сталкивающихся со ско- 
рестью и -= Ю смс. Для резины. 

Е — 0% н/м?, р == 103 ке/м3. 

2. Оценить время удара о стенку хорошю 
надутого футбольного мяча. 

3. Резниовый шарик со скоростью #5 
налетает на два соприкасающихся стальных 
шарика такой же массы. Центры всех шарн- 
ков лежат на одной прямой. Какими будут 
скорости шариков после удара? 


Звуковая 
ориентация 
у дельфинов 


Завоеванию дельфинами Ми- 
рового океана в сильной сте- 
пени способствовала их быст- 
роходность и звуковая орнен- 
тация, появление у них пре- 
восходно развитого гидроло- 
катора, который позволяет 
отлично ориентироваться в 
водной среде. Из органов 
чувств у китообразных луч- 
ше всего развивается слух. 
Звук для водных млекопн- 
тающих — важиейший источ- 
ник информации, так как в 
воде звуковые колебания рас- 
пространяются почти в 5 р 
быстрее, чем в воздухе. Ки- 
тообразные воспринимают ие 
только звуки, но также ин- 
фразвуки н ультразвуки (до 
170 кги), лежащие далеко за 
пределами чувствительности 
человеческого уха. 

Сигналы, нздаваемые 
дельфинами, — используются 


нми как для связи с сородн- 
чамн, так и для ориентации 
по отраженным звукам (эхо- 
локация). 

По эхолокационным снг- 
налам дельфины могут с боль- 
шойточисстьюорнентировать- 
ся в пространстве, резвить- 
ся иа минных полях, опре- 
делять глубину дна и бли- 
зость берега, разный харак- 
тер грунта, велнчину н каче- 
ство погруженных предметов. 
Действие  гидролокатора у 
дельфинов хорошо изучено в 
океанариумах. Советский 
гидроакустик Н. А. Дубров- 
ский показал, что «ослеплен- 
ная» гфалнна (со специаль- 
ными наглазииками) надеж - 
но отличает свннцовый шар 
днаметром 5 см от стального 
шара такого же размера с 
расстояния 11 м н стальной 
щар от дюралевого с расстоя- 
ния 8 м. Американские нс- 
следователи Эванс и Пауэлл 
доказали способиость «ослеп- 
лениого» дельфнииа различать 
две одинаковые пластины, со- 
стоящие из разных металлов, 
нли из одного и ТОГО же ме- 


талла, но разной толщины. 
«Ослепленные» дельфины в 
океанариумах могут свобод- 
но плавать в лабиринте из 
подвешенных металлических 
стержней, не касаясь их. 
Особенно высокая разрешаю- 
щая способность локации у 
дельфинов в горизонтальном 
направлении. Но оин также 
могут лоцировать объекты, 
расположенные на глубниие. 


Изучение — эхолокации 
дельфинов должно помочь в 
создании ряда весьма пор- 
тативных локационных уст- 
ройств, малогабаритных гид: 
ролокаторов и эхолотов, ма- 
леньких приборов для ориен- 
тации слепых при их хожде- 
нин по городским улицам и 
должио привести к реальной 
оцеике возможностей исполь- 
зования дельфинов в будущей 
практике человека, в его 
морских исследованиях. 


{Из статьи А. Г. Томк- 
лина «Дельфины н наука», 
помещенной в международ- 
иом ежегоднике «Будущее 
наукн» за 1972 г.) 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





Мнимые числа 
и геометрические задачи 


Г. Д. Балк, М. Б. Балк 


Какое отношение могут иметь квад- 
ратные корни из отрицательных чисел 
к задачам из области геометрии? Мо- 
жет ли человеку, решающему планн- 
метрическую задачу, принести ощу- 
тимую пользу то обстоятельство, что 
в алгебре рассматриваются числа вида 
атёу — 

Ответ как будто очевиден: «Не мо- 
жет». 

А между тем оказывается, что при- 
влечение таких «мнимых» чисел не- 
редко существенно облегчает реше- 
ние трудной планиметрической за- 
дачи — даже если в условии такой 
задачи ни о каких «мнимостях» и речи 
нет. Об этом будет рассказано в дан- 
ной статье *). 

Предполагается, что начальные 
представления о комплексных числах 
и действиях с ними (в алгебраической 
форме} у читателя имеются — скажем, 
в объеме школьного учебника Е. С. и 
Е. С. Кочетковых «Алгебра и эле- 
ментарные функции», ч. 2, М., «Про- 
свещение», 1969, стр. 216—220. 

Ниже мы приведем дополнитель- 
ные сведения о комплексных числах и 
упражнения, а затем рассмотрим ряд 
геометрических задач. 


Комплексные координаты точек 
и векторов 


Возьмем на плоскости  декартову 
систему координат хОу (рис. 1). Пусть 





*) Эта статья написана по материалам 
занятнй математико-механического кружка 
учащихся смоленской школы №7 (ап- 
рель 197Ё года). 
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2 — некоторая точка на плоскости. 
Ее положение определяется двумя 
действительными числами — ее  де- 
картовыми координатами (а, 6). Со- 
поставим точке 2 комплексное число 
2=а -- М. Это комплексное чнсло на- 
зовем комплексной координатой точ- 
ки 7. 

Упражнение]. Каковы ком- 
плексные координаты точек О,Р,О,М, 
изображенных на рисунке 1? 

Каждому комплексному числу 2 


. соответствует на декартовой плоскос- 


ти хОу вполие определенная точка 2, 
комплексной координатой которой яв- 
ляется именно это число 2 *). 

Возьмем теперь на координатной 
плоскости (рис. 1) вектор (направ- 
ленный отрезок) ОЙ с началом в нача- 
ле координат и концом в точке &, 
имеющей координаты (а, 65). Комп- 
лексное число г = а- 8! назовем 
также комплексной координатой век- 
тора 07. 





*) Отметим, что на оси Оу мы отклады- 
васм коэффициент при : (действительное 
число), но отметке 1 на оси Ой соответствует 
число Г. 





Рис. [. 
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Рис. 2. 


Рассмотрим затем любой другой 
вектор АВ, равный вектору 02 *). 
Вектору АВ сопоставим то же са- 
мое комплексное число 2; будем это 
число называть комплексной коорди- 
натой вектора АВ. Так, например, 
на рисунке 2 векторы АВ, СБ н 07 
имеют одну и ту же комплексную 
координату 2 — 3#. Вообще можно 
сказать так: если проекция некоторого 
вектора на ось Ох равна а, а его проек- 
ция на ось Оу равна Ь, то комплексной 
координатой вектора называется число 
2-- а+ы. 

Упражнение 2. Какие ком- 
плексные координаты имеют векторы 
КЕ, ММ, РО. $Т, изображенные на 
рисунке 2? 

Упражненне 3. Нарисуйте 
на координатной плоскости какие-ли- 
бо векторы, начала которых не совпа- 
дают с началом координат и которые 





") Это означает следующее: векторы АВ 
и 07 равны по длине, лежат на олной и той же 
прямой или на параллельных прямых и одн- 
наково направлены. 


имеют такие комплексные коорди- 
ноты: и р =: 3-0, 
17 2—3 {. 

Упражнение 4. Пусть век- 
торы ОА и АВ (рис. 3) имеют комп- 
лексные координаты 2, и 2., а сумма 
этих векторов (вектор ОВ) имеет 
комплексную координату г. Как вы- 
ражается число г через числа гу и г? 

Решение. Пусть г, = а, -{ $, 
2. = а. -г 6.7. Тогда проекции век- 
торов ОА и АВ на ось Ох равны соот- 
ветственно а, и а», а проекция их 
суммы ОВ на ось Ох равна а, 1 а.. 
Аналогично показывается, что про- 
екция вектора ОВ на ось Оу равна 
Ь, + 6Ь.. Но тогда комплексная коор- 
дината 2 вектора ОВ равна (а, + 
+ ао) -- Е (6, -. Ь.}, то есть 


га: т 2... 


Итак, при сложении векторов их 
комплексные координаты складыва- 
ются. 

Упражнение. Две точки 
7, и 2. координатной плоскости хОу 
(рис. 4) имеют комплексные координа- 
ты 21 и 2.. Какую комплексную коор- 
динату имеет вектор #.,2.-? 

Решение. Обозначим через 2 
комплексную координату — вектора 
7,7... Так как 07, = 07, +- 7,7... 
то 2. = 2, +2, откуда 


2 = 2. — 2. 


Итак, комплексная координата 
вектора равна разности между ком- 
плексной координатой его конца и 
комплексной координатой его начала. 

Упражнение 6. Концы от- 
резка 2.0. (рис. 5) имеют соответ. 





Рис. 3, 


Рис. 5. 
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ственно комплексные — координаты 
2, н 2». Какова комплексная координа- 
та 2 середины 2 этого отрезка? 
Решение. — Векторы 7,7 и 
2.2. равны, и поэтому они нмеют одну 
ни ТУ же комплексную координату; 
обозначим ее через с. Так как ОЙ = 
07, - 72,2 и 07, - 02-1 72,, 
то2= С, 2. = ас. 
Исключая с, найдем 


1 ; 
2 = 5 (21 + 2»). 


Итак, комплексная координата се- 
редины отрезка равна полусумме ком- 
плексных координат его концов. 

Упражнение 7. Точки А и 
В на координатной плоскости имеют 


комплексные координаты у3З—Ги 


—из3-+{ 3. Какую комплексную ко- 
ординату имеет вектор АВ? Какую 
комплексную координату имеет сере- 
дина отрезка АВ? 

Напомним понятие модуля и аргу- 
мента комплексного числа. Если чис- 
ло 2— а-+ Ы — комплексная коор- 
дината вектора АВ (рис. 1), то дли- 
на гэтого вектора называется модулем 
комплексного числа 2 (обозначается 
так: |2|}. Ясно, что г=|2|= 
—т а? -- В. Угол а наклона вектора 
АВ к осн Ох (отсчитываемый в полс- 
жительном направленин, то есть про- 
тнв часовой стрелки) называется ар- 
гументом числа г (обозначается так: 
Агр 2). Понятно, что у каждого коми- 
лексного числа 2 имеется бесконечно 
много аргументов *). Из очевидных 
соотношений а = г с0$ м, В == гзт & 
следует так называемая тригономет- 
рическая форма комплексного числа: 
2 -= т (с0$ м Ето). 

Упражнение 8. Пить 2, 
И 2. — 0ва комплексных числа. Как 
геометрически — истолковать число 
[22 — 21? 

Упражнение 9. Может ли 
модуль суммы двух комплексных чисел 
быть больше суммы модулей этих чи- 
сел? 


*) Если 2 54 0, то аргументы г отличают- 
ся на кратное 2л, а АгеО вообще произволен. 
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Формула Эйлера иформула Муавра 
Выражение вида с0$ ф -[ фт ф встре- 
чается в математнке и ее приложениях 
весьма часто. Для него используются 
различные сокращенные обозначения. 
Например, в картографии его обозна- 
чают знаком |+, а в работах по мате- 
матике — через ехр (1$) или @®. Таким 
образом, по определению 
еФ == с05ф 3 51$. (1) 
Упражнение [0. Какие ком- 


плексные числа заданы выражениями: 
.- Л } 


Чех Е Я : | = 
ве 
Обозначение {1) оправдано сход- 
ством в свойствах выражений вида ех 
(степень с вещественным показателем 
х) и выражений внда е®. В самом де- 
ле, известно, что для вещественных 


х, х; и целых л верны такие формулы: 


хе == оф (2) 
р (3) 
(2х )" =— фпх. (4) 


Иными словами, при перемноже- 
нии степеней с одним и тем же осно- 
ванием показатели складываются; 
прн возведенни какой-либо степени 
в целую степень показатели перемно- 
жаются. Напишем для выражения ви- 
да еФ аналогичные формулы (ниже 
$, $, — произвольные действитель- 
ные числа, л — любое целое число *): 


е:$ 6$ —ФНФТФи (2') 
: | , 

ет = =. (3') 
еб ет. (4) 


Верны ли эти равенства? Оказыва- 
ется, да. В этом можно убедиться, 
пользуясь формулами сложения три- 
гонометрических функций. Справед- 
ливость формул (2’) — (4') н оправ- 
дывает введение обозначения (1). 

Докажем формулы (2) — (4°). 

(2'). ее == (со ф-- зи Ф) (608 Ч. - 


НЕ Ф,) = (©05 Фф-60$ Фу — пФ. Ф,) -1- 
р (5 ф-С0$ Фу -[ 60$ Ф-57 Фу] == 


== 20$ (ф-- 4) Ем (ф 4.) = её 9%». 


*) Записи вида е—®, е%', е\Ф следует, 
естественно, понимать как е" 7, @®, е (7$). 
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(3'). Полагая в (2') Ф = — $ полу- 
чим ее? = е`0--|, откуда следует (3'). 


(4°). Доказательство этой формулы для 
натуральных п проведем методом математи- 
ческой индукции. При п = 1 формула (4”), 
очевидно, верна. Пусть (4°) справедлива для 
некоторого А: 


(>14 № = ео #94}. (5) 


Покажем, что в таком случае формула 
{4°) верна к для следующего номера (то есть 
при л = -*- 1). Действительно, в силу фор- 
мул (5} и {2°) имеем 


{2% уе? 3 (2% у -е* -— #4. ей — 


ее — ТИ. (5) 


Итак, из (5) следует (5’). — Согласно 
принципу математической индукции форму- 
ла (4’) верна для всех натуральных л. 

Пусть теперь п — целое отрицательное 
число; тогда п= — т, где т — натураль- 
ное число, и поэтому (е!® )” = ей" ФТ. 
Следовательно, 


1 — 
а (#4 у Га 
| 





(еёФ )" и (24 у 
. е— 174 2 е" 9 . 


то есть (4°) верна и для всех целых отрица- 
тельных п (для л= 0, как обычно, 28 = |). 

Формулы (2’)—(4") позволяют произво- 
дить преобразования < выражениями вида 
05$ ф-|- ип ф так. как будто это обычные 
степени. 

‚ Формулу (1) называют формулой Эйле- 
ра, а формулу {4’) — формулой Муавра *). 
Более распространена другая запнсь фор- 
мулы (4”): 

(<05 ф "тя $)" = 05 лфтёзттф. 
Формула Эйлера позволяет каждое ком- 
плексиое число 2 записать компактно в виде 


2— ге! $, где ф — аргумент числа 2, аг— 
его модуль (локазательная или экспонен- 
циальная форма записи комплексного 
числа). 

Упражнение 11. Лолезуясь по- 
казательной формой записи комплексных чи- 
сел, выясните, как выражается модуль и ар- 
гумент произведения двух комплексных чисел 
через модули и аргументы сомножитедей. 

Решение. Пусть 2=2,;.2,. Запи- 
шем каждый сомножитель в экспоненциаль- 
ной форме: 

др ме, 2ь- ге. 


*} Леонард Эйлер (1707—1783) —- 
один из величайших математиков мира, 
член Петербургской академни наук, родом 
из Швейцарии. Абрахам Муавр 
(1667—1754) — английский математик. 


Тогда 
де гие ге += (иг) ЧРЧИ, 


Отсюда видно, что число 2 имеет своим моду- 
лем число г,.Го, а аргументом — число 
4т-Г 9». Можно это записать так: 


21-2 = |2, | [22 |. 
АтЁ (21:25) = Фи: + Фа. 

Итак, при умножении комплекс- 
ных чисел их модули перемножают- 
ся, а аргументы складываются. 

Отметнм еще два следствия из 
формулы Эйлера. Заменяя в (1) Ф 
на —ф, имеем 

е- 14 =- с0$ф— Е 3тФ. (6) 
Из (1) и (6) следуют интересные 
следствия: 


205 ф -- е4 те, 


зтф = е9.--е-49, 
откуда 
с0$ ВВ. 
$ = р] ы 
п ф: НН 
А р 


Упражнение 12. Пусть 2, и 
2> — комплексные координаты двух 
точек, расположенных на окружно- 
сти радиуса Ю с центром в нуле 
(начале координат) (рис. 6); а и 
В— аргументы чисел 2; и 2, 0< 
<а<В-<2л. Проверьте справеод- 
ливость следующего тождества: 














= 
2—2 =|22—2:|-е * 1. (7) 
Решение. Так как 22 — 2, = Юе#— 
— Ве, то 
2. —2 1 ( ее я 
Е =: 2 } 
саун = ГК е Е 
т 
- 2Ю зт в >0. (8) 
Отсюда 
а = (9) 


Из (8) и (9) следует {7). 
Формула (7) будет нами в даль- 
нейшем использована. 
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Рис. 6. 


Рис. 7. 


Одна геометрическая задача 
Задача 1. Через центр пра- 
вильного п-угольника проведем про- 
извольную прямию и подсчитаем 
сумму $ квадратов расстояний от 
вершин многоугольника до этой пря- 
мой. Будет ли полученная” сумма за- 
висеть от выбора прямой? 
Решенне. Пусть (рис. 7) 
АА. ... А, данный  многоуголь- 
ник, К радиус описанной около 
него окружности Ор-—ее центр, 
ММ — прямая, проходящая через 0. 
Пусть -; МОА, = а. Полагая ф= 


2 
—-—=_› имеем 


$ = А? 1$т? а -- $? (я -- ф) + 
-- 91? (а + 2Ф) — 
+... 917 [@-+ п-— 1 $]]. 
Требуется выяснить, зависит ли $ 
от @. Ясно, что $ = д В? (п Т), 
где 
Т = с0$ 2а -{ со$ (2 -- 2Ф) + 
= с0$ (2 + 4$) + 
-... -- 60$ [2% -- (2 —2) $]. 


Вычиелим сумму Т. Из формулы 
Эйлера ясно, что Т является дейст- 
вительной частью суммы 
Ры ©: 2 Е г: (2&-+ 2$) Е её (24 {44} + 
+ - - - --ей2“-+ 1—2) $]. 
Сначала вычнслим Р. пользуясь 
формулой для сумхы членов гео- 
метрической прогрессии: 
[. 2 1 = 221$ 
Р — 2 "а 
и = ф- 
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Но 2иф= 2.2" — 4и, а её -4^ =. 
=1, поэтому Р=0. Но тогда и 
Т =0. то есть $ = зи. 


Отсюда видно, что сумма $ ие 
зависит от выбора прямой МУ. 


Мнимые числа и задача Птолемея 


Формула Эйлера и ее следствия по- 
зволяют найти новый способ для ре- 
шения одной задачи, которую впер- 
вые решил во втором веке нашей 
эры древнегреческий геометр и аст- 
роном Клавдий Птолемей. 

Задача 2. Пусть в окруж- 
ность вписан выпуклый четырех- 
угольник А. А-А. А, (рис. 8). Тре- 
буется выразить сумму произведе- 
ний противоположных сторон через 
диагонали четырехцгольника- 

Решение. Будем считать, что 
центр окружности взят в качестве 
начала координат и что при обходе 
окружности против часовой стрелки 
мы последовательно встречаем вер- 
шины А,, А», А. А.. Их комплекс- 


ные координаты обозначим через 2, 


к где № = 


25, Зан-24: ПУВЛЬ 2== а 
=}, 24 3, 14, 

Теперь мы ‘воспользуемся ранее 
выведенными формулами (см.упр.8,12): 
А, А. : А.А, + А.А, ь А.А "= 

= [22—21 [| 24—23 |+ 


+25 — 22 || 2—2, |= 








2 — 21 2: — 23 

р В а, а: о . ма Е 
о ВЕ" 
1 :е 
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д 23—12: 8—2 
а.о, а, —^ 
Г РЕ РВ ЗВыв 
й 2 ь 2 

1е [$ 


— 21-24 — 22`23 4 23-24 | 21-22 — 
: а, -+а, а, --б. > 
р 


пе 


2—2) _ 
й Аз-- “а 


. @:-> @а 
| 2 0 
#е 46 


- [24— 22 |2 —2, | = А2А.. А.А. 


Итак, в кажаом вписанном вы- 
пуклом четырехугольнике сумма про- 
изведений противоположных сторон 
равна произведению его днагоналей. 

Теорема Птолемея доказана. 

Задача 3. Может ли произ- 
ведение диагоналей выпуклого четы- 
рехугольника А.А›А,А. быть боль- 
ше, чем сумма произведений про- 
тивоположных сторон? 

Решение. Мы уже пользова- 
лись тождеством, верным для лю- 
бых комплексных чисел 2, 2, 2, 2}: 


(22—21) (24—23) 4 (2. — 22) (2:— 21). 
== (24 — 22} (23—21). 


Опираясь на свойства модулей комп- 
лексных чисел, получим 


[24—22 |-| 23—2,[ = |22—2, |Х 
Ж ара + ра | 24-2, |, 


то есть всегда А,А.. А.А. А, А» х 
х Аз Аа -- А›А.- А, А.. 

Мы доказали такое дополнение 
к теореме Птолемея: в каждом че- 
тырехугольнике произведение диа- 
гоналэй не больше суммы произве- 
дений его противоположных сторон. 


Комплексный множитель 
как оператор поворота 
и растяжения 


Остановимся еще на одном важном 
геометрическом толковании комп- 
лексного числа. 

Пусть на плоскости имеется вектор 
02 (рис. 9), и пусть г — его комп- 
плексная координата. Повернем век- 
тор- 02 вокруг его начала О на угол 





Рис. 9. 


© (против часовой стрелки, если а>>0, 
н но часовой стрелке, если “<0) и 
растянем этот вектор (не меняя его 
начала) с коэффициентом растяжения 
р. В результате мы получим новый век- 
тор ОМ: его комплексную координату 
обозначим через х. Как выражается 
число ы! через 2, ©, 02 

Пусть г = ге%. Ясно, что |] = 

ог, Атр ху = а -- ф. Поэтому ы 
== (рг) < +9 = (рев) (ге). Обо- 
значим через с комплексное число 
пе“, Тогда 5’ == с-2. 

Таким образом, если вектор 02 
подверенуть операциям поворота на 
угол & и растяжения с коэффициентом 
растяжения р, то его комплексная 
координата г умножится на комплекс- 
ное число с = ре®. Обратно, если 
комплексную координату 2 некоторого 
вектора ОФ умножить на комплекс- 
ное число с = ре“, то новое число 
и) — с.г представляет собой коорди- 
нату вектора О\М, полученного из 
вектора 07 путем поворота на угол “ 
и растяжения с коэффициентом р. 

Можно короче сказать так: умно- 
жение на комплексное число с дей- 
ствует как оператор поворота на угол 
& = Агвс и растяжения с коэффи- 
циентом растяжения, равным ||. 

Понятно. что сделанный выше 
вывод легко обобщается на тот слу- 
чай, когда началом вектора служит 
не начало координат. Например, ес- 
ли векторы КЁ и ММ имеют комп- 
лексные координаты 2 и ш, причем 


ш.-= —3.2, то это означает, что по- 

сле поворота вектора КЁ на угол 
д | В я \ 

—-> Радиан [Аг (— 32 = — >| и 


растяжения с коэффициентом 3 (так 
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Рис. 10. 


как | —3: |= 3) получим вектор, рав- 
ный вектору ММ. 

Особо отметим случай, когда 
|с|=1. Такому комплексному числу 
с (сно имеег вид е@“) соответствует 


оператор поворота. Например, комп- 
. Я 





+ 
Е 2 
лексному числу Г (=е “) соответ- 
ствует оператор поворота на угол 


Зы \ 
90 |[|-- радиаи } в положительном 


направлении. 

Упражнение 13. Дан квад- 
рат ОАВС (рис. 19). Вектор ОА 
имегт комплексную координату 2 -= 
—3—1. Вычислите комплексные 
координаты векторов ОВ (обозначим 
ге через и), АС (ш-). 

Решенне. Вектор ОВ нолуча- 


д 
стея из ОА поворотом на угол + —— 


раднан и растяжением с коэффи- 
циентом растяжения У 2. Поэтому 


се 
1 


УЗ тра 
=? [с03 = - т =] (3—0 = 
=(1--0(3—0544592 


Если вектор ОВ повернуть на 
90 в положительном направлении. 
то получим вектор, равный вектору 
АС. Поэтому во = 1, =1.(4-- 20: 

—2- 4. 

Унражнение 14. Ма рисун- 
ке [1 2,.С-: С2ь = СЁ, СР 17,2. 
Известны комплексные координаты 
21 и 2» точек 7, и 15. Вычислите 
комплексную координату 2 точки 7. 
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Рис. И. 


Рис. 12. 


Решение. Вектор ОС имеет 


комплексную координату (+). 
Вектор ©С2 получается из вектора СЁ. 
поворотом на + - радиан. Но век- 
тор С имеет комплексную коордни- 
нату а 2,}, поэтому комплекс- 
ная координата вектора СЁ равна 
г. 5 (2 -2,). Из равенства 02. = ОС -+ 
-+- СЁ находим 
2+ у (2ь- 22) -г Це р-а). 


Теперь покажем, как оператор- 
ное толковаиие комплексного числа 
может быть использовано при реше- 
нии планиметрических задач. 

Задача 4. На сторонах АВ и 
АС треугольника АВС (рис. 12) 
построены квадраты АВВ,А, и 
АСС. А., перекрывающиеся с этим 
треугольником. Верно ли, что мг- 
диана АМ перпендикулярна А, А.? 
Вычислите также отношение 
А, А. : АМ. 

Решение. Рассмотрим на пло- 
скости декартову систему координат 
хАу с началом в вершиие А. Обо- 
значим  комилексные — координаты 
векторов АВ, АС, АМ ин А.А, через 
р с тиши. 


Тогда т:= > {6 -- с). Вектор АА, 


получается из вектора АВ поворо- 
. м 

том на -|- > радиан. Поэтому АА, 

(а также точка 4,) имеет комплек- 

сную координагу {. Аналогично на- 


ходим, что точка А. нмеет комплекс- 
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Рис. 13 


ную коордииату — <. Поэтому шг: 

6 —(—#)=1(6 + с}. Таким обра- 
зом, ш—=2ип. А это значит, что 
А, А, 1 АМ и А.А, : АМ- 2. 

Задача 5. На сторонах тре- 
угольника А, А2А; (рис. 13) пост- 
роили квадраты, не имеющие с тре- 
угольником общих внутренних пю- 
чек; в квадратах отметили их цент- 
ры В, В», В.. Проверьте справед- 
ливость подсказываемых чертежом 
соотношений: В.В. = А.В,. В.В | 
1 А.В. 

Рещение. Выберем в илоско- 
сти треугольника декартову систему 
координат хОу. Комплексные коор- 
динаты точек А,, Аз, А.; В,, В», В; 
и векторов В.В. и А.В, обозначим 
соответственно через а, аз, ау. В, 
$, В, гиш. Выразим 2 и ш через 
ал, 42, аз. Имеем 2=65—6,, ш— 
-=6.— аз. Найдем 6, (как в уп- 
ражненин 14): 


@з -— а . 3 — 4: 
6> Е © 
Аналогично 
о, у @ 
о, 
р @> Е 23 к . Ча — аз 
о, 2 - 2 


Теперь нетрудно подсчитать, что 








8 р 29: --а: — а2 
2 > | р. ‚ 
ай 2 
Е ыы Ро Евы 
7 2 


Отсюда видно, что ш=й. Это 
означает, что при повороте вектора 
В,В. на 90° против часовой стрелки 
получим вектор, равный вектору 
А.В... Но в таком случае А.В, -= 
=В.Вз, А.В. Ё В.В». 

Задача 6. Вершины каждого 
из двух правильных треугольников 
на плоскости пронумерованы протиа 
часовой стрелки. Вершины с одина- 
ковыми номерами соединены отрез- 
ками. Докажите, что середины этих 
отрезков являются вершинами пра- 
вильного треугольника (который мо- 
жет выродиться в точку). 

Решение. Пусть 4,424, и 
В,В›В, — данные — треугольники, 
С. С. С. - середины — отрезков 
4›В›. А.В, и а, Вь, 
1, 2, 3) — комилексные 
координаты рассматриваемых девяти 
точек. Тогда вектор АА. имест 
комплексную координату а.—а,. а 
вектор А.А.» — комплексную коорди- 
нату а2—а,.- Так как треугольник 
А, А.А, — правильный, то вектор 
А,А, может быть получен из век- 


л 
тора А,А.› поворотом на —; Радиан 
против часовой стрелки, ноэтому 


. п 

у 
из— а, 2 {2 —@1). 
Аналогично 


. Я 
Н 


р. — 6, -е 3 (65 —6,}. 


Так как С,-— середина отрезка 
А,В,, то 


1 
с (а 6). 


Аналогично 


1 
С =-=5- (> и 2}, 23 т 


{а = 6.). 


Мз полученных соотношений сле- 

я 

ыы 

з 
дует, чго с—с:=е “ (©&-—с,). Но 
это означает, что вектор С,С, полу- 
чается из вектора С.С, поворотом 


д 
на угол -- —_  радиан, 
2, С.С.С,-— правильный. 


то есть 
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Приложение. 





Реальные применения 


мнимых чисел 


Мнимые числа обязаны своим рожде- 
нием одной вполне реальной матема- 
тической задаче — решению уравне- 
ний третьей степени. Правда, с квад- 
ратнымн корнями из отрицательных 
чисел математики встречались и рань- 
ше, еще при решении квадратных 
уравнений. Решение наугад взятого 
уравнения вида 


х + рх+-9= 0, (1) 


где р, 9 — «обычные», то есть дей- 
ствительные числа, по общензвестной 
формуле приводило иногда к числам 


внда А + т В, где В — отрицательное 
число. А что такое «квадратный корень 
из отрицательного числа», какой 
смысл следует придать Такому выра- 
жению, никто не знал. Однако выход 
из такого затруднения был несложен: 
просто объявлялось, что выражение 
и —Т (или УВ, где В < 0) не имеет 
смысла. И это представлялось вполне 
разумным: каждый раз удавалось по- 
казать, что при В < 0 корнем уравне- 
ния (1) не может быть ни положитель- 
ное число, ни отрицательное, ни нуль. 
Когда же дело дошло до решения ку- 
бических уравнений (то есть уравне- 
ний третьей степени), то оказалось 
уже невозможным просто отмахнуть- 
ся от квадратных корней из отрица- 
тельных чисел. 

А дело было так. Более 400 лет 
назад несколько итальянских мате- 
матиков научились решать уравне- 
ния третьей степени. Способ, изло- 
женный в учебкике алгебры одного 
из них, Иеронима Кардано (1545 г.), 
сводится (в современных обозначе- 
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ниях) к следующему: корни урав- 
неиння вида 


3 рх-+-9=0 (2) 
могут быть вычислены по формуле 


(ее теперь называют формулой Кар- 
дано) 





где 
р- (5-)'+(+). 6 


Увы, эта формула дает осечку 
в том случае, когда у уравнения (2) 
нмеются три различных  действни- 
тельных корня! Например, легко 
проверить, что корнями уравнения 
х3—х=0 служат числа 0,1, —1. 
Но если бы мы попытались решить 
это уравнение по формуле Кар- 
дано, то получили бы 


и зи _ —т 
-. и 57 И ть 


Каким же образом можно из этой 
формулы извлечь числа 0, |, —1? 
Чтобы ответить на подобные вопросы, 
математикам ХУТ — ХУ\УП веков не - 
обходимо было научиться об- 
ращаться с выражениямн вида А -- 
-уВ, где В < 0, и, в частности, 
извлекать из таких выражений ку- 
бические корни. 

Математики крайне неохотно шли 
на изучение таких выражений. Онн 
называли их «мнимыми» числами, не- 
существующими, невозможными, «чис- 
то софистическими» числамн, «по- 
Тайными решениями уравнений». Счи- 
Талось очевидным, что они не имеют 
никакого реального содержания. 

Один из величайших математиков 
мира Г. В. Лейбниц (1646—1716), от- 
носившийся к мнимым числам с вос- 
хнщением, в то же время называл их 
«выродком мира идей», «почти двой- 
ственным существом, находящимся 
между «быть» и «не быть»; говорят, 
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что он даже завещал начертать на 


своей могиле знак у’— 1 как символ 
перехода от «мира реального» в «мир 
потусторонний». 

А между тем эти «невозможные», 
«мнимые», «несуществующие» числа все 
настойчивее стучались в двери мате- 
матической науки. Еше в ХУП— 
ХУШ веках было обнаружено, что 
многие сложные и громоздкие выра- 
жения, встречающиеся в элементар- 
ной и высшей математике, легко вы- 
числить, если воспользоваться мни- 
мыми числами. Но недоверие к этим 
числам было настолько велико, что 
нередко математики поступали так: 
сначала вычисляли то или иное слож- 
ное выражение с помощью мнимых 
чисел, а затем доказывали получен- 
ную таким образом формулу «строго», 
без привлечения этих чисел, другими 
средствами. 

В течение последних 200 лет ком- 
плексные числа (так предло- 
жил называть мнимые числа знаменни- 
тый немецкий математик К. Ф. Гаусс) 
нашли многочисленные и совершенно 
неожиданные применения. Так, на- 
пример, с помощью комилексных чи- 
сел Гаусс {в 1796 году) сумел найти 
ответ на чисто геометрический во- 
прос: при каких натуральных но- 
мерах п можно построить циркулем 
и линейкой правильный п-угольник *)? 

Широкое применение нашли комп- 
лексные числа в картографии, в 
электротехнике, в гидродинамике, в 
теорни фильтрации почв, в теорети- 
ческой физнке. Уже в нашем столе- 
тии комплексные числа и комплексные 
функции (то есть такие функции, у ко- 
торых и значения аргумента и значе- 
ння функции — комплексные числа) 
успешно применялнсь советскими ма- 
тематиками и механиками Н. Е. Жу- 
ковским, С. А. Чаплыгиным, 
В. В. Голубевым, М. В. Келдышем в 
теории самолета. Советские матема- 
тнки Г. В. Колосов, Н. И. Мусхели- 


ый р ©б этом рассказывалось в 
статье С.Г. Гиндикина «Дебют Гаус- 
са», «Квант» № 1, 1972 г. 


швили впервые стали применять комп- 
лексные функции к расчетам различ- 
ных конструкций на прочность. 

Если учесть важность аппарата 
комплексных переменных для меха- 
ники и физики, то становится ясным, 
почему наши известные ученые-ме- 
ханики академики М. В. Келдыш, 
М. А. Лаврентьев, Н.И. Мусхели- 
швили, Л. И. Седов и другие одно- 
временно являются видными специа- 
листами по теории функций комплекс- 
ного переменного. С применениями 
комплексных переменных в теоретн- 
ческой физике связаны исследования 
советских академиков Н.Н. Бого- 
любова и В. С. Владимирова. 

Значительное применение нашли 
комплексные числа при изучении дви- 
жения естественных и искусственных 
небесных тел. Приведем пример. Одна 
из важных задач, вставшая при лод- 
тотовке запусков первых искус- 
ственных спутников, состояла в сле- 
дующем: как будет двигаться спут- 
ник под влиянием силы притяжения к 
«сплюснутому сферонду» (как извест- 
но, именно такую форму имеет земной 
«пар»: этот «шар» несколько силюснут 
у полюсов, его ‚полярный диаметр 
примерно на 43 километра меньше 
экваториального диаметра). Было 
предложено несколько способов ре- 
щения этой задачи, и одним из самых 
эффективных оказался способ, ис- 
пользующий комплексные переменные 
и принадлежащий советским ученым, 
лауреатам Государственной премин 
Е. П. Аксенову, Е. А. Гребеникову и 
В. Г. Демину. 
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Победители 
конкурса «Кванта» 


Мы уже сообщали (см. «Квант» № | 
за 1972 2г.), что закольники, регулярно 
присылавиие особенно оригинальные 
и полные решения задач «Задачника 
«Кванта», получат право участво- 
вать в областных турах Всесоюзной 
олимпиады наравне с победителями 
районных и городских олимпиад. За 
прошлый, 1972 год редакция получила 
более шести тысчч пишем с решения- 
ми задач. Мы отобрали авторов пра- 
вильных и наиболее интересных 
решений. 

Ниже публикуется список школь- 
ников, — победителей конкурса «Кван- 
таз, — которые получили право ича- 


ствовать в областных, краевых и 
‘республиканских (в АССР и союзных 
республиках без областного деления) 
олимпиадах. 





К участию в математической 
олнмпиаде допущены 


Р. Али-заде — пос. Джебраиль АзССР, 
с. ш. им. А. М. Горького 

С. Асасян—Камо Арм. ССР, с. ш. №3 
А. Асташов — Львов, с.ш. № 5 
А. Бораов, КБАССР, с. Ст. Урух 
Урванского р-на 

О. Бегларян — пос. Сисиаи Арм. ССР, 
с. ш. №1 


С. Белолипецкий — Киржач  Влади- 
мирской обд., с. ш. №5 
А. Блох — Харьков, с. ш. № 27 


А. Вальков — Ташкент, с. ш. № }10 
Г. Высоцкая — Красноярск, с. ш. 
№ 10 

/. Генеринович — Ташкент, с. ш. 
№ 103 

Л. Готман — Арзамас, с. ш. №1 
И. Готман — Арзамас, с. ш №1 
А. Григорян — Баку, с. ш №21 
С. Григорян — Ереван, ф. м. ш. 
при ЕГУ 

Е. Гурвич — Ташкент, с. ш. № 103 


Е. Гусев — Павлоград Днепропет- 
ровской обл., с. ш. № 18 

К. Данильченко — Волгоград, ©. иг. 
№ 35 


Р. Егорян — Раздан, ф. м. ш. при 
ЕГУ 

А. Жданов — Славянск-на-Кубани, 
с. ш. №6 

В. Зарубин — пос. Летний отдых Мо- 
сковской обл. Захаровская с. ш. 
А. Заславский — Калинин, с. ш. 
№ 20 

С. Зенович — Ташкент, с. ш. № 50 
М. Кауль — Фрунзе, с. ш. № 61 
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В. Ковтунец — с. Шостаков Ровен- 
ской обл., с. ш. № 12 

В. Колосов — Киев, с. ш. № 173 
С. Конягин — Саратов, с. ш. № 19 
М. Левин — Витебск, с. ш №2 
А. Литовченко — с. Белокоровичи 
Житомирской обл., с. ш. № 3 

Г. Лутингер — Черновны, с. щ. № 14 
А. Мокаричев — Львов, с. ш. № 14 


Б. Марьяновский — Винница, с. ш. 
№ 32 
Б. Палатник — Баку, с. ш. № 134 
В. Панарин — Красноярск, с. ш. 
№ 99 
А. Разгуляев — Клин Московской 


обл. с. ш. № 10 

С. Родионов — Саратов, с. ш. № 13 
Р. Рожков — Рязань, с. ш. № 50 
Л. Рудицер — Харьков, с. ш. № 80 
М. Сапир — Свердловск, с. ш. № 130 
В. Сац — Киев, с. ш. № 173 

Р. Сирота — Харьков, с. ш. № 21 
С. Скоков — д. Соковки, г. Слобод- 
ской Кировской обл. с. ш. № 10 
А. Слесаренко — Рубцовск Алтай- 
ского края, с. ш. № П 

Я. Сойбельман — Киев, с. ш. № 173 
П. Сухов — Саратов, с. пи. № 8 

А. Тагиев — Баку, с. ш. № 134 
Я. Тепер — Ташкент, с. ш. № 163 
С. Цанава — с. Ачигвари Абх. АССР, 
с. ш. №2 

Н. Чернов — Кривой Рог, с. ш. № 95 
А. Шерстюк — Николаев, с. ш. № 2 
Ю. Шмелев — Ярославль, с. ш. № 20 
Н. Щербина — Днепропетровск, с. ш. 
№ 80 


К участию в физической 
олимпиаде допущены 


Л. Брагинский — Фрунзе, с. ш. № 61 
А. Бузулуцксев — Новосибирск, с. ш. 
№ 130 

Т. Вайнтриуб -—- Кишинев, с. ш. 
№ 37 

С. Галахваридзе — Тбилиси, ф. м. ш. 
при ТГУ 

Б. Герасимов — Сарапул Удм. АССР, 
с. ш. № 24 

А. Григорян — Баку, с. ш №21 
В. Игнатьев — Волгоград, с. ш. № 16 
С. Карпенко — Киев, с. ш. № 145 


В. Карпинский — Свердловск, с. ш. 
№ 5 

7. Коган — Черновиы, ©. ш. № 35 
С. Корнилов — Грозный, с. ш. №2 
Г. Лутингер — Черновцы, с. и. № 14 
Ю. Лурье — Грозный, с. ш. №2 
С. Мазуренко — Минск, с. ш. № 50 
В. Миханов — г. Канаш, Чуващской 
АССР, с. ш. № 62 

Ю. Полонский — Зеленодольск, с. ш. 
№ 3 

М. Ригмант — Магнитогорск, с. ш- 
№ 53 

В. Рекрут — Киев, с. ш. № 41 

Л. Рудицер — Харьков, с. ш. № 80 
С. Слепнев — Горький, с. ш. № 40 
Ф. Тахватулин — Ташкент, с. ш. 
№ 110 

Б. Трейгер — Кировоград, с. ш. № 1] 
О. Трунов — Лжалал-Абад, Кирг. 
ССР, с. ши. №5 

С. Хоменко — Подольск Московской 
обл., с. ш. №5 

Д. Фушман — Черновцы, с. ш. № 35 
А. Шерстюк — Николаев, с. ш. № 2 
В. Шифрин — Ростов-на-Дону, с. ш. 
№5 

С. Щукин — ОА с. ш. 
№ 23 

Р. Ямолдинов — Глазов, Удм. АССР, 
с. ш №3 
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ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА» 


Борный 
люминофор 


В. В. Майер 


Некоторые вещества обладают 
удивительным свойством. Если их 
подержать на свету, а потом поме- 
стить в темную комнату, то некото- 
рое время они будут светиться. Такие 
вещества называются люминофорами. 

Чтобы приготовить борный люми- 
нофор, вам понадобятся хвойный кон- 
центрат и порошок борной кислоты. 
И то и другсе можно прнобрести в 
любой аптеке. 

| г хвойного концентрата раство- 
рите в 50 мл воды. Навесьте несколь- 
ко одинаковых порций борной кисло- 
ты (по 2 — 32). 

Если у вас нет весов и мензурки, 
то равные по объему порции борной 
кислоты можно отмерить, например, 
чайной ложкой. А для получения 
нужного раствора хвойного концент- 
рата постепенно добавляйте концент- 
рат в воду до тех пор, пока зеленова- 
тый раствор не примет отчетливо 
выраженный желтый оттенок. 

Одну порцию борной кислоты на- 
сыпьте на алюминиевую пластинку и 
капните в нее 10 капель приготовлен- 
ного раствора хвойного концентра- 
та. Перемешайте все это до полу- 
чения однородной массы. Получив- 
шуюся массу разровняйте на пластин- 
ке так, чтобы получился слой тол- 
щиной 2 — 4 мм. Положите пластин- 
ку на включенную электроплнтку. 
По мере нагревания из массы внача- 
ле выпаривается вода, масса затвер- 
девает, затем начинает плавиться. 
Образующиеся при этом пузыри следу- 
ет прокалывать заостренной палочкой. 
Как только вся масса расплавится, 
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удалите расплав с плитки и дайте 
ему полностью охладиться. Борный 
люминофор готов. 

Поднесите люминофор к горящей 
лампе. Через некоторое время выклю- 
чнте лампу. В темноте вы можете 
несколько секунд видеть яркое сине- 
ватое или зеленоватое свечение. 

Яркость и окраска свечения меня- 
ются в зависимости от количества 
раствора хвойного концентрата, ко- 
торое вы влили в борную кислоту перед 
приготовлением люминофора. Поэто- 
му В остальные навески вливайте 
разное количество хвойного концент- 
рата (например, 20, 30, 40 капель}. 
Приготовьте люминофоры и опреде- 
лите лучшее соотношение. После этого 
можно нропорционально увеличить 
составные части и изготовить доста- 
точное количество люминофора. 

Теперь с помощью полученного 
люминофора поставьте опыт, иллю- 
стрирующий важный физический за- 
кон. Люминофор на алюминиевой пла- 
стинке обычно получается в виде 
«лепешки». Прикройте половину этой 
«лепешки» красным светофильтром и, 
облучив люмннофор, выключите свет. 
Что получилось? 

Замените красный светофильтр по- 
следовательно желтым, зеленым, си- 
ним и фиолетовым светофильтрами. 
Что вы при этом наблюдаете? 

При ссвещении красным, желтым 
и зеленым светом послесвечение бор- 
ного люминофора отсутствует. На 
обложке нашего журнала помещена 
фотография статуи «Менада» гречес- 
кого скульптора Скопаса. Статуя была 
покрыта люминофором, освещена, а 
затем сфотографирована в темной ком- 
нате. Справа вы видите послесвече- 
ние объекта. Слева — та же статуя, 
ссвещенная через красный свето- 
фильтр: псслесвечение отсутствует. 

Если же люминофор возбудить 
синим или фиолетовым светом, то 
в темноте он испускает зеленый или 
синий свет. Это наблюдение иллюст- 
рнрует закон Стокса, согласно кото- 
рому длина волны света люмине- 
сценции больше длины волны света, 
вызывающего люминесценцию. 
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Задачник «Кванта» 


Задачи 
М191—М195, Ф203—Ф207 


Рещения задач из этдго номера можна 


посылать не позднее 30 апреля по адре- . 


су: 117071, Москва, В-71, Ленинский 
проспект, 15, издательство «Наука», 
журнал «Квант». После адреса на кон- 
верте напиците, решения каких задач 
вы посылаете, например: «Задачник 
«Кванта» М 191, М192» или <... Ф203». 
Решения задач по каждому из пред- 
метов (математике и физике), а так- 
же новые задачи просьба присылать 
в отдельных конвертах. Оригиналь- 
ные задачи, предлагаемые для пибли- 
кации, присылайте вместе с ваши- 
ми решениями этих задач (на кон- 
верте пометьте «Задачник «Кванта», 
новая задача по физике» или *... но- 
вая задача по математике»). 

Звездочкой отмечены задачи повы- 
шенной трудности. 


мМ191. На плоскости даны две 
точки 4 ни В и прямая {, проходящая 
через точку А и не проходящая через 
точку В. Через точки А и В проводит- 
ся произвольная окружность. Пусть 
О — ее центр, С — ее точка пересе- 
чения с прямой [, отличная от А. 
Найдите геометрическое место сере- 
дины отрезков ОС. 
П.  ПНарамонов, ученик 9 класса 

М192. Даны числа №, 2, 3, ..., 
1000. Найдите наибольшее т, об- 
ладающее таким свойством: какие бы 
т ‘из данных чисел ни вычеркнуть, 
среди оставшихся 1000 — т чисел най- 
дутся два, из которых одно делится 
на другое, 


М193*. Докажите, что сумма пло- 
щадей пяти треугольников, образуе- 
мых парами сторон и .днагоналямн 
выпуклого пятиугольника (см. рис. 1), 
больше площади всего пятиугольника. 


Н. Б. Васильев 


мМ194. Даны два взанмно простых 
натуральных числа а и 6. Известно, 
что всякое целое число можно пред- 
ставить в виде ах -Г бу, тдехиу — 
целые. Рассмотрим множество М 
целых чисел, которые представимы 
в виде ах — фи, где хи у— целые 
нестрицательные числа. 

а} Каково наибольшее число с, 
не принадлежащее множеству М? 

6) Докажите, что из двух Чисел п 
ис—м (где пл — любое целое) одно 
принадлежит М, а другое нет. 

(На рисунке 2 для а=3Зиё = 
= 7 целые точки, принадлежащие 
множеству М, — красные, не при- 
надлежащие — голубые). 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


М195*. Дан треугольник АВС. 
Сколько существует таких точек Р, 
что периметры  четырехугольников 
АРВС, АВОС и АВСО одинаковы? 


М. 7. Гервер 


Ф203. В электронном генераторе 
использован Трнод, в котором рас- 
стояние между катодом и анодом 
равно |] мм. Оценить максимальную 
частоту колебаний, которые можно 
получить, нспользуя этот генератор, 
если анодиое напряжение составля- 
ет 200 в. 


Ф204. Космический корабль под- 
летает к Луне по ипараболической 
трасктории, почтн касающейся поверх- 
ности Луны. В момеит максимального 
сближения с Луной на короткое вре- 
мя включается тормозной двигатель, 


от солица 





Рис. 3. 
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и корабль переходит на круговую ор- 
биту спутника Луны. Определить из- 
менение скорости корабля при тормо- 
жении. Радиус Луны Юл = 1740 км, 
ускорение свободного падения на по- 
верхности „Луны &л == 1,7 м/?. 
Примечание. На параболи- 
ческой траектории полная энергия 
корабля равна нулю. 
С. М. Козел 


Ф205. Осколком стекла А непра- 
вильной формы на вертикальную стен- 
ку пускают солнечный зайчик; один 
раз в точку В, другой раз в точку С 
(рис. 3). Зайчик в точке В оказыва- 
ется круглым, а освещенность его в 
центре втрое больше, чем на участках, 
ссвещенных только рассеянным све- 
том. Какова освещенность в центре 
зайчика в точке С? 

Лучи 5А, АВи АС лежат в одной 
вертикальной плоскости, луч АВ 
горнзонтален, =; $АВ = -% ВАС = 
= 45°. 


ф26С6.* Оцените, до какой макси- 
мальной температуры может нагреть- 
ся из-за трения о воздух поверх- 
ность самолета, который летит со ско- 
ростью, близкой к скорости звука. 
Для оценки считать, что воздух со- 
стоит из двухатомных молекул азота, 


энергия которых равна 2 и. где 


В — ностоянная Больцмана и Т— 
абсолютная температура. Темиерату- 
ру окружающего воздуха считать рав- 
ной — 10°С. 

П. Я. Капица 


Ф207. На поверхности масла, налн- 
того в цилиндрический сосуд, плавает 
кусочек водяного льда. Темиература 
всей системы равна 0`С. Как изме- 
нится уровень масла и давление на 
дно сосуда, когда лед растает, а обра- 
зовавшаяся вода опустится на дно 
сосуда? 
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Решения задач 


М151—М154; Ф170— $175 


М151. Каждая из девяти прямых разбивает 
квадрат на два четырехугольника, площади 
которых относятся как 2:9. Доказать, что 
по крайней мере три из этих девяти прямых 
проходят через одну точку. 


Если прямая пересекает лве сусжные 
стороны квадрата, то, очевидно, она разре- 
зает квадрат на треугольник и пятнуголь- 
ник. Но по условию каждая нз 9 прямых 

азрезает квадрат ид четырехутольники. 

ледовательно, такая прямая пересекает 
дне противоположные стороны квадрата, 
то ссть разбивлет квадрат на две трапеция 
{или два прямоугольника), оскования ксто- 
рых лежат на сторонах квадрата, н высоты 
равиы стороне квадрата. Ясно, что прямая 
делит «среднюю линию» квадрата в отноше- 
нни 2:3 (рис. 1), поскольку отиошения 
площадей этих трапеций равно отношению 


их средних линий (лежащих на средней лн-. 


нии квадрата). 

На средней линин квадрата имеется две 
точки, делящие се в отношении 2:3. Рас- 
смотрев две другие противоположные стороны 
квадрата, мы найдем еще две точки на парал- 
лельной им средней линии. 

В результате мы получаем, что каждая 
нз 9 данных прямых проходит через одну 
из 4 указанных точек (рис. 2). 

Безусловио, через одну из этих точек 
проходит не менее трех прямых. Действи- 
тельно, если бы через каждую точку про- 
ходило не больше двух прямых, то всего 
было бы не болыше 2.4 = 8 прямых, что 
противоречит условию. 

Читатели указыкают естественное 06- 
сбщение задачи: вместо квадрата рассмат- 
ривастся 2п-угольник, у которого противо- 





Рис. 1% 


Рис. 2. 


положные стороны параллельны, и прямые, 
каждая из которых делит этот 2л-угольник 
на два {п 2)-утольника фиксированной 
площади. 

Заметим. что если две стороны много- 
угольника не параллельны, то прямые. 
каждая из которых пересекает эти стороны 
н отсекает данную площадь, уже не будут 
проходить через одну точку (докажите это!), 
а будут касаться некоторой гиперболы. 


Б. М. Ивлев 


М152. Пить а. Ь, т. п — натуральные 
числа, причем а взаимно просто с В и а>1. 
Доказать. что если ат РЬ" делится на а"-|- 
+2, то то. делится яна п. 


Оказывается, что утперждение задачи 
можно заменить более точным. Мы докажем 
не только то, что т делится на п, то есть 
т = Ап, где А — некоторое нелое число, 
но и то, что это А — обязательно нечетное 
чнсло. Мы разобьем доказательство на три 
части. 

р. Пусть т = #1. где № — цечетное 
число. Тогда а” В" делится на а" -р В". 

2°. Пусть и: = Ал-| г, где А нечетное чнс- 
ло, а 0 <г« п. Тогда а” -|- 6" не делится 
иа а" &". 

3°. Пусть т = ш-|- г. где [ — четное 
число, а Ох ги. Тотда и" -- Ы" не де- 
лится на ай — в”. 

Заметим. что, доказав 1°, 2°, 3°, мы до- 
кажем еще больше, чем обещали, а именно: 
Эая того чтобы а" ГБ" делилось на а" + В", 
необходимо и достаточно, чтобы т равнялось 
йп, где Ё нечетно. При доказательстве 2? и 3? 
мы будем использовать то, что а и В взаимно 
просты, а при доказательстве |” — нет. 

Доказательство РГР. Пусть с 
и 4 — произвольные целые числа. Тогда 
с -- ай, тде > © нечетно, делится на 
ст 4. (Отсюда при с а" и 4= В" полу- 
чится 1°.) Действительно, как легко видеть, 
при нечстном А | 

= са) си — а- 


—са-8 1 и. 


Доказательство 22° Запишем 
ат Ьт в виде 
аей+г ый БАТ 25 
== аГ (оп + ь^п) -- Ёп (57 к Ч а”). 


Согласно 1” первое слагаемое делится 
на а" -|- р", второе же слагаемое не делится 
на а"-р 5", так как В“" взаимно просто 
сами ОЗ —-- п" а" РВ”. Сле- 
довательно, сумма не делится на а" -| 6". 

ДЛоказательство 3? Если #— 
четное число, то А = [ — | нечетно. Запи- 
шем а? -- В" в виде 
ат+г | ып+г —= аййай+г —- реп ри+г —= 

—ап"+! {ат т кп 
"г (м -- 2") — ВАйат {| а"). 

Первые два слагаемых делятся на 

а -- В", а последнее, как и выше, не де- 
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лится. В самом деле. 5®"а" взавмно просто 
си Миха ай. 
Приведите самостоятельно примеры, по- 
казывающие, что без предположения о взанм- 
ной простоте аи $ утверждения 2`и 37 ие- 
верны. 
В. „7. Гутенмахер 


М1!53. Двое церают в следующую церу. Один 
называет цифру, а другой вставляет ее, 
по своему усмотрению, вместо одной из зве5- 
дочек в следующей разности: 


Затем первый называет еще одну цифру и 
так далее & раз. пока все звездочки не заме- 
нятся на цифры. Тот, кто называет цифры, 
стремится к тому. чтобы разность полу- 
чилась как можно больше, а второй — чтобы 
она стала как можно меныше. Доказать, что 
а) второй может расставлять цифры так, 
чтобы получиешаяся при этом разность стала 
не больше 4000, независимо от того, какие 
цифры называл первый; 

6) первый может называть цифры так, 
чтобы разность стала не меныие 4000, не- 
зависимо от того, кида расставляет цифры 
второй. 


Приведем решение для общего случая, 
когда в каждой строчке не 4, а п звездочек. 
Докажем. что при наилучшей итре протиз- 
ников разность окажется равной 4. Ю7-!, 

а) Стратегия второго иг 
рока. 

Если первая цифра, названная первым 
нгроксом, 4 или мепьше, второй игрок ставит 
ее вместо старшего разряда уменьшаемого. 
После этого, как только первый игрок на- 
зовет цифру, отличную от 0, второй запол- 
няет ею старший разряд вычитаемого. Раз- 


ность окажется не большей чем 499... 9— 
——.—.—.—. 
п 
— 100... 0<4.101, Если первый иг- 
——_—_ 
в 


рок, начиная со второго хода, каждый раз 
называет 0, то разность также будет меньше, 
или равна 4.10773. 

сли первый игрок начниаст с цифр 5. 6, 
7, 8 или 9, второй ставит ее на место старшего 
разряда вычитаемого, а затем занимает 
стариий разряд уменьшаемого первой же 
вазванной цифрой, отличной от 9- Даже 
если все последующие цифры — девятки, 
то также получится разность, не превосхо- 
дящая 4.107“. 

6) Стратегия первого нг- 
рока. 

До тех пор пока остаются свободными 
старине разряды уменьшаемого и вычи- 
таемого, исрвый игрок называет цифры 4 и 5. 
Начиная с момента, когда второй игрок 
заполнит один из двух старших разрядов, 
и до конца игры первый игрок называет 0, 
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если раныше оказался заполненным старший 
разряд уменыцаемого, и 9 — в противном 
случае. Остается уточнить, в каких случаях 
нервый игрок называет цифру 4, ав каких — 
цифру 5- 

Перел очередпым своим ходом первый 
нгрок мысленно проставляет нули во всех 
незалолненных разрядах- Если после этого 
разность оказывастся неотринательной, он 
объявляет цифру 4. если же разность отри- 
цательна — цифру 5. 

Докажем, что описанная стратегия пер- 
вого игрока позволяет ему сделать разность 
не меньшей 4. 10"-1. 

Если старший разряд вычитаемого зай- 
мет цифра 4, то в старшем разряде умепь- 
цаемого окажется цифра 9: ` 

900... 0-- 499... 9> 4.107-1. 

че зы 5 С 


— = 


л п 


Если старший разряд уменьшаемого за- 
полнит цифра 5, то старший разряд вычи- 
таемого займет цифра 0, а 


500...0— 099... 95 4. 07, 


—. — 


н н 





Предположим, что первый игрок назвал 
цифру 4. а второй заполнил ею старший 
разряд уменьшаемого. Перед этим ходом 
разность была неотрицательной, после“ хода 
она увеличилась па 4. 107 и больше не из- 
менялась, так как при всех следующих ходах 
первый нгрок пазывал 0. 

Осталось рассмотреть случай, когда пер- 
вый игрок назвал цифру 5, а второй заполнил 
сю старший разряд вычитаемого. Разобьем 
цифры, называсмые первым игроком, на се 
рин, объединяя в серию одннаковые цифры. 
идущие подрял. Будем считать, что второй 
игрок не ставит друг под другом одинаковые 
цифры, в противном случае нх можно было бы 
перечеркнуть и не рассматривать при даль- 
нейших рассуждениях. Докажем теперь, что 
каждая серия из четверок коичается так: 


* $ + 
ния ататчь -.- @н 


о 


То, что, первая серия кончается так, очевидно. 
Пусть 5ая серия из четверок кончается 
таким образом. Покажем, что и $ 1-ая се- 
рия закончится так же. После 5-ой серин 
четверок пойдет серия из пятерок. Рассмот- 
рим самую левую пятерку из этой серин 
(напомним, что перечеркнутых цифр мы 
не рассматриваем!). Яско, что она попадет 
в уменьшаемое в разряд с иомером, мень- 
шим т, а под ней стоит либо звездочка, 
либо, если она попала в 5 — 1-ый разряд, 
четверка. Эта пятерка — последняя в своей 
серии. Действительно, после того, как она 
поставлена, разность становится положи- 
тельной и первый начнет объявлять четверки. 
Если рассмотреть теперь самую левую чет- 
верку из $-- 1-ой серии, то. с помошью 
таких же рассуждений можно убедиться, 
что она стоит в вычитаемом в разряде, более 


куап.тссте.ги 


близком к первому, чем последняя лятерка 
из предыдущей серни, над ней стоит звез- 
дочка н что она — последняя в своей серни. 
Поэтому после того, как названа по- 
следняя четверка, возникнет следующая сн- 
туация 
Е у | 
т" бань +. › бл 
х.з э 
"4 бу: 6 


а 


д: 

После этого первый нгрок один или 
несколько раз назвал цифру 5 и, так как 
после каждого его хода уменьшаемое остава- 
лось меньше вычитаемого (при мысленной 
замене звездочек нулями). то перед объяв- 
лением девяток возникло следующее поло- 
жение 


аа: ..- ак зак бт. аа 
Зара... а, _ 4 бы --- в 
где для каждого # = 2,3,.... & —1 либо 


= 


а=а;, лнбо а; =5 и а, — звездочка, 
причем разность чисел 


92 аз ке бк -1 ак 
аа 3 --: Чу 4 


отрицательна. Действительно, если бы она 
была положительна, то перед объявленнем 
девяток первый игрок объявнл бы четверку, 
а нулем она быть не может, поскольку @р 
либо звездочка, либо пятерка. С другой 


стороны, ясно, что если при < Каиа,— 


не звездочкн, то @ == ау; действительно, 


они совпадали в момент объявления послед- 
ней четверки. Поэтому для некоторого 
{<= ва; — звездочка, а под ней стоит чет- 
верка или пятерка. Но тогда ясно, что окон- 
чательная разность ие меньше 4-107-1 -- 
-- 3-107-/> 4.1071. Задача решена. 

Ю. И. ИНония 


№М154. На лрямой дано 50 отрезков. Дока 
зать. что верно хотя бы одно из следующих 
утверждений: 

а) некоторые восемь отрезков имеют общую 
точки; 

6) найдется восемь отрезков, никакие два 
из которых не имеют общей точки. 


Вероятно, можно привести много раз- 
личных теорем, частным случаем или след- 
ствием которых является утверждение этой 
задачи. Мы здесь укажем только одну из инх. 

Теорема. Листь на прямой задана 
произвольная система отрезков. Обозначим 
через А наименьшее количество точек на 
прямой токих, что каждый из отрезков 
системы содержит одну из этих точек; че- 
рез т — наибольшее количество попарно не- 
лересекающихся отрезков, которые можно 
выбрать из нашей системы. Тогда М = т. 

Неравенство М т очевидно: ясно, 
что если в системе есть т попарно непере- 


секающихся отрезков, то не может существо- 
вать меньше чем т точек, одну нз которых 
содержал бы каждый из отрезков снстемы 
(даже на т выбранных отрезков нужно по- 
местить по крайней мере т точек). Осталось 
доказать неравенство М = т. 

Для этого достаточно доказать, что из 
системы всегда можно выбрать некоторое 
количество К мепересскоющихся — отрезков 
1. @., -..,@р и 8 каждом из них выбрать 
ло точке А. А,,..., Ак так, чтобы каж- 
дый из отрезков системы содержал одну 
из этих К точек. 

Еслн мы сумеем найтн такне А стрезков, 
то, очевидно, М = Ен А = т, откуда М = т. 
(На самом деле тогда обязательно 
М == & = т — аедь неравенство М < т, как 
мы видели, невозможко. } 

Покажем, как можно выбрать такие 
отрезки н точки. 

Представнм себе, что прямая располо- 
жена перед нами горизонтально. Выберем 
такой отрезок @., Левый конец которого А! 
расположен правее, чем левые концы всех 
других отрезков. Выбросим из системы все 
отрезки, содержащие точку А, (в частно- 
сти, @1) ®). 

Ясно, что каждый из оставшихся ст- 
резков (если такне есть) расположен целиком 
левее точки А; и заведомо не пересекается 
с отрезком &1. К оставшимся отрезкам снова 
применим процедуру, описанную в предыду- 
щем абзаце — получим отрезок и, н точку Ао, 
затем — отрезок @; н А; н так далее до тех 
пор, лока слева от левого конца Ах отрезкайк 
вообще не останется ни одного отрезка на- 
шей системы. Отрезки 1, @., ..., @р и ТОчЧ- 
ки А, А. -.. Ад удовлетворяют всем 
нашим требованням. Теорема доказана. 

Решнм теперь задачу М154. Докажем, 
что из (ра -Ё 1} отрезков на прямой всегда 
можно выбрать либо (р г 1) отрезков, имею- 
ших общую точку, либо {9 -г 1} попарно 
не пересекающихся отрезков. (Прир = д-- 7 
это к есть утверждение задачи М 154.) 

Действительно, если для заданной си- 
стемы из (рд -:- 1) отрезков величина М = т, 
о которой идет речь в теореме, больше д. 
то можно выбрать т > 9 - 1 непересекаю- 
щихся отрезков, а если эта величина не боль: 
ше 9, то можно выбрать множество из М = @ 
точек, имеющее общую точку с каждым из 
{ра-г 1) отрезков. Тогда, безусловно, какую- 
то одну из этих ЛМ точек должны содержать 
по крайней мере (р -- 1) отрезков: если бы 
каждую точку содержало бы не больше р от- 
резков, то всего отрезков было бы не больше 
Мр = р9. 





*) Мы считаем, что отрезки, о которых 
идет речь в задаче, «замкнутые», то есть со- 
держат свои концевые точки. Впрочем, ут- 
верждения, как легко убедиться, остаются 
верными и Для «открытых» интервалов-от. 
резков, которые ие содержат своих концов. 


Н. Б. Васильев 
39 


КуапЕтссте.ги 


$170. В однородной плазме с плотностью 
(числом зарядов каждого знака в единице 
объема) п все электроны, первочанально на- 
ходившиеся в слое тоящиной х, смещаются 
по нормали к этому слою на расстояние х. 
Найти электрическое поле Е в сечении $$ 
(рис. 8). . 


Рассмотрим два тонкнх слоя толщиной 
Ах, расположенных на одинаковых расстоя- 
ниях по разные стороны от сечения 55. Эти 
слои можно рассматривать как обкладки 
плоского конденсатора © одинаковыми по ве- 
личине, но разнонменнымн зарядами. На- 
пряженность поля этих зарядов можио вы- 
мислить по формуле 


Е = ах 
205 


где Олх — заряд каждой обкладки, $— 
ее площадь. 

Таким образом, 
зарядов выделенных слоев вс завнент от 
расстояния между слоями. Она определяется 
только величиной заряда слоя. 

В сеченни 55 напряженность поля равна 
сумме напряженностей полей подобных пар 
тонких слоев, То есть равна 


› 


{9 1 
=У — Ах = \ 
ВБ: — гг Чая 


ьл 
Так как », Ол, — это заряд слоя плазмы 
толщиной х, то 


с. НЕ 
Хо и 
епх$ епх 


Баз = ей 
о 20$ е 





$171. На гладкий горизонтальный сто по- 
ставили вертикально гантельку, состоящую 
из невесомого стержня с двумя одинаковыми 
маленькими шариками на концах (рис. 4). 
Верхнему шарику ударом сообщают скорость 
и в горизонтальном направлении. При какой 
максимальной Олин гантельки { нижний 
шарик сразу оторвется от стола? 


Когда верхнему шарику сообщают го- 
ризонтальную Скорость и, шарики начнна- 





++ Е++ 


НЕА 


ЗаееННЕЬ 


Г 


в 
я 
> 
> 
дл 


> 
р -1 


напряженность поля 


. 





Рис. 4. 


ют вращаться вокруг центра 
мы, который в свою очередь 


масс снсте- 
приобретает 


о 
горизонтальную скорость ТР" Если ниж- 


ннй шарик сразу же отрывается от сто- 
ла, то на систему в целом действует только 
одна сила— сила тяжести. Она сообщает 
системе, а значит, н нижнему шарику уско- 
рение &. Поэтому, чтобы шарик оторвался 
от стола, необходимо, чтобы его центростре- 
мительное ускорение было больше д. 

В системе коордниат, связанной с цент- 
ром масс, скоростн шарнков равны по аб- 


у 
солютной величние —-, а центростремитель- 


(5) = 


ац = = 21: 


ное ускорение 





Шарнк оторвется от стола, если 


Е 
г 78, 
То есть Е 
а 
и 
х= 


тах = Ра . 
И. Ш. Слободецкий 


Ф172. Проводящий стержень подвешен го- 
ризонтально на двух легких проводах в вер- 
тикальном магнитном поле с индукцией 
В = 1 та (рис.5). Длина стержня | == 0.2 м, 
касса т == 19 г, длина проводов 1, = 0,1 м. 
К точкам закрепления проводов подключают 
конденсатор емкостью С = 100 мкф, заря: 
женный д0 напряжения И = 100 в. 

а) Определить максимальный угол откло- 
нения системы от положения равновесия после 
разряда конденсатора, считоя, что разряд 
происходит за очень малое время. 

6) Определить смкость конденсатора Су, 
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Рис. 5. 


при разряде которого система отклонится 
на угол а, = 98°, если при разряде заряжен- 
ного до такого же напряжения конденсатора 
емкостью С. = 10 мкф цусоя отклонения 
равен ао = Г. 


а) Прн подключенин конденсатора по 
стержню начинает идти ток г, благодаря чему 
на стержень будет действовать сила 

Е = ВН, 
направленная перпендикулярно стержню и 
вектору В. 

Велнчина тока со временем плавно 
уменьшается ст максимального значения 
до нуля, поэтому сила зависит от времени. 

Так как время АЁ разряда конденсатора 
мало, то можно считать, что за это время 
мало и смещение стержня от положения рав- 
новесия н стержень получнт Е: горизон- 
тальнюм направления некоторый нмпульс Р. 

Разбна время А? на малые промежутки, 
в течение которых силу можно считать по- 
‹тоянной, запишем 


Р = ХЕАЕ = ВЕ = В19 


Р 8 
А м 
где д — заряд, прошедший по стержню. При 
полном разряде конденсатора 


СПО 
Поэтому 
_ ВЫ 


р пе =“ 

Угол отклонения снстемы от положения 
равновесия найдем из закона сохранения 
энергин. Приравнясм выражения для пол- 
ной энергии стержня в положении равнове- 
сия и при ето максимальном отклонений 
(будем считать подводящие провода жест: 
кимн): 


р 


то? 
= тей (1 — соз а), 


откуда 
ыз вест 
о ОР ЭЕЬыЗ › 
НО 


в 597 
1 — 05 9 = 25 —— 


св р ь 
с = 2 агсзт а = 2 атсь 0, | = 19°, 
Эт УР 





6} Так как 
5% [2 ви 
тя” = ож 
2 Эт Увы 


бе в 
р а. 


п 
зн — 
2 
© = Со Е 


._ бя 
т 5. 
м 


то 





Углы и0-и @, малы, поэтому 


8 №] Св и м 91 
о Е 
Е о 


В результате получим 





В. В. Светозаров 


Ф!73, В однородном заряженном шаре ра- 
диуса Ю имеется сферическая полость ра- 
диуса г, центр которой находится на расстоя- 
нии @ от центра шара (рис. 6). Найти на- 
пряженность эасктрического поля в разаня- 
ных точках полости, если плотность заряда 
равна д. 


Будем счнтать, что сначала шар равно- 
мерно заряжен по всему объему, а потом 
часть его заряда, находящуюся внутри по- 
лости, удаляют. 

Согласно принципу - суперпозицин на- 
пряженность поля в любой точке однород- 
ного заряженного шара равна векторной 
сумме напряженности поля шара с полостью 
и напряженности поля заряда, удаленного 
из полости. 

Рассмотрнм произвольную точку А вну- 
три полости. Ее расстояние от центра сфе- 
ры обозначим х, а от центра полости — и. 
Напряженность Е, поля, созданного сплош- 
ным шаром, в этой точке направлена вдоль 
радиуса шара и равна по велнчине 


4 
Ес = —3_ пс. 
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Рис. 6. 


(См. статью Л. П. Баканиной и С. М. Ко- 
зела «Принцип суперпозиции в электроста- 
тике», стр. 50). 

Аналогично напряженность Е, поля, 
созданного зарядом, находившимся раньше 
в полости, направлена по раднусу полости 
и равна по величине 


4 
Вя- —3 10- 


Тогда папряженность Е, истинного по- 
ля, созданного шаром с полостью, из прин- 
ципа суперпозиции равна 


Е, —= Е, = Е. 
Рассмотрим треугольники АОО’и АВС. 


Углы | и 2 равны как накрестлежащие, 
и отношения прилежащих к ним сторон оди- 


наковы: 
В. _ 4 бд 
у = з ло = х 


Следовательно, треугольники подобны, 
из чего следует, что 


Е! Е 
д а? 
отсюда 
а 4 а 4 
5 =Рь-х = 3 1х6 = лад. 


Из подобия треугольинков следует так- 
же, что <3 = <4. Это означает, что вектор 
Е, направлен параллельно отрезку ОО’. 

Таким образом, мы нашли, что’ вектор 
иапряженности поля в точке А полостн на- 
правлен параллельно отрезку ОО’, соединяю- 
щему центры сферы и полости. Абсолютная 
величина напряженности 


Е =-—3 100 


‚- 


не зависит от того, где именно в полости на- 
ходится точка А. Это означает, что электри- 
ческое поле в полости однородно. 


$174. Найти молярную теплоемкость иде- 
ального газа в процессе, при котором темпе- 
ратиура газа @а) пропорциональна квадрату 
его объема, 6) обратно пропорциональна 
его объему. Теплоемкость 1 моля газа при 
постоянном объеме равна Су. 


Согласно первому закону термодинамики 
тепло @, которое сообщается газу, равно 
сумме изменения внутренней энергии газа 
ВИ и совершенной газом работы А: 


9=АИи-А. 
Но, с другой стороны, величнна @ равна 


пронзведению молярной теплоемкости газа 
на изменение его температуры 


@ = САТ. 
Следовательно, 
САТ -= А. (") 
Изменение внутренней энергии газа при 


любом процессе определяется только раз- 
ностью температур газа н при всех процессах 


равно 
АИ = СкАТ. 


Работа газа, как известно, численно рап- 
на нлощади фигуры под графиком зависи- 
мости давления газа от объема. Постронм 
такие графики для обоих случаев. Для это- 
го найдем, как зависит Р от Г. Запишем 
уравнение газового состояния для | моля 
газа: 


РИ = ВТ. 
В случае а) Г— И", то есть 
Ту"; 
где & — некоторая постоянная. Следователь- 
но, 


РУ = «ЮУ? и Р.-=аВУ. 


Зависимость между Ри У — линейная 
(рис. 7). Это означает, что работа, совер- 





Рнс. 7. 
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щенная газом, равна 


А=Рер У = ар 





(И, — И, = 
2. (г. -|- ИХ, = и) я 
1 
= В(Т.—Т,) = -- ВАТ. 


Подставив выражение для АЙ и А в фор- 
мулу {*), получим 


1 
САТ = СуАТ ео ВАТ. 


1 
Отсюда С = Су Ю. 


Интересно отметить, что если Г”, то 


| 
С = Су Ю. Те, кто умеют интегриро- 


вать, легко это докажут. 
В случае 6) Т=: + (В некоторая по- 
стоянная}. Поэтому 


Ю 


Ру - ЮТ=й — нР=-В-рд, 


то есть давление газа обратно пропорнио- 
нально квадрату его объема. Для того что- 
бы найти работу, совершенную газом. ра- 
зойьем интервал изменения его объема на 
участки такие, что на них давление можно 
считать постояниым. На каждом из такнх 
участков газ совершает работу. численно 


равную площади прямоугольннка со сто- 
ронами Р;и АУ; = И,., — И: (рис. 8). Оче- 
внано, что полная работа газа приближен- 
но равна сумме площадей таких ирямоуголь- 
ников: 





Рис. 8. 


причем, чем меньше участки АУ;, тем точ- 
нее написанная сумма соответствует величнне 
работы, совершенной газом. 

Так как АУ, мало и У2ыУ:+у. ТО можно 


считать, что у аи: И+,. Тогда 


Ю 
А =: = ( И: 41 == и — 


1 | | г. 
в ь 
И г Г 


7;)- =ВА- А -Ты= 


-- — Ю (Го =— ТА) мае КАТ. 


Подставив это выражение в формулу (“}, 
найдем, что 


=. в®[у-— 


С=Су — В. 


Замечание. 

Для определения работы, соверщаемой 
газом. можно воспользоваться методом ана- 
логий. 

Рассмотрим работу по перемещению за- 
ряда в электростатическом поле точечного 
заряда. Сила, действующая на заряд в этом 
ноле, равна 





‚ 


Е — ал, п 


При бесконечно малом перемещенин Аг 
{когда силу можно считать постояиной} эле- 
ментарная работа равна 


АА = РА. 
Полная работа на участке (г. —г,) равка 


дв (---,)- 


Чл м, га 
Давление газа в случае 6) равно 


ВА 
и, 


то есть обратно пропорциовальво квадрату 
объема. 

Элементарная работа по расшнрению га- 
за на участке АИ (где давление можно счи- 
тать постоянным} равиа 


АА = РАУ. 
По аналогии с работой в электрическом 


поле полная работа по расшнрению газа от 
объема И, до объема Г, равна 


А -= ва (7; —97). 


Ф!15. Решение этой задачи содержится в 
статье Г. Л. Коткина «Столкновение ша- 
риков» (стр. 19—21). 


Р = 


И. Ш. Слободецкий 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





Против шаблона 


Л. М. Лоповок 


Наблюдая за устными‘и письменными 
экзаменами по математике, нельзя 
не заметить, как абитуриенты, не 
обременяя себя глубоким анализом 
условий задачи, стараются нобыстрее 
составить уравнения и перейти к их 
решению. Прн этом и введение обоз- 
наченнй, и схема решения соотвст- 
ствуют определенному шаблону, од- 
ной и той же схеме. 

На вопросы, почему не думали над 
другими возможностями решенкя, по- 
чему не пытались отойти от шаблона, 
обычно довольно уверенно заявля- 
ют, что шаблон тем и хорош, что не 
требует сложных (и ие обязательно 
успешных) поисков; шаблон обяза- 
тельно приведет к результату. 

С такой точкой зрения нельзя со- 
глангаться. Как правило, решенне за- 
дачи по шаблону ведет к значительно- 
му увеличению объема работы. Часто 
решение усложняется, увеличиваются 
шансы появления ошибок. 

Убедиться в этом можно на много- 
численных примерах. Приведем неко- 
торые из них. 

Пример 1. Два велосипедиста 
выехали одновременно из пунктов А и 
В навстречу одим другому и встрети- 
лись в 70 кмот А. Нродолжая движе- 
ние с теми же скоростями, они достиг- 
ли конечных пунктов и, отдохнив рав- 
ное время, вернулись назад. Вторая 
встреча произошла в 90 км от В. 
Найти расстояние от А 9до.В. 

Стандартное решение очевидно. 
Обозначим через х (км) расстояние 
от А до В. Тогда до первой встречи 
велосипедисты проехали соответствен- 
44 


но 70 км и (х — 70) км, а до второй 
встречи (считая от начала движения)— 
(х -- 90) км и (2х — 90) км. Посколь- 
ку длительность движения обонх ве- 
лосипедистов совпадает, то назван- 
ные расстояния пропорциональны ско- 
ростям. Поэтому можно составить 
уравнение 
70 х-- 90 
Хх ^^ №9 - 


Заметим, что если через х обоз- 
начить путь, который проехал второй 
велосипедист от пункта В до первой 
встречи, то получится еще более слож- 
ное уравнение. 

А что если не спешить с составле- 
нием уравнения? 

Из простейшего рисунка легко Ууви- 
деть, что от начала движения до пер- 
вой встречи оба велосипедиста про- 
ехали вместе расстояние, равное АВ, 
а к моменту второй встречн проехали 
вместе втрое большее расстояние. 
Таким образом, каждый из них до вто- 
рой встречи проехал втрое больше, 
чем до нервой. Первый велосипедист 
сперва проехал 70 км; следователь- 
но, до второй встречи он проехал 70 х 
х 3 = 210 (км). Поэтому расстояние 
от А до В равно 210 — 90 = 120 (км). 

При таком подходе задачу смогут 
решить даже учащиеся 4 — 5 клас- 
сов. 

Пример 2. Лестница стоит 
на улице и может прислониться верх- 
ним концом или в здание на левой сто- 
роне на высоте 9 м или в здание на 
правой стороне на высоте 12 м. Опре- 
делить длину лестницы и ширину ули- 
цы, зная, что эти два положения вза- 
имно перпендикулярны (рис. 1). 

Эта задача, как сообщал польский 
журнал «Маета Ка», была пред- 





Рис. 1. 
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ложена на выпускном письменном 
экзамене в гимназии г. Торуня. По- 
скольку экзамен был по алгебре, 
учащиеся свели дело либо к рещению 
нррационального уравнения 


2 — 


ии 144, 


либо к решению системы уравнений 
с тремя нензвестными: 


х — у = 81, 
№ — 2 - 144, 
2х: — (и 2? = 9. 


Легко убедиться, что оба пути тре- 
буют значительного объема выкла- 
ДОК. 

Если же присмотреться к рисунку, 
то обнаружится, что прямоугольные 
треугольники АСВ и ВСЕ имеют рав- 
ные гипотенузы, острые углы АСО и 
ВЕС равны, так как их стороны соот- 
ветственно перпендикулярны. Таким 
образом, этн треугольники равны. 
Следовательно, соответственно равны 
и их катеты. Поэтому ширина улицы 
АВ = 12 + 9 = 21 (м), а длина лест- 
ницы определится по теореме Пифа- 
гора. 

Разница в степени сложности ре- 
шений ощутвма! 

Одним из проявлений стремления 
решать задачн по шаблону является 
вычисление всех величин, которые 
могли бы быть использованы для 
нахождения неизвестного. Ири этом 
совершенно игнорируется тот факт, 
что не все из вычисленных величин 
входят в конечное выражение. 

Пример 3. Слоромы основания 
треугольной пирамиды равны 15 см, 
16 см и 17 см. Боковые ребра наклоне- 
ны к плоскости основания под угла- 
ми по 45°. Найти объем пирамиды. 

Как правило, учащиеся назы- 
вают формулу, по которой вычис- 
ляют объем пирамиды, и вычисляют 
площадь основания: 


$ == и 24 х9х 8 х7-= 24 у 21 (см?). 


Затем обосновывают, что периендику- 
ляр МО к плоскости основания прохо- 





Рис. 2. 


дит через центр окружности. опн- 
санной около основания (рис. 2). 
Отсюда следует, что высота пирами- 
ды равна радиусу окружности, опи- 
саниой около основания. По нзвест- 


ь Ь 
ной формуле №: 45. Значит, 


15 х6хЕ 85 








ха ул  2ул ей 
Окончательно, 
ны 5 85 _ о 
у - 5 х 24 у т 340 (смз). 


Но если не спешить с вычисле- 
ниямн, то получилось бы следую- 
щее: 


1 1 1 абс абс 

Таким образом, вычисление $ и 
Н оказывается излишним. 

После войны в наших школах был 
нисьменный экзамен, в ходе которого 
выпускники решали стереометриче- 
скую задачу с применением тригоно- 
метрии. Получив ответ в общем виде, 
учащиеся ‘должны были выполнить 
некоторое исследование, а затем лдо- 
вести ответ «до числа» при указанных 
значениях параметров. 

Впоследствии характер этого экза- 
мена изменился, в частности, вычисле- 
ния с помощью таблиц были исключе- 
ны. Но шаблон остался: сперва 
решить задачу, а потом исследовать. 

Тем, кто верит в незыблемость та- 
кого порядка работы, не мешает знать, 
что есть немало задач, у которых 
первым этапом решения является 
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исследование. Напомним несколько 
Таких задач. 

Пример 4. Две высоты тре- 
угольника разделили его на две пары 
равновеликих частей. Найти углы тре- 
угольника. 

Если в треугольнике АВС прове- 
дены высоты АК ни ВМ, пересекающие- 
ся в точке О, то треугольник разде- 
лился на 4 части: АВО, АМО, ВКОн 
МОКС.Какне же из них равновелики? 
Здесь возможны три случая: 1) АВО 
и ВКО; АМО и МОКС:; 2) АВОи 
АМО; ВКО ин МОКС; З)АВО и МОКС; 
АМО и ВКО. 

Решение начинается < изучения 
этих возможностей. Оказывается, что 
первые два случая исключаются.Толь- 
ко после этого следует приступить к 
решению задачи (доказывается, что 
треугольник АВС — равносторонний). 

Пример 5. Найти обзем пи- 
рамиды, развертка которой — пра- 
вильный пятиугольник со стороной а. 

Здесь сначала нужно выяснить 
форму основания пирамиды. Плос- 
кими углами при вершине пирамиды 
оказываются углы правильного пяти- 
угольника (каждый из них равен 108°), 
таких углов 3. Следовательно, данная 
пирамида — треугольная. 

Следующий шаг состоит в том, 
что нужно установить положение лн- 
ний сгиба на развертке. Оказывается, 
что одна из них — диагональ пяти- 
угольника, две другие соединяют кон- 
цы этой диагонали с серединой парал- 
лельной стороны. Только после этого 
можно начинать вычисления. 

Таким образом, мы видим, что 
решение ло шаблону затрудняет по- 
лучение искомого результата. 

Отходя от шаблона, можно полу- 
чить изящные решения. 

Здесь мы сталкиваемся с иной про- 
блемой. Нередко абитуриенты согла- 
шаются с тем, что представить рацио- 
нальные решения заманчиво. Однако 
тут же онн выдвигают возражения. 
По их мнению, чтобы отобрать 
хорошее решение, нужно предвари- 
тельно решить задачу несколькими 
способами. А это в условии экзаме- 
нов требует такой затраты времени, 
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которую абитурисит не может себе 
ПОЗВОЛИТЬ. 

Если бы дело обстояло именно 
так, вопрос о путях обнаружения 
рациональных решений рассматривать 
не следовало бы. К. счастью, имеются 
возможности совершенно иного об- 
наружения этих путей. 

Рациональное решение задачи 
должно основываться 
на индивидуальных осо- 
бенностях условия. Ре- 
шающую роль приобретают не те чер- 
ты, на основании которых задача 
относится к некоторому классу упраж- 
нений, а те, которые выделяют ее из 
этого класса. Именно внимание к 
числовым значениям параметров, к 
особенностям конфигурации откры- 
вает путь простого решения. 

Пример 6. Упростить выра- 
жение 


1520? -- 15 40°-- 1’ 345 20°.46 40°. 


Обычный путь — переход к синусам 
н хосинусам. Он требует знання ряла 
формул (сумма тангенсов, сумма коси- 
нусов, разность косинусов), значений 
синуса и косинуса угла в 60°, а так- 
же умения выполнить не очень корот- 
кую цепочку преобразований. 

Каковы особенности условия? 
В него входит только одна функция 
(тангенс) двух углов (20” и 40`). 
причем выражение содержит сумму 
н произведение тангенсов этих уг- 
лов. Такая комбинация является 
составной частью формулы тангенса 
суммы двух углов. Если к этому 
прибавить, что тангенс суммы дан- 
ных углов известен, станет ясно, 
что целесообразно — использовать 
нменно это соотношение. Такой под- 
ход приводит к следующему реше- 


нию: 15207 — 15 40° - у 31 20° х 


ь ‚_ 20° -- 1 40° / _ ее 
х 18 40° — 1 — 20° че 0: (1 820 х 


х 1240: + у 31 20° 4 40? -= 3х 
х (1-42 20712 40?) +’ 348 20245 40°= 
= у 3(1— 1520-16 40° -+- 20’ х 
х 18 40°) = 3. 
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Пример 7. Найти четырех- 
значное число по следующим данным: 
сумма квадратов крайних цифр рав- 
на 13, сумма квадратов средних 
цифр равна 85; если из искомого 
числа вычесть 1089, то получится 
число, написанное теми же цифра- 
ми в обратном порядке. 

Обычно составляют три уравне- 
ния с четырьмя неизвестными. Вспо- 
могательные неравенства позволяют 
установить, что разность крайних 
цифр равна |. Затем задача сво- 
дится к решению двух систем урав- 
нений (второй степени) < двумя не- 
известными. 

Однако если учесть, что циф- 
ры — неотрицательные целые числа, 
не превышающие 9, то окажется, 
что крайние цифры —это 2 и 3 
(только 22-3? =:13), а средние — 9 
н 2 или Ти 6. По условию цифра 
тысяч больше цифры единиц, а циф- 
ра сотен больше цифры десятков. 
Значит, искомое число 3922 или 
3762. Непосредственная проверка 
показывает, что условию удовлегво- 
ряет только второе число. 


Пример 8. Решить уравнение 
Зр м — 94—16 - 


5 ] х— 95 ж 
х 


Если решать обычным пугем, то 
после трехкратного возведения в 
квадрат сложных выражений полу- 
чится уравнение 16-й степени: 


х1в — Б0х — 437518 |. 278 800х10 -- 
-- 1670 600х* — 364 700 000х° - 
+7641 610 000х* — 54 468 000 000х2-: 
-- 129 600000 000 -- 0. 


Такое уравнение едва ли окажется 
под снлу абитуриенту. Мы уже не 
говорим о затрате времени на полу- 
чение такого уравнения. Присмот- 
римся к особенностям уравнения. По- 
скольку левая часть неотрицательна, 
то же самое верно и для правой части. 
Следовательно, х >> 0. 

С увеличением х левая часть воз- 
растает, а правая убывает. Следо- 


вательно, уравнение может иметь не 
более одного действительного корня. 
Подставив минимальное возможное 
значение х — 5, убедимся, что обе 
части уравнения имеют равные зна- 
чения. Значит, других действитель- 
ных корней нет. 

В некоторых случаях простое ре- 
шение получается за счет использо- 
вания более обширного объема зна- 
ний, чем предусмотрено программой. 
Экзаменаторы бывают придирчивы к 
таким решениям, нередко требуют 
на устном экзамене уточнения, от- 
куда абитуриент знает использован- 
ную теорему или формулу, может ли 
ее доказать, и т. д. 

Между тем ничего плохого в этом 
нет. Уже несколько лет в наших шко- 
лах введены так называемые факуль- 
татввные занятия. Посещая такие 
занятия, учащиеся узнают свойства 
н соотношения, выходящие за рамки 
обычной школьной программы. Обо- 
гащенные знаниями учащиеся могут 
находить на экзамене и неожиданные 
(с точки зрения экзаменатора) реше- 
НИЯ. 


Пример 9. Доказать, что 


(ха) (х— В) (х— с) 
(4—а)(4—5{4-—о9 


; -ах- ых —а) 
п е-ас-ые-а” 
‚ лав -ос-—а) Е 
7 (9-9 -а” 
ххх -—а) а 
т в е-а@а-а 


Узнав на факультативных занятиях 
(без доказательства) так называемую 
основную теорему алгебры и след- 
ствия из нее, школьник может пред- 
ложить такое рассуждение. 

Если данное равенство не явля- 
ется тождеством, То оно является урав- 
нением. Степень этого уравнения от- 
носительно х не может оказаться бо- 
лее трех. Значит, это уравнение не 
может иметь болес трех корней. Но 
легко проверить, что х=а, х= в, 
х = с, х =: 4 превращают данное ра- 
венство в тождество, а это означает, 
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что рассматриваемое равенство не яв- 
ляется уравнением. Следовательно, 
это тождество. А это и требовалось 
доказать. 

Точно так же может приводить к 
простому решению использование тео- 
ремы Птолемея, формул функций утро- 
енного аргумента ит. п. Однако такой 
путь ие может считаться основным. 

Важным является изучение мето- 
дов решения задач и ознакомление 
с условиями, при которых примененне 
этих методов целесообразно. 

Напомним некоторые из них. 

а) Если в условии геометрической 
задачи данные и искомые величины 
разобщены, целесообразно выполнить 
геометрические преобразования для 
сближения этих элементов. 

Пример 10. На гипотенизе ВС 
прямоугольного треугольника АВС с 
суммой катетов т  построем вне тре- 
угольмика квадрат с центром О. Най- 
тн расстояние АО. 

Если повернуть треугольник АВО 
вокруг точки О на 90°, то этот тре- 
угольник займет положение МСО 
(рис. 3). Подсчет углов показывает, 
что точки А, Си М лежат на одной 
прямой. Следовательно. треугольник 
АОМ —- прямоугольный равнобед- 
ренный, его гипотенуза АМ равна т. 
Отсюда находим искомое расстояние 


с 


6) Если связать искомые и дан- 
ные элементы путем геометрических 





Рис. 3. 
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& А 


Рис. 4. 


преобразований не представляется 
возможным, то следует ввести вспо- 
могательные величины, которые м- 
гут сыграть — соответствующую 
роль. 

Пример 11. Найти объем спи- 
санной около шара радиуса г пра- 
вильной четырехугольной пирамиды 
с плоским целом & при вершине. 

Поскольку прямо связать вели- 
чины У, г и < нелегко, введем в 
рассмотрение двугранный угол ф 
при основании пирамиды (рис. 4). 
Тогда 


а ге 2; Н = гс 49$; 


уе ‚д? се 9 то 


3 \5Ф= 


4 93 
2 а За -шф-= 


Остается пайти связь между 
функциями углов фи. Если МО— 
высота пирамиды, а МЕ — апофема, 


то 05 ф—= МЕ р = в. По- 
этому 
Г— ср | 82 
2 ®__ 7 ры 
2 О-о о, Отт 
к 
{и 45° — 8 —- 5 = 
“поа: Е 7, 
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Дальнейшее уже просто. 

Вместо вспомогательного угла 
можно было считать известной сто- 
рону основания пирамиды, а затем 
{пайдя и) вычислить эту сторону 
через ги «. 

в) В предвидении возможных упро- 
щений задачу на вычисление часто це- 
лесообразно решать в общем виде, 
не вычисляя всех промежуточных ве- 
личин. 

Это в особенности относится к 
задачам о телах вращения. 

г) В случае затриднений с поиска- 
ми прямого доказательства следует 
подыскать вспомогательнию теорему, 
которая доказывается легче рассмат- 
риваемой и в то же время могла бы 
послужить опорой для разыскивае- 
мого доказательства. 


Пример 12. Доказать, что сум- 
ма расстояний от внутренней точки 
90 сторон выпуклого равноцгольного 
многоугольника (или их продолжений) 
постоянна. 

Заменим данный многоугольник 
сходным — правильным. В этом слу- 
чае доказательство (вычисленинем пло- 
щади многоугольника как суммы пло- 
щалей треугольников с общей вершн- 
ной в данной точке) почти очевидно. 

Поместнм данный многоугольник 
внутрн правильного многоугольника 
так, чтобы соответственные стороны 
многоугольников оказались парал- 
лельными. Тогда обнаружится, что 
сумма расстояний от данной точки М 
до сторон равноугольного многоуголь- 
ннка отличается от суммы расстояний 
до сторон правильного многоуголь- 
ннка на постоянную величину. 

Теперь легко установить правиль- 
ность доказываемой теоремы. 

Шаблонность подхода к геометри- 
ческим задачам, в частности, нередко 
выражается в том, что учащиеся огра- 
ничиваются рассмотрением частных 
случаев, неполным анализом кон- 
фигурации. 


Пример 13. Из вермины ромба 
проведены две высоты. Расстояние меж- 
ду их концами вдвое меныше диагонали 
ромба. Определить углы ромба. 


Каждый раз школьники проводят 
высоты из вершины тупого угла АВС 
и считают, что расстояние между 
концами этих высот равно половине 
АС. Между тем по условию это рас- 
стояние может равняться и половние 
ВО, да к тому же и высоты могут быть 
проведены из вершины острого угла 
ромба. Из четырех возможных случа- 
ев только один немедленно исключа- 
ется, как противоречивый. В трех 
оставшихся вычисления благополуч- 
но доводятся до конца. Ответов ока- 
зывается два: 60° и 120% или 30° 
и 150°. 

Многне задачи допускают решение 
не единственным путем. Порой эти 
решения мало отличаются по степени 
сложности, порой — значительно. 
Как правило, любой школьник может 
найти достаточно хорошее решение. 
Для этого нужно внимательно изу- 
чить условие, подумать над тем, ка- 
кой подход к задаче наиболее соот- 
ветствует особенностям ее условия. 

Именно отход от шаблона, конк- 
ретный анализ условий является за- 
логом успениюго решения задачи. 
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Принцип суперпозиции 
в электростатике 


Л. И. Баканина, С. М. Козел 


Один из основных законов электро- 
статики — закон Кулона. Этот 
закон был открыт в 1785 году; с 
тех пор он нодвергался многократной 
экспериментальной проверке со все 
возрастакацей точностью. Апглийский 
ученый Кавендиш*), блестящий эк- 
спернментатор, проверил этот закон 
с точностью около 2% (для тех вре- 
мен точность вссьма высокая). В на- 
стоящес время такая проверка про- 
ведена с точностью не хуже 1Ю-“ для 
громадного дианазона расстояний от 
10-13 см (радиус протона) ло несколь- 
ких километров. 

Закон Кулона устанавливает силу 
взанмодействня точечных зарядов: 





1 4:9» 
р Чл, А: ' 
где 9, и 9. — точечные заряды, В — 
расстояние между ними, #„ — элект- 
рическая постоянная. 

Реальные тела имеют конечные 
размеры. Если расстояние между за- 
ряженными телами много больше их 
размеров, силу взаимодействия можно 
приближенно определить с помощью 
закона Кулона; причем, степень прн- 
ближения тем выше, чем меньше отно- 
шение размеров тел к расстоянию 
между ними. Если закон Кулона не- 
‘посредственно применить к телам, 


*) Генри Кавендиш установил закон об- 
1 
ратных квадратов Е — р; для силы взаимо- 


действия двух зарядов и выполннл проверку 
этого закона еще в 1772 году. Однако работа 
Кавендиша была неизвестна его современ- 
ннкам. 
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размер которых порядка или болыне 
расстояння между ними, получится 
неверный результат. Нельзя, нанри- 
мер, с помощью закона Кулона вы- 
числить силу взаимодействия между 
пластинами нлоского конденсатора. 
Подставив в закон Кулона заряд 9 
изастин конденсатора и расстояние 4 
‘жду ними, мы получили бы выра- 








кение Е: 1.4 вто время как 
о алеь в, ВЕ 

ь Е 92 
гравильный расчет дает Е 5.5. 


де 5 — илощадь пластнн. 

Границы нрименимости закона Ку- 
лона существенно расширяются, если 
принять во внимание принцип супер- 
нозиции. Донустим, что нас интере- 
суст сила взаимодействия двух не- 
болыших заряженных тел в том слу- 
чае, когда поблизссти имеется третье 
заряжениосе тело. Можно ли исполь- 
зовать в этом случае закон Кулона? 
В самом законе Кулона не содержится 
никаких указаний на этот счет. Толь- 
ко опыт может ответить на псстав- 
ленный вопрос. С аналогичным вой- 
росом приходится сталкиваться в яр- 
ном нлн неявном виде практически 
во всех задачах электростатики, но- 
скольку речь, как правило, ндет о 
протяженных заряженных телах, ко- 
торые можно рассматривать как сово- 
купность большого числа точечных 
зарядов. К этой же проблеме сводит- 
ся и задача об определении силы взан- 
моденствня между пластинами пло- 
ского конденсатора. 


Анализ экспериментальных фак- 
тов приводит к выводу: сила взанмо- 
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действия двух зарядов не изменяется 
в присутствии третьего заряда. Это 
утверждение и лежит в основе прин- 
ципа суперпозиции, который наряду 
с законом Кулона является фунда- 
ментальным законом электростатики. 

Принцип суперпозиции удобно 
сформулировать, рассматривая не 
силы взаимодействия, а электричс- 
ские поля, создаваемые системой за- 
рядов: напряженность электрического 
тюля, создаваемого системой элект- 
рнческих зарядов в данной точке, 
является суперпозицией (то есть 
суммой) полей, создаваемых в этой 
точке каждым из зарядов. При этом 
нужно гомнить, что напряженность 
ноля — векторная величина; склады- 
вать напряженности полей надо гео- 
метрически, по правилу ‘сложения 
векторов. 

Использованне этого принципа для 
вычисления полей, создаваемых не- 
сколькими точечными зарядами, 
обычно не вызывает ннкаких затруд- 
нений. Поэтому примеры такого рода 
мы здесь рассматривать не будем. 
А вот в случае протяженных зарядов 
(например, заряженная плоскость или 
несколько заряженных плоскостей) 
у многих школьников возникают за- 
труднения. Часто эти затруднения 
связаны с вссьма распространенным 
заблуждением. что всякая металли- 
ческая поверхность экранирует поле. 

Рассмотрим сначала задачи с пло- 
ской геометрией (система параллель- 
ных заряженных плоскостей). Поле 
одиночной заряженной проводящей 
плоскости однородно (одинаково во 





с 
всех точках} и равно 5=—› Ге о — 
о 
поверхностная плотность зарядов 


{го есть заряд, приходящийся на еди- 
иицу площади), #, — электрическая 
псстоянная. Следует иметь в виду, 
что этот результат справедлив толь- 
ко для бесконечной плоскости. Для 
плоской пластины конечных размеров 
это верно лишь на расстояниях, ма- 
лых по сравнению с линейными раз- 
мерами пластины. На расстояниях, 
сравнимых с размерами пластины, поле 
становится неоднородным, и, нако- 


6 62 6 6 
{] б 
Е, Е=О Е, 
Е а СЕ 
—* Е» Е, ьш 
г | 2 
1 2 1 2 
Рис. [. Вис. 2. 


ней, на больших расстояниях поле 
неогличимо от поля точечного заряда. 
Мы ограничимся рассмотреннем но- 
лей на расстояпиях, малых по срав- 
ненню с размерами пластни. 

Задача |. Нашии напряженность 
поля, создаваемого двумя параллель- 
ными заряженными  плхкостями. 
Поверхностная плотность заряда 
на одной из плоскостей равна ву, 
на Эругой в.. 

Поле во всем пространстве яв- 
ляется суперпознцней полей, созда- 
ваемых каждой плоскостью в отдель- 
ности. Поэтому в любой точке слева 
от плоскости 7 (рис. И, например 
В точке 2, напряженность ПОЛЯ 
равна Е, -!- Е. и силовые линии на- 
правлены влево (если обе нлоскости 
заряжены положительно). Между ило- 
скостями (например, в точке 65) на- 
пряжениссть поля равна разности 
Е, — Е.. Направление поля зависит 
от величины зарядов о, м о.. Если 
0. > 09,, Е. > Е, н суммарное поле 





С,--С 
Еь =-— направлено влево. Спра- 


3, 
ва от плоскости 2 напряженность поля 
тоже равна Е, + ЁЕ., как и в точке а, 
но силовые линии направлены вираво. 

Рассмотрим теперь несколько ча- 
стных случаев: 

1. Поверхностная плотность заря- 
дов на обеих плоскостях одинакова: 
0, =0. = о. В этом случае Е, = ЕЁ. 
и суммарное поле между плоскостями 
равно нулю (рис. 2). а слева и справа 
ог пластин поле равно Е, +Е,= 
= ие 
ао 

2. Плотности зарядов на плоско- 
стях одинаковы по величине, но имеют 
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б -6 6 0 

| 
ОЕ. 

| 

| 6 6 

=—- Е, 265 

1 2 1 2 
Рис. 3. Рис. 4. 
противоположные — зпаки: в, = 
=—0. = 0. Такую систему пазыва- 


ют плоским конденсатором. Напря- 
женность поля между обкладками кон- 


РИ Е, =— 


в. ' 
а снаружн поле равпо нулю (для ре- 
альных конденсаторов это выполняет- 
ся лишь приближенно). В этом случае 
электрическое поле сосредоточено в 
пространстве между плоскостями 
(рис. 3). 

Заметим, что из выражения для 
поля плоского конденсатора легко 
получить выражение для емкости кон- 
денсатора. Пусть $ — площадь илас- 
тин, 4 — расстояние между ними, 
9 — заряд конденсатора и И — раз- 
ность потенциалов между обкладка- 
ми. Тогда 


денсатора равиа 





-_ 0 9_. не 
Е СЕ: И= Еа 2-5 9. 
Поскольку по определению ем- 


кость — это огношение заряда к раз- 
ности потенциалов, имеем 





_ а 09 
С — итЫ — а 

3. Плоскость 2 ие заряжена: 
0. == 0 (рис. 4). В этом случае вторая 
нлоскость поля не создает; электри- 
ческое поле создается только заряда- 
ми первой плоскости. Следует отме- 
тить, что этот вывод справедлив толь- 
ко при параллельном расположении 
плоскостей, когда незаряженная пло- 
скость совпадает с одной из эквипо- 
тенциальных поверхностей — поля 
первой плоскости. 

Рассмотрим теперь с точки зрения 
принципа суперпозиции, что пронсхо- 
дит внутри проводящих пластии. 
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Задача 2. Две металлические 
пластины расположены параллельно 
(рис. 5). Пластине { сообщают за- 
ряд @, пластина 2 не заряжена. 
Площади пластин одинаковы и рав- 
ны 5. Найти поверхностную плот- 
ность зарядов на обеих сторонах пла- 
етин. 

Обозначим поверхностную плот- 
ность зарядов на левой и правой сто- 


роизх первой пластины через ©; и 
о, а на второй — через в> и 95 со- 
ответственно. 

Тогда можно записать: 


(01 -- 01) $ = ©, (1) 
(9 = оз) $ = = 0. 

Согласно принципу суперпозиции 
поле в любой точке (в том числе и 
внутри нласгины) получается сумми- 
рованием полей, создаваемых че- 
тырьмя заряженными плоскостями с 
поверхностными плотностями зарядов 
О1. 91, @н 62. Напряженность поля 
в точке а (см. рис. 5}: 


в в. 
250 2 200 2’ 


Е„ = 


а в точке 6: 
с 5. 0 09> - 
2. Г ес 2, — Зв. (3) 
Элекгростатическое поле в про- 
водниках равно нулю, ноэтому 
ее 0, (4} 
Решая совместно уравнения (1), 
(2), (3), (3). находим. что 
а "9 
В 55 


ра 
25 - 


Бь = 


“И РА 


7 а "1, :.12 


} 2 “ 2 


О 


Рис. 5. Рис. 6. 
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Таким образом, незаряженная 
пластина 2 представляег собой как 
бы плоский конденсатор: все поле, 
создаваемое индуцированиыми заря- 
дами разных знаков 02 в 02, сосре- 
доточено виутри пластины. Всюду 
вне пластины 2 поле такое ‘же, как 
и без нее, то есть создается только 
заряженной пластиной 1. 

Задача 3. В пространство 
между плостинамя незаряженного 
плоского конденсатора вносится ме- 
таллическая пластина, имеющая за- 
ряд 9, так что между пластиной 
и обкладками конденсатора сста- 
ются зазоры [1 и 1 (рис. 6). Пло- 
щади всех пластин одинаковы и рав- 
ны $. Определить разность потен- 
циалов между обкладками конденса- 
тора. 

Так как пластины копденсатора 
не заряжены ин на них появляется 
только индуцированный заряд, они 
не создают поля снаружи. Поле 
в зазорах создает только заряжен- 
ная нластнна. Напряженность этого 
ноля 

_._@ 
Вит <; 

Разность потенциалов между этой 
пластиной и левой обкладкой кон- 
денсатора равиа 


Фо: = ЕЦ, 


а между пластиной п правой об- 
кладкой — 


Фе = ЕЬ. 


Таким образом, разность иотен- 
циалов между обкладками равиа 


9. = —6) 5 (в —&. 


Теперь рассмотрим несколько за- 
дач с полями, имеющими уже не 
плоскую, а сферическую геометрию. 

Задача 4. Опыт Кавендиша, 
о котором упоминалось в начале 
статьи, заключался в измерений 
электрического поля внутри заря- 
женнсй металлической сферы. Пока- 
жите, пользуясь законом Кулона и 
принципом суперпозиции, ‘что на- 





Рис. 7. 


пряженность поля внутри заряжен- 
ной металлической сферы равна 
нулю. 

Возьмем произвольную точку А 
внутри сферы и разобьем поверхность 
сферы на маленькие элементы с по- 
мощью одинаковых телесных углов 
с вершиной в точке А (рис. 7). Рас- 
смотрим пару таких элементов, на- 
ходящихся на расстояниях г, и го от 
точки А. Гели элементы достаточно 
малы, то создаваемое ими поле 
можно считать полем точечных за- 
рядов и рассчитывать пю закону 
Кулона. Пусть поверхностная плот- 
ность зарядов на сфере постоянна 
н равна о. Тогда заряд 9,==05, и 
создаваемое им в точке А поле 

: в5 
а 


= - 
Алеог 


Заряд 45 = 05. и 








у 05. 
Те 
$ $5 
Но, = ПЗ 
605 < 5059 
рис. 7), поэтому 
А [0 а о@ 
И 
Ра 4лео с05 @ "^^ 4, 60$ 2 


Таким образом, Е, =Е»›. Эти по- 
ля направлены в противоположные 
стороны, н, следовательно, их сумма 
равна нулю. 

Так как всю поверхность сферы 
мы можем разбить из точки А на такие 
пары элементов и для каждой пары 
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наш вывод будет справедлив, мы по- 
лучаем, пользуясь принципом су- 
перпозицин, что суммарное поле, соз- 
даваемое всей сферой в точке А, равно 
нулю. Но точка А была выбрана 
совершенно произвольно. Значит, по- 
ле в любой точке внутри равномерно 
заряженной сферы равно нулю. 

Задача 5. В центре металли- 
ческой сферы помещен точечный за- 
ряд ©. Определить электрическое поле 
внутри и вне сферы в случае, если 
оболочка: а) не заряжена; 6) зазем- 
лена. 

а) На внутренней и внешней по- 
верхнсстях сферической оболочки на- 
ведутся по индукции заряды, одина- 
ковые по величине и разные по знаку 
(сфера в целом не заряжена). Из со- 
ображений сферической симметрин яс- 
но, что наведенные заряды равномер- 
но распределяются по сферам. Эти за- 
ряды должны бытьтакими, чтобы сум- 
марное поле в проводнике было равно 
нулю (рис. 8). В соответствии с ирин- 
ципом суперпозиции поле в любой точ- 
ке оболочки (например, в точке а) соз- 
дается точечным зарядом @ и зарядом 
внутренней сферы (наружная сфера, 
как следует из решения задачи 4, поля 
внутри себя не создаст). Поле равно- 
мерно заряженной сферы снаружи Та- 
кое же, как поле точечного заряда, 
помещенного в центре: поэтому усло- 
вне компенсацин полей в точке а бу- 
дет выполнено, если заряд внутренней 
сферы будет равен —0. Поскольку 
оболочка в целом не заряжена, на ее 
внешней поверхности наведется за- 
‚ряд г0О. Теперь, пользуясь принци- 
пом супернозиции, можно заключить, 
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что поле внутри и вне оболочки равно 
полю точечного заряда @, помещен- 
ного в ее центре. 

6) При заземленин проводника его 
потенциал обращается в нуль. В на- 
шем случае это означает, что обра- 
щается в нуль напряженность элек- 
трического поля снаружи оболочки. 
Для этото необходимо, чтобы исчез 
заряд с наружной поверхности (он 
уходит в землю). На внутренней 
поверхности но-прежнему индуциру- 
ется заряд —@. Поле этого заряда 
компенсирует поле точечного заря- 
да @ всюду, кроме области внутри 
оболочки. Таким образом, заземлен- 
ная оболочка является электростати- 
ческим экраном. 

Интересно отметить, что этот вы- 
вод справедлив при любой форме 
оболочки и любом расположении за- 
ряда внутри пее. В случае, например, 
заземленной сферической оболочки, 
но при несимметричном расположении 
точечного заряда поле снаружи по- 
прежнему равно нулю, а поле внутри 
уже не будет симметричным. Наве- 
денный на внутренней поверхности 
заряд --@ теперь уже не будет рас- 
пределен равномерно. 

Если убрать заземление и сооб- 
щить оболочке дополнительный заряд 
@ (при этом ее полный заряд станет 
равным нулю), то этот заряд дол- 
жен так распределиться по обо- 
лочке, чтобы поле в проводнике оста- 
лось равным нулю. Это будет достиг- 
путо только при равномериом распре- 
делении заряда @ по внешней поверх- 
ности сферической оболочки. Отсю- 
да следует, что поле снаружи в случае 





Рис. 9. 
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незаряженной сферической оболочки 
будет симметричным (кулоновским) 
независимо от расположения заряда 
внутри сбелечки (рис. 9). 

Рессмотренные здесь примеры ил- 
люстрируют применение принципа су- 
перпозициин при решении задач элек- 
трестатики. Мы ис рассматривали 
поля в диэлектриках. Следует на- 
помнить, что и в случае диэлектриков 
электрическсе поле является супер- 
позицией полей всех зарядов, в тсм 
числе н связанных (поляризацион- 
ных) зарядов в диэлектриках. 

В заключение предлагаем несколь- 
ко упражнений для самсстоятельного 
решения. 


У пражиения 


1. В плоском изолированном конденса - 
торе одиа пластина нмсст заряд ©,. а другая 
@.. Внутрь кондсисатера паралельно ©б- 
клаядкам помещают незаряженную  метал- 
лическую иластииу. 

Какой заряд будет кндуцирован ва 
левой и гравой гогерхисстях пластины? 


нокрылось 


Почему 


бы слоем соли 
толщиной в 60 метров! 


2. Четыре одинаковые металлические 
паастины расположены в воздухе на равных 
расстояниях @ друг от друга. Площадь 
каждой из пластин равна $. Крайние пла- 
стины соединены между собой проводником, 
средиие подсоединены к батарее с напря- 
жением &, 

Найти заряды средних пластин, считая 
расстояние # между пластинами малым 
по сравиению с размерами пластин. 

3. Имеются два точечных заряда: отри- 
цательный заряд — 9 с массой м и положи. 
тельный заряд О с массой АМ. 

На каком расстоянии { друг от друга 
должиы быть расположены заряды, чтобы 
во внешием одпоролном электрическом поле 
< иаприжениостью Ё они дайгались с оди- 
наковым ускореннем> 

4. Иснользуя результаты решения за- 
дачи 4, рассмотренной в статье, показать, 
что электрическое поле внутри шара. равио- 
мерно заряженного по объему, изменяется 
прямо пропорицнональна расстоянию г от 
центра. 

5. Проводящнй шар радиуса А кониет- 
трнчески окружен проводяний сферической 
сболочкой. Заряд шара @. оболочка ие за. 
ряжсна. Виутренний раднуе оболочки Ю.. 
наружный Ю.. 

Определить напряженность поля во исем 
простраистве и потеициалы оболочки и шара 
{отвосительно бесконечности). 


А вот каков па вкус лед в 
океане — пресный или соле- 


море соленое? 


Ответ на первый взгляд выг- 
лядит парадоксально: соль 
в море приносят  нресные 
реки. 

Определения «соленая» 
и «пресная» вода оказыва- 
ются не совсем строгими, 
если доверяться только вку- 
совым ощущениям человека. 
Вода — прекрасный растно- 
ритель, н в природе практни- 
чески нет вод, не содержаших 
некоторого количества раст- 
вореняых солей. От состава 
этих солей и зависит вкус 
воды различных источников. 

Нет ничего  удивитель- 
ного в ТОМ, что за столь длн- 
тельный срок, как время су- 
ществования Земли, пресиые 
на паш вкус реки снесли в 
океан огромное количество 
соли. Если бы мы могли вы- 
парить все океаны, дно их 


Морская вода на вкус 
горьковато-соленля, ВИТЬ 
ве неприятно. Соленый вкус 
морской воды определяет хло- 
ристый натрин (сбычная 
пищевая соль) — 789% всех 
растворенных в морской воде 
веществ приходится на долю 
этой соли. Горьковатый нкус 
морской воде в основном прн- 
дают соли магния. 

В оксанской воде, го 
долголетним наблюдениям, 
никакого изменения соле- 
вого состави не наблюдается. 
Осиовной причинной посто- 
янства солевого состава оке- 
анской ноды является то, что 
живущие в морях н окелнах 
несметные массы жЖиИноОтных 
потребляют для лостройки 
свонх раковин н скелетов 
карбонаты ин другие соли, 
нриносимые водами рек. 

Итак, вода в океане соле- 
ная — это факт несомненный. 


ный? 

Кусочек океанского льза 
ссли в нем нет раковин, почти 
абсолютно пресный. Соле- 
ная вода замерзает иссколи- 
ко снессбразно: в лед превра- 
щастся сама вода, а растно- 
ренная соль либо выморажи- 
вается па говерхности льда 
в винде затейлиьсго узора 
«ледяных вветое», либо скап. 
линается внутри гслостей н 
раковин; при этем раковины 
заполиены кренкнм  растьс- 
ром соли. Сбъсм раковин с 
понижением температуры 
уменьшается, а копиентрация 
раствора унеличиваезся. 

При таянин происходит 
сбратный процессе, причем 
таяние начинается  имснио 
с этих раковип- 


И. В. 
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(экономический факультет) 


Задача экономической науки состоит в том, 
чтобы обобщать новые явления в эко- 
помической жизни общества, разрабатывать 
народнохозяйственные проблемы, решение 
которых способствует успешному строитель- 
ству коммунизма. Внимание экономнстов 
должно быть направлено нл изыскание путей 
наиболее эффективного использоваиня в 
народном хозяйстве материальных и трудовых 
ресурсов, наилучших методов планирования 
и организации промышленного ин сельско- 
хозяйствеиного производства, па разработку 
принципов размещения производительных сил 
и технико-экономических проблем  строн- 
тельства коммунизма. Этимн задачами, по- 
ставленными перед экономической наукой 
на ХХ съезде КПСС, определяются зиа- 
чение и профиль подготовки экономистов в 
Московском уинверситете. 

Экономический факультет готовит кад- 
ры по сиециальностям: «политическая эко- 
номия» и «планирование народного хозяй- 
ства» — на дневном и вечернем отделениях; 
«экономическая кибернетика» — на Лневном 
отделенни. 

Выпускники  стделения «Политическая 
экономия» получают квалификацию *эко- 
номист, преподаватель политической эко- 
номии» и направляются на работу пренода- 
вателями в выешие н средние слециальные 
учебные заведения, сотрудниками в научнс- 
‚нсследовательские экономические институ- 
ты, экономистами на предпркятня, в совхо- 
зы, нлаповые органы. 

На дневное обучение отделения «Поли- 
тическая эконсмия» принимаются, как нра- 
вило, лицл, имеющие стаж практической 
работы ке менее двух лет. Часть мест прие- 
ма предоставляется выпускникам средней 
школы. ме нмеющим стажа работы. 

На отделении «Планирование и эко- 
номнческая кибернстика» осуществляется 
полготовка По двум специальнсстям: «пла- 
инрование народного хозяйстна» и «эконо- 
мическая кибернетика».  Стуленты наряду 
с сбстоятельной и разносторонней экономи- 
ческой подготовкой получают глубокие зна- 
ния по математике и математнческим мето- 
дам анализ экономики. Здесь в большом ойъ- 
емс изучаются математический анализ, ли- 
некиая алгебра, теория вероятвостей, ма- 
тематнческое программирование, система 
экономической  информаиии, тсория массо- 


$6 


вого обслуживаиня, исследованке операций. 
После окончания выпускникам по спе 
циальности «планирование народного хо- 
зяйстна» присванвастся квалификация «эко- 
номист,  плановик-синтетик», а Рыпускни- 
хам по специальности зэкономическая ки- 
бернетика» — зэкономист-математик», и онн 
направляются на работу в плановые и статн- 
стические органы, вычислительные центры, 
иаучно-исследовательские  оргаиизании, на 
крупные предприятия. 

Ниже приводятся варианты вступитель- 
ных экзаменов по математике 1972 года нз 
эти факультеты. 


Отделение экономической кибернетики 

1. Для коиструкторского бюро строит- 
ся комната в форме прямоугольного парал- 
лелепипеда, одна нз стен которого должна 
быть сделама из стекла, а остальае из 
обычного матернала. Высота комнаты зол- 
жна равняться 4 метрам, а площадь — 
80 квадратным метрам. Кпадратный метр 
стеклянной стены стоит 75 руб.. а обыч- 
ной —50 руб. Какими должны быть длина 
з ширина комнаты. чтобы общая стоимость 
всех стен была наименьшей? Какова эта 
панменьшая стоимость? 

2. Найти 1х, если 

[Зузтх -- 5 ©0505 х = 25, 
1-5 ятх -—- и с0$х = 1. 

3. Найти и Нэобразить на координат- 
ной плоскости точки. координаты которых 
удоплетворяют системе  уравневий 

ИЗх -- Их -- Зи -- = 0, 
(3х -- бу — 2х -- Им = 0. 

4. В выпуклом четырехугольнике АВСО 
противоположные углы А и С прямые. На 
днагональ АС опущены перпендикуляры ВЕ 
н ОР. Доказать, что СЁ = ЕЛА. 


Отделеяие политической экономни 

1. Не пользуясь таблицами. определить, 
что больн:е: 1053 75 или 106. 22. 

2. Найти и изобразить на координатной 
плоскостн точки, координаты которых удов- 
летворяют системе  ураткений 

НАХ? — 4х3? .— Зх?уз =. 0, 
172? — Зхи" -:- Зы? 0. 

3. Один учебник алгебры, дна учебиика 
геометрии и дна учебника тригонометрии стоят 
вместе 2 руб. 10 кои., а три учебинка алгебры. 
один учебник гсометрии и один учебник три- 
гонометрии стоят вместе 2 руб. 30 кон. 
Сколько стоят учебники геометрии и триго- 
нометрии вместе? 

4. Вне прямого угла с вершиной С на 
продолжении его Онсссктрисы взята точка О 


так. что ОС =: У2. Сиентром в точке О’ по- 
строена окружность радиуса 2. Чайти ило- 
щадь фигуры. ограниченной сторонами угла 
н ДУГОЙ окружности, заключенной между 
Кими. 

5. Решить неравеиство 


4х? -|- 8х --5 


х+1 < 9. 
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Телевизионные 
физико-математические 
курсы 


для поступающих 
в вузы 


На физическом отделении физико-матеми- 
тических курсов закончено изучение раз- 
делов «Электростатнка» и «Электрический 
ток». Пред: агаем читателям журнала решить 
несколько задач по этим разделам. 

1. Четыре конденсатора и источиик тока 
соединены В электрическую непь так, как 
показано на рисунке 1. Определить разпость 
потенциалов между точками А н 8. если 
С, = С, = 4,0 мкФ; С.-— С. - 9,0 мкф; 
Е = $08. 

2. Шарнк с массой т = 1,0 г н зарядом 
9— -- 1.0. 10-6 к. подвешеиный на нпера- 
стяжимой и невесомой нити, находнтся 8 
однородном электрическом поле. Поле на- 
правлено слева направо, снловые линин его 
горизонтальны. Шарик был отведен влево 
так, что нить отклонилась иа угол © = 45° 
от вертнкали, и отпущен. Найти наиряжен- 
ность поля, если сила натяжения нити при 
прохождении шариком вертикального поло- 
жения равиа Т == 8,0: Ю-? н. 

3. Конденсатор емкостью С — 10 мкф 
включен в цепь постоянного тока (рис. 2). 


Рис. 1. 





Рис. 2. 


Определить изменение заряда на копденса- 
торе после замыкания ключа А. есаи Ю, = 

2.0 0м; В, -= В. == 1,00м; В. = 5,0 ом: 
Е == 10. 

4. Псдъемный кран начинает поднимать 
труз массой т == 1500 кг равноускоренно 
< ускорением а =- 0,39 м/<*. — Электродви- 
гатель крана питается от сети с напряжением 
Ц == 380ан нмеет к. п. д. \= 60%. Оипре- 
делить скорость груза в тст момент, когда 
через обмотку двигателя течет ток / = 120. 

5. Э. д.с. батарен Е = 20в. При под- 
ключении к батарее некоторого сопротивле- 
ния падение напряжения на нем будет 
(/, = 18а. Если к батарее подключить другое 
сопротивление, то падение напряжения на 
на нем М, = 168. Определить надение на- 
пряжения на обонх соиротивлениях, со- 
единенных параллельно. 

В феврале и марте на тедевиэнонных 
занятиях по математике рассматривалась 
тема «Уравнения н исравенства». Были об- 
суждены сСщие вопросы, связанные с поня- 
Тиями уравнения, неравенства, и рассмот- 
рены различные приемы решения рационалъ- 
ных, иррациональных, показательных, лога- 
рифмических и тригонометрических уравне- 
ний и неравенств. Предлагаем читателям 
журнала контрольную работу № 3 по ука- 
занной теме. 

Контрольная работа № 3 

1. Пусть “ и В— корни уравнения 
хр 7х --4= 0. Не вычисляя © н В, найти 
значение выражения 


1 , 1 
(20 РТВ Е? 
Решить уравнения: 


8 
2. 


иПы+2) т-0(+9 = 
3. Ловиа (43° Зх — 9) = 3х -— хюбаа 27; 
4. зп 2х бзмх-- 5 0$ х-- 1 == 
5. Ужрз-: УЕЕт= 

= Зк-- 2 У 2? - 5х --3— 16. 


Решить неравенства: 


Е, 
7. У 4х>х— 3; 
8 4 мл8х — 1 

` УЗ — т х — с05х 
9. 


| х3 2 
(ов, х - (=) 4 
а 
-- ЗЮв., <4 (5 х| -- 15. 
2 


И. А. Дьяконов, 
А. Г. Мордковиц, 
И. И. Несяузов 
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История 
числа д 


Под таким названием вышла 
в 1971 году квига Ф. Кым- 
иан (перевод < румынского 
М. Г. Миноле и Я. М. Френ- 
ка под редакиней Б. ^. Ро- 
зенфельда и Б. В. Бирюко- 
ва. издательство «Наука», 
Главная редакция физико- 
математической литературы}. 

В этой книге в интерес- 
ной. доступной и живой фор- 
ме рассказывается о развн- 
тик представлений о числе д, 
начиная с эмпирнческого его 
юрименення в древние време- 
на 40 раскрытия его подлин- 
ной математической природы 
в конце прошлого века, 

Автор книги профессор 
Ясского университега Фло- 
рика Кымпаи, известный в 
Румыини историк матема- 
тики к писатель-популяриза- 
тор. Ее перу принадлежат 
статьи в специальных жур- 
налах, научно-исследователь- 
ские работы по исторни ма- 
тематикн, вонулярные КНИГИ 
ва эту тему. 

Книга рассчитана иа шии- 
рокую читательскую нубли- 
ку. Она доступиа лвиам. 
обладающим математически- 
ми званиями в пределах про- 
граммы средней школы. В то 
же премя она представляет 
интерес и для читателей с 
более серьезной математиче- 
ской подготовкой. 

Четверть содержапия 
книги посвящена примеча- 
ниям, в которых автор книги 
достаточно подробно изла+ 
гает факты из истории наукн 
и истории математики, ко- 
торые имеют неоспоримую 
познавательную ценность. 

Впрочем, не будем пере- 
сказывать эту книгу, вы, 
вероятно, уже согласны с тем, 
что она достаточно интересна. 

В заключение приведем 
кесколько фрагментов из нее. 

«Таким образом, былая 
погоня за десятичными зна- 
ками числа я с начала ХУИ 
века превратилась в горячую 
скачку. Авраам Шари вновь 
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обращается к формуле Гре- 
горн и. беря для дуги х зна- 


1 
ченне ] —5 ' находит ряд 
г О" 1 
И ПЗ 
| 1 





Суммируя члены этого 
ряда, он получает 72 точных 
десятичных знака числа п. 
Семьдесят льва  десятичных 
знака! Это настоящее опья- 
исние инфрами. Ведь для 
вычнелевия длины окруж- 
ности. радиус которой ран- 
нялся бы расстоянию от Зем- 
ли до самой отдаленной ту- 
манностн, с погрешностью, 
меныией |} мм, достаточно 
первых 40 десятичных зиа- 
кон чиели пл. Несмотря на 
это, астроном Джони Мачин 
после получения указанного 
результата вмчислил 100 дс. 


сязичных знаков. а затсм 
«Таньи 128  деситичных 


знаков числа л. Через корит- 
кий нромежуток времени нс- 
ликий Эйлер, который был 
не только пыдающимся ма- 
тематиком, ио заменательихм 
нычислителем, открыл дру- 
гой ряд. примении сго дия 
проверки сделанного Ланьи 
вычисления 128 десятичных 
знаков числа п. Оя выполнил 
эту проверку и рекордио 
короткое время -- за 80 ча- 
сон, обнаружна одновремеи- 
но, что Ланьи допуствл ошиб- 
ку: 113-я нифра не 7, как 
было у него, а 8. Чтобы 
яенсс представить рекордно 
короткое время вычисления, 
достигнутое Эилером, пред- 
положим, что он беспрерывно 
занимался этим 8 часов н 
день; тогда, исходя нз обыч- 
ных темпов вычисления, для 
устаповления 128  десятич- 
ных звакой числа д ему по- 
надобилось бы 10 дней. По- 
лучается, таким образом, что 
за час Эйлер выполнял ту же 
работу, на которую рядовому 
вычислителю требуется 3 ча- 
са. Значит, рекордно корот- 
кое время Эйлера соответст- 
вует в среднем месяцу вычис- 
лительной работы, что явля- 
ется огромным прогрессом по 


сравнению с результатами 
вычислителей Х\УЁР и ХУП 
веков, трудившихся целые 


годы для определения только 
одной трети такого колнче- 
ства  десятичных знаков» 
{стр. 113—115). 

«А в это время погоня 
за десятичиыми зиаками чис- 
ла л не прекратилась.Так, 
Вега вычислил 140 десятич- 
ных знаков л. из которых 
точными оказались 136. В 
1841 году Уильям Резерфорд 
сообщает 208 десятичных зил- 
ков, а через три года талант- 
ливый гамбургский вычисли- 
тель 3. Дазе показал, что Ре- 
зерфорд ошибся. начиная со 
152-го десятичного знака, и 
после двух месяцев вычислс- 
вий обнародовал 200 точных 
десятичных знаков д. Позже. 
в 1847 году Томас Клаузеи 
из Дерпта (ныне г. Тарту) 
доводит число цифр до 250, 
низ которых 248 были точны. 
В 1553 году тот же Дазе по. 
лучает 440 точных цифр. 
Лазе лерегнал Рихтера, су- 
мевшего тогда же получить 
только 330 точных десятич- 
чых знаков из вычислеиных 
им 334. Рекорд этого года 
устанавливает У. Шенке. Он 
получает 607 десятичных зна- 
ков' В следующем году Рих- 
тер. не догнав сше Дазе, 
вычисляет первые 400 деся- 
тичных знаков, подтнерждая 
точность предыдущих вычис- 
лений. а годом позже дово- 
лит их число до 500. К 607 
десятнчным знакам, ПОЛУЧЕН- 
ным Шенксом в 1853 году. 
он в 1873 году добавляст еще 
100. Первая работа Шсикса 
появилась в ХХ] томе «Рго- 
ссефиез оЁ {Ше Воуа осу 
оЁ Гопаоп» (стр. 319). но три 
десятичных знака оказались 
неверными, и их правильная 
величина была сообщена в 
том же 1873 году в ХХИ томе 
(стр. 45). Наконец, с по- 
мощью электронной вычис- 
лительиой машины, в 1958 
тоду были получены 10 660 
десятичных знаков числа л. 

На вычисленне первых 
3000 десятичных знаков ма- 
иина затратила всего 10 ми- 
нут!» (стр. 139). 


Е. Н. Олерскии 
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Для поступающих 
в институты и техникумы 


(ИЗДАТЕЛЬСТВО «ВЫСШАЯ ШКОЛА») 


Ежегодно множество юношей и девушек, закончивающих сред- 
ние школы, стремятся продолжить свое образование и посту- 
пить в высиее или среднее специальное учебное заведение. Но 
Эля этого, чтобы успаино сдать вступительные экзомены, не- 
обходимо хорошо подготовиться к ним, а времени на это осгает- 
ся очень маю — всего один месян, за который надо восстано- 
вить в помяти весь пройденный за несколько лет учебный 
иатериал. Готовиться к поступлению следует уже с начала 
учебноей года выпускного класса. Помочь в этом абитуриентам 
могут пособия. предназначенные специально для этой цели. 

В издательстве «Высшая школах» в помощь окончивающим 
средние школы выходят в 1973 годи несколько таких пособий. 


О них в пойдег сейчас речь. 


Так автор  Гольд- 
фарб Н. И. составил в 
соответствии с программой 
но физике для обучающихся 
на подготовительлых отделе- 
ниях и поступающих в вузы 
«Сборник вопросов и задач по 
физике». В «Сборник» вошли 
Задачи н вооросы по всем 
разделам программы курса 
физики; большое внимание 
уделено физической сущности 
явления и приложению их 
в технике. 

В основу положена 
Международная система еди- 
ниц (СИ), а также исполь- 
зуются единицы (внесистем- 
ные). часто встречающиеся в 
практике. 

Книга хорошо нллюст- 
Рирована. Почти все задачи 
в сборникс снабжены подроб- 
ными решениями или указа- 
ниямн к ренюнию. Объем 
кннги 20 л., тираж 175000 
экз., цена 55 коп. 


«Сборник ладач по ма- 
темотике дая конкурсных эк- 
заменов в0 втузы» под редак- 
цией М. 1]. Сканави 
в отличие от других подоб- 
ных  «Сборникон» содержит 
лншрь те задачн, которые 
могут быть даны на предстоя- 
щих конкурсных экзаменах. 
Несмотря на это, сборник по- 


ступает в свободную продажу 
н абитурненты могут нриоб- 
рести сго, но надо имсть в 
виду, что никакнх указаний. 
а тем более решений задач, 
в нем нет. оСборник» содер- 
жит около 5000 конкурсных 
примеров н задлч, в свсей 
совоку иности охватываю- 
щих всю программу встуни- 
тельных экзаменов. 

Решение этих задач не 
требует знаний, выходящих 
за рамки этой программы. 
Однако тому, кто инедоста- 
точно хороню владест эле- 
ментарной мятематикой, 
пользоваться «Сборником» 
будет сложно. Поэтому при- 
ступать к решенню содержа- 
щихся в «Сборнике» задач, 
целесообразно лишь после 
твердого усноения учебного 
матермала. 

Создавалея — «Сборник» 
по предложению Научно-ме- 
Тодического совета во ма- 
тематике МВ и СОСО СССР. 

Объем «Сборника» 30 л., 
тираж 300000 экз.. цена 
95 коп- 

Этн книги 
нервом кварталс- 


выходят в 


Книга В. В. Зорина 
«Лособне по  матемотаке 
для поступающих а вузы» 
разъясияет основные понятия 
элементарной математики. 


Вопросы программы череду - 
ются с разъяснениями кан- 
более трудно воспринимас- 
мых учащимися понятий эле- 
ментарной математнки и от- 
дельным разбором соответ- 
ствуюших примеров и задач. 

Задачи и упражнения 
подобраны в порядке возра- 
стания их трудности, так что 
читатель может постепенно 
все глубже проникать в Су- 
цество рассматриваемого по- 
НЯТИЯ. 

В коние книги полностью 
приведена повая программа 
вступительных экзаменов в 
вузы по математике. 

Объем книги 12 л.. ТИ- 
раж 75000 экз., цена 59 кой. 


«Сборник вопросов ий з0- 

дач по математике» автора 
В. С. Соломоника 
нредназначается для поступа- 
ющих в средние специальные 
учебные заведения. В нем 
рассматриваются — основные 
вопросы ио арифметике, ал- 
гебре и геометрни, необхо- 
димые поступающим в 1ехии- 
кумы. Некоторым разделам 
предшествуют краткие <ве- 
дения из теорнй, разбираются 
слибки, допускаемые учмци- 
мися. В «Сборник» включены 
вопросы н задачи, предлаган- 
аписся на устных и письмен- 
ных экзаменах в техникумы. 
На большую часть из иих 
даны подробные решения Н 
указания. 
— Для хорошо подготов- 
ленных учащихся включены 
более сложные задачи. от- 
меченные звездочкой. 

Объем книги 15 л.. ти 
раж 50000 экз., цена 67 коп- 

Зти конги выходят во 
этором квартале. 


‚Т.Г. Кузнецова 
59 


Куапетссте.ги 


МИ июнь 


«Квант» для младших школьников 








ЗАДАЧИ 


1. Электроносзд длиною 18 м про- 
сзжает мимо километрового столба 
за 9 секунд. Сколько времени ему 
понадобится, чтобы проехать мост дин- 
ною 36 м? 


2. Продавали яблоки два продав- 
ца. Каждый имел по 30 яблок. Пер- 
вый продавал 2 яблока за 1 руб., 
другой — 3 яблока за | руб. Во время 
торговли одного вызвали домой, и он 
попросил второго продавца продать 
сго яблоки. Оставшиеся яблоки вто- 
рой продавец продавал но 2 руб. 
за 5 яблок. Если бы они продавали 
порознь, то получили бы 10 руб. 
и 15 руб., то есть 25 руб., а продавая 
5 яблок по 2 руб., они получили 
24 руб. Куда делся 1 руб.? 


3. Волк заметил зайчопка в двад- 
цати метрах, когда тому до спаси- 
‚тельного леса оставалось 250 м. Зай- 
чиха-мать, желая отвлечь преследо- 
вателя от детеныша, перебегает до- 
рогу волку перед самым носом. 

Волк остановился в нерешитель- 
ности, не зная чему отдать иредпочте- 
ние — количеству или качеству мя- 
са. Лишь одна секунда понадобилась 
волку, чтобы принять правильное 
решение. 

Какое решение должен был ирн- 
нять волк и какой вывод сделать, 
если скорость зайчонка 540 м/мим. 
волка 600 м/мин, а скорость зайчихи 
не меныше скорости волка? 


4. Корабль переходит из реки в мо- 
ре. Изменится ли прн этом его осадка? 
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Квадрат Пирсона 


А. П. Азия, И. М. Вольпер 


В «Занимательной алгебре» Я. И. Пе- 
рельмана есть любопытная задача 
под названием «В парикмахерской». 
В этой задаче автор рассказывает, 
что, заглянув однажды в парикмахер- 
скую, он увидел, как мастера пыта- 
лись безуспешно приготовить 12-про- 
центный раствор перекиси водорода 
из двух имевшихся в наличии рас- 
творов — трех- и тридцатнпроцент- 
ногГо*). 

Задача, описанная Перельманом, 
встречается не только в парикмахер- 
ских. 

Например, для зарядки аккумуля- 
торов бывает необходимо приготовить 
электролит, который должен содер- 
жать 24% серной кислоты из двух 
растворов с содержанием 92% и 10% 
серной кислоты. На консервных за- 
водах возникает необходимость при- 
готовления 6%-ного уксуса для мари- 
нада из двух партий уксуса разной 
крепости: 3% и 10%, ит. д. 

Для решения подобных задач удоб- 
но пользоваться «квадратом Пирсо- 
на». Вот как это делается. Рисуют 
квадрат и проводят две днагонали 
(рис. 1). В левом верхнем углу про- 
ставляют больший показатель кре- 
пости исходных веществ (а), а в ниж- 
нем углу — второй показатель (5), 
а на пересечении днагоналей записы- 
вают требуемый локазатель смеси (с). 
Затем производят вычитание по первой 
днагонали (а — с} н находят коли- 





®*) Напомним, что содержанием вещества 
в растворе называется отношение массы 
этого вещества в «чистом виде» к массе 
раствора. 


чество второй части смеси (1). Из цент- 
ра производят вычитание по второй 
диагонали (с — 65} и находят количе- 
ство первой части смеси (х). Значения 
х н и записывают по одной линии с по- 
казателями. На х частей первого 
вещества надо взять у частей второго 
вещества, тогда получится смесь с по- 
казателем с. 


36 


18 


Рис. |. Рис. 2. 


Пусть, например, имеются две пар- 
тии сливок: одна содержит 36% жира, 
а другая — 18%. Требуется опреде- 
лить, сколько надо взять тех и дру- 
гих сливок, чтобы получить смесь 
с количеством жира 30%. Решаем 
по изложенному выше способу (рис. 2) 
и получаем 


у=а—с= 36 — 30 = 6, 
х=ес—ф = 30 — 18 = 12, 


то есть на 6 массовых частей второй 
партии сливок надо взять 12 частей 
первой. 

Этот *спесоб основан на специфи- 
ческом виде количества получаемой 
смеси, оно равно разности показате- 
лей исходных веществ. Такое допу- 
щение вполне возможно, так как нас 
интересуют ие абсолютные величины, 
а относительные количества двух ча- 
стей смеси. 

В самом деле, мы получаем 
хи=сС— В+ а д=а-—ф 
частей смеси. «Чистого» вещества в ней 
будет 
{< — Ва (а—оь 

100 











| 


частей, а крепость смеси будет равна 


ас — 5 с о 
ю0@—ьв #10, то естьс %. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «Столкновение шариков» 
1. Е—10-, Р-—108я 


2. Давление р внутри мяча почти не из- 
меняется. Сила Ё = лг?р =2дЮхр, то есть 
коэффициент жесткости А = #лЮр. По фор- 


муле (5) ЁЕ= -”“- АУ о. 


футбольного мяча тг-0,4 ке, Ке-О см, 
р = 1атм, так что {==10-—1с 





3. При столкновении стального и рези- 
нового шариков резиновый деформируется 
значительно сильнее. Время соударения ре- 
зинового и стального шариков горазло Соль- 
ше, чем время соударения стальных шари- 
ков при той же скорости. Поэтому стальные 
шарики после соударения движутся пример- 
но так, как если бы мы осторожно толкну- 
ли их пальцем, то есть © одинаковыми ско- 
ростями. С помощью законов сохранения 
импульса и энергии 


ти == та, -!|- ти, 
1 2 не 
5 тид == бт] -- то, 


где #, — скорость резинового шарика после 
соударения, и. — скорость стальных шарн- 
ков, находим : 


1 2 
Е 


К статье «Минмые числа 
н геометрические задачи» 


1. 0; —3; 2; —2-. 
2. ЗЕ З: —2; 1—4. 


3. См. рис. 1 
7. —2 УЗ -{ 45; . 
8. |2. —2,| — это расстояние между 


точками, имеющими комплексные коордииа- 
ты а н2.. 

9. Нет. Действительно, пусть 07, ин 2,7. 
имеют комплексные коордниаты 2, и 2... Из 





20212. ясно, что 02, = 02, - 2,24, то есть 
[21 + 23 [53| 21 _ |=]. 


Й = + УЗ, 


К статье «Принцил суперпозиции 
в электростатике» 


‚ 9, —9 
1. = а = 2 ее 
Зе 
2. 1= ФЕИ 


за 1 мм) 49 12 
: — Е (пд -- м9) | 


4. При г<А ЕЕ г, при г>® 
5 


р К 


= Зг —= (К -— раднуе шара, 


р — объемная плотность заряда}. 
5. Е=0 при г В и Ю,<г< Ва, 


Нет при А«г<СА, н >В, 
9 


Фоболочки = па, В; , 


о а 
Фшара —4ле, | ВЮ К. К] 
К статье «Экономический факультет МГУ» 
Отделение экономической кибернетики 


1. бл, 8 л, 8000 руб. 
З 
2 вх=. 


3. Прямая х = — = и точка © Коор- 


1 1 
дниатами х=-, у= — 4. 


4. Указание. Около четырехуголь- 
ника АВСО можио опнсать окружиость с 
диаметром ВО; проведите диаметр, перпен“ 
дикулярный АС. 


Отделенне полнтнческой экономни 
1. 1083 22 >4 > 108; 75. 
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2. Ось абсцисс у = 0, точки х = 0, 


2 
=—4 их 5, у== —-3° 


3. 80 коп. 


4. 3—2 т15. 


5. х<—2-., —1<«<-. 


К статье «Телевизионные физико-матема- 
тические курсы для поступающих в вузы» 
{см. «Квант» № 2, 1973г.) 


Фвзика 


т 


Але ф = 0,06 м. 


2. Тоикое кольцо раднуса К, равномерно 
заряженное с линейной плотнестью зарядов 
а = 10-7 к/см можно приближенно пред- 
ставить как большое число л элементарных 
зарядов -9;, равномерно расположенных 
по окружности раднуса К. Тогда задача сво- 
днтся к нахождению равнодействующей сил, 
действующих на заряд 9: со стороны заря- 
дов -- 49:. Посмотрим, например, как направ- 
лены силы двух диаметрально противопо- 
ложных зарядов а; (рис. 2). 

Если заряд $1 отрицателен, то кулонов- 
ские силы Гл; будут направлены так, как 
показано на рисунке, а равнодействующая 
двух кулоновских сил Ё; направлена в сто- 
рону, противоположную силе тяжести тв 
н равна по абсолютной величине 


29:04 с0$ & 
2Е кг: с0$ © = Чле, (СВЕ : 


Учитывая, что ОВ = В. а ОС=Ь, 





Рис. 2. 


найдем 
А 
СВ = У № и соза = УРА 
По второму закону Ньютона 


та — тв -- Р., 


нли в скалярной форме с учетом направле- 
иня действующих сил: 


24:4 с05 & 
та — ТЕ — дла, (НИ 


Если мы учтем аналогичиым образом дейст- 
вие всех зарядов -|- 4:, то последнее выра- 
жение примет вид: 


пд:91 с05 & 
та — тв — ле, (ЕЮ) ° 


Но величина пд; = О — это суммарный за- 
ряд всех элементарных зарядов -|-4,. Воз- 
вращаясь к условию задачи, суммарный за- 
ряд кольца можно, очевидно, определить как 
С = 4.2лК. Таким образом, окончательно 
получим: 


99. ВВ р 
Эта (ЮЗ #2)" 


Если заряд 9, положительный, то 
равнодействующая кулоновских сил бу- 
дет направлена так же, как и сила тяжести 
тв, и, применив все вышеприведенные рас- 
суждения, получим: 


а=&— 


99, ВВ 
з; 
Этео (ЮЗ #3)" 
Подставляя числовые значения, в первом 
случае получим а => 8,4 м/с?, а во втором — 


а=&— 


ад 11,2 м/с". 


Математика 
Контрольная работа №2 
1. “=, если а> В; 





—, еслн $> 


>а Указанне. Предварительно до- 
кажите, что средняя линия трапеции и толь- 
ко она делнт пополам всякий отрезок, за- 
ключенный между основаниями трапецин. 
Отсюда будет следовать, что интересующий 
нас отрезок лежит на средней линии. 

2. Удвоив медиану ВАМ, достройте тре- 
угольник АВС до параллелограмма АВСН. 
4з равенства треугольников ВАЁЕ и ВАН 
следует равенство отрезков КЁ м ВН. 

3. 4см, бсм, Всем. Указание. 
По теореме о биссектрисе треугольника за- 
ключаем, что неизвестные стороны относятся 
как 1:2, то есть их можно обозначить че- 
рез хи 2х. Дважды воспользовавшись тео- 
ремой Инфагора, ‘придем к уравнениям 
+И—15+ 4: 5 =6, откуда х = 4- 

4. Отложите из АМ отрезок МК, рав- 
ный ВМ. Из равенства треугольников АВК 
н ВСМ следует, что АК = СМ, значит, 
АМ = АК-- КМ = СМ т ВМ. 
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. 15см, 20см. Указание. Пусть 
м — —. квадрата. В четырехугольнике 
АВСМ имеем < В = &М = 90°, то есть 
<В- <М = 180°, следовательно, около 
АВСМ можно описать окружность. С по- 
мощью окружности локажите, что ВМ — 
биссектриса угла АВС 


6. (2--5)*. Указанне. Покажите, что 
площади треугольников АОВ ин СОШО равны. 
а затем, сравнивая площади треугольников 
СОР и ’ВОС, воспользуйтесь тем, что у инх 
общая высота и, следовательно, их площа- 
ди относятся как ВО:ОШ, то есть как в:а. 


7. @ "3. Указание. Воспользовав- 
шись формулой $==рг, получим $ = 
= (а-+- 6+, ИЗ)». С другой стороны, по 


формуле Герона $ = И (а 6+/ИзЗ)аы УЗ. 
Значит (а 6+7 /З)”=У(а--ь-+/УЗах о 


откуда после преобразований (а-Ь 
+,ИЗ)г = аБ`УЗ. Такнм образом, _ 
=а6\/З. 
8. 9,8. 
- —2 
9. - 2-ю. Указание. Перейдя в ра- 


веистве го 28 к осиованию 7, найдем, что 
—] 


а 
02-2 — а’ Далее имеем Повць 16 = 





2—2 
Ю. График функции у = Е == р: 


бражен на рисунке 3. При построении уч- 


х 
тите, что х>>0, что хр -5- (и, следова- 





Рис. 3. 


тельно, 12 — наибольшее значение функ- 
ции), и ЧТо $0 прн х-+ со. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников » 
{см. «Квант» № 2, стр. 68] 

1. Нет, не догонит. 

2. Сделайте на столбе отметку на высо- 
те м от земли. Отойдитс от столба на такое 
расстояние, чтобы линейка, которую вы 
держите в вытянутой руке, «перекрывала» 
весь столб. Высота столба (в метрах) прн- 
близительно будет равна отношению числа 
делений на шкале линейки к числу делений, 
приходящихся на | м. 

3. а= 256, в = 128. 

4. Давление на сваи при прохождении 
баржи не меняется. Чтобы убедиться в этом, 
представьте себе, что объем погружекной 
частя баржи заменен водой. 

5. В П раз. 

6. Будем считать, это длина машины 
равна 5 м. Тогда на каждую машину «при- 
ходится» участок шоссе длиной 20 м. При 
уменьшении скорости до 15 м/с этот участок 


сократился бы до Зм (20. тб = 3). Машины 


«не вошли» бы друг за другом. Образовалась 
бы пробка. 


К задаче «Равносоставленные фигуры» 
(см. «Квант» № Г, 1973, 4-ю стр. обл.) 


> 
у 
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МАРКИ, 


ПОСВЯЩЕННЫЕ 
РЕНТГЕНУ 


10 февраля 1973 года ис- 
полнилось 50 лет со дия 
смерти выдающегося немец- 
кого физика Вильгельма Кон- 
рада Рентгена (1845—1923). 
Он быя одним из лучших 
экспериментаторов [4:35 
времени. До снх пор сохра- 
нилн свое значенне многие 
нз произведенных нм ре- 
корлных по точиости изме- 
рений различных  физиче- 
ских характеристик вещест- 
ва. 

Рентгену 
классические 
удельной 


принадлежат 
нсследования 
теплоемкости га- 
зов, сжимаемости н вяз- 
костн жидкостек.  взаимо- 
связи электрических и опти- 
ческнх явлений а кристал- 
лах. Но накбольшую славу 
принесло сму сделанное в 
о 
мого коротковолнового элек- 
тромагнитного излучения, 
которое называюг рентге- 
новскими лучами. Вместе с 
явленнем  радноактивности, 
открытым немного позже, 
рентгеновские лучи заложи- 
лн фуидамент атомной фи- 
зикн. Онн нашли множество. 


полезных применений в ме- 
дицине, физике н техннке. 
За это выдающееся откры- 
тие 10 декабря 1901 года 
Рентгену была вручена пер- 
вая Нобелевская премия по 
физике. 

Рентген был очень скром- 
ным человеком. Он не шел 
ин на какне сделкн со сво- 
ен совестью н умер в бедно- 
стн, отказавшись от денег, 
которые мог нажить своим 
великим открытием. Он от- 
верг также предложение о 
прнсужденин ему  дворян- 
ского звания. Следует ска- 
зать, что первый памятник 
Рентгену был поставлен не 
на его роднне, а у нас в Ле- 
нинграде еще при жизни уче- 
ного (в 1920 году). 

Первую марку с портре- 
том Реитгена выпустил в 
1939 году вольный город 
Данциг. Эту марку вы видн- 
те на фото. Рядом с порт- 
ретом надпись: «Борьба про- 
тив рака. Рак излечим». За- 
тем марки с портретом Рент- 
гена выходили неоднократ- 
но. Так. в 1950 году Сури- 
нам (Голландская Гвиана) 


ЕКЦИОНЕРА 


выпустил две почтовые мар- 
ки с портретом Рентгена. 
Этн маркн имели дополни- 
тельный номннал (в фонд 
средста борьбы с раком). 
В 1951 году, в связи с 50-ле- 
тием получения Рентгеном 
Нобелевской премии, в ФРГ 
была выпущена марка с изо- 
бражением бюста ученого, 
Рентгена мы видим на трех 
шведских марках средн уче- 
ных. получивших Нобелев- 
скую премию в 1901 голу 
{на фото приведена одна из 
них). На фото приведены 
также марки с портретом 
Рентгена, выпущенные в 
1965 году в ГДР ив 1967 го- 
ду в Испании {эта марка 
посвящена УИ Езропейско- 
му рентгенологическому кон- 
грессу в Барселоне), 

А. В. Алтыкис 
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Фюотогрефия, помещенная на аторой странице обложки, сделана 
а горах Кавказа. Обнажившиеся слои горных пород позволяют 
судить об эволюции земной коры, отражают различиые этапы ге 
образования. О радиоактивных методах определения абсолютного 
возраста Зекли вы можете узнать, прочитав статью В. И. Кузнг- 
цова «Часы на миллиарды лет» (стр. 19). Фото Г. И. Анохина. 
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Константин Эдуардович Циолковский 


(1857—1935) 
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К. Э. Циолковский 
в фотографиях 


А. Г. Нетужилин 





Мон юные дризья, читатели журнала «Кеанты 
Мне посчастливилось знать Констачтина 
Эдуардовича Циолковского, скромного ичителя 
физики и математики средней школы в 
Калуге. На протяжении 1928—1934 годов 
мне Оовелось неоднократно бывать и Кон- 
стантина Эдуардовича, фотографировать его 
и его семью. Эти драгоценные для меня мате- 
риалы я ин предлагаю вашему вниманию. 


«Человечество не останется зечио на Зем- 
ле, но, в погоне за светом и пространством, 
сначала робко проникнет за пределы ат- 
мосферы, а затем завоюет себе все около- 
солнечное пространство» — так представлял 
себе К. Э. Циолковский этапы завоевания 
космоса. Каждый раз, когда радио, телеви- 
дение м пресса сообщают нам о новых по- 
летах в космос, многие люди нашей планеты 
вспоминают имя человека, стоявшего у ко- 
льыбели космонаетикн. 

Имя Константина Эдуардовича Циолков- 
ского известно теперь во всем мире. Оно 
навсегда встало в один ряд с именами 
Архимеда, Леонардо да Винчи, Галилея, 
Коперника, Ньютона, Ломоносова, Менде- 
леева. 

Владимир Ильич Ленин высоко оце- 
нил научную деятельность Циолковского 
уже в первые Годы существования Совет- 
ского государства. 

Необычайно широк был крут проблем 
науки, техники и общественной жизни, ин- 
тересовавших К. Э. Циолковского. Об этом 
свидетельствуют свыше 200 его опублико- 
ванных работ. 

Научное и техническое обоснование 
цельнометаллического  аэзростата — (дири- 
жабля), хороцю обтекаемого аэроплана и 
ракеты для межпланетных путешествий — 
вот основные направления научной дея- 
тельности Константина Эдуардовича, Впер- 
зые для увеличения прочности дирижабля 
им было предложено использовать тонкую 
металлическую гофрированную оболочку. 
Аэроплан, рассчитанный Циолковским, по 


1* 


своей конструкции предвосхитил самолет, 
появившийся лишь через 15 лет. В. 1897 году 
ученый построил первую в России аэроди- 
намическую трубу и разработал методику 
экспериментов в ней. 

Полет ракеты, реактивное движение, 
преодоление земного тяготения давно при- 
влекали внимание ученого, Понадобилось 
20 лет, чтобы прийти от первых набросков 
в научном дневнике к расчетам дви- 
гателя, основанного на реакции истекающей 
струи, способного вырвать космический ко- 
рабпь из земного плена в манящее косми- 
ческое простренство. Первая часть работы 
«Исследование мировых пространств резк- 
тивиыми приборами» была впервые опубли- 
кована К. Э. Циолковским в 1903 году в 
журнале «Научное обозрение»; а в 1911— 
1912 годах публикация была продолжена в 
журнале «Вестник воздухоплавания». (Пол- 
ностью работа быпа издана в 1926 го- 
ду.) Циолковский неустанно работал над 
дальнейшим развитием проблемы полетов 
в космос. В 1926—29 содах он создал тео- 
рию полета многоступенчатой ракеты, но- 
торую изложил в работе «Космические ра- 
кетные поезда». 

Пераый в мире космонавт Юрий Алек- 
сеевич Гагарин удивлялся научной проница- 
тельности, прозорливости и предвидению 
Циолковского, который в своих работах точ- 
но описал ход будущего космического по- 
лета и состояние космонавта в условиях не- 
весомости. 

Гипотеза Циолковского, задача Циол- 
ковского, число Циолковского, формупы 
Циолковского навсегда вошли в теорию ра- 
кетодинамики. 

В Калугу, в скромный деревянный до- 
мик на берегу Оки, почтальон ежедневно 
приносил письма. Сюдё приезжалы много- 
численные гости, среди которых, например, 
бывал будущий Гпавный конструктор С. П. 
Королев. Все посетители навсегда запомни- 
ли скромный кабинет ученого в мезонине, 
приветливость хозяина, его негромкий 
голос. 

За несколько дней до смерти К. Э. 
Циолковский отправил письмо в ЦК. ВКГ(6), 
где писал: «Все мои труды по авиации, ра- 
кетоплаванию и межпланетным сообщениям 
передаю партни большевиков и Советской 
зласти — подлинным руководителям прог- 
ресса человеческой культуры. Уверен, что 
они успешно закоичат эти труды». Совет- 
ская наука и техника, советские ученые ус- 
пешно выполняют завещание Циолковского. 
В День космонавтики советский народ с 
глубокой бпэгодарностью вспоминает вели- 
кого русского ученого. 
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На снимке, сделанном в мае 
1932 года, дом, тде жил 
Константин Эдуардович поч- 
ти 30 лет. Сейчас здесь ме- 
морнальный дом-музей 
К. Э. Циолковского. 



















Константин Эдуарлович в 
кругу своей семьи. Снимок 
сделан в мас 1932 года в саду 
дома К. Э. Циолковского в 
Калуге. 

> 
К. Э. Циолковский в своем 
кабинете. Апрель 1930 года. 
{Фото внизу справа). 


К. Э. Циолковский в возрас- 
те 5—6 лет. 
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В 1887 году К.Э. Циолков- 
ский сделал доклад об ос- 
новных принципах создания 
и полета цельнометалличе- 
ского аэростата в Москов- 
ском обществе любителей ес- 
тествознания. Среди слуша- 
телей доклада были профес- 
сора Н. Е. Жуковский м 
А. Г. Столетов. 

На снимке К.Э. Циолкоз- 
ский у моделей металличе- 
ского дирижабля — одного 
нз своих первых крупных 
изобретений. Этот снимок 
сделан летом [9 [4 года в саду 
дома Циолковского самим 
Константниом Эдуардовичем. 


= 
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К. Э. Циолковский вел шн- 
рокую переписку. Его кор- 
реснондентами былин и юные 
школьники, н мастинтые уче- 
ные, и Знаменитые писатели. 
На снимке, сделанном в мае 
1932 тода, К.Э. Циолков- 
ский рассматривает журнал 
«Красная стрела», который 
прнслал ему друг Маяков- 
ского, поэт и художник 
Д. Бурлюк. Этот прогрессив- 
ный журнал, издаваемый и 
30-х годах в США Д. Бурлю- 
ком, правдиво освещал жизнь 
Советской России. В при` 
сланном номере журнала бы- 
ли помещены материалы о 
Цнолковском. 
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Ковстантин Эдуардович лю- 
бил работать, сидя в старом 
удобиом кресле, пользуясь 
вместо стола неболыной до- 
ечкой. Писал он простым 
черным карандашом обычно 
на школьных тетрадях. На 
стене — любимые карманные 
часы К. Э. Циолковского, 
служившие ему хронометром 
во премя опытов. 


К. 3. Циолковский в своей 
мастерской, рядом с ним 
К. Н. Аатайский, секретарь 
редакцин Калужской губерн- 
ской газеты «Коммуна». Мас- 
терская ученого находилась 
в его доме, рядом с кабине- 
том, У окна токарный станок 
с ножным приводом, на ко- 
тором работал К. Э. Цнол. 
КовСКиЙ. 





Еще в девятилетнем возрасте, 
в результате осложиения нос- 
ле скарлатины, К. Э. Циол- 
ковский потерял слух. С го- 
дами болезнь прогрессирова- 
ла, и Константин Эдуардович 
вынужден был пользоваться 
собственноручно сделанной 
слуховой трубой. Приннмая 
носстителей, он просил гово- 
рить, не повълная голоса, так 
как этот рупор хорошо уси- 
ливал звук. 

На этом снимке — Констан 
тин Эдуардович Циолковский 
во время присма посетителей. 
На коленях дощечка с бума- 
гой. Циолковский любил во 
время разговора  пояснять 
сказанное рисунком, черте- 
жом, расчетом. На заднем 
плане на полу видвы связки 
брошюр Циолковского, полу- 
ченные из тинографии. 

Вот названня некоторых его 
работ: 

«Механнка животиого орга- 
низма» (1885 г.), 
«Реактивный  иприбар как 
средство полета в пустоте н 
атмосфере» (1910 г.). 
«Причина космосаз (1925 г.}, 
Сопротивление поздуха ни 
скорый поезд» (1927 г.), 
«Давление на плоскость при 
се нормальном движенин в 
воздухе» (1929 г.), 
«Стратоплаи  полуреактия- 
ный» (1932 г.). 





К. 3. Циолковский в своем 
кабинете у стеялажа с ру- 
копнсямн и книгами. 
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Андрей 
Николаевич 
Колмогоров 


{к семидесятилетию 
со дня рождения) 





25 апреля 1973 года исполняется семь- 
десят лет одному из самых выдаю- 
щихся современных математиков — 
Герою Социалистического Труда, ака- 
демику Андрею Николаевичу Колмо- 
горову. 

Интерсс к математике возник у 
А. Н. Колмогорова рано. Уже в пя- 
тилетнем возрасте он самостоятельно 
с изумлением обнаружил, что 


]--3--5--7-- ... + @1-0=и?. 


В старших классах средней школы 
у него преобладали другие интересы, 
в частности, к русской историн. 

К математике он вернулся только 
в студенческие годы и уже на всю 
жизнь. Поступить в университет в 
в 1920 году было легко, но занимать- 
ся — гораздо труднее. Это были голод- 
ные годы; лекцин читались в аудито- 





риях, где температура была ниже ну- 
ля. Большим благом считалось то, что, 
начиная со второго курса, каждый сту- 
дент получал в месяц 16 кг хлеба и 
1 кг масла. 

Под влиянием лекций академика 
Н. Н. Лузина, А. Н. Колмогоров на- 
чая самостоятельную научную рабо- 
ту, построив в 1922 году весьма об- 
щую «теорию операций над множест- 
вами», не потерявшую значения и в 
наши дни. В студенческие же годы 
(1920—1925) А. Н. Колмогоров занн- 
мался теорией тригонометрических 
рядов н решил, в частности, весьма 
трудную проблему сходимости рядов, 
построив впервые пример всюду рас- 
ходящегося ряда Фурье. 

В 1922—1925 годах параллельно 
с занятиями в университете Андрей 
Николаевич преподавал в опытно-по- 
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казательн06й школе Наркомпроса 
РСФСР в Потылихе, на теперешних 
Ленинских горах. Вначале он ио- 
ступил в эту школу, чтобы заработать 
на жизнь, так как студенческой сти- 
пендин в те времена было недостаточ- 
но, но работа захватила его. Работая 
в школе, А. Н. Колмогоров был се- 
кретарем школьного совета, руково- 
дил бнологическим кружком и даже 
был старшим в школьном нешем похо- 
де по Крыму. Жизнь в потылихинской 
школе имела для Колмогорова боль- 
шое значение еще и потому, что там 
процветали физкультурные секции, 
а Андрей Николаевич до двадцати 
лет даже неё умел плавать. Теперь он 
решил наверстать упущенное и достиг 
некоторых, хотя и скромных, успехов 
в плавании, ходьбе на лыжах, гребле. 

Школа на всю жизнь нривида 
А. Н. Колмогорову любовь к педаго- 
гнческой работе. Вероятно, этим ни 
объясняется то, что в дальнейшем Кол- 
могоров занялся составлением школь- 
ных учебников, организовал школу- 
интернат при МГУ н т. д. 

Поступление в аспирантуру в те 
годы для не обремененного семьей 
молодого человека означало полную 
свободу от поисков заработка. 
С 1925 года Колмогоров основные силы 
направляет на научную работу, сое- 
днняя се с преподаванием в вузах, 
главным образом в Московском увнн- 
верснтетс, где в 193] году становится 
профессором. 

Это были годы, положившие на- 
чало плодотворной научной работы, 
не ослабевшей н до ваших дней. 
Именно в это время Андрей НЧико- 
лаевич создаст свои основные рабо- 
ты в области теорин вероятностей, 
топологии и механики. 

Наши читатели, чувствующие се- 
бя способными хоть в некоторой сте- 
цени разобраться в содержании работ 
Колмогорова, могут обратиться к 
юбилейным статьям, опубликованным 
в журнале «Успехи математических 
наук» в 1953 и 1963 годах *). 


*) Успехи математических наук, УПИ, 
выл, 3 (1953), 177—200; МИИ, вып. 5 {1963), 
115—120. 


Наряду с большой плодотворной 
научной деятельностью Андрей Ни- 
колаевич много времени уделяет ра- 
боте со своими ученикамн. 

Трудно в небольшой статье пере- 
числить всех учеников А. Н. Кол- 
могорова. Среди них А. И. Мальцев, 
вдохновленный А. Н. Колмогоровым 
к занятиям математической логикой, 
а потом ставший одним из крупней- 
ших алгебраистов; М. Д. Миллион- 
щиков, занимавшийся под руководст- 
вом А. Н. Колмогорова турбулент- 
ным движением, а потом перешед- 
ший к другим вопросам механики и 
физнки; А. М. Обухов, получивший 
известность созданием, совместно с 
Колмогоровым, новой концепции 
«локального» строения турбулентных 
потоков, а затем ставший ведущим 
советским специалистом в вопросах 
механикн атмосферных . движений; 
С. М. Никольский, начавший с ра- 
бот по теории приближений функций 
одного переменного, примыкавших 
к исследованиям Колмогорова, а 


впоследствии — крупный специалист 
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по вопросам, связанным с функция- 
ми миогих перемеиных; Б. В. Гне- 
денко, Ю. В. Прохоров, С. Х. Си- 
раджинов — ведущие советские ис- 
следователи по теории вероятностей, 
основной специальности А.Н. Кол- 
могорова в математике. 
Занимающиеся научной .работой 
математики сравнительно мало вре- 
мени проводят в служебных каби- 
нетах научных институтов, научное 
общение между ними происходит и 
дома, и на прогулках, и во время от- 
пуска, и в туристических путешест- 
виях. Много тысяч километров 
А. Н. Колмогоров проплыл на парус- 
ных и гребных лодках и байдарках 
со своим ближайшим другом, акаде- 
миком П. С. Алсксандровым, и с уче- 
никами разных поколений. 
Проблемы педагогики занимают 
в жизни А. Н. Колмогорова весьма 
значительное место. Он не мыслит 
своего творчества в отрыве от под- 
бора н воспитання учеников, от пере- 
дачи им своих знаний и научных идей. 
Для него работа с молодежью, соз- 
дание научных школ и направлений 
являются неотъемлемой и естествен- 
ной частью его собственных научных 
исследований. Вопросы воспитания 
научной смены, выбор условий, при 
которых математические способности 
не подавлялись бы, а получали сти- 
мул к развитию, постоянно волнуют 
Андрея Николаевича, и.этой важной 
проблеме он посвятил много устных 
и письменных выступлений. С этим 
связано его активное участие в про- 
ведеиии школьных математических 


олимпнад, выступления перед школь- 
никами с рассказами об идеях и ре- 
зультатах математической науки. Об 
этом же рассказывает известная бро- 
шюра А. Н. Колмогорова для школь- 
инков и преподавателей «О профессии 
математика», выдержавшая несколько 
изданий и выпущенная тиражом во 
много тысяч экземпляров. 

В наше время знание математики 
перестало служить лишь целям обще- 
го развития и прнобретения навыков 
элементарных расчетов: для многих 
молодых людей, оканчивающих сред- 
10 


нюю школу, математнка стала одним 
из важнейших оруднй повседневной 
работы. Вот почему Андрей Николае- 
вич отстаивает тот тезис, что умелое 
применение математнческих сведений 
возможно лншь тогда, когда они не 
только закрепились в памятн, но 
усвоены творчески. Воплощение в 
жизнь этого замысла предъявляет 
определенные требования к тем, кто 
его будет осуществлять. Действитель- 
но хорошо преподавать математику 
может только человек, который сам 
ею увлечен и воспринимает ее как 
живую, развивающуюся науку. Ве- 
роятно, многие учашмиеся средней 
школы знают, насколько*увлекатель- 
ной, а, благодаря этому, легкой и 
доступной становится математика у 
таких преподавателей. 

Воспитание математического сти- 
ля мышления необходимо не только 
тем, кто впоследствни станет мате- 
матиком, но и тем, кто выберет для 
себя профессию физика, инженера, 
экономиста или какую-либо иную 
из многих других. Некоторые иден 
по этому поводу были высказаны 
А. Н. Колмогоровым в статье «Поиск 
таланта» («Известня» № 83 (14246), 
6.4.1963). Важнейший вопрос, стоя- 
щий перед современным преподава- 
нием, — что и как преподавать — 


глубоко интересует А. Н. Колмого- 
рова. Еще перед Великой Отечест- 
венной войной он выступил с рядом 
статей о преподавании алгебры в 
средней школе и написал совместно 
с П. С. Александровым первую часть 
учебника алгебры. 
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Ведущаяся в настоящее время лере- 
стройка школьного образования про- 
исходит под непосредственным руко- 
водством А. Н. Колмогорова. Им или 
под его редакцией выпущен ряд ста- 
бильных и пробных учебников для 
средних школ. 

В последние девять лет заметное 
место в деятельности А. Н. Колмого- 
рова занимает научное руководство 
школой-интернатом при Московском 
университете ни преподавание в нем, 
Сейчас бывшие ученики этой школы 
уже кончают аспирантуру, защищают 
кандидатские диссертации ин публику- 
ют большое число отлнчных научных 
работ. 

Советское Правительство высоко 
оценило болыние заслуги А. Н. Кол- 
могорова как ученого и общественно- 
го деятеля, присудив ему Ленинскую 
премню (совместно с его учеником 
В. И. Арнольдом), Государственную 
премию, иаградило его четырьмя 
орденами Ленина, орденом Трудового 
Красного Знамени и медалями. 
В 1963 году Андрею Николаевичу 
Колмогорову было присвоено звание 
Героя Социалистического Труда. 

С 1970 года, со дня образования 
нашего журнала, Андрей Николаевич 
является бессменным руководителем 
математического отдела«Кванта». Кол- 
лектив редакции сердечно поздравля- 
ет замечательного ученого со слав- 
ным юбилеем. 


М. /Т. Смолянский 


Признаки 
делимости 


На 61. Зачеркнем пос- 
леднюю цифру данного числа 
и отнимем от полученного 
числа ушестеренную вычерк- 
нутую цифру. Проделаем эту 
операцию несколько раз, при 
этом мы будем получать все 
меньшие числа. Если на неко- 
тором этапе получится нуль, 
то исходное число делится 
на 61, а если ие получнтся, 
то не делится. 

Пример. Делится 
ли на. 61 число 1528864? 


752886--6%4=752862 
75286—6ж2=175274 
7527—6Ж4=7503 
750—6%3=732 
73—6%2=61 
6—6ж1=0. 


Ответ: делится. 

На 59. Зачеркнем пос- 
леднюю цифру данного числа 
и прибавки к полученному 
числу ушестерениую вычерк- 
нутую цифру. Проделаем эту 
операцию несколько раз, 
опять числа будут носледо- 
вательно уменышаться. Но 
теперь, если на некотором 
этапе получится 59, то ис- 
ходное число делится на 59, 
а если не получится, то не 
делится. 

Пример. Делится ли 
на 59 число 728355? 


72835+6.Ж5=72865 
7286+6%5=7316 
731+6Ж6==767 
76-6%7=118 
11+6Ж8=55. 


Ответ: делится. 

Попробуйте доказать эти 
признакн делимости и обоб- 
щить их на другие про- 
стые двузначные {а может 
и многозначные) числа. 


В. М. Розентуллер 
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0 профессии математика 


Ниже мы публикуем выдержки из широко известной 
брошюры А. Н. Колмогорова «О профессии математнка» *) 


Публикацию подготовили М. Смолянский и Т. Кисилева 


1. Значенне математических ме- 
тодов в таких науках, как механика, 
физика или астрономия, хорошо из- 
вестно. Также всем известно и то, 
что математика необходима в практн- 
ческой работе инженеров и техников. 
Элементарные знания по геометрии, 
умение пользоваться буквенными фор- 
мулами необходимо почти каждому 
мастеру илн квалифицированному ра- 
бочему. Но менее ясным для многих 
является вопрос о том, что значит 
иметь специальность математика и 
заниматься самой математикой в ка- 
честве основной профессин. 

Очень многие представляют себе 
дело так, что в учебниках и матема- 
тических справочниках собрано уже 
вполне достаточно формул и правил 
для ‚решення всевозможных  встре- 
чающихся на практнке математиче- 
ских задач, Даже очень образованные 
люди часто спрашивают с недоуменн- 
ем: разве в математике можно сделать 
что-либо новое? 

Поэтому и математика иногда 
представляют себе как скучного че- 
ловека, выучившего большое число 
формул и теорем, и считают, что 
его задача состоит в том, чтобы за- 
ученные, готовые знания передать 
другим. 

Во всем этом верно только то, что 
математические сведения, сообщае- 
мые в средней школе и на первых сту- 
пенях изучения математики в высшей 
школе, добыты чедовечеством давно. 
Но даже и этн простейшие математи- 


*) А.Н. Колмогоров. О профессии 
математика. М., Издательство МГУ, 1959. 
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ческие сведения могут применяться 
умело и с пользой только в том слу- 
чае, если они усвоены творчески, 
так, что учащийся видит сам, как 
можно было бы прийтн к ним само- 
стоятедьно. От преподавателя мате- 
матики и в высшей и в средней школе 
требуется не только твердое знание 
преподаваемой им науки. Хорошо 
преподавать математику может толь- 
ко человек, который сам ею увлечен 
и воспринимает ее как живую развн- 
вающуюся науку. Вероятно, многие 
учащиеся средней школы знают, на- 
сколько увлекательной и, благодаря 
этому, легкой и доступной становит- 
ся математнка у таких преподава- 
телей. 

Еще в большей степени самостоя- 
тельность и способность по-новому 
подойти к математической формули- 
ровке задачи необходимы тому, кто 
применяет математику в решении тех- 
нических проблем. Это относится к 
работе каждого инженера. Но так как 
требующиеся при этом математиче- 
ские знания и способности имеются не 
у всех, то большинство наших научно- 
исследоватедьских технических ин- 
ститутов и даже некоторые крупные 
заводы стали усиленно привлекать 
спецналистов-математиков для рабо- 
ты вместе с инженерами над тех- 
ническими проблемамн. 

Ошибочным является представ- 
ление о математике как о науке за- 
конченной, раз навсегда построен- 
ной в своих теоретических основах. 
В действительности математика обо- 
гащается совершенно новыми тсорня- 
ми и перестраивается в ответ на новые 
запросы механики (нелинейные коде- 
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бания, механика сверхзвуковых ско- 
ростей), физики (математические ме- 
тоды квантовой физики) и других 
смежных паук. Кроме того, и в нед- 
рах самой математики после накоп- 
ления болышого числа разрозненных 
специальных задач, решенных част- 
ными приемами, создаются новые об- 
щие теорни, освещающие этн задачн 
с иных точек зрення и позволяющие 
решать их однообразиыми методами. 
Например, методы возпикающего на 
наших глазах «функционального ана- 
лиза» относятся к математическому 
анализу (который был создан еще в 
ХУП—ХУНЕ вв. и преподается во 
всех высших технических заведениях} 
примерно так, как относится алгебра 
к арифметике. Так называемые «оне- 
раторные методы»  фукционального 
анализа уже нашли широкое при- 
менение в современной физике и тех- 
нике. 

В настоящее время особенно не 
хватаст математиков, способных ру- 
ководить болышими вычислительны- 
ми работамн. 

Имеется много задач, в которых 
для получения числового. результага 
требуются вычисления, превосходя- 
щие возможности одного человека. 
Расчет упругих напряжений в илоти- 
нах, фильтрация воды под плотина- 
ми, сопротивлений, испытываемых са- 
молетами ирн полете, или траекторий 
снарядов — вот типичные  ирнмеры 
таких задач. Уже давно при научных 
институтах, проектных организациях 
и заводах, нуждающихся в решении 
подобных задач, сталн возникать вы- 
числительные бюро со многими десят- 
ками ниженеров-вычнслителей, обо- 
рудованные арифмометрами и вычис- 
лительными автоматами, требующи- 
ми для выполнения арифуетических 
действий над многозначными числа- 
ми лишь набора их ири помощи кла- 
внш и нажатия соответствующей 
кнопки (+, —. Хх, :). Однако совре- 
менные наука и техника сталкивают- 
ся с такими задачами, которые ирн 
этом уровне организации вычисли- 
тельных работ требуют многих меся- 
цев, а иногда и лет работы десятков 


вычислителей. Такое положение вы- 
звало бурное развитие современной 
«машинной математики». 

Конструирование и обслуживание 
современных вычислительных — ма- 
шин превратились в широкие инже- 
нерные специальности, которые сту- 
денты получают на соответствующих 
отделениях технических вузов. Для 
работы в вычислительных бюро ста- 
рого тнпа или для введения данных 
в современную вычислительную ма- 
шину достаточно общего среднего 
образовання и полугодичного произ- 
водствепного обучения. Для того что- 
бы довести решение математических 
задач до этапа, после которого они 
могут быть переданы в вычислитель- 
ное бюро или на вычислительную 
машину для получения численных 
результатов, необходимо много лю- 
дей с глубокими математическими 
знаниями. 

Теория «вычислительных  мето- 
лов» математики развилась сейчас 
в болывую науку, и потребность 
в специалистах, владеющих этими ме- 
тодамн, с развитием «машинной матс- 
матики» возрастает. Перед нами воз- 
никают своеобразные задачи «про- 
граммировання», то есть приведения 
процесса вычислений к виду, дону- 
скающему полную автоматизацию ре- 
нения задач определенного тниа на 
машинах. 

2. Как и всякая наука, математи- 
ка требует прежде всего твердого 
знания того, что по исследуемому 
вопросу уже сделано. Но не следует 
думать, что в математике труднее, 
чем в других науках, добраться до 
возможности сделать что-либо новое. 
Опыт говорит скорее о другом: спо- 
собные математнкн, как правило, на- 
чинают самостоятельные научные ис- 
следования в очень молодом возрасте. 
Если математические открытия, сде- 
ланные в 16- или 17-летнем возрасте, 
являются все же исключениями, со- 
бираемыми с особой тщательностыо 
в популярных книгах по истории ма- 
тематики, то начало серьезной науч- 
ной работы в 19—20 лет на средних 
курсах университетов достаточно ти- 
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пично для биографий многих наших 
ученых. Академик С. Л. Соболев в 
1933 году в возрасте 25 лет был уже 
избран членом-корреспондентом 
АН СССР. В 1953 году членом-кор- 
реслондентом АН СССР стал 
25-летний математик С. Н. Мергелян. 

Конечно, широта постановки задач 
приходит обычно несколько позднее, 
но ири решенин отчетливо поставлен- 
ных трудных конкретных задач сов- 
сем молодые люди часто с успехом 
соревнуются со сложившимися из- 
вестными учеными. 

В. основе большинства математи- 
ческих открытий лежит какая-либо 
простая вдся: наглядное геометриче- 
ское построение, новое элементарное 
неравенство и т.п. Нужно только 
применить надлежащим образом эту 
простую идею к решению задачи, 
которая с первого взгляда кажется 
недоступной. Поэтому вовсе не суще- 
ствует непроходимой стены между 
самыми новыми и трудными ориги- 
нальными математическими исследо- 
ваниями и решением задач, достуи- 
ных снособному и достаточно упор- 
ному начинающему математику. Ин- 
тересно с этой точки зрения прочитать 
некоторые главы из «Математической 
автобиографии» знаменитого совет- 
ского алгебраиста Н. Г. Чеботарс- 
ва*), где автор излагает историю 
свонх научных поисков, начиная с 
нервых опытов гимназиста до круп- 
нешиих открытий в алгебре. 

Сейчас, когда сотрудничество меж- 
ду математнками н представителями 
смежных специальностей  развивает- 
ся особенно широко, можно опреде- 
ленно сказать, что наиболее успеш- 
ным оно оказывается при условни, 
ссли математик не ограничивается 
ролью исполнителя сделанного ему 
«заказа», а старается проникнуть в 
существо естественно-научных и тех- 
нических проблем. Специалисты по 
математической и теоретической фи- 
зике, теоретической механике или 


*) Олубликовано в журнале «Успехи 
математических наук», т. И1, вып. 3 (1948). 
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теоретической геофизике могут под- 
готавливаться двумя путями: начи- 
нать свое образование с изучения 
физики, механикн или геофизики, 
или же сначала изучать математику 
на математических отделениях уни- 
верситетов, а потом основательно вхо- 
дить в ту илн иную область примене- 
ния математики. 

Существует даже такая точка зре- 
ния, что второй путь дает лучшие 
результаты, то есть, что изучить на 
солидной математической основе азро- 
механику, газовую динамику, сейсмо- 
логию нли динамическую метеороло- 
гню легче, чем специалисту в какой- 
либо из этих областей восполнить не- 
достаток математической подготовки. 
Такое мнение можно считать слиш- 
ком крайним и заметить, например, 
что хорошее владение эксперимен- 
тальной техникой встречается у мате- 
матиков, перешедших на работу в 
какой-лнбо смежной области, лишь 
как редкое исключение. Но нельзя 
не признать, что из математиков по 
образованию вышло много крупней- 
ших наших специалистов в смежных 
науках. 

Трудно отделить математику от 
механики и сейсмологии в работах 
академиков М. А. Лаврентьева и 
С. Л. Соболева. В первую очередь 
как` механики известны академики 
М. В. Келдыш, Л. И. Седов и чл.-кор. 
АН СССР Л. Н. Сретенский; как 
геофизики — члены-корреспонденты 
АН СССР А. Н. Тихонов н А. М. Обу- 
хов; как снециалист по теоретической 
физике— академик Н. Н. Боголюбов. 
Между тем все они окончили универ- 
ситеты в качестве математиков. 

Можно было бы указать много свя- 
занных с именами математиков кон- 
кретных достижений в естествознании 
и технике, которые оказались весьма 
существенными < непосредственно 
практической стороны. 

3. Необходимость специальных 
способностей для изучения и пони- 
мания математики часто преувеличи- 
вают. Впечатление исключительной 
трудностн математики иногда созла- 
ется ее плохим, чрезмерно формаль- 
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ным изложением на уроке. Обычных 
средних человеческих способностей 
вполне достаточно, чтобы ири хоро- 
шем руководстве или по хорошим 
книгам не только усвоить  матема- 
тнку в объеме средней школы, но и 
разобраться, например, в началах 
дифференциального и интегрального 
исчисленнй. Тем не менее, когда дело 
идет о выборе математики в качестве 
основной специальности, вполне ссте- 
ственно желание проверить  «матс- 
матнческую одаренность». Ведь не- 
сомненно, что разные люди восири- 
нимают математические рассуждения, 
решают математические задачи или— 
на более высокой ступени — приходят 
к новым математическим открытиям 
с разной скоростью, легкостью и 
уснехом. И, конечно, следует стре- 
миться к тому, чтобы из миллионов 
нашей молодежи  снециалистами-ма- 
тематнками становились именио те, 
кто в этой области будут работать наи- 
более успешно. 

Поэтому содействие выдвижению 
математически одаренной молодежи 
является одной из важных задач 
школьных математических кружков, 
математических олиминад н других 
мероприятий ло пропаганде матема- 
Тических званий и распространению 
интереса к самостоятельным заняти- 
ям математикой. Не следует спешить 
с чрезмерно. ранним созданием для 
отдельных молодых людей репутаций 
«математических талантов». Но во- 
время подтолкнуть способных мате- 
матиков в сторону выбора матема- 
тики в качестве своей дальнейшей 
работы советом или премированием 
на олимпиаде необходимо. 

В чем же заключаются эти способ- 
ности? Следует прежде всего под- 
черкнуть, что успех в математяке 
меньше всего основан на мсхаини- 
ческом запоминании большого числа 
фактов, отдельных формул и т. п. 
Хорошая память в математике, как 
н во всяком другом деле, является 
полезной, но никакой особенной, вы- 
дающейся памятью болышинство 
крупных ученых-математиков не об- 
ладало. 


В частности, фокусники, запомн- 
нающие длинные ряды многозначных 
чисел и складывающие или перемно- 
жающие их в уме, совсем не могут 
служить примером людей с хорошими 
математнческими способностями в 
серьезном смысле слова. 

Способность производить алгеб- 
раические вычисления, то ссть уме- 
лое преобразование сложных буквен- 
ных выражений, нахождение удач- 
ных путей для решения уравнений, 
не подходящих под стандартные пра- 
вила и тому подобное, уже ближе со- 
прикасается с теми способиостями, 
которые часто требуются от матема- 
тнка в серьезной научной работе. 

Принято даже думать, что исклю- 
чительно большое развитие таких вы- 
числительных нли, как иногда гово- 
рят, «алгорифмических»  способно- 
стей, является характерным для од- 
ного из нескольких основных типов 
математической одаренности. Такого 
рода способности требуются, чтобы 
преодолеть трудности школьной ал- 
гебры, и прежде всего — в разло- 
жении алгебраических выражений на 
множители. 

Далее основной областью приме- 


- нения этого рода способностей стано- 


внтся решение уравнений. Однако 
везде, где это возможно, математики 
стремятся сделать изучаемые нми про- 
блемы геометрически наглядными. В 
средней школе достаточно ясно вид- 
но, насколько нолезны графики для 
изучения свойств функций. Поэтому 
читатель ие удивится утверждению, 
что геометрическое воображенис, или, 
как говорят, «геометрическая интуи- 
ция» играет большую роль при иссле- 
довательской работе почти во всех 
раздслах математики, даже самых 
отвлеченных. 

В школе обычно с большим трудом 
лается наглядное представленне про- 
странствснных фигур. Надо, папри- 
мер, быть уже очень хорошим мате- 
матиком, чтобы, закрыв глаза, 
без чертежа, ясно представить 
себе, какой вид имеет пересечение 
поверхности куба с плоскостью. про- 
ходящей через центр куба н перлен- 
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дикулярной одной из его диагоналей. 
Искусство последовательного,  пра- 
вильно расчлененного логического 
рассуждения является также сущест- 
венной стороной математических сно- 
собностей. 

В школе для развития этой спо- 
собности служит — систематический 
курс геометрии с ее определениями, 
теоремами ин доказательствами. Но 
часто наибольшую трудность для 
школьников в отношении понимания 
точного смысла сложной логической 
конструкини представляет принцип 
математической — индукции, изучае- 
мой в конис курса алгебры. Многие 
не в состоянии ясно увидеть реаль- 
ное содержание этого принципа за 
нагромождением слов «если» И «то». 

Понимание и ‘умение правильно 
применять принцин математической 
индукции является хорошим крн- 
терисм логической зрелости, кото- 
рая совершенно необходима в мате- 
матике. 

Сиюсобность носледовательно, ло- 
гически рассуждать в незнакомой 
обстановке приобретастся с трудом. 
На математических школьных олим- 
инадах самые неожиданные трудности 
возникают именно ири решении за- 
дач, в которых не предполагается ни- 
каких предварительных знаний из 
школьного курса, но требуется пра- 
вильно уловить смысл вопроса и 
рассуждать последовательно. Уже 
такой шуточный вонрос затрудняет 
мпогих десятиклассников; в хвойном 
лесу 800 000 елей и ни на одной из 
них не более 500 000 игл; доказать, 
что по крайней мере у двух елей 
инело игл точно одинаково. 

Различные стороны — математиче- 
ских способностей встречаются в раз- 
ных комбинациях. Уже  исключи- 
тельное развитие одной из них иногда 
позволяет приходить к неожиданным 
и замечательным открытиям, хотя 
чрезмерная  односторонность,  ко- 
нечно, опасна. Само собой разу- 
меется, что никакие способности ие 
помогут без увлечевия своим делом, 
без систематической повседневной 
работы. 


16 


Математические способности про- 
являются обычно довольно рано ни 
требуют непрерывного упражнения. 
Пробел в знаниях, — возникающий 
в результате полного отрыва от мате- 
матики в течение нескольких лет пос- 
ле средней школы, часто оказывает- 
ся _ трудновосполнимым. Работа 
чертежника, лабораита, обращение © 
машиностроительными деталями, 
сборка радиоаппаратуры н тому по- 
добное, по-видимому, содержат в се- 
бе много элементов, родственных ра- 
боте математика, например, в смысле 
развития пространственного — вооб- 
ражения и функционального мышле- 
ния. Соирикосновезие на работе с 
современной техникой может побу- 
дить бодсе сознательный интерес к 
приложениям математики. Но мы 
очень советуем молодым людям, про- 
работавшим после школы несколько 
лет на производстве н намереваю- 
щимся поступить на математическое 
отделение университета, заранее за- 
ннматься математикой и не ограничи- 
ваться только подготовкой к вступн- 


тельным экзаменам (для чего ири 
всех университетах имеются спе- 
цнальные подготовительные курсы), 
но и участвовать в математических 
кружках и олимпиадах и самостоя- 
тельно изучать математическую лите- 
ратуру. Иначе. никакие льготы для 
«производственников» при поступле- 
нии в вузы не помогут им во время 
работы в универснтете не отстать от 
своих товарнщей, пришедших со све- 
жими знаниями и увлечениями пря- 
мо из школы. 

4. Преподаванне в школе во вре- 
мя обязательных классных занятий 
рассчитано в основном на твердое 
усвоение математики всеми учащимн- 
ся. Попробовать свои силы в решенин 
более трудных задач, ближе познако- 
миться с тем, как наука справляется 
с решением более сложных математи- 
ческих проблем, и с тем, как мате- 
матика применяется в естествозна- 
нии Н в технике, можно в математи- 
ческом кружке. Такие кружки ведут 
преподаватели математики во мно- 
гих школах. Силами университетов 
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и педагогических инстнтутов во мно- 
гих городах организованы межшколь- 
ные математические кружки и сн- 
стематическое чтенне лекций для 
школьников по отдельным вопросам 
математики или ее историн. 

Естественно, что все эти начина- 
ния, как и математические олимпиа- 
ды, широко открыты и для работаю- 
щей молодежи, интересующейся ма- 
тематикой. 

Математические олимпиады, на ко- 
торых предлагаются трудные задачн 
и победителям выдаются премии и 
похвальные отзывы, удаются там, где 
хорошо поставлена работа в кружках. 
Олимпиады должны проводиться для 
завершения работы, ведущейся в те- 
чение года, а не как изолнрованное 
праздничное мероприятие. 

Задачи, предлагаемые в кружках 
и на олимпиадах, иногда носят искус- 
ственный и даже шуточный характер. 
В этом нет беды, если задачи подоб- 
раны так, что для их решения тре- 
буется серьезная работа мыслн, по- 
хожая на ту, которая требуется от 
взрослого, самостоятельно работаю- 
щего математика. 

В докладах, читаемых в кружках 
их участниками, и в лекциях, читае- 
мых учителями и преподавателями 
высшей школы, широко освещаются 
основные пути развитня математнче- 
ской науки, значение математики 
для естествознания и техники. Конеч- 
но, очень хорошо, если удается в 
задачах, предлагаемых в кружках, 
дать принципнально важный или убе- 
дительный своей полезностью мате- 
рнал, но было бы напрасно требовать, 
чтобы таким условиям была подчине- 
на вся та болышая «тренировочная» 
работа молодого математика, которая 
достигается решением задач. 

Независимо от участия в кружках 
можно заняться самостоятельным 
решением более трудных задач. Име- 
ется несколько интересных сборнн- 
ков задач для любителей математи- 
кн. Некоторые из них написаны так, 
что читатель, решая последователь- 
но связанные друг с другом задачи, 
может живо представить себе пути 
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развитня довольно сложных матема- 
тнческих теорий. 

Занятия в кружках, слушание 
лекций и чтение дополнительной лн- 
тературы не должны, конечно, отвле- 
кать учащихся школ или подготовн- 
тельных курсов от более элементар- 
ной обязательной учебной работы. 

Для решения экзаменационных 

задач не требуется особой изобре- 
тательности. В болышннстве случаев 
задачи решаются последовательным 
применением изучаемых в школе пра- 
вил и приемов. Если же их решение 
и требует некоторой самостоятель- 
ности мысли, то дело ограничивается 
необходимостью  систематнчески ис- 
следовать поставленный вопрос в са- 
мом естественном направлении. 
° 5. Современная математическая 
теория дает средства, в принципе 
достаточные для решения самых раз- 
нообразных задач. Уже на первом 
курсе университета студенты знако- 
мятся с методами нахождения с лю- 
бой заданной точностью корней алге- 
браических уравнений какой угодно 
высокой степени. При изучении тео- 
рии дифференциальных уравнений об- 
наруживается, что существуют об- 
щне методы нахождения их решений, 
хотя н приближенных, но тоже обла- 
дающих любой наперед заданной точ- 
ностью. 

Однако при практическом реше- 
нии таких задач с целью получить 
определенный числовой результат 
обнаруживается, что обладать прнин- 
ципнальной схемой решения еше не 
достаточно. Например, при расчете 
траектории артиллерийского снаряда 
траектория разбивается на много де- 
сятков коротких отрезков, которые 
рассчитываются последовательно. 
Для расчета каждого следующего 
участка приходится проделать не- 
сколько десятков арифметнческих 
действий. Расчет одной траекторни 
даже у вычислителя, пользующегося 
вспомогательными таблицами и ариф- 
мометром, занимает много часов, а 
нногда и несколько дней. 

Кораблестронтельные расчеты или 
расчеты, связанные с постройкой 
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плотин больших электростанций, за- 
нимают месяцы и даже годы работы 
специальных вычислительных бюро. 
Такое положенне естественно привело 
к необходимости усовершенствовать 
машинную вычислительную техни- 
ку. Прежде всего, наряду с обычными 
арифмометрами, получили широкое 
распространение «малые вычисли- 
тельные машины», автоматически вы- 
полняющине четыре арифметических 
действня над многозначными числа- 
ми. Перемножение — двух восьми- 
значных чисел занимает на такой 
машине сорок секунд. 

Прн использовании этих машин 
вычислитель вынужден еще записы- 
вать результаты каждого действня, 
потом вновь вводить их в машину. За 
последиие двадцать лет широко развер- 
нулась работа по созданию «больших 
вычислительных машин» — которые 
без вмешательства человека выпол- 
няют длинные ряды арифметических 
действий. 

Программа работы такой машины 
задается перфолентой. Машина сама 
выполняет в указанном порядке ариф- 
метические действия, фиксирует про- 
межуточиые результаты, использует 
их в дальнейших вычислениях и, 
наконец, выдает окончательный ре- 
зультат пробитым на ленте или кар- 
точках или даже отпечатанным. 

Сначала в подобных сложных вы- 
числительных машинах использова- 
лись механические элементы типа ко- 
лесиков обычного арифмометра и 
электромагнитные реле, замыкающие 
и размыкающие ток, приводящий в 
движение элементы машины. Полный 
нереворот в вычислительной технике 
произошел около десяти лет назад, 
когда было показано, что возможно 
обойтись совсем без механнческого 
перемещения элементов машины, за- 
менив их электронными лампамн (дио- 
дами, трнодами ит. д.} и их комбина- 
циями (триггерами и т. п.). Благода- 
ря этому стало возможным произ- 
водить, например, в одну секунду по 
несколько тысяч операций умноже- 
ния многозначных чисел. Еще не- 
сколько позднее электронные лампы 


18 


стали заменяться — полупроводнико- 
выми элементами, имеющими значи- 
тельно меньшие размеры; для «запо- 
минания» больного числа промежу- 
точных данных (до несколькнх сотен 
тысяч), были введены магнитные ба- 
рабаны и т. д. Стало возможным де- 
лать вычисления, требующие, напри- 
мер, 20 мнллионов операций для пред- 
сказания по данным метеорологиче- 
ских станций погоды на следующий 
день, вычислять траекторию снаряда 
за время, меньшее времени его по- 
лета, и т. д. 

Большие вычислительные маши- 
ны иногда специально строятся для 
какой-либо одной цели (например, 
для предсказания погоды), но чаще 
нмеют универсальный характер, то 
есть предназначаются для решения 
самых разнообразных задач. В этом 
случае они размешаются в «вычисли- 
тельных центрах», обслуживающих 
различные научные и технические 
учреждения, не имеющие собствен- 
ных болыних вычислительных ма- 
мин. Часто вычислительные маши- 
ны подключаются к приборам, управ- 
ляющим автоматически тем илн иным 


процессом. 
Если управление быстро про- 
текающим процессом требует 


сложных вычислений, основанных на 
данных, получаемых в ходе этого 
процесса, то без скоростных вычис- 
лительных машин подобная задача 
была бы вообще не осуществима. 
Сфера применения таких управляю- 
щих машин быстро растет. 

Управляющие машины во многом 
походят на управляющие механизмы, 
возникшие естественным образом в 
ходе эволюции жнвых существ (нерв- 
ная система, механизм сохранения 
и передачи по наследству признаков 
каждого вида животных н растений). 
Общие закономерности устройства 
управляющих снстем изучаются не- 
давно возникшимн науками: теорией 
ннформации и кибернетнкой, которые 
в значительной своей части являются 
математическими н предъявляют к 
чнстой математнке много новых за- 
просов. 
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Часы 
на миллиарды лет 


В. И. Кизнецов 





В статье  «Радиоактивная память» 
(«Квант» № 2, 1972) рассказывалось 
о том, как по концентрации  радио- 
активного изотопа углерода ИС 
ученые определяют время изготовле- 
ния древних предметов. Но приме- 
нение радноуглеродного метода огра- 
ничено: в предметах, возраст которых 
больше 50—70 тысяч лет, коицент- 
рация изотопа МС слишком мала. 
Иногда нас интересуют события, зна- 
чительно более отдаленные от нашей 
эпохн; ведь человек обитает на Земле 
уже около пятисот тысяч лет, а орга- 
няческая жизнь на нашей планете воз- 
никла примерно миллнард лет назад. 

Скелеты и отпечатки древних ор- 
ганизмов на камнях рассказывают об 
эволюции жизни на Земле. По рас- 
положению земных пластов можно 
установить относительное время со- 
бытий, но узнать абсолютное время 
вссьма сложно, хотя примерные оцен- 
ки иногда и удается сделать, скажем, 
по толщине осадочных пород. А как 
определить возраст горных пород н 
самой Земли? 

Первые оценки возраста Земли 
были сделаны в предположении, что 
в момент своего образования Земля 
была нагрета так, как сегодня Солн- 
це — примерно до 6000 К. Воз- 
раст Земли считался равным времени, 
за которое земное вещество охлади- 
лось и образовалась устойчивая зем- 
ная кора, плюс возраст этой коры. 
Известный английский физик лорд 
Кельвнн ирн решеини задачи о воз- 
расте Земли предполагал, что Зем- 
ля первоначально имела температу- 


ру расплавленной горной породы и 
со временем постепенно охлажда- 
лась, излучая тепло с поверхности 
в пространство. На основании своих 
расчетов Кельвин сделал вывод, что 
прошло не более чем 100 миллионов 
лет с тсх пор, как поверхность Зем- 
ли (по своей температуре) стала 
прнгодной для жизии растений н жн- 
вотных. 

Расчеты Кельвина были сделаны 
еще до открытия радиоактивнссти, и он 
не учитывал дополнительного тепла, 
выделяющегося в земном веществе 
при ядерных превращеннях. Позднее 
ученые пришли к выводу, что «ра- 
дноактивное» тепло существенно за- 
медляет охлаждение. Поэтому оценка 
времени, необходимого для образо- 
вания земной коры, непрерывно по- 
вышалась — вначале до 200 миллн- 
онов лет, а затем н до 1,5 миллиар- 
дов лет. 

Еслн узнать возраст земной коры 
и прибавить к нему потраченные на 
образование устойчивой земной обо- 
лочки 1,5 мнллиарда лет, то сумма 
будет равна возрасту самой Земли. 
Как же определить промежуток вре- 
мени, прошедший с момента образо- 
вания самых древних земных мине- 
ралов до наших дней и равный воз- 
расту земной коры? 

Для этой цели нужны часы, от- 
считывающие сотни миллионов и мил- 
лнарды лет. Этн часы должны изме- 
рять «накопленное» время. Прнме- 
ром подобных часов может служить 
кленсидра — водяные часы, — от- 
считывающие время по количеству 
воды, вытекающей из сосуда. «У меня 
еще много воды», — говорил ответ- 
чик в римском суде, давая понять, 
что у него достаточный для защиты 
запас времени. Еще и сегодия при- 
меняются медицинские — песочные 
часы. 

Подобно римской клеисидре или 
песочным часам «накопленное» время 
измеряют и радноактивные «часы». 
Чем большее количество атомов радно- 
активного изотопа распалось, тем 
больше возраст минерала. Пернод 
полураспада Т.. вещества, иригод- 
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Рис. 1. Основная цепь радиоактивных прев- 
ращений урана. По осн абсцисс отложено 
число нейтролюв в ядре, а по осн ордннат -- 
число протонов (атомный номер элемента). 
Стрелки, направленные винз, соответствуют 
процессу и-распада. В этом процессе атомное 
ядро испускает быстрое ядро гелня (&-части- 
цу), теряя два протона и два нейтрона. Стрел- 
ки, направленные вверх, обозначают В-рас- 
пад. В этом процессе ядерный нейтрон стано- 
витея протоном и атомный номер увелнчи- 
вается на единицу, 


ного для измерения сроков порядка 
миллиардов лет, должен быть тако- 
го же порядка величины. Лишь при 
этом условин радиоактивные атомы 
сохраняются в минерале до наших 
дней. 

Первый процесс радноактивного 
распада, который был использован 
для определения возраста минера- 
лов, — превращение изотопов ура- 
на в свинец. 

Природный уран состоит из трех 
сортов атомов разной массы — изо- 
топов 238), 235$] и 234[7. Самый рас- 
пространенный изотоп урана — 
2387. В уране, выделенном из любой 
горной породы, на его долю прихо- 
дится 99,3%. 

Проследим за цепью радноактив- 
ных превращений изотопа 72380 
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(рис. 1). Атомы 2380 медленно пре- 
вращаются в атомы свинца (295РБ) 
и гелия ($Не). Требуется 4,5 мил- 


лиарда лет, чтобы половина перво- 
начального количества 338) перешла 
в свинец и гелий. При этом проис- 
ходит 14 радиоактивных превраще- 
ний, в результате которых каждый 
распавшийся атом урана дает один 
атом стабильного свинца и восемь 
атомов гелия: 


238 4Не + 206РЬ + 60 
238] — 84Не + :56РЬ + бе. 


Если кусок плотной породы, напри- 
мер, гранита, размолоть, получив- 
шийся порошок растворить в кисло- 
те, выделить из раствора свинец и 
уран, а затем определить, сколько 
атомов изотопа 2%РЬ приходится на 
один атом 2380, то по этим данным 
можно определить возраст гранита. 
Обозначим буквой ^№ число атомов 
урана, а №, — число атомов свинца 
208РЬ, содержащихся в минерале в 
момент анализа. Тогда № = М — 
-- №, — число атомов урана в мо- 
мент образования гранита. (Мы счи- 
таем, что в граните весь свинец образо- 
вался из урана путем радиоактивного 
распада.) По закону радиоактивного 
распада 


№ м г] 
тяги =(= | , 


где ! — возраст гранита. Логариф- 
мируя это равенство, получаем фор- 
мулу для вычисления возраста ми- 
нерала: 
ТУ о А (0) 
о. Пх_. 

При расчетах предполагалось, что 
в образце нет постороннего свинца 
и обмен веществом с внешней средой 
исключен. Однако это не всегда так. 
Возникающий на пути превращений 
уран — свинец элемент радон при- 
надлежит к группе благородных га- 
зов, и если изучаемый минерал не- 
достаточно плотен, радон может уле- 
тучиться. Тогда количество атомов 
свинца в образце окажется меньше, 
чем количество атомов урана, рас- 
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павшихся за время существования 
образца. При этом условии возраст 
минерала, вычисленный по форму- 
ле (1), будет меньше действительного. 
С другой стороны, в породе может 
находиться свинец, появившийся од- 
новременно с другими элементами 
и попавший в минерал во время об- 
разования твердой земной коры. Та- 
кой свинец называют первичным. На- 
личие первичного свинца приводит 
к завышению возраста горной поро- 
ды. Поэтому для правильного опре- 
деления возраста необходимо убе- 
диться в том, что из минерала не 
утекал радон, и уметь определить 
долю первичного свинца в породе. 

Свинёц радиоактивного происхож- 
дения (радиогенный свинец} накапли- 
вается не только после распада изо- 
топа 238], но образуется и в резуль- 
тате радиоактивных превращений 
23°(Т и 232ТЬ. Изотоп 25РЬ — пото- 
мок 238], а изотопы РБ ин ?°8рЬ 
замыкают цепь распада 23°) и 232ТЬ 
соответственно. 

В природном свинце содержится 
также легкий изотоп 2°®РЬ, который 
не накапливается в цепях радноак- 
тивных превращений ни одного из 
природных радиоактивных элемен- 
тов. Откуда взялся «легкий» сви- 
нец? Ответ один — свинец с массо- 
вым числом 204 образовался одно- 
временно с: другими элементами на 
Земле. 

Изотопный — состав свинца без 
радиогенных примесей был опреде- 
лен при анализе железных метеори- 
тов. В таких метеоритах нет урана 


и тория — источников радногенного 
свинца. Метеоритный свинец на одну 
часть изотопа 29РЬ содержит 10 час- 
тей 208РЬ, 10 частей ?°РЬ и 29 час- 
тей 208Рб. 

Изотопный анализ позволяет по 
количеству изотопа 20РЬ оценить ко- 
личество первичного свинца в гор- 
ной породе. Так, если в свинце 
отсутствует изотоп ?9РЬ или со- 
держится небольшая доля его, то 
практически весь свинец радиогенного 
происхождения. 

Первые измерения возраста мн- 
нералов и Земли радиоактивными ме- 
тодами дали значительно меньшие 
значения, чем принятые в наши дни. 
Ошибки, по-видимому, вкрадывались 
из-за диффузии радона. 

В дальнейшем были получены 6о- 
лее точные значения возраста не толь- 
ко благодаря  совершенствованию 
свинцово-уранового метода, но и 
за счет развития других способов. 
Данные считаются вполне надежными, 
когда ответы, полученные разными 
путямн, совпадают. К счастью, изо- 
топы урана — не единственный на- 
бор атомных ядер с периодом полу- 
распада,  соизмеримым с длитель- 
ностью геологических эр. В таблице 
приведены другие радиоактивные 
изотопы, позволяющие осуществлять 
взаимную проверку возраста мн- 
нералов. 

В природном калии в небольших 
количествах содержится  радиоак- 
тивный изотоп “К с периодом полу- 
распада 1,3 миллиарда лет. Обычно 
ядро “К испускает электрон и пре- 


Таблица 


Измеряемый возраст Пернод полурас 
Название метода {изотоп} Е ле р РА ее а 


Радноуглеродный 
13С 


( 


Калиево-аргонный 


(к) 
Рубидиево-стронциевый 
(875 р 
Свинцово-урановый 
(280) 


Свыше 5 миллионов 


Свыше 200 миллионов 





От 160 до 50 тысяч 


Свыше 100 тысяч 


5.0.100 
4,5. 103 
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18 протонов 
22 нЕЙтТРОНЕ 


{3 птотонав М Е 
21 нейтрон 20С@ 


5. 20 пРотонов 
20 нейтпонов 


Рис. 2. Радиоактивный распад изотопа 46К, 


вращается в кальций. Отличить на- 
копившийся в горных породах радио- 
генный кальций от первичного не- 
возможно. Однако таким образом 
распадается 89% изотопа *°К, а 11 % 
распадается другим путем, нспытывая, 
как говорят физики, К-захват. Про- 
цесс К-захвата состоит в том, что 
атомное ядро захватывает орбнталь- 
ный электрон н становится ядром эле- 
мента, атомный номер которого на 
единицу меньше. Так, 19К переходит 
в изотоп аргона 19Аг (рис. 2). 

Исследования минералов пока- 
зали, что в некоторых породах, на- 
пример в слюде, аргон сохраняется 
без потерь миллиарды лет. Первич- 
ный аргон при образовании земной 
коры «выкипел» в атмосферу, поз- 
тому в мннералах содержится только 
радиогенный аргон. 

Таким образом, выделив аргон из 
слюды, содержащейся в граните, мо- 
жно определить возраст гранит по 
распаду калия и проверить резуль- 
тат, полученный свинцово-урановым 
способом. 

Первод полураспада изотопа 40К, 
можно определить с помощью счет- 
чика бета-частиц и обыкновенных 
часов, число атомов № — в резуль- 
тате химического анализа. Величина 
№ равна № -- №, где М) — число 
атомов %9К, распавшихся за время 
существования гранита. №» можно 
вычислить, если известно число ато- 
мов аргона, содержащихся в слюде. 
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Обозначим это число буквой А. Тогда 


№р =: (так как на долю превра- 


щений калий — аргон приходится 
11% от полного числа распадов радио- 
активного изотопа калия). Следова- 


тельно, М№=мМ-- кра 


си.  Подставив 
это выражение в формулу (1), 
получим 


Т:,, А 
Р—то п (Нот). (2) 


Большой интерес представляют 
также рубидиево-стронциевые радно- 
активные часы. Изотоп рубидия 8?ВЬ 
ралиоактивен и испускает бета-части- 
цы, переходя при этом в изотоп строн- 
ция 875$г. В естественном рубидни 
содержнтся 28% радиоактивного изо- 
топа. Принцип определения даты рож- 
дения минералов рубидиево-стронцие- 
вым методом очень прост. Химиче- 
ским анализом определяется полное 
количество рубидия, а затем содер- 
жание изотопа 87 $г. После таких про- 
цедур выполняются расчеты по фор- 
мулам радиоактивного распада. 

Все методы, о которых мы расска- 
зали, отсчитывают возраст минера- 
лов с момента их кристаллизации. 
Только в твердых телах продукты ра- 
дисактивного распада остаются ря- 
дом с материнскими ядрами. В жил- 
ком расплаве атомы свободно пере- 
мешиваются, а поскольку химические 
свойства вещества, состоящего из 
дочерних ядер, отличаются ст свойств 
материнского вещества, дочерние про- 
дукты концентрируются з других 
местах. 

Как правило, древнейшие породы 
залегают под громадными толщами 
отложений. Лишь в некоторых райо- 
нах они выходят близко к поверхно- 
сти. На Кольском полуострове иссле- 
дована гранитная плита, вещество 
которой затвердело 3,4 миллиарда 
лет назад. Это один из древнейших 
минералов Земли. Если к возрасту 
кольской плиты прибавить время, 
необходимое для образования на Зем- 
ле твердой коры, то полный возраст 
Земли получится близким к пяти 
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миллиардам лет. Недостаток такого 
метода определения возраста Земли 
в том, что время, затраченное на об- 
разование земной коры, определяется 
расчетным путем, причем исходные 
данные для расчетов не вполне на- 
дежны. В частности, очень сложно 
учесть тепло, выделяющееся при рас- 
пале радиоактивных ядер земного 
вещества. Однако есть способ опреде- 
ления возраста Земли и без слож- 
ных тепловых расчетов, основанный 
лишь на показаниях радиоактивных 
часов. 

По современным представлениям 
метеориты и земная кора возникли 
из одного и того же вещества и кон- 
денсировались одновременно. Масса 
метеоритов мала, и они затвердели 
за промежуток времени, весьма ма- 
лый по сравнению со временем, не- 
обходимым для охлаждения Земли. 
Можно считать, что метеоритные ми- 
нералы кристаллизовались в момент 
«творения» Земли. По содержанию 
свинца и урана в метеоритах можно 
рассчитать их возраст. Если же счи- 
тать, что метеориты и Земля образо- 
вались одновременно, то это и будет 
возраст Земли. 

Когда измерили концентрацию и 
изотопный состав урана и свинца в 
каменных метеорнтах (а такие метео- 
риты, в отличие от железных, содер- 
жат уран}, в их паспортах в графе 
«возраст» появилось число, близкое 
к пяти миллнардам лет. Данные были 
получены также методамн калий — 
аргон и рубидий — стронций. Воз- 
раст каменных метеоритов, измерен- 
ный этими способами, лежит в интер- 
вале от 4,3 до 4,8 миллиардов лет. 
Ныне принято считать возраст Земли 
близким к пяти мнллнардам лет. 

С развитием космических нссле- 
дований для радиоактивных методов 
измерения временн открываются мо- 
вые перспективы. Космические ко- 
рабли н автоматические станции до- 
ставят на Землю частицы грунта пла- 
нет Солнечной системы. Тогда в руках 
ученых окажется вещество, которое 
может рассказать о возрасте далеких 
планет, 


Уже изучены образцы лунного 
грунта. В кнх также содержатся ра- 
диоактивные изотопы. У минералов, 
добытых в различных районах Луны, 
возраст оказался разным. Это озна- 
чает, что образование твердой лунной 
коры длилось заметное время по срав- 
нению с возрастом Луны. Где-то лун- 
ное вещество затвердевало раныше, 
в других местах позднее. Еще непроч- 
ная лунная кора кое-где прорывалась, 
н потоки лавы заполиялн впадины... 
И все же возраст лунных пород исклю- 
чительно велик. Самые молодые из 
них прожили более трех миллнар- 
дов лет — срок, равный возрасту 
древнейших земных минералов. Это 
означает, что «внутренняя» геологи- 
ческая жизнь Луны завершилась в 
начальные 1,5 миллиарда лет ©е су- 
ществования. С тех пор на Луне 
прекратилась вулканическая деятель- 
ность, и естественный спутник Земли 
более трех миллиардов лет назад стал 
пассивным небесным телом, изменяю- 
щимся только под внешними воздей- 
ствиями, такими как «солнечный» вс- 
тер и метеоритная бомбардировка. 

Измерения возраста планет Сол- 
нечной системы необходимы для изу- 
чения ее происхождения н истории. 
Вопрос об образовании вторичных 
тел вокруг нервичного тела — один 
из основных для понимания процес- 
сов возникновения планетных —сн- 
стем — Урана, Юпитера, Сатурна. 
Считается, что изучение происхожде- 
ння сиутников планет — наиболее ко- 
роткий путь к созданию общей тео- 
рин образовання небесных тел, вра- 
щающихся вокруг Солнца. 
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0 вращении отрезка 


В. Г. Болтянский 





1. Ясно, что отрезок длины | может 
совершить полный оборот, все время 
находясь в фигуре площади л/4, а 
именно в круге диаметра 1 (рис. 1). 
А не может ли отрезок длины 1 со- 
вершить полный оборот, двигаясь в 
фигуре меньшей площади? На первый 
взгляд это кажется маловероятным: 
похоже, что круг днаметра |1 являет- 
ся наиболее «экономной» (в смысле 
площади) фигурой, в которой отре- 
зок длины | может совершить полный 
оборот. Однако это неверно! 

В 1918 году А. С. Безикович до- 
казал, что существует фигура сколь 
угодно малой площади, 
двигаясь в которой отрезок длины 1 
может совершить полный оборот. Точ- 
нее говоря, если мы зададим любое по- 
ложительное число е (например, = = 
=: 0,000001}, то сможем построить 
фигуру площади г, внутри которой 
может совершить полный оборот от- 
резок длины 1. Безикович предложил 
простые геометрические идеи, с пс- 
мощью которых можно доказать этот 
удивительный факт. Однако для того, 
чтобы превратить эти идеи в полное 


доказательство, ему пришлось прб- 
вести довольно громоздкие вычисле- 
ния, так что все рассуждение в целом 
оказалось сложным (доказательство, 
похожее на доказательство Безико- 
вича, приведено на стр. 258—263 
книги И. М. Яглома и В. Г. Болтян- 
ского «Выпуклые фигуры»). 

Не так давно академик И. М. Ви- 
ноградов рассказал мне короткое и 
элегантное доказательство этой тео- 
ремы. Это доказательство он приду- 
мал сразу же после того, как Бези- 
кович рассказал ему о своей теореме, 
однако печатать его на стал. С любез- 
ного согласия И. М. Виноградова я 
приведу здесь его доказательство. 


2. Прежде всего рассмотрим геомет- 
рические идеи А. С. Безиковича. 

Ясно, что достаточно построить фи- 
гуру маленькой площади, внутри ко- 
торой отрезок длины 1 можно повер- 
нуть на угол 60°: прикладывая тогда 
друг к другу трн такие фигуры, полу- 
чим фигуру, внутри которой можно 
будет повернуть отрезок на угол 180°. 

Поворот отрезка длины 1 на 60° 
можно совершить внутри равнссто- 
роннего треугольника с высотой 1 
(рис. 2). Разрежем теперь этот тре- 
угольник высотой на две части и на- 
ложим эти части друг на друга. Внут- 
ри получившейся фигуры (рис. 3) 
можно отрезок АВ повернуть в поло- 
жение АС; кроме того, отрезок ОЕ, 
параллельный АС, можно повернуть 
в ноложение РЁ. Но переместить 
отрезок АВ в положение РЁв этой 
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фигуре не удастся: можно повернуть 
отрезок в положение АС, а «пере- 
прыгиуть» в поаожение РЁ нельзя! 
Однако можно поступить так. Доба- 


вим к фигуре, изображенной на рн- 
сунке 3, отрезки АН ин РН и сектор 
радиуса 1 с центром Н, как показано 
на рисунке 4. В получившейся фигуре 
уже можно будет повернуть отрезок 
нз положения АВ в положение РЕ: 
надо будет из положения АС’ сдви- 
нуть отрезок вдоль АН в положение 
НК, затем повернуть его внутри сек- 
тора в положение НГ, а потом сдвн- 
нуть вдоль НО в положение БЕ. 

Что же мы голучили в результате? 
Площадь фигуры, изображенной на 
рисунке 3, существенно меньше 
площади первоначального равносто- 
роннего треугольника (так как две 
половинки этого треугольника пере- 
крываются). При переходе же от 
рисунка 3 к рисунку 4 мы добавляем 
лишь отрезки АН, ОН (они имеют 
нулевую площадь) и сектор с центром 
Н, причем площадь этого сектора 
можно сделать как угодно малой 
(нужно лишь точку Н взять далеко, 
чтобы угол АНР был маленьким). 

А что если разрезать равносто- 
ронний треугольник не на две, а на 
четыре части (рис. 5)? Тогда, произ- 
водя параллельные переносы этих 
частей (чтобы они перекрывались}, 
мы получим фигуру (рис. 6}, в кото- 
рой можно отрезок длины 1 повер- 
нуть на угол 15”, затем, ‹иерепрыг- 
нув» в параллельное положение, по- 
вернуть еще на 15°, иотом еще и еще 
на 15”. А так как «прыгать» нашему 
отрезку не разрешается, то придется, 
как и на рисунке 4, добавить отрезки 
и секторы (рис. 7). В фигуре, изобра- 
женной на рисунке 7, отрезок длины 
1, непрерывно перемещаясь, может 
повернуться на угол 60°. При этом 
сумму площадей добавленных секто- 
ров можно сделать как угодно малой 
(надо лишь взять точки Н,, Н., Нз 
достаточно далеко). В то же время пло- 
щадь фигуры, изображенной на ри- 
сунке 6, значительно меньше площади 
исходного равностороннего треуголь- 
ника, поскольку четыре части, на 
которые разрезан этот треугольник, 
многократно перекрываются. 

Теперь становится понятным об- 
щее направление доказательства: надо 
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разрезать равносторонний треуголь- 
ник на части отрезками, исходящими 
из вершины, и произвести параллель- 
ные переносы этих частей таким обра- 
зом, чтобы фигура, покрываемая все- 





ми этими частями, имела площадь, 
меньшую чем в, где в — данное поло- 
жительное число. 


3. Изложенные соображения, одна- 
ко, вовсе еще не дают доказательства. 
Это только направление, в котором 
следует его искать. Самое трудное 
впереди: надо придумать, как следует 
сдвигать части, чтобы за счет много- 
кратных перекрытий получилась фн- 
гура достаточно малой площади. Спо- 
соб сдвига частей и подсчета площади, 
предложенный И. М. Виноградовым, 
состонт в следующем. 

Возьмем произвольное натураль- 
ное число т и разобьем основание 
равностороннего треугольника на 2” 
равных частей. Соединив точки деле- 
ния с вершиной, мы получим разбие- 
ние равностороннего треугольника на 
2т частей, которые условимся назы- 
вать клиньями. Проведем, кроме того, 
прямые, параллельные основанию и 
разбивающие высоту треугольника на 
т равных частей; эти прямые обозна- 
чим, начиная от вершины, через 
А г -з бью ИНЬ. 8). 

Рассмотрим два соседних клнна. 
Прямая {, высекает в них одинаковые 
отрезки. Сдвинем эти клинья так, 
чтобы эти отрезки «перепрыгнули» 
друг через друга (рис. 9), и «склеим» 
теперь эти два клина, то есть фигуру, 
полученную из этих двух клиньев, бу- 
дем рассматривать как единое целое 
при всех дальнейших параллельных 
переносах. Такое склеивание произ- 
ведем для каждых двух соседних 
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клиньев: 1-й склеим со 9-м, 3-й с 
4-м, ..., (27—]-й с 27-м. 


Фигуру, полученную склеиванием. 


двух клиньев, разобъем на части сле- 
дующим образом: выделим из нее 
треугольник с вершиной на прямой 
|; и четыре «хвостика». Каждый из 
«хвостиков» представляет собой тре- 
угольник с высотой /т (напомимм, 
что высота исходного равносторон- 
него треугольника равна 1). Осно- 
вание же каждого «хвостика» равно 


а 
Эл › гдеа = Ре ОРРН исход- 
ного равностороннего треугольника. 
Следовательно, общая площадь всех 


четырех «хвостиков» равна 2-5, 


а так как всего имеется 2”-1 пар 
склеенных клиньев, то общая сумма 
площадей «хвостиков» равна а/т”. 
Площадь 9, равностороннего тре- 
угольника А,, отсекаемого от исход- 
ного треугольника прямой [, (рис. 10), 


>= Такнм образом, общая 
сумма площадей всех «хвостнков» рав- 
на 25,. Выбросим тенерь все эти 
«хвостики» из рассмотросиия, запом- 
нив сумму их площадей. При всех 
дальнейших сдвигах сумма площадей 
отброшенных «хвостиков» может лишь 
уменьшиться (за счет перекрытий). 
Треугольники, остающиеся после 
отбрасывання всех «хвостнков» (чис- 
ло этих треугольников равно 2”-1); 


равна 


будем теперь рассматривать как но- 
вые клинья. Сдвинув их Вместе, по- 
лучим из этих 2” новых клиньев 
равносторонний треугольник с высо- 


той Е (рис. 11). Теперь уже не 


прямая [,, а прямая {. отсекает от не- 
го маленький равносторонний тре- 
угольник А., причем он, очевидно, 
равен треугольнику А,. Сдвигая 
и скленвая новые клинья так же, как 
и раныше, мы опять получим «хвос- 
тнки», общая сумма площадей кото- 
рых равна 2$,, и «совсем новые» 
клинья, вершины которых лежат на 
прямой {.. 

Из этих «совсем новых» клиньев, 
сдвигая их, получим равносторон- 


. В 2 
ний треугольник с высотой ве = а 


склеивая «совсем новые» клинья по- 
парно, онять получим «хвостики», 
сумма площадей которых равна 2$,, 
Нл 

Проделаем все т шагов такого по- 
строення (на последнем т-м шаге 
получится просто равиосторонний тре- 
угольник, равный А,‚, Так что ничего 
и сдвигать не надо). Мы видим, что 
от первоначальных клинъев после по- 
стеленного отрезания «хвостиков» Ни- 
чето пе осталось. Иначе говоря, пло- 
щадь фигуры, получившейся из пер- 
воначальных клиньев после всех сдви- 
гов и склеиваний, меньше общей сум- 
мы площадей всех «хвостиковя, то 
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есть меньше, чем 


2 2 
5 А Ь 
УЗ3м т 
Теперь ясно, что, взяв и достаточ- 
но большим, мы сможем сделать эту 


площадь как угодно малой. Доказа- 
тельство закончено! 


4. И все же, может интуиция 
нас не обманывает? Может быть, круг 
днаметра |1 действительно является 
нанменьшей по площади фигурой, 
в которой может совершить полный 
оборот отрезок длины 1, но только не 
среди любых фигур (как мы видели, 
это неверно), а среди всех выпук- 
лых фигур? Ведь те фигуры доста- 
точно малой площади, о которых шла 
речь выше (см. рис. 7), являются очень 
«рыхлыми», разбросанными и уж, во 
всяком случае, невыпуклыми. Напом- 
ним, что выпуклой называется такая 
фигура, которая вместе с каждыми 
двумя точками целиком содержит и 
соединяющий их отрезок (рис. 12). 
Так вот, верно ли, что среди всех 
выпуклых фигур, в которых отрезок 
длины | может совершить полный 
оборот, круг днаметра 1 имеет наи- 
меньшую площадь? 

Оказывается, что и это неверно. 
Поясним, в чем здесь дело. Пусть 
Е — фигура, в которой может совер- 
шить полный оборот отрезок длины 1. 
Возьмем какую-либо прямую [и 
проведем две опорные прямые [1 и [,фи- 
гуры Ё, параллельные [, то есть две 
прямые, между которыми «зажата» 


фигура Р (рис. 13). Так как отрезок, 
совершающий в фигуре Р полный обо- 
рот, должен в какой-то момент занять 
положение, перпендикулярное пря- 
мой [, то расстояние между прямыми 
Ци. (его называют шириной фигуры 
Г в направлении, перпендикулярном 
| не меньше 1. Итак, ширина фи- 


гуры РЕ в любом направлении 
не меньше |. 
Кажется вполне естественным 


предположение, что у фигуры наи - 
меньшей площади ширина во 
всех направлениях должна быть рав- 
на 1 (иначе площадь, видимо, можно 
было бы уменьшить). Посмотрим, к 
чему приведет нас это предположение. 
Прежде всего возникает вопрос, 
что собой представляет фигура, у ко- 
торой во всех направлениях ширина 
равна 1? Нередко отвечают, что такой 
фигурой может быть только круг диа- 
метра 1. Однако это неверно! Сущест- 
вует бесконечно много различных фи- 
гур, У которых ширина равна | во 
всех направлениях; их называют фи- 
гурами постоянной ширины 1. На 
рисунке 14 показань: две такие фигу- 
ры. Обе фигуры ограничены дугами 
окружностей радиуса 1. Из двух па- 
раллельных опорных прямых одна 
проходит через угловую точку, а 
другая касается дуги окружности, и 
расстояние между этими прямыми 
равно 1. Первая из изображенных на 
рисунке 14 фигур имеет специальное 
название: треугольник Рело (по имени 
механика, который впервые заинте- 
ресовался свойствами этой фигу- 
ры и пытался использовать ее при 
конструировании механизмов). 
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Фигуры постоянной ширины обла- 
дают многими замечательными свой- 
ствами. Например, длина кривой, 
ограничивающей любую фигуру по- 
стоянной ширины 1, равна л, то есть 
равна длине окружности днаметра 1 
(теорема Барбь с). Далее, из всех 
фигур постоянной ширины | нан- 
большую (а не наименьшую!) 
площадь имеет круг, а нанмень- 
шую площадь имеет треугольник 
Рело; во всяком случае, нетрудно 
‘проверить, что площадь треугольни- 


ка Рело равна Е == 0,7048 — 


заметно меньше площади круга, рав- 
л 
‚49 
параллельные опорные прямые, про- 
веденные к фигуре постоянной ширн- 
ны 1, имеют с этой фигурой две общие 
точкн, причем отрезок, соединяющий 
эти точки, перпендикулярен опорным 
прямым (и, следовательно, имеет дли- 
ну 1; рис. 14). Из этого следует, что 
во всякой фигуре постоянной ширины 
1 отрезок длины 1 может совершить 
полный оборот. Доказательство сфор- 
мулированных здесь утверждений 
можно найти в упоминавшейся выше 
книге «Выпуклые фигуры» (см. также 
журнал «Квант» № 3, 1971 г., стр. 21). 

Итак, если бы сделанное выше 
предположение было верно, то наи- 
меньшей (по площади) выпуклой фн- 
гурой, в которой может совершить 
полный оборот отрезок длины 1, был 
бы треугольник Рело (а вовсе не 
круг). Но, оказываехся (как это 
на первый взгляд ни кажется стран- 
ным), что и треугольник Рело не 
является наименьшей фигурой. Такой 
наименьшей фигурой служит равно- 
сторонний треугольник с высотой 1 


78 => 0,5773, 


то есть намного меньше площади тре- 
угольника  Рело). Доказательство 
этого факта можно найти на стр. 256— 
258 книги «Выпуклые фигуры». 


ной — 0,7854. Отметим еще, что две 





(его площадь равна 


О квадратах чисел 


Вот несколько интересны; 
фактов характеризующих 
увадраты чисел. Ес; две 

следние цифры квадрата 
динаковы, но не „тЪ, ТО 
это обязательно должны быть 
две четверки. Самый малеиь 
кий такой квадрат — 144 
На конце могут быть и три 
четверку это число 1444 
40 квадратов с четырьмя 


четверками на конце уже не 
существует. Не бывает много 
значных квадратов со всеми 
одинаковыми цифрамн и та 
их, у которых все цифрь 





хечетные. | рооув ТТ 
казат! 
Среди двузначных чис 

ть ЧН ‚ обладающее лю- 
бопытнымн свойствами. Эт 
чнело 13. Его квад 9. 
Прочитав это числ рава 
дала ‚получим 96} +нсл 


квадратный корень из кото 
рого равен 31, ТО е 

читанное наоборот. м, н: 
коне умма цифр 169 равн: 
16, а сумма цифр 13 р: 








т гь корию квад 
из Среди двузначных чи 
сс. ест ене тольк 


таким же ‹ 
№) ь 





\ 
и 





Есть квадраты, которы: 
содержат все цифры, причем 
каждую только один раз. Эт 
вы, наверное зназте. Н. 
›казывается, существуют два 
пятизначных числа: 5732] и 
60984, содержащих вме 
все десять цифр, а квадраты 
этих чисел: 3285697041 н 
3719048256, сами состоят из 
десяти разных цифр 


В.И. Бахмин 
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Задача Потенота 


Л. С. Хренов 





Если на плоскости даны три точкн 
А, ВИС (то есть известно взаимное 
расположение этих точек), то для оп- 
ределения положения четвертой точки 
М обычно достаточно знать два угла: 
=АВМ = аи ->ВМС = В. Такая за- 
дача известна под названием задачи 
Потенота. Она возникает, на- 
пример, при определении местополо- 
жения корабля, с которого видны три 
маяка, координаты которых известны, 
а также во многих других случаях. 


Геометрическое решение 
задачи Потенота 


Задача Потенота сводится к построе- 
нию дуги АВ (рис. 1}, из любой точки 
М которой отрезок АВ виден под уг- 
лом @, и дуги ВС, из точек которой 
отрезок ВС виден под углом В. Для 
этого достаточно от прямой АВ от- 
ложить угол @ и к полученной прямой 
АУ восставить перпендикуляр АР, 
а к отрезку ЛВ восставить перпенди- 
куляр в его середине. Точка О, не- 
ресечения этнх перпеидикуляров бу- 
дет центром окружности, проходящей 


через точки А, Ви М, а линия АВ 
будет хордой дуги, вмещающей угол 
а. Аналогично строится центр О, ок- 
ружности, проходящей чрез точки В, 
Си М с дугой ВС, вмещающей угол В. 

Пересечение построенных таким 
образом двух окружностей н опреде- 
лит положение точки М, так как у них 
не может быть более двух общих то- 
чек. Одной из них, согласно построе- 
нню, является точка В, второй будет 
искомая точка М. Следовательно, за- 
дача Потенота имеет вполне опреде- 
ленное и единственное решение, за 
исключением случая, когда обе 
окружиости сливаются в одну, прохо- 
дящую через точки А, В, Си М 
(рис. 2). В этом случае искомая точка 
М лежит на окружности, проходящей 
через точки А, В ин С, и для опре- 
деления положения точки М надо 
знать еще какие-либо расстояния. 

Однако, несмотря на простоту гео- 
метрического решения задачи Потено- 
та, на практике оно не применяется. 

На практике для решения задачи 
Потенота применяют аналитнческие *) 
или графические способы с использо- 
ванием мензулы, кипрегеля или алн- 
дады и буссоли. 


*) Первое аналитическое решение было 
предложено в 1616 году голландским астро- 
номом н математиком В. Снеллиусом 
(1580—1626), нозднее, в 1692 году фракцуз- 
ский математик (4. Потенот (1660— 
1732) предложил более удачное решенке 
этой задачи, что и послужило основаннем 
называть эту задачу сего именем. 
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Мензупа представляет собой  сто- 
лик для черчения плена. Она состонт из 
штатива и планшета — чертежной квадрат- 
ной доски, которая укрепляется на подстав- 
ке. Подставка имеет три подъемных винта, 
позволяющих приводить верхнюю плос- 
кость планшета в горизонтальное положе- 
ние, при этом используется накладной уро- 
вень или уровень ма злидаде (кипрегеле, 
см. ниже). Подставка вместе < плаишехом 
прикрепляется к штётиву при помощи ста- 
нового винта. Подставки могут быть дере- 
вянными или метеллическими. Центриро- 
вочная вилка (см. рисунок) служит дпя 
центрирования точки на планшете над сс- 
ответствующей точкой местности: к нижнему 
концу вилки подвешивается отвес, верхний 
конец зилки находится на одной вертикали 
с нижним. 

Алидада служила для визирования с 
точки мензулы на точку местности. Она со- 
стоит из линейки, на которой выгравирован 
поперечный масштаб, и двух диоптров со 
щелями и волоснами; на линейке злидады 
обычно помещается цилиндрический уро- 
вень для приведения планшета- мензулы в 
горизонтальное положение. Теперь вместо 
элидады с диоптрами используется кипре- 
гель. 

Кипрегель состоит из линейки с по- 
перечным масшбатом и уровнем, и из зри- 
тельной трубы, вращающейся на оси колонкн 
так, что плоскость, описываемая визириой 
осью трубы (коллимеционная), проходит 
через скошенный край пинейки кипреге- 
ля. На мензуле должно получаться гори- 
зонтальное проложение местности, поэто- 
му для измерения углов наклона изготовля- 
ются кипрегели с вертикальными кругами, 
с помощью которых углы наклона измеря- 
ются с точностью до 1’. Две дополнитель- 
ные нити (дапьномерные), расположенные 
симметрично относительно средней оси, 
видны в поле зрения трубы кипрегеля. Они 
служат для определения расстояний на ме- 
стности. 

Буссоль {(усовершенствованный ком- 
пас) применяется для орментирования мен- 
зулы по странам света. Буссоль имеет вид 
круглой или прямоугольной коробки с гра- 
дусными делениями, в центре зраыдается 
магнитная стрелка. Буссоль устроена всегда 
так, что линия, соединяющая деления 0°—0° 
или 0°—180°и проходящая через центр бус- 
соли, параллельна внешним краям коробки. 











Графическое решение задачи Потенота 


При налични трех точек на мензуль- 
ном планшете, соответствующих трем 
точкам на местности (то есть при на- С ЕДА 
личин, например, карты местности), —- г 

можно определить положение четвер- 

той точки, произведя наблюдения 

только в ней, то есть решить задачу 

Потенота. 
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Рис. 3. 


Для графического решения задачи 
Потенота предложено более 100 раз- 
личных способов *). В их основе ле- 
жит ориентирование  мензульного 
планшета. Пусть три точки а, Бис 
(рис. 3), составляющие на мензуль- 
ном планшете @ треугольник абс, со- 
ответствуют трем точкам А, Ви С 
на местности. Планшет О ориенти- 
рован, если он расположен так, что 
а | АВ, с |АСи | ВС. 

В этом случае направления, про- 
черчениые через а, $ н с при визиро- 
ванин на соответствующие точки мест- 
ности, пересекутся в одной точке. Для 
доказательства построим точку т как 
точку пересечения прямых Аа и В6. 
Подобно уменьшив ААВС так, чтобы 
АВ перешло в аб, мы получим Ааёбе’, 
но поскольку ас||АС|[ас’ и ИВС, 
точки с’и с обязаны совпасть, а пря- 
мые Аа, Вь и Сс пересекутся все 
в точке т, соответствующей на план- 
шете точке М, из которой мы визи- 
руем на точки А, В, С. 

Если же мензульный планшет, на- 
ходящийся в точке М, орнентирован 
лишь приблизительно, то те же про- 
черченные три направлення аА, 6В 
и сС не пересекутся в одной точке, 
а образуют неболыной треугольник 
(рис. 4), называемый треуголь- 
ником погрешностей. 
И чем точнее произведено ориентиро- 





*) Первый из них был предложен в 
1592 году мексиканцем СисилШи (Те Сапа- 
Фап Зуигуеуог, 1936). 
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ванне мензульного планшета, нахо- 
дящегося в определяемой точке, тем 
будут меныше размеры треугольника 
погрешностей. Это положение и ис- 
пользовал И. Леман (1765—1811) прн 
графическом решении задачи Потено- 
та, предложив способ приблн- 
жений, используемый в практике 
мензульной съемки. 

Способ И. Лемана. Мен- 
зулу устанавливают над искомой точ- 
кой М, приводят верхнюю плоскость 
планшета в горизонтальное положе- 
ние н возможно точнее ориентируют 
планшет *) @ так, чтобы линии аб, 
фс и ас на планшете были параллель- 
ны линиям АВ, ВСи АС на местности. 
После этого через три данные точки 
на планшете визируют на соответст- 
вующие точки местности и прочерчи- 
вают по ребру линейки визирного прн- 
бора {кипрегель, алидада) линии (как 
на рисунке 3). Если ориентирование 
планшета произведено точно, то три 
направления, прочерченные через точ- 
ки а, бис ппри визировании на соот- 
ветствующие точки местности, пере- 
секутся в искомой точке т. 

Если же планшет ©, находящийся 
в точке М местности, ориентирован 
неточно, ‘то три прочерченных на- 
правления аА, сС и ВВ пересекутся 
на планшете не в одной точке, а об- 
разуют треугольник погрешностей. 





*) Для более точного орнентирования 
планшета рекомендуется пользоваться бус- 
солью. 
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Рис. 5. 


Точное положение точки лм? зависит 
от расположения на местности точки 
М относительно точек А, Ви С. 

Искомая точка ЛМ относительно 
трех известных А, В и С может за- 
нимать одно из следующих шести по- 
ложений (рис. 5): 

М: — внутри треугольника АВС; 

М. — на одной из сторон тре- 
угольника АВС: 

М, — между стороной  треуголь- 
ника АВС и окружностью, проведен- 
ной через.точки А, Ви С; 

М. — на окружности,  проходя- 
щей через точки А, Ви С; 

М, — за окружностью, проведен- 
ной через точки А, В и С, и за сторо- 
ной треугольника АВС; 

Мв — за окружностью, но внутри 
угла, образованного продолжением 
двух сторон треугольника АВС. 

При определении (на глаз) на 
планшете положения искомой точки 
следует учитывать следующее. 


Г. 





Рис. 6. 


3 Квант №1 





Если искомая точка т, соответст- 
вующая точке М местности, находит- 
ся внутрн данного треугольника АВС 
(например, М,), то и на планшете она 
должна находиться внутри треуголь- 
ника погрешностей. 

Если искомая точка расположена 
за одной из сторон треугольника АВС 
(например, М3) -илн между продол- 
женными сторонами угла этого тре- 
угольника (например, Мо), то иско- 
мая точка на планшете и треуголь- 
ник погрешностей будут находиться 
по разные стороны от средней линии 
визировання (нз точки М, лежащей 
вне треугольника АВС, этот треуголь- 
ник виден под углом, меныцим 180°, 
н тогда можно назвать направления 
визирования, образующие между со- 
бой наибольший угол, — крайними, 
а оставшееся — средним). 

Если искомая точка занимает но- 
ложение Мь, то искомая точка на 
планщете и треугольник погрешностей 
должны находиться по одну сторону 
от средней линии визнровання. 

Наметнв на планшете на глаз по- 
ложение искомой точки, уточняют 
ориентирование планшета: выбирают 
наиболее удаленную от т точку а, 
Ь или с (пусть это будет а) и повора- 
чивают планшет так, чтобы точки т, 
аи А были на одной прямой. 

После исправления ориентирова- 
ния мензульного планшета вновь ви- 
зируют через намеченную точку на 
три точки местности А, Ви Си про- 
черчивают направления. Если прн 
этом все три направления пересекутся 
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в одной точке, то назначенное поло- 
жение точки будет соответствовать на 
планшете искомой точке; в противном 
случае опять получится треугольник 
погрешностей, но менее первого, от- 
носительно которого можно с большей 
точностью назначить на глаз положе- 
ние искомой точки. Такие действия 
повторяют до тех пор, пока прочер- 
чиваемые направления не пересекутся 
в одной точке. 

Примечание. Получив второй тре- 
угольник погрешностей, можно соедннить 
их одноименные вершины прямыми; в 
пересечении этих прямых и будет находить- 
ся искомая точка т на планщете. Получен- 
ную таким образом точку нспользуют для 


нового орнентирования планшета и прочер- 
чивания трех направлений. 


Способ А. П. Болотова. 
Оригинальное решение задачи Поте- 
нота, не потерявшее своего практн- 
ческого значения и до сих пор, было 
предложено А. П. Болотовым 
(1803—1853) (этот способ особенно бли- 
зок к описанному выше геометриче- 
скому решению). 

При этом способе над точкой М 
местности устанавливают мензулу 
с нанесенными на ее планшете точка- 
миа, 6 ис, соответствующими на мест- 
ности точкам А, В и С (рис. 6). На- 
крывают планшет восковкой (каль- 
кой) и на ней намечают точку т, 
расположенную примерно над иско- 
мой точкой М местности. Затем через 
точку т на восковке визируют после- 
довательно на точки А, Ви С мест- 
ности и прочерчивают направления 
тА, тВ и тС. После этого восковку 
перемещают по мензульному планше- 
ту так, чтобы прочерченные на ней 
направления тА, тВ и тС прошли 
через точки а, $ н с на планшете. 
Если теперь, придержав восковку в та- 
ком положении, проколоть ее в точ- 
ке т, то на планшете получится 
истинное положение искомой точки. 

Для контроля произведенных дей- 
ствий рекомендуется проверить ориен- 
тирование планшета по самой уда- 
ленной от него точке А, В или С. 
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В тихой гавани 


Три пнрата делят добычу, 
состоящую из !Ю пнастров, 
10 дублонов и бочки вина. 
Тара для разливания вина 
у них имеется, но, увы, у 
каждого пирата свое мнение 
о сравкительной ценности 
пиастров, дублонов и внна. 
Все, однако, согласны 
с тем, что бочка вина стоит 
дороже четырех пнастров н 
дороже четырех дублонов. 
Докажите, что пиратам 
удастся разделить добычу 
так, что каждый пират полу- 
чит часть, стоящую, по его 
мнению, не меньше, чем часть 
каждого нз остальных. 


А. Тоом 
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Упаковка квадратов 


Н. Б. Васильев, Г. А. Гальперин, 





Эта заметка посвящена решению одной за- 
дачи из «Задачиика «Кванта» (М155). 
Дано несколько квадратов, сумма пло- 
щадей которых равна Г. Доказать, что 
их можно поместить без наложений 
8 квадрат площади 2. 

Мы приведем два решения этой 
задачи, основанные на двух разных 
способах укладки квадратов, и обсу- 
днм некотбрые ее обобщения. Итак, 
пусть нам дано несколько квадратов 
общей площадью 1. Занумеруем их 
в порядке убывания сторон, то есть 
так, чтобы сторона А-го по номеру 
квадрата была не меньше, чем сто- 
ропа (Е - -то (Е =1, 2, 3, ...). 
Мы должны доказать, что все эти 
квадраты можно разместить в квад- 
рате со стороной у/2. 

Первое решение. Проведем 
на плоскости горизонтальный отрезок 
длины }/2, а изего концов — верти- 
кальные лучи. В образовавшуюся «по- 
луполосу» (рис. 1) мы будем упако- 
вывать квадраты. 

Способ упаковки очень прост. По- 
ложим первый, самый болышой квад- 


рат в левый нижний угод (сторону 
этого квадрата мы обозначим через 
х), рядом с ним справа — второй по 
величине квадрат и так далее до тех 
пор, пока очередной квадрат не пе- 
рестанет умещаться в пределах по- 
луполосы. Закончив «первый этаж», 
стронм «перекрытие» — продолжаем 
верхнюю сторону левого квадрата на 
всю ширнну полосы, на полученном 
отрезке точно так же строим «второй 
этаж», затем — третий н так далее, 
пока не кончатся все квадраты (рис. 2). 

Теперь для того, чтобы доказать 
утверждение задачи, мы должны до- 
казать, что высота й (см. рис. 2) не 


превосходит числа у 2. (Прежде чем 
читать решение дальше, попробуйте 
провести это доказательство сами!). 

Для этого, считая величины й их 
заданными, оценим снизу сумму пло- 
щадей квадратнков, упакованных в по- 
луполосу. Перенесем мысленно каж- 
дый из кзадратиков, прилежащих к 
левой «стене» (кроме самого нижнего 
квадрата хх х), в конец предыду- 
щего этажа, как показано на рисун- 
ке 3. Из способа построения этажей 
следует, что все эти квадраты выле- 
зут за правую стену. Теперь продлим 
горизонтальные стороны каждого нз 
этих новых квадратов влево вплоть 
до самого левого квадрата соответст- 
вующего этажа: (при этом образуются 
прямоугольники, которые на рисунке 
3 обведены краснымн линиями). Яс- 
но, что сумма площадей всех квадра- 
тов (кроме хх х) не меныше, чем 
сумма площадей полученных прямо- 
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угольников. Поскольку горизонталь- 
ное основание каждого из прямоуголь- 
ников не меныше /2—х, а сумма 
их высот равна й — х, то сумма пло- 
щадей всех прямоугольннков не мень- 
ше (И2—х)(й—х), следовательно, 
сумма площадей всех квадратов не 
меньше х? -- (И2—х)(й—х). 

Но по условию сумма их площа- 
дей равна 1. Итак, 


2+ (У -ов-х<1, 


откуда 
й= 


Е илья 
а И ны 


где 
у=2-ху2. 


Следовательно, поскольку величи- 
на у - Му, стоящая в круглых скоб- 
ках, при любом у не меныме 2, 
= У2. 

Второе решение, Если 
в первом решении описать способ рас- 
становки квадратов было очень легко, 
а основную трудность составляло до- 
казательство нужной оценки, то во 
втором решении, наоборот, трудна 
описать способ упаковки (а оценка 
будет почти очевидной). Не вполне 
точные описания приводимой ниже 
упаковки предложили несколько чи- 
тателей. 

Мы опишем здесь способ упаковки 
совершенно формально. Описание «ал- 
горитма» — предписания, — согласно 
которому мы предлагаем упаковывать 
квадраты, — содержится в следующем 
абзаце. После того как описанная там 
операция проделана # раз, в квадрате 
р2хт2 оказываются размещенны- 
ми первые А квадратов (мы по-преж- 
иему считаем, что они занумерованы 
в порядке убывания сторон), а осталь- 


ная часть квадрата У? х УЗ разбита 
на (^ - 1) прямоугольников, которым 
приписаны определенные номера (от 
0 до Е). Некоторые прямоугольники 
объявляются «закрытыми» (это озна- 
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чает, что больше в них не будут 
вставляться квадраты), а осталь- 
ные — «открытыми» (в любой откры- 
тый прямоугольник помещается (+ 
+ 1-й квадрат). Вначале «прямо- 
угольником № 0» объявляется весь 
квадрат "2 ху2. Итак, алгоритм 
расстановки квадратов: 

Е-й шаг (В =1, 2, 3, ...). Выби- 
раем из всех не закрытых  прямо- 
угольников тот, у которого наниболь- 
ший номер. (Пусть этот номер — т). 
Размещаем в его углу А-й квадрат. 
Продолжаем сторону этого квадрата, 
параллельную менышей стороне пря- 
моугольника т (если стороны пря- 
моугольника равны, выбираем любую 
из них) так, чтобы часть прямоуголь- 
ника 2, не занятая квадратом №, раз- 
билась на два прямоугольника. Из 
этих двух прямоугольников мы прн- 
сваиваем номер А тому, который со- 
ставляет прямоугольннк вместе с квад- 
ратом А, а номер т теперь сохраняем 
за оставшейся частью «бывшего» пря- 
моугольника ла (рис. 4). За всеми 
квадратами и прямоугольниками, кро- 
ме прямоугольников ли №, сохраня- 
ются старые номера. Если №-й квад- 
рат, который мы разместили, — не 
последний, то проверим, помещается 
ли (А -- 0-й квадрат в прямо- 
угольник А и в прямоугольник т, 
и если нет, то объявляем соответ- 
ствующий прямоугольник (или оба) 
закрытым. 

(На рисунке 5 для примера по- 
казана возможная ситуация после 
4-го шага. Для А = 5 номер т бу- 


И 
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Рис. 4. 
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Рис. 5. 


дет равен 2; бежевые прямоугольни- 
ки закрыты). 

Нужно еще доказать, что не может 
встретиться случай, когда окажутся 
закрытыми все прямоугольники, даже 
«номер 0». Прежде чем доказать это, 
заметим, что площадь закрытого пря- 
моугольника номер А меньше, чем пло- 
щадь квадрата номер А (это — основ- 
ная идея нашего способа укладки!. 
Действительно, ясно, что до тех пор, 
пока меньшая сторона  прямо- 
угольника А равна стороне квадрата 
№, он еще не может быть закрыт (в него 
влезает даже #&-й квадрат). 

Теперь предположим, что на не- 
котором п-м шаге прямоугольник 0, 
который имел до этого шага размеры 
сх а (са, закрыт. Ясно, что на п-м 
шате т —= 0, то есть все прямо- 
угольники с номерами лт>0 закрыты, 
и их площадь меныше площади соот- 
ветствующих квадратов. : 

Пусть и и и— стороны квадратов 
© номерами пи л--1. Если квадрат 
ихи не помещается в прямоуголь- 
ник 4Х (с — и) (ис. 6}, то же и 
поэтому 


и 9) = ие, 


то есть сумма площадей п-го и (п -| 1)- 
го квадратов не меныце половииы пло- 
щади прямоугольника с Хх 4. Полу- 
чается, что уже первые (л -- Пквад- 
ратов составляют больше половины 


илощади квадрата У х ро Протн- 
воречие. 





Рис. 6. 


Предлагаем несколько задач, уточ- 
няющих и обобщающих утверждение 
задачи сб упаковке квадратов. 

1. Два равных квадрата со сторо- 


мой в иельзя разместить без пересе- 


чения в квадрате, сторона которого 
меньше 2а. 

2. Квадраты, сумма площадей ко- 
торых равна 5 и сторона наибольше- 
то из которых равна х, можно упако- 
вать в квадрат со стороной 
ху —м. 

3. Эти квадраты можно упаковать 
в прямоугольник а Х В, если а = х, 
Ь = хнаё -— 85. 

4. Если любую систему квадратов 
общей площадью | можно упаковать 
в прямоугольник а Х В, где а => 6, 
то зерно по крайней мере одно из 
двух условий: 1) а уз иф=1 
2) а>у © и = 3. 

Д. Клейтман н М. Кригер дока- 
зали, что в прямоугольнике 1 ху 3 
можно разместить любую систему 
квадратов обшей площади 1. Прав- 
доподобно, что аналогичное утверж- 
дение верно и для прямоугольника 
Их 8/УЗ. 


5. Прямоугольники, сумма  пло- 
щадей которых равна $ и наиболь- 
шая из сторон которых равна х, мож- 
но упаковать в прямоугольник а Х В, 
если ах и аб = 2$ + а?/8. 

6. Кубы общим объемом У мож- 
но упаковать в куб объема 4У. 
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Математический нружок 


----. же алчье-- - 


Этому виду задач 
более 1600 лет 


Б. А. Кордемский 


Менялась фабула и форма записи зада- 
чи, накапливались способы решення, 
но суть оставалась неизменной: най- 
ти целые (чаще натуральные) х и цу, 
удовлетворяющие уравнению 

ах + бу =с (1) 
с. заданными целыми коэффициентамя 
а, бис. 

Может быть, с — это 1001 сказка 
Шехерезады, а нас интересует, сколь- 
ко ночей потребуется Шехерезаде, 
чтобы рассказать все свои сказки, если 
х ночей она будет рассказывать по 
5 сказок, а остальные сказки по 3 за 
и ночей. 

Сказочнице, очевидно, потребует- 
ся ху ночей, где хи у — натураль- 
ные корни уравнения 5х-НЗиу = 1001. 

А может быть, с — это 10 р. 01 к., 
которые некто израсходовал на х по- 
ездок автобусом (по 5 копеек за рейс) 
н у поездок трамваем (3 копейки за 
рейс). Ответ на вопрос, сколько всего 
совершено поездок, заложен в том же 
уравнении 5х -!- Зи == 1001. 

Корни этого уравнення рассказы- 
вают также и о тех ‘точках на прямой 


. 







5х + 34 = 1001 


Рис. 1. 
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5х -- Зи=1001 (см. рисунок), обе ко- 
ординаты которых — натуральные 
числа (или целые — в какой-нибудь 
другой задаче). 

Уравнения, в которых из множест- 
ва решений выделены только цело- 
численные значення неизвестных, ча- 
сто называют днофантовыми в честь 
знаменитого математнка П—1И ве- 
ков н.э. Диофанта из Александрии. 

Вопросы теорни, связанные с ус- 
ловнем существования целочислен- 
ных, в частностн, натуральных ре- 
цений уравнения вида ах -|- бу = с, 
рассмотрены в статье В. Н. Вагу- 
тена «Алгоритм Евклида н основ- 
ная теорема арифметики» («Квант» 
№ 6, 1972). Мы этой теорней занимать- 
ся не будем, а приступим к решению 
конкретного уравнения 5х | Зуи = 
—= 1001, чтобы показать на этом прн- 
мере разнообразные приемы, помо- 
гающие отыскать целочисленные ре- 
шения уравнений *). 


Решение способом 
«изобретательного школьника» 


Делим обе части уравнения 5х -- 
-- Зу = 1001 ина меньший  козф- 


1001. 


5 
фициент: 7х Ета справа и 


слева — выделяем целые 
2 2 

И ге: 

Хх х+у 333 + 3; 


частн: 


2х—| 


хну = 333. (2) 


Так как хи и целые, то должно 


ыы = { 
быть целым и —; полагаем * =—= 
={; тогда х = 3+ 1. Подставляя 
в (2), получаем 


ЗЕ 1+ и-- 21 = 333; у =339 — 54. 


В упомянутой статье В. Н. Ва- 
гутена доказывается, что получен- 
ные для хи у выражения являются 
«общими решениями», то есть содер- 








*) Напомним только, что существование 
целочисленных решений уравнения (1) га- 
рантируется условием Нод (а, 5) = №, так 
что уравиение 5х -{- Зу = 1001 имеет реше- 
ния в целых числах. 
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жат в себе все целочисленные реше- 
ния данного уравнення. 

Придавая параметру { значения 

= 0, 1, 2,`..., 66, найдем 67 пар 
возможных натуральных корней дан- 
ного уравнення. 

Теперь предположим дополнитель- 
но, что Шехерезада хотела бы рас- 
пределить свою тысячу и одну сказку 
между как можно большим числом 
‘ночей *}. Этому требованию удовлет- 
воряет тах (х + и) — наибольшая из 
сумм пар корней уравнения. 
Имеем х + у = 333 —2& очевидно, 
тах (х + и) достигается при {= 0. 

Итак, Шехерезада расскажет свои 
сказки самое большее за 333 ночи, 
если 332 ночн будет рассказывать по 
3 сказки и только одну ночь — 5 ска- 
зок. Она может сократить срок своей 
«работы» и довести его до 201 ночи, 
если только 2 раза (при максимально 
возможном # -= 66) будет рассказы- 
вать по 3 сказки и 199 раз — по 
5 сказок. 


Дополнительный вопрос 
для размышлений 


Предположим, что, отыскивая цело- 
численные решения некоторого урав- 
нения «способом  изобретательного 
школьника» вы получили х+и- 
Г ии 1 
ь 3 
суждатьи действовать, чтобы подхо- 
дящим образом выразить сначала у, 
а затем х через целое {2 





— 77. Как теперь надо рас- 


Решение способом 
«изобретательного математика» **) 


Для уравнения ах 1 фу -==< поря- 
док действий таков: найти остаток 
т от деления а на 65 (пусть а>5)} 
и остаток л от деления с на 5; если 
л = 0, то получаем сразу х= Е, 


а, 1=0, 41, 49,..4 


Ь 





*) Разуместся, при условин, что каждую 
ночь она рассказывает либо три, либо пять 
сказок. 

**) Изобретатель способа Тауог Г. Е., 
«Миттфегз», Гопфоп, 1970 не дал ему назва- 
НИЯ. 


еслн п >= 0, то умножить т последо- 
вательно на 1, 2,..., $ — }) и вы- 
писать последовательность остатков 
от деления этих произведений на 6. 
В полученной последовательности бу- 
дет число п (если его не будет, то и це- 
лочнсленных решений уравнения не 
будет). Номер места, занимаемого чис- 
лом п в последовательности остатков, 
н есть одно из возможных значений х. 

Применим этот способ к уравне- 
нию 5х - Зи = 100}. Имеем: т=2, 
п = 2, умножаем т —= 2 на каждый 
член последовательности {1; 2}, по- 
лучаем {2; 4}; делим на 3 и выписы- 
ваем остатки: {2; 1}. Замечаем, что 
число л = 2 занимает в этой после- 
довательности остатков первое место, 
следовательно, х = 1. Этим опреде- 
ляется и соответствующее значение 
4; =- 382. 

Легкий и вполне общий способ ре- 
шения в целых числах линейных не- 
определенных уравнений с двумя не- 
известными! 

Но «способ изобретательного. мате- 
матика», в отличие от предыдущего 
прнема, дал нам всего лишь одну па- 
ру корней: (1; 332). Дефект способа? 
Отнюдь нет. Рассмотрите формулы 
«общего решения» задачи, получен- 
ные «способом школьника»: х = | + 
--ЗЬ у = 332 — 5. 

«Частные решения» хо = 1, щ == 
— 332 одинаковы в обоих способах, 
а коэффициенты прн { (Зн 5} опреде- 
ляются коэффициентами решаемого 
уравнения: 3 == 6; —5 == —а.И это 
не случайное совпадение, а законо- 
мерность: если (х,, и) — какое-либо 
целое решение уравнения ах -- Бу = 
= с, причем ан взаимно просты, 
то все его ‘целые решения определя- 
ются формулами: х = х, + 6 у= 
== % — а Ё=0, +1, 2, 


Решение «способом сравненний 
по модулю» 


Это приятный н часто самый быстрый 
способ отыскания целочисленных 
решений уравнения ах -|- Ви = с. 
Для нашей цели достаточно напом- 
нить, что утверждение а==6 (то т) 
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эквивалентно тому, что а—6 де- 
лится на т, или а=фь | Ат (а, В 
и А — целые, т — натуральное). 
Далее, если а==ф (то п), то 
верно, что а=б-Н Ат (то@ т), 
где К — любое целое число *). Пусть, 
например, Зх == 2 (то4 5), тогда 


Зх=2- 2.5 (п104 5), Зх == 12 (то4 5) 
Н Х==4 (1104 5). 


Заметим, что деленне обеих частей 
сравнения по модулю т на общий 
множитель д допустимо лишь в том 
случае, когда д и т — взаимно про- 
стые числа. 

Предварнтельный при- 
мер. Пусть требуется решить срав- 
нение 11х == 2(то4 23). Непрактично 
прибавлять к правой части по 23 до 
нолучения чнсла, кратного 11. Надо 
нскать более изящный путь. Приго- 
ден, например, такой: написать, что 
22х =4(то4 23), затем из левой 
части вычесть 23х; получим —х = 
= 4(то@ 23), х=—4 (пю4 23) и, 
наконец, х =19 (точ 23). 

Для решения уравнения 5х + 
+ Зи == 1001 «способом сравненнй по 
модулю» действовать надо так: Зи = 
== 1001 — 5х; Зу = Ю0Ктоа 5). Так 
как 1001 == 200.5 --1, то Зу= 
== [(1104 5), или Зу == 6(то@ 5); у == 
= 2(п104 5), следовательно, у = 2 -- 
-- 5 (= 0, +1, 2, ...). Легко 
вндеть, что это решение эквивалент- 
но ранее полученному 


у = 339 —51(1 =0, +1, +9, .. .}. 


Решение «способом цепной дроби» 


Этот снособ отыскания целочислен- 
ных решений уравнения ах + би =с 
предполагает умение превратить дробь 


а 
-;. составленную из коэффициентов 





*) Много полезных сведений о сравнении 
целых чисел по модулю приведено в статьях 
А. А. Егорова «Сравнения пд модулю 
и арифметика остатков» («Квант» № 5, 1970), 
М. И. Башмакова «Нравится ли вам 
возиться с целыми числами» («Квант» № 3, 
1971) ив упомянутой выше статье В. Н. Ва- 
гутена. 
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уравнения, в «цепную» 


а - 
р: = [а°; Я, 4, ..., а», 


вычислить числитель и знаменатель 
предпоследней «подходящей» дробн 
Ра 

И непосредственно или  поль- 
Я-—1 

зуясь рекуррентными формулами 


Р »+1-= Рь-@к+, -- Ра; 
О, = Оь-@каа к-т, 


где Ру = а, 4% = 1 иР, = @-а, + 1 
Е а 

Решение задачи завершается при- 
менением готовых формул *), пред- 
ставляющих общее решение данного 
уравнення 


х = (—1)"-1.с.0,-, + 6:Ь 

у = (—1)"-2-Р.—,— а (3) 
{=0; 1; 42, ... 

Обратимся к уравнению 5х -{ Зи == 

— 1001 в последний раз. Проделаем 





5 
подробно превращение числа = 
в цепную дробь: 

5 |3. 
|1 а, =1, 
32 
21 а = 
Е 
| 2... а =2, 
откуда > == [1; 1, 2]. Составим «под- 
ходящне» дроби 
Ро _ 4 |. Р 1 2 
о =|: —=а — = —. 
4 1 9, + @1 1’ 
Р 1 5 
п 
* 
а = 


(последняя подходящая дробь не нуж- 
на, кроме того, она всегда равна дан- 


*) Вывод этих формул можно найти 
в специальных пособиях, или, например, 
в книге «Энциклопедия элементарной мате- 
матики», книга первая, 1931 {статья 
А. Я. Хинчина «Элементы теории чи- 
сел»). О цепных дробях рассказано также 
в статье Н. М. Бескина «Цепные дро- 
би» («Квант» № 1, 1970). 
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ной дробн; мы выполнили вычисление 
только для напоминания способа не- 
посредственного составления  «под- 
холящих» дробей). 

Так как здесь п -= 2, то числитель 
Р„_, и знаменатель @„_, предпос- 
ледней «подходящей» дробн равны со- 
ответственно 


Р,_, = Р, = 2; О ОЕ 1: 


Все готово к применению фюр- 
мул (3): х=-—1.1001 1+ З у= 
= 1.1001.2 — 5, Е=0, 1, -2,... 

Окончательно, х = —1001 -- З& 
у = 2002 —5, {=0, +, +2,... 

По виду решения как будто опять 
получился иной результат, не схо- 
жий с предыдущими, но легко обна- 
ружить его эквивалентность всем пре- 
дыдущим записям общего решения 
рассматриваемого уравнения. Так, 
х =Т и и= 332 получаются отсюда 
ири { == 334. Теперь решим еще одну 
задачу. 


После кораблекрушения 


Пять моряков высадились на остров 
н к вечеру собрали кучу кокосовых 
орехов. Дележ отложили на утро. 
Один из них, проснувшись ночью, 
пересчитал добычу, угостил одним 
орехом мартышку, а из остальных 


1 
орехов взял себе точно —— часть, 


после чего вновь лег спать и быстро 
уснул. За ночь так же поступили один 
за другим и остальные моряки; при 
этом каждый не знал о действиях 
свонх предшественников. Наутро они 
поделили оставшиеся орехи поровну, 
но для мартышки в этот раз лишнего 
ореха не осталось. 'Сколько орехов 
собралн моряки? 

Решение. Обозначим искомое 
число орехов через х. Выражая по- 
следовательные действия моряков 
уравнениями, получаем х = 5а + |; 
4а = 55 +1: 46 =5-+ 1 4= 
= 54 -1- 1; 44 = 254 -- 1 обдумайте 
смысл предлагаемых уравнений). 

Эта снстема сводится к одному не- 
определенному уравнению 


256х = 2101 -+ 15625 у. 


Быстрое решение в целых числах 
этого громоздкого уравнения будет 
приятной наградой за терпеливое оз- 
накомление с предложенными четырь- 
мя способами — можно выбрать из 
них напболее эффективный для дан- 
ной задачи. Ответ в этой задаче та- 
ков: х == 3121 — наименьшее из воз- 
можных натуральных значений х. 


Замечание. В книге М. Гарлд- 
нера «Математические головоломки н раз- 
влечения» («Мир». 1971}, в которой есть эта 
задача, написано, что она «прннадлежит к 
числу наиболее часто решаемых, но наяме- 
нее поддающихся решению диофантовых го- 
ловоломок» (стр. 234). Когда эта задача 
в 1926 году появилась в одной газете (без 
решения и ответа), то 20 лет после этого не 
нрекражался поток писем в газету либо 
с просьбой сообщить ответ, либо с вариантами 
сабствениых решений. 


Упражнения 


1. Найти целые решения уравнения 
10х —- 2]у = 23 каждым из описакных спо- 
собов. 

2. Найти двузначиос число, у которого 
увосьмерениое число единин на 13 меньше 
утроевного числа десятков. 

3. Некоторог число экскурсантов, раз- 
местившихся поровну в 5 автобусах (каждый 
автобус вмещаст не более 54 человек), были 
доставлены на вокзал. Там к ним присоеди- 
нились еще 7 человек, и все экскурсанты 
распределились поровну в 14 вагонах. Сколь- 
ко всего было экскурсантов? 

4. Имеются ли на прямой 13х -- 5у = 
-- 96 = 0 точки с целыми координатами, 
не превосходящими по абсолютной величине 
число 10? 

5. Пусть л — натуральное число. Найти 
целые решения уравнения 


пх-- п пи= 271. 


6. Надо разлить 15 л жидкости в буты- 
лин емкостью в 0,5 2 и 0,8 дл так, чтобы все 
использованные бутыли были полными. 
Сколько потребустся бутылей той и другой 
емкости? 

7. Доказать, что ирн любом нечетном х 
выполняется сравиение х? = | (то@ 8), то 
есть квадрат любого иечетного целого числа 
при делении на восемь дает в остатке едиинцу. 
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Лаборатория «Кванта» 








С какой скоростью 
движутся ионы 


В. В. Майер, Р.-Э. Е. Шафир 


Чтобы ответить на вопрос, с какой 
скоростью движутся ионы, можно по- 
ставить опыт, в котором иепосредст- 
венно видно движение носителей за- 
ряда. Простой прибор для проведения 
подобного опыта был предложен в 
1948 году С. А. Арцыбышевым и 
И. А. Бильдзюкевичем. 

На стеклянную пластинку (7) раз- 
мером 50 х 60 мм положите вырезан- 
ную из плотной бумаги рамку (2) 
с окном размером примерно 25х40 мм 
(см. рисунок). На рамку параллельно 
друг другу на расстоянии около 15 мм 
наложите два алюминиевых электро- 
да (3) размером 20Ж40 мм. Электро- 
ды прижмите пружинящими контак- 
тами (4). Между электродами поме- 
стите несколько капель водного раст- 
вора поваренной соли и наложите на 
бумажную рамку стеклянную — по- 
лоску (5) так, чтобы получился тон- 
кий слой электролита. Пластинка 
должна быть такой ширины, чтобы 
между ее краем и катодом оставал- 
ся промежуток примерно в | мм. 

Если теперь подать на электроды 
напряжение, то через раствор элект- 
ролита МаС! пойдет ток. При этом 
ионы Ма+ и С|]- будут перемещаться 
в растворе, но наблюдать их движе- 


5 





ние мы не можем. Поэтому нужно 
поступить так. 

Разведите в пробирке с водой мар- 
ганцевокислый калий так, чтобы жид- 
кость получилась темно-красной. На- 
берите раствор пипеткой, а затем осто- 
рожно поместите 1—2 капли между 
стеклянной пластинкой и катодом. 

Подайте на электроды постоянное 
напряжение порядка 208. Такое на- 
пряжение нетрудно получить, напрн- 
мер, соединив последовательно  не- 
сколько батареек карманного фонаря 
или батарей тнпа «Крона». Знак 4ми- 
нус» батареи нужно подсоединить к 1с- 
му электроду, вблизи которого нахо- 
дится раствор КМпО.. 

После включения батареи ноны 
МлО. начинают перемещаться от ка- 
тода к аиоду. Как только граница 
нонного облачка сместится на 2—4 мм, 
выключите напряжение и пипеткой 
аккуратно введите в промежуток 
между катодом и стеклянной пластин- 
кой раствор поваренной соли. 


Так мы получим полоску раствора 
марганцевокислого калия, за движе- 
нием которой можно наблюдать. 


Теперь при включении напряже- 
ния видно, как в пространстве между 
электродами перемещается окрашен- 
ная полоска, состоящая, очевидно, из 
нонов МпО;. Вы можете передвинуть 


эту полоску от одного электрода до 
другого, а поменяв полярность, вер- 
нуть обратно. 

Опыт получится удачным, если 
экспериментально правильно подо- 
брать концентрацию раствора пова- 
ренной соли в воде. Концентрация 
должна быть такой, чтобы не проис- 
ходило заметного электролиза (на 
электродах не должны выделяться пу- 
зырьки газа). 

Скорость передвижения окрашен- 
ной полоски ионов меняется в завн- 
симости от условий опыта. На нее 
влияет и концентрация раствора, и 
напряжение, подаваемое на электро- 
ды, и многие другие причины. Попро- 
буйте, немного изменяя условия опы- 
та, установить, с какой же скоростью 
могут двигаться ноны. 


КуапЕтссте.ги 





Ш. 


ЗАДАЧНИК «КВАНТА» 





Решения задач из этого номера можно посы- 
дать не позднее 31 мая 1973 года по адресу: 
117071. Москва В-Т1, „Ленинский проспект, 
15, издательство «Наука», журнал «Квант». 
После адреса на конверте напиииите, решения 
каких задач вы посылаете, например: «Задач- 
ник «Кванта», М196, М198 или «<... Ф210ь». 
Решения задач по каждому из предметов 
{математике и физике), а также новые задачи 
просьба присылать в отдельных конвертах. 
Оригинальные задачи, предлагаемые для пуб- 
ликации, присылайте вместе с вашими реше- 
ниями этих задач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая задача по физике» 
или *...новая задача по математике»). Задачи 
из разных номеров журнала присылайте 
8 разных конвертах. з 

Задачи повышенной трудности отмечены 
звездочкой. 

Посае формулировки задачи мы обычно 
указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разимеется, не все эти задачи публикуются 
впервые. 


Задачи 
М196-М200; Ф208-Ф212 


М196. В окружностн раднуса 1 про- 
ведено несколько хорд. Докажите, что 
если каждый диаметр пересекает не 
более А хорд, то сумма длин хорд 
меньше пё. 

А. Т. Колотов 


№М197. В нрямоугольную таблицу 


из т строк и л столбцов записаны тл 
произвольных положительных чисел. 
Найдем произведение чнссл в каждом 
столбце н затем сумму 5 всех п такнх 
произведений. Докажите, что если пе- 





реставить числа в каждой строке в по- 
рядке возрастания, то сумма $ для 
новой таблицы будет не меньше, чем 
в первоначальной. (На рисунке 1 при- 
веден один пример ситуации, описан- 
ной в задаче; здесь т == 3, п = 4.) 

Решите эту задачу: 

а) для т = п ='2 (для табли- 
цы 2х 2); 

6) для т = 2 и произвольного п 
(для таблицы из двух строк); 

в)* для любых натуральных т ип. 


М198. Дан параллелограмм АВСО. 
На прямых АВ н ВС выбраны точки 
соответственно Я н К так, что треу- 
гольники КАВ н НСВ равнобедрен- 
ные (КА = АВ и НС = СВ; рис. 2). 
Докажите, что треугольник КОН — 
тоже равнобедренный. 


В. Л. Гутенмахер 





Рис. 2. 


М199. а) Докажите, что сумма_ 
| 1 
бы “+ 


г | 
й 
В бы лааев 
(сумма берется по всем целым & 
т АЙ п- | 
О | равна —— 


6)* Докажите, что если ри 9— 


различные числа н р+9=1, то 
сумма 
а С? орд? ое 


+(— бар --., 
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аналогичная предыдущей, равна 
рп = уе 


р-9 


при произвольном п. 


Г с 
Здесь С» — биномнальные коэффи- 


о ь 
циеиты, то есть С, =|1 и в = 


еее ь. (О числах 


А з 
С„ рассказывалось в «Кваите» № 2 
за этот год.) 


Д. А. Фридкин 


М200. а) На рисунке 3 изображены 
шесть точек, которые лежат по три 
на четырех прямых. Докажите, что 


44 


можно 24 разными способами отобра- 
ить это множество из шести точек 
на себя так, чтобы каждые трн точки, 
лежащие на одной прямой, отобража- 
лись в трн точки, также лежащие 
на одной прямой. 

6) На рисунке 4 девять точек ле- 
жат по три на девяти прямых, при- 
чем через каждую точку проходит по 
трн такнх прямых. Эти девять точек 
н девять прямых образуют знаменн- 
туЮ «конфигурацию Паскаля». Сколь- 
кими способами можно множество на- 
ших девяти точек отобразить на себя 
так, чтобы каждая тройка точек, лежа- 
щая на одной из девяти наших прямых, 
отображалась на тройку точек, ко- 
торая тоже лежит на некоторой пря- 
мой из нашей конфигурации? 

в) Тот же вопрос для конфигура- 
ции Дезарга (низ десятн точек и де- 
сятн прямых), нзображенной ма рн- 
сунке 5. 

А. Н. Колмогоров 


$268. У автомобиля, участвующего 
В гонке, лопается шина. Оценить, 
с какой скоростью должен ехать ав- 
томобиль, чтобы шина не сминалась. 

П. -Т. Капица 


Ф209*. Смоделировать траекторию 
заряженной частнцы в магнитном 
поле можно, поместив в однород- 
ное магнитное поле закренленный 
на концах гибкий проводник, но 
которому пропускается ток. Ка- 
ким будет натяжение такого провода 
прн токе | а, если он имитирует 





Рис. 6. 
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Рис. 7. 


траекторию двнжения протона с энер- 
гней | Л4зв, влетающего в магнитное 
поле перпендикулярно магнитным си- 
ловым линиям? 


Ф210. Два одинаковых открытых 
сосуда сосдинены двумя одинаковыми 
трубками и доверху заполнены водой. 
Трубки закрыты кранами К, и К, 
(рис. 6). Температура воды в сосудах 
поддерживается постоянной, причем 
> >4С. Что будет — проис- 
ходить с водой в сосудах, еслн сна- 
чала открыть кран К., а затем (при 
открытом кране К.) открыть кран К,? 


Ф2И. С идеальным одноатомным га- 
зом проводится замкнутый процесс 
(цикл), показанный на рисунке 7. 
В точке С газ имел объем Ус и дав- 
ление Ре, а в точке В-—- 


1 “ 
Ув = —- Ус И Рв=? Рес. Найдите 


к. п. д. этого цикла и срав- 
ните его с максимальным теоретн- 
ческим к. п. д. цикла, у которого 
температуры нагревателя и холо- 
дильника равны соответственно мак- 
симальной и минимальной  темпера- 
турам рассматриваемого цикла. 

М. Е. Маринчук 


Ф212. От сподзающего в океан по 
крутому склону ледника на глубине 
| км откалывается глыба льда — 
айсберг (его высота меньше | км). 
Какая часть айсберга может распла- 
виться при всплывании? Температу- 
ра льда и воды равна 0°С, 


ЗАДАЧА 


В четырех урнах ле- 
жат шары. Двое играющих 
поочередно берут шары из 
урн. За каждый ход играю- 
щий выбирает две урны н 
берет из них любое количе- 
ство шаров, причем хотя бы 
один шар должен быть взят. 
Выигрывает тот, кто возь- 
мет последний шар. При ка- 
ких числах шаров в уриах 
начинающий выигрывает и 
как он должен играть, что- 
бы выиграть? Пспробуйте 
обобщить эту нгру. 


Г. Н. Подольный 


В «Кванте» № 3 по не- 
досмотру редакцни в списке 
школьников 7—10 классов. 
получивших право участия в 
областных. краевых и рес- 
публнканских олимпнадах по 
физике, оказались пропу- 
щены: 

И. Братовская — г. Усо- 
лье-Сибирское, с. ш. 2; 

В. Кууск-—г. Ржев, 

с. ш. 4; 

Г. Левин — г. Куйбышев, 
сш. 135. 

Редакция прнносит свом глу- 
бокне извинення. 
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Решения задач 


М156-М159;Ф176-Ф177 





№156. В прямоугольнике АВС тсчка 
М середина стороны АР, М— середина сто- 
роны ВС. На продолжении отрезка ОС за 
точку ПР берется точка Р. Обозначим точ- 
ку пересечения прямых РМ и ДС через 9. 
Доказать, что У@ММ = «МУР. 


Задача имеет мнсго простых геометри- 
ческих решений, Вот одно из пих. 

Пусть О — центр прямоугольника (см. 
рис. 1) (точка пересечення МЛ и АС). К — 
точка пересечення О№ с перпендикуляром, 
восставленным к отрезку МА в его сере- 
дине О. Тогда, как легко видеть, ОМ/МР = 
=00/0С=ОК/КУ, и, следовательно, МА|]РХ. 
Но треугольник МКМ равнобедренный: в 
нем по построенню КО — и высота, и ме- 
диана. Поэтому < @ММ = <КММ =: МАР. 

Нетрудно решить задачу и с помощью 
вычислений. Например, можно воспользо- 
ваться методом координат. Если ввестн сис- 
тему координат так, как показано на ри- 
сунке 2, то координаты (ху, Ио) точки @ удов- 
летворяют двум урависиням: 

(р— 25) х— ау= — 2а6 (уравнение прямой 
МР) и Ьх - ау = аБ (уравнение прямой СА). 

Умножим второе уравнение на 2 и сло- 

жим с первым. Получим (длях = Ху, У = 4) 


рхо - ау = 0. Такнм образом, угловой 
о р 
м а = Е 

коэффициент прямой ЛО равен = — в 





Рис. 1. 
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то есть с точностью до знака равен углово- 


му коэффицненту > прямой АР. Поэтому 
«7 (САММ = < МУР. 
Н. Б. Васильев 


М157. Сумма п положительных чисел 


х,. №, №... ., Хи равна 1. Нусть 5— 
наибольшее из чисел 
№ а 
а ПЕ! '°° 
Хп 

т ах . Ч 

Найти наименьшее возможное значение 
$. При каких значениях Х|. Хх... . я 


оно достигается? 


Предположим, что положительные чнсла 








а. а»... ..ан таковы, что а, а. . 
(Е @=Ти 
а, а. 
ра Тара т.о 
Яя 


| га 92-2 - . а; Ч 

(Ниже мы увидим, что такой набор а, 
а... .. @л действительно существует.) 
Покажем, что при х, =@, Хх. =а.,. . 
. . ., Хат=@л величина $ принимает нанмень- 
цуее возможное значение. Пусть Ь,, 5.,. .. 
..., бы — другой набор положительных чи- 
сел; сумма которых равна 1. Заметим, что если 
хк увеличить, а все предыдущие (х1, х,. .. 

.., Ака) Не увеличивать, то величина 








ый = 
Р+м +. ха ХЕ 
Ю 1 
ти Хх я Е 
Е... Ра 
Хь ХВ Хв 
1 
Аж. 7 Ха 1 
Хк 
увеличится. 


Ь 
Поэтому, есаи 6 > ато ть. > 





И 

: .- елн ав аборта ото 
1 та 

ь. а. а, 





Пирнт. " ГОС ЕТ 1-- а, , 


еслн В а, В, =а,. 6>а;., то 
63 2 $7 
т бь. >> ПА, = 





=тга \т. 4. Поскольку набор чисел 
п 1 


1,02... .. вн отличается от набора а, 
а... .,ал» а сумма чисел в обоих набо- 
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рах одна и та же, то 8» > ак для некото- 
рого &. Пусть & — наименьший индекс с та- 
ким свойством, то есть 6, =а;, 6.=а.,., 
-*.., бака, вы > ак, тогда 

6» ак 
ЕарЕьь. о Зеаь ^^ ЕЯ. сан“ 


Таким образом, наибольшее из чисел 





В 5. 
Ты авы -ь,. 
[4 6 Я 
р больш 
ТЕ... И Та, 
г а; 
(наибольшего нэ чине оо, 
= 1 
ао @п ) 
Га ра. ' на. . - ан, 


Остается решить в положительных чис- 
лах систему уравнений 








ж ха дж, 
а и 
Ех, же, рии 
Хи 
м-р я 
у =. 
внен = * 
т ет 
(для положительных х,, хо, .(.., хи) пре- 


образуется к виду ха -= (1-х, -- 
... Ху) Хх, Так что данная система 
эквивалентна системе 


= (1-х) ж, 
ре = чт и -1- Ха) ть 
хи д а хх, 
я а = Хр м, 

которая в ‹всю очередь эквивалентна снетеме 

д = (хх, 

я : Хх р 
са г р з 
ры | х и м, 
т р: яя, 


то есть числа х,,х.. ., Хи образуют 


геометрическую прогрессию со знаменателем 
(1 -- К. 1} и суммой (на). 

.`Тенерь легко Находится решение сис- 
а: 


Искомое значение $ равно 


ал 





| 
= 1 — 


тт 


М158. Треугольная таблица строится по 
следующему правилу: в верхней строке напи- 
сано натуральное число а >> 1, а далее под 
каждым числом ® слева пишется Е, а справа — 
число # -- 1. Например, при @ = 2 получает- 
ся таблица 


2 
д \ 
4 з 
и & 
в 4 


Е 


Доказать, что в каждой строчке таблицы 
6се числа различны, 


Предположим, ито в некоторых строчках 
таблины встречаются одинаковые числа. 
Пусть л -— номер самой верхней из этих 
строк. ри 9 — равные числа в строке с номе- 
ром п. Так как в предыдущей строке равных 
чисел нет, то ри $ получены из чисел преды- 
лущей строки разными действиями: одно — 
возведеннем в квадрат, другое — добавле- 
нием |. Пусть р == /*, д= $-- |, так что 
$5="— |. Числа ги 5$ расположены в 
{п — 1)-й строке. Рассмотрим путь, на кото- 
ром из числа а получилось число 5. Предно- 
ложим, что на этом пути встречались возве- 
дения в квадрат. Так как $ < /?, то самым 
большим числом, возводившимся в квадрат, 
могло быть г— |. Но $—{и— = 
= 1—2. Это означает, что число $ из 
числа (г — 1) могло быть получено только 
добавлением единни, — причем для этого 
требовалось 2г — 2 шага. Таким образом, 
чнсло $ получилось из чнела а не менее чем 
за 2 —| шагов, так что п — 22 № — |, 
Но все числа, получающиеся Нз числа а 
за такое число шагов, ине меньше, чем 
а №1 лг, в то время как число г. 
расположенное в той же строке, что и $, 
нолучено из а за то же число шагов, что и $. 
Таким образом, прн получении числа $ из 
унсла а не было ни олного возведения в квад- 
рат. Это же можно сказать н про число 4 = 

:$--1. Следовательно, 9 — наименьшее 
крайнее правое число в своей строчке, что 
противоречит равенству 9 -—= р. 

Задачу можно обобщить следующим об- 
разом. 

Пусть /— функция, определенная на 
множестве натуральных чисел и принимаю- 
щая натуральные значения. Предположум, 
что [п+ 1) — Р(п) > п-- | дая каждого 
натурального числа пм. Построим теперь 
треугольную таблицу по той же схеме, 
что и в задаче, но применяя каждый раз 
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Рис. 4. 


Рис. 3. 


функцию [ вместо возведения в квадрат: 


2 
нь 
но) 3 
р. че 
РИ гот 
А СЕЙ 


Тогда в каждой строке таблицы все числа 
различны. 

Приведем одно интересиое следствие 
задачи М158. 

Пусть бесконечная носледовательность по- 
ложительных чисел а1, @.. @3, ... Такова, 
упо для каждого патурального числа п 


@л < @лча -| @л:. 


так что а. < аз ад, аз За. -Ра., 
а, За, Га: ит. д. Гогда из этих чисел 
можно выбрать несколько, сумма которых 
больше 1000. Чиело 1000 здесь можно заме- 
нить любым другим числом. (Как говорят, 
ряд а; К аз -- аз --... та -| ... расхо- 
дитсч.} 

Условию (*) удовлетворяст, в частности, 
последовательность ан = п так что из 
этого следствия можно получить еще одно 
доказательство знаменитой теоремы о 
расходимости гармонического ряда 

| 
++ ...: бимма различ- 


ных — чисел, обратных натиральным, 
может быть сколь угодно болыиоц. 


М159. Можно ли расставить цифры 0, 1, 2 
в клетках листа клетчатой бумаги размером 
100Х 100 таким образом, чтобы в каждом 
прямоугольнике Зх 4, стороны которого идут 
по сторонам клеток. оказалось бы три нуля. 
четыре единицы и пять 9в0ек? 


Предположим, что нам удалось заполнить 
лист клетчатой бумаги требуемым образом. 
Заметим прежде всего что в двух закрашен- 
ных на рисунке 3 прямоугольниках поровну 
нулей, поровну еднннц Н поровну двоек, 
поскольку онн дополияются одной н той же 
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Рис. 5. 


Рис. 6. 


фигурой до прямоугольника ЗЖА4. По той же 
причине поровну нулей, поровну единиц 
и поровну двоек в прямоугольнаках, закра- 
шенных на рисунке 4. Докажем теперь ряд 
утверждений о расположенни нулей, единик 
и двоек. 

1. В прамоугояьнике | Х 3 не более одного 
нуля. 

Действнтельно, если в красном прямо- 
угольнике | Х 3 на рисунке 5 болес одного 
нуля, то более одного нуля в каждом нз 
лвух голубых прямоугольников [ЖЗ и 
1 Х 4. В то же время оба голубых прямо- 
угольника входят в один прямоугольник 
ЗХ 4, в котором должно быть три нуля. 

2. В прямоугольнике \Ж4 не более 
одного нуля. 

Если в красном прямоугольнике |1 Х 4 
на рисунке 6 два нуля, то онн расноложены 
именно так, как показано на рисунке. Два 
нуля должно быть и в голубом прямоуголь- 
нике н, следовательно, по одному нулю в каж- 
дом нз зеленых прямоугольников. Но тогда 
в двух прямоугольниках ЁЕХ 4, располо- 
женных между красным и голубым прямо- 
угольннками, нулей нет (иначе нашелся бы 
прямоугольннк ЗХ 4 более чем с тремя 
нулями). Следовательно, в обведенном пря- 
моугольнике 3 Ж 4 лншь два нуля, 

3. В прямоугольнике |1Ж4 не менее 
одного нуля. . 

Если в красном прямоугольнике |1 Х 4 
на рисунке 7 нет нулей, то нет их в голубом 
прямоугольнике. Следовательно, в двух пря- 
моугольниках 1 Ж 4 между инми должно 
быть три пуля. В то же время в каждом из 
этнх прямоугольников не более одного нуля. 

Таким образом, в каждом прямоугольнике 
Г Ж4 ровно один нуль. 

4. В прямоугольнике 1Ж4 не более 
двух единиц. 

Если в красном прямоугольннке 1 Ж4 
на рисунке 8 более двух единнц, то более 
двух сдннин в голубом прямоугольнике 
1 Ж4 ине менее двух — в зеленом прямо- 
угольнике 1 Х 3. Но тогда найдется пря- 
моугольник ЗХ 4, содержащий больше 
четырех единиц. 
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Рис. 7. 


Рис. 8. 


5. В прямоугольнике 1Ж4 не более 
Овух двоек. 

Если в красном прямоугольнике | Х 4 
на рисунке 8 больше двух двоек, то больше 
двух двоек в голубом н не менее двух — в зе- 
леном прямоугольнике. В прямоугольннке 
} Х 4, расположенном над голубым ирямо- 
угольником. есть хотя бы одна двойка, так 
как в нем не более двух единиц и один нуль. 
Следовательно, в обведенном прямоугольнике 
ЗХ 4 больше пяти двоек. 

6. В прямоугольнике 1Х 3 не более 
одной единицы. 

Если в красном прямоугольнике 1Х 3 
на рисунке 9 две еднинцы, то по две единицы 
в голубых прямоугольниках 1Ж4 и 1Х 3. 
Так как в зеленом прямоугольннке есть едни- 
ница {в нем не более двух двоек и один иуль), 
то в объеденном прямоугольнике ЗХ 4 
больше четырех единиц. 

7. В прямоугольнике | Х 3 не менее одной 
единицы. 

Если в красном прямоугольнике 1Х 3 
на рисунке 1Ю нет ни одной единицы, то 
поскольку в каждом из толубых прямоуголь- 
ников ие более одной единицы, в прямс- 
угольнике 3 Х 4 оказывается лишь три еди- 
НИЦЫ. 

Таким образом, в каждом прямоугольнике 
Г Х 3 ровно одна единица. 

Возьмем какой-нибудь куль. Рядом с иим 
есть единица, так как в противном случае 
нашелся бы прямоугольних 1 3 без еди- 
ниц. Так как в прямоугольиихке 1 Х & дол- 
жен быть один нуль, а в прямоугольнике 
1] Х 3 — одна единица, то две следующие 
клетки заиимают двойки: | 6 |112] 2 ). 


В следующей за двойками клетке должен 
находиться как нуль, так и еднинца, так как 
иначе найдется соответственно или прямо- 
угольник [Х 4 без нулей, или прямоуголь- 
ник 1 ХЗ без единиц, 

Мы, наконец, получили требуемое проти- 
воречие. 

Все проведенные рассуждения справед- 
ливы, если красный прямоугольник, с кото- 
рого мы каждый раз начинали, расположен 
ие слишком близко к границе клетчатого 
листа. Но размеры листа (100 х 100) вполие 


Рис. 9. Рис. [9 
достаточны для этого. Попробуйте выяснить, 
для какого нанменьшего квадратного листа 
верно утверждение задачи. 

Ю. И. Нонин 


Правильные решения некоторых из задач 
М151--М159 прислали (после фамилий ука- 
зана последняя цифра номеров решенных 
задач): С. Абрамов {Москва) 1; О. Аганина 
(Москва} 2; А. Бараов (Урванский р-н 
КБАССР) 3; 0. Вегларян (Сиснан Арм. ССР) 1, 
$; О. Белолилецкий (Киржач) 1; В. Бенхан 
(Калииин) 1; А. Блинов (Москва) 6; А. Блох 
(Харьков) 1--4, 6, 7; А. Вальков (Ташкент) 
1, 6; С. Васальев (Уфа) 1. 6; Г. Высоцкая 
(Красноярск) 1; „7. и И. Готман (Арзамас) 6; 
4. Григорян (Бэку) 1-%, В, 7; С. Григорян 
(Ереван) 1, 2; Е. Гирвыч {Тошжент) 6; Е. Ру- 
сев (Павлоград Днепропетровской обл.) 1, 4, 
6; К. Данильченко (Волгоград) 1, 6; 5. Дячен- 
ко (Андрушевиа Житомирской обл.) К 
Р. Егорян (Раздаи} 1; А. Жданов (Славянск- 
на-Кубзин} 1; В. Зарубин (Летний Отдых 
Московской обл.) 1, 6; 3. Зейфман {Ортеев 
МАССР) 1; 7. Зеликов (Одесса) 1, 2; С. Зено- 
вич (Ташкент) 1, 6; А. Изранлевич (Сверд- 
ловск) 1: В. Казасев (Ярославль) 1, В. Квас- 
ницык (п. Коркино Челябинской обл.) 6; 
В. Ковтунец (с. Шостаков Ровенской обл.) 1, 
7; В. Колосов (Киев) 8; Н. Комалев (Фирса- 
новка Московской обл.) 6; М. Левин (Витебск) 
6; А. Литовченко (Белокоровичи Житомир- 
ской обл.} 8 М. Ломакин (<. Керш-Борки 
Тамбовской обл.) 1, 6; Г. Лутингер (Чернов- 
цы) Е; Е. Мазур (Дербент) 1; А. Макарничев 
Львов} 1, 2, 4, 6, 7; /7. Макелов (Тбклиск} 8; 
Б. Марьяновский (Винница) 1, 2, 4; И. Мед- 
жибовский (Москва) 1; Е. Метт (Ленинград) 
1; 0. Мясниксва (Умань) В Г. Надиряан 
(Ереван) 1; С. Нужный (Куйбышев) 1 
А. Окриг (п. Донецкий, г. Кнровск) 6; Б. Ла- 
латник (Баку} 6, 8; В. Панарин (Красноярск) 
1; П. Парамонов (Москва) 1—8; А. Разгуляев 
(Клин) 1, 3, 8; А. Резников (Киев) 1; И. Риви- 
лис (Тирасполь) 6; Р. Рожков (Рязаиь) 6; 
77. Риудицер (Харьков) 1; М. Сапыр (Сверд- 
ловск) 1, 2, 4; В. Сац (Киев) 1; Я. Симкин 
(Москва) 1, 6; Р. Сирота а 1, 2, 6; 
С. Скоков (д. Соковки; г. ободской) 1; 
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А. Слинкин (Москва) 1. 6.7: В. Смирнов 
(Болохово Тульской обл.) 6; В. Спиридонов 
(Мартыновка Николаевской обл.) 1, 6; Л: Су- 
хов (Саратов) 1, 6; А. Ткач (Каменец-По- 
дольский Хмельницкой обл.) 1 А. Тижилин 
(Москва) 1, 2; Э. Туркевич (Черновцы) 1—3, 
6—9; А. Усанов (Степногорск) 1; К. Хачату- 
рян (Москва) 1, 8, 9: А. Федорченко (Богус- 
лав Киевской обл.) 1; А. Фельдман (Ленин- 
град) 1, 2, 4; С. Цанава {Ачжвари Абхазской 


АССР) 4, 6; Н. Чамурлиев (Тбилиси) 6; 
Н, Чернов (Кривой Рог) 1; В. Чистяков 
(Буй) Е Л. Чумаченко (Гагра Абхазской 
АССР) 6; Л. Шахнабатова (Ставрополь) 1; 
А. Шерстюк {Пиколаев) $, 2, 4, 5, Ъ: 
Ю. Шмелев (Ярославль) 1; Г. Шуляк (Левин- 
град) 1; Б. Шуфер (Ташкуныр Киргизской 
ССР) 1, 2. 


Ю. П. Лысов 





$176. Почему легче проткнуть и'илом дыру, 
если шило вращается? Почему нужно вращать 
гвоздь, чтобы вытащить его из стены? Почему, 
когда вы режете хлеб или мясо, вы двигаете 
нож взад-вперед, а когда режете сыр, то толь- 
ко давите на нож? 


Предположим, что мы хотим вытащить 
гвоздь, например, с помощью плоскогубцев. 
Для того чтобы гвоздь начал двигаться посту- 
пательно, на него надо подействовать силой 
РБ, большей максимальной силы трения покоя 
Етр (рис. И). А чтобы гвоздь вращался, 
к плоскогубцам необходимо приложить силу 
Е; такую, чтобы ее момент относительно осн 
гвоздя был больше момента силы трения: 


Е.В > тре, 


где А — «раднус» рукоятки паоскогубцев, 
г — радиус гвозля (рис. 12). (Сила трения, 
действующая на гвоздь, по величиие такая же, 
как в первом случае, но направлена ие вдоль 
эси гвоздя, а перпендикулярно ей.) Таким 
образом, 


г 
Е > Рю. 


Так как Ю №л (скажем, в 10 раз). то 
сила Ё. по абсолютной величине может быть 
Ро много раз меньше силы Р. 

Нетрудно показать, что если Гвоздь вра- 
щается, то вытащнть его из стены можно 
сколь угодно малой силой Р., параллельной 
сси гвоздя. 





Действительно, пусть линейная скорость 
вращения гвоздя равна у., и под’ действием 
силы Р, возникает поступательное движение 
с малой скоростью их (рис. 13). Тогда резуль- 
тирующая скорость и равна векторной сумме 


скоростей и: и из. Сила трения Рур, дейст- 


вующая на гвоздь, изменит свое направле- 
ние, так как она всегда направлена противо- 
положно скорости, а по величине останется 
прежней. Из подобия треугольников сил 
н скоростей с учетом того, что и. < и, 
следует 

Ртр = ы 22) 


= = ЕЕ 
Ртр = ГА или Р. =Ё = : Етр. 





Таким образом сила трения Ётр, ирепятст- 
вующая «вытаскиванню» гвоздя, оказывается 
пропорциональной скорости и, и может быть 
сколь угодно малой (при малой скорости 
вытаскивания гвоздя). Следовательно, выта- 
щить гвоздь из стены можно, приложив 


Г 
Р.>-р Ётр 


н сколь угодно малую силу Р», что в сумме 
меньше силы трения Ртр. 

Теперь рассмотрим вопрос, ночему когда 
вы режете большинство продуктов. то дви- 
гаете нож взад-виеред. Это связано с тем, что 
чем острее нож, тем легче им резать. Когда 
на нож просто давят, то его режущим сече- 
нием является сечение, перпендикулярное 
ножу (рис. 14}. Когда нож движется, его 
режущее сечение наклонено и более острое — 


к  плоскогубцам силу 





Рис. 13. Рис. 14. 
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Ф®но ноказано на рисунке красным. Тем не 
менее, чтобы резать сыр или другие вязкие 
продукты, на нож приходится просто давить. 
Сила трения между сыром и ножом велика, 
поэтому нож двигать трудно. 


$177. Частота колебаний струны зависит 
от ге длины, натяжения и от погоннсй 
плотности — массы единицы дзины струны. 
Определите вид этих зависимостей. 


Из физических соображений (по анало- 
гни с колебаниями маятника) ясно, что за- 
виснмость частоты колебаний струны \ от 
ее длины [Г силы натяжения Ё и погон- 
ной плотности р можно представить в таком 
виле: 

х — РЕВ р”, 
где а. В и \— безразмерные константы. 

Для решения задачи воспользуемся ме- 
тодом размерностей*), согласно которому @, 
Вит должны быть такнми, чтобы выпол- 
нялось равенство 


= [В рт] == [19 ВЮ". 


В системе СИ 
=" !, ПП =м, 


В кг.м кг 
его. ре. 


м 





Тогда 
а: 8 же р ке , 
с- | м 


Соберем в правой частн вместе одина- 
ковые единицы: 


ст == мб ЕВЬТ коВУ с 28. 





Это выражение справедливо. ссли вы- 
нолияются равенства 


— 28 -= -- 1, 
В--у= 0. 
&тВ-ф=0 
Отсюда 
1 
о о 
Тогда 
рева 
УЕ р т 


Я. Ш/. Слободецкий 


*} См., например, брошюру Б. Ю. Ко- 
гана «Размерность физической величины», 
М., «Наука», 1968, 


Почти все читатели, приславшие решения 
задач Ф171, $173 и Ф177, решили эти задачн 
правильно. Правильные ренення остальных 
задач прислали (жирная иифра после фамилин 
означает последнюю нифру номера задачи): 
С. Алехин (Линецк) 2; Ш/. Атакулов (Фергана) 
0; М. Азметов {Уфа}, 5: О. Аганина (Моск- 
ва) 4,5; М. Белкин (Пниск БССР) 0; А. Бор- 
жиевский (Оршино Хмельницкой обл.) 0; 
„7. Брагинский (Фрунзе), 5; /Т. Воронов (Ле- 
нииград} 2; Н. Боловко (Прохладный) 4, 5; 
А. Гузертермен (Черновцы УССР} 0; Р. Е?20- 
рян (Ереван} 6; В. Игнатьев {Волгоград) 
2.5; Ю. Костиков (Мытищи Московской обл.} 
5. 6; С. Кондратьев (Сызрань) 2; Н. Кузе- 
ов (Кременчуг) 2; В. Канзюба (Двепро- 
дзержинск) 4; И. Кошолев (Фирсановка Мос- 
ковской обл.) 0: С. Карленко (Киев) 0: 
А. „Луговой (Грозный) 4: Ю. „Лурье (Гроз- 
ный) 6; Б. „Лемберский (Киев), 4; В. Меерсон 
(Ннколаен} 5; А. Марков (Орджоинкнлз2} 0; 
С. Мосунов (Мрбит Свердловской обл.) 2; 
С. Молотков {Ззатоуст) 90. 4: Ю. Ншит 
(Салават) 6: А. Николаев (Москва) 4, 6; 
А. Округ (Кировск) 2: Г. Оганисян (с. Ар- 
ташат АССР) 4; Г. Погроиква (Челябинск) 4; 
И. Попов (Ленинград) 0; ИН. Парнета 
(Кременчуг) 0, 2; А. Панин (Гомель) 0; 
А_ Ролдихин (Фрязино Московской обл.) 4, 5; 
А. Резников (Киев) 0; „7. Рудицер (Харьков) 
0: В. Рекрут (Киев) 0; С. Соколов (Владныир} 
5: С. Смирнов (Вычуга Мвановской обл.) 0; 
Ю. Слоленцев (Ессентуки) 4, 5: „Л. Соко- 
ловский (Коростень Житомирской облз.} 6; 
О. Трунов {Ажалал-Абад) 0; Н. Федин 
Омск) 4, 5, 6; С. Хоменко (Полольск) 4: 
М. Хорошин (Чернигов) 4; ЛП. Царегород- 
цев (Барнаул) 4. 5; В. Чертксе {Кисв} 4; 
А. Шерстюк Николаев) 4: В. Шевчук {Маг- 
нитогорск) 5; М. Шапиро (Горький) 4. 


С. Г. Семенчинский 


$1 
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Практикум абитуриента 





Переход 
от одной системы единиц 
к другой 


И. А. Столяров 





При решении задач по механике и мс- 
лекулярной физнке чаще всего поль- 
зуются системами единиц СИ и СГС, 
а при решении задач по  электро- 
магнетизму — системой СИ и так 
называемой гауссовой системой едн- 
ниц, основанной на механических еди- 
ницах системы СГС. (Для электри- 
ческих единиц гауссова система еди- 
ниц совпадает с системой СГСЭ.) 

В механике переход от одной си- 
стемы единиц к другой очень прост. 
Все уравнения механики записы- 
ваются совершенно одинаково в той 
н другой системах единиц. Поэтому 
пока мы не подставляем в формулы 
численные значения величин, нет не- 
обходимости задумываться, какой сн- 
стемой единиц мы пользуемся при 
решении задачи. Чтобы те или иные 
величины, заданные в одной системе 
единиц, выразить в другой системе 
единиц, нужно знать только соотно- 
шения между основными единицами, 
данными в таблице 1. 





Таблица 1 
ы | | 
23 Связь 
Е между 
Е = в СИ в СГС единнцами 
8 4 СИ и СГС 
> 








Масса кг г | ке = 
(килограмм) — (грамм) = 103 г 
Длина м см Гж= 
(метр) (сантиметр) | == 10° см 
Время с с 
(секунда) (секунда) 
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Предположим, величина силы вы- 
ражена в динах, а нам нужно выра- 
зить се в ныюотонах. Как это сде- 
лать? 

Связь единиц силы с основными 
единнцами (размерность силы) в сис- 


теме СИ и в системе СГС одна и та 
же: МЕ 

7. 
массы, Ё — единицу длины и Г — еди- 
ницу времени. 


десь М означает единицу 


есм 


1 дн=\1 <= а1н=1 


с" 





Так как 12 = 10`$ка, а | си= 
=10-* м, то 


10-3 кг- 10-м 


1 дн =] == РОРЕ 


Другой пример. Найдем связь 
между джоулем и эргом. 


кг м* г см? 
1] дж-=1 = а 1 эре = 1-5. 


Так как | кг = 103 г, а | м==10* см, 
то 


эрг. 


Ни в системе СИ, ни в системе 
СГС нет специальных «тепловых» ве- 
личин, кроме температуры, которая 
в обеих сисгемах измеряется одной 
и той же единицей. Поэтому пере- 
ход от одной системы единиц к дру- 
гой в молекулярной физике так же 
прост, как и в механике. Иногда, 
впрочем, количество тепла измеряют 
не в джоулях или эргах, а во вне- 
системных единицах — калориях или 


куап-тссте.ги 


килокалориях: 
1 кал -—= 10-3 ккал == 4,18 дж. 


При решении фотометрических за- 
дач вообие ие возникает никакой 
проблемы. Там всегда пользуются 
одной системой единиц — СИ. В ней 
сила света измеряется в канделах, 
освещенность — в люксах, световой 
поток — в люменах. 

Намного сложнее переходы от од- 
ной системы к другой в электромаг- 
нитной теории. Здесь используются 
система СИ и так называемая гауссова 
система единиц, основанная на ме- 
ханических единицах системы СГС. 
Для электрических величин она сов- 
падает с системой СГСЭ. В этих 
системах не только различны еди- 
ницы измерения величин, но и боль- 
шинство формул выглядит по-раз- 
ному. В эти формулы входят различ- 


Закон Кулона 


Напряженность поля точеч- 
ного заряда 


Потенциал поля точечного ф = 


заряда 


ные численные множители (см. табли- 
цу 2). Например, если вы пользуетесь 
при решении задачи гауссовой систе- 
мой единиц, то закон Кулона запн- 
сывается так: 


__ 9192 
Е= `ЕГЕ * 


а если пользуетесь системой СИ, то 
так: 


1 94 
РЕ. =? › 





где е — электрическая постоянная. 
Точно так же отличается запись и 
многих других формул. Поэтому при 
решении задач на электричество или 
магнетизм нужно с самого начала 
определить, в какой системе единиц 
будет решаться задача. Вот так вы- 
глядят различные формулы в двух 
системах единиц: 


Таблица 2 


Гауссова 


4лгоеГ 


{при.г-ь << Ф->0) 


Емкость плоского коиденса- 
тора 


Сила Лоренца 


Сила, действующая иа про- 
водник с током в магнит- 
ном поле 


Индукция магнитного поля 
в центре кругового тока 


Закон электромагнитной ин- 
дукции 


Иидукция магнитного поля 
бесконечного прямолнней- 
ного проводника с током 


Е =- 408 зта 


ЕР = ИВзта 


7 


В иро а; 
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Здесь с == 2,997925- 108 ме — 
скорость света в вакууме, &= 
= 8,85-10-1? ф/м — электрическая 


-в Л№2м 
= 1,256.10-° 





постоянная, , 


4лёу 
н 
Но —= 41 - 10-7; — магнитная постоян; 


ная, и — магнитная проницаемость 
среды и г — диэлектрическая пронн- 
цаемость вещества. 

Во всех формулах при переходе 
от гауссовой системы единнц к систе- 
ме СИ днэлектрическая  проницае- 
мость г заменяется на 4лЕ,Е, а ц за- 


* 
меняется на м. Кроме того, во 


всех формулах для магнитного поля 
в гауссовой системе единиц появля- 


1 
ется множитель и 


Иногда для магнитных единиц 
пользуются еще одной системой — 
СГСМ. При ее построении за еди- 
ницу силы тока принята 1 единица 
снлы тока СГСМ, равная 10 а. Все 
формулы в этой системе единиц вы- 
глядят точно так же, как н в гаус- 
совой, только в них отсутствует мно- 


| 
житель а 


В гауссовой системе единиц и в 
системе СИ различается нс только вид 
формул, но н размерность еднниц из- 
мерения величин. В гауссовой си- 
стеме все единицы выражаются через 
ссновные механические единицы — 
грамм, сантиметр и секунду. В то же 
время в системе СИ введена еще одна 
основная единица — единица силы 
тока 1 а. Через нее выражаются 
все другие электрические и магнит- 
ные единицы измерения. Именно по- 
этому переход от одной системы еди- 
ниц к другой здесь намного сложнее, 
чем в механике. Для того чтобы быстро 
перейти от одной системы к другой, 
полезно помнить соотношение между 
единицами (см. таблицу 3). Однако 
нет ничего страшного, если вы за- 
были связь между теми или иными 
единицамн в разных системах и у вас 
нет под рукой таблицы. Соотноше- 
ние единиц всегда можно найти. Для 
этого нужно помнить, как связаны 


54 


основные механические единицы и едн- 
ницы силы тока. 

Выведем  соотношенне — между 
кулоном и единицей заряда гауссо- 
вой системы единиц: [к =]1а:| с, а 
1 ед. заряда СГСЭ =: | ед. силы 
тока.1 с. Так как Г а = 3.10® ед. 
СГСЭ, то 


1 к=3- 10? ед. силы тока СГСЭ.1 с = 
= 3.10% ед. заряда СГСЭ. 


Найти соотношения между еди- 
ницами намного проще, если выра- 
зить данную величину через другие 
величины, для которых соотношение 
между единицами в разных системах 
единиц вы помните. Получим, на- 
пример, соотношение между 16 
и 1 ед. потенциала СГСЭ. Эти еди- 
ницы связаны с основными единицами 
систем СГСЭ и СИ сложным образом 
(см. таблицу 3), и все соотношения 
трудно запомнить. Поэтому восполь- 
зуемся тем, что произведение раз- 
ности потенциалов на силу тока — 
это мощность тока 


1в.-1а = дж, 


1 ед. потенциала СГСЭ-1 ед. силы 
тока СГСЭ = 1 эрг/с. 
Так как 1 дж == 107 зре, то 
1 в-1 а == 107.1 ед. потенциала 
СГСЭ-1 ед. силы тока СГС. 
Отсюда следует, что 


Г ед. потенцнала СГСЭ- 
18-1а 
— 107 ед. силы тока СГСЭ * 


Но | ед. силы тока СГСЭ = 
= Ю-* а, следовательно, 


1] ед. потенциала СГСЭ == 
1 1в. 1а 


— 169 и. = 300 в. 
3” й 
Можно поступить и иначе, напри- 
мер, воспользоваться формулами для 
потенциала поля точечного заряда 
(см. таблицу 2): 
1 Я 
#2 Але ЕР › 


9 
в системе СГСЭ ф=з;. 


в системе СИ 
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Величина 


Единица ми единицами 


11а 
(амнер) 


Сила тока 


Г к 
{кулон) 


ТАМ То 8/1 
(кем?с” За—1) 


Га 
(вольт) 


Потенциал 
электричес- 
кого поля 


ЕМТ-МЩ— 


Напряжен- 
(кемс- За 1} 


ность эле- 
ктрического 
поля 


ТГ в/м 
(вольт на 
метр} 


МЫ тр? 
(сза?м-?ка-1) 


[И 
(фарада) 


Емкость 


1 56 
{вебер) 


МТ 
(ке м? е-*а-1) 


Магнитный 
Ноток 


Напряжен- 
ность маг- 
нитного поля 


1 а/м 
(ампер на 
метр) 


ео 


мМТ- 
(хеас *} 


1 ма 
(тесла) 


Магнитная 
индукция 


ИАМТ-21- 


Ггн 
(генри) 


Индуктив- 
НОСТЬ 


мт? 
(кг мс 3а-*) 


1 ом 
{0м) 


Сопротивле- 
ние 


Связь < основны- 


(кг мета) 


Гауссова 


Связь с основиы- 


Единица ми единицами 


13/2М1/2Т-2 
{21/2см3/25-?) 


1 ед. силы 
тока СГСЭ 


УзМмитТ-1 


| ед. заряда 
(21/2смз; 


СГСЭ 


[1/2 
(21:2 


М/Т 
смс 


1 ед. потен- 
циалза СРГСЭ 


рим! 
(217 2см—1 


эт- 


{ ед. напря- 
125—} 


женности 
электричес- 
кого поля 


СГСЭ 
| см 


(сантиметр) 


13. 2М1,27-—1 
и2смЗ/2е-!} 


Г жкс 
(максвелл) 


Не: (сем 12-1) 


Г гс 1, 
(глусс) (1 


21,.27-—1 
Зем-—1. 26-1) 


| биз. 27 


| см 1. 
(сантиметр) (см) 


г—=1т 
(ссм-1) 


1 с/сле (се- 
кунда на 
сантиметр) 


Тэблица 3 


Соотношение 
между едннкцамн 


1 ед. заряда 


26-1) | СГСЭ = 


1 ед. потенциа- 


—!) | ла СГСЭ == 300 в 


1 ед. напряжеи- 
ности  электри- 
ческого поля 
СГСЭ ==: 
— 3. 10% в/м 


1 
Га = 41 103а/м 


Г гё = 10-* тл 


| сем = 
= 9. 1011 оч 





55 


куап.-тссте.ги 


Потенциал точечного заряда в | к 
на расстоянии 1 м от заряда в ва- 
кууме равен 


=” 1 к _ 
= Але м — 





= 9.109 и * — 9.109 в. 


С другой стороны, так как 


[ к=3.103 ед. заряла СГСЭ, а 
| м= 10* см, то 

_ 3.108 ед. заряда СГСЭ _ 
—- 10? см = 


=3.10? ед. потенциала СГСЭ. 


Отсюда 
] ед. потенциала СГСЭ -= 300 в. 


Еще одно полезное замечание. Час- 
то энергию заряженных частиц нз- 
меряют в электронвольтах (5). Это 
внесистемная единица. 196 равен 
энергни, которую приобретает элек- 
трон, ускоренный разностью потен- 
цналов 16. Найдем связь между 
электронвольтом, эргом и джоулем. 

Энергия, которую приобретает 
электрон, пройдя разность потенциа- 
лов (, равна 


№ =е(. 


Подставив в эту формулу численное 
значение заряда электрона в снсте- 
ме СГСЭ е == 4,8.10- ед. заряда 
СГСЭ ин учитывая, что ] в = 1/300 ед. 
потенциала СГСЭ, получим 


— 48.10-10.12) 
] 5в = 4,8-10 506 =_= 


== 1,6- 10-1 эрг = 1,6.10-И дж. 


Упражнения 


Предположим, что вы забыли связь меж- 
ду единицами в снстемах СИ и СГСЗ для 

а) заряда; 

6) напряженности электрического поля; 

в) емкости; 

г} вапряженности магнитного поля; 

д) магнитной индукции; 

е) индуктивности; 

ж) сопротивления; 
но у вас под рукой имеется таблица 2. Найди- 
те соотношения между этими единицами. 
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Квадрат 
или не квадрат? 


Представьте, что перед ва- 
ми — многозначное — число. 
Например, 28753892 или 
98765432123456789. Смо- 
жете ли вы быстро доказать, 
что оба эти числа не явля- 
ются квадратамн ипелых чи- 
сел? 

Оказывается, в Даином 
случае доказать это не так 
сложно. 

Расположим квадраты 
натуральных чисел в ряд 
в порядке возрастания: 1, 
4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 
121, 144, 169, 196,... 

Вы легко убедитесь, что 
все квадраты оканчиваются 
только на 0, 1, 4, 6, 9, 25. 
Более того, оказывается, что 
последние цифры квадратов 
чисел натурального ряда сб- 
разует бесконечную — после- 
довательность, в которой 
пернодически — повторяется 
набор 1, 4, 9, 6, 25, 6, 9, 4, 
1, чередуясь с нулем. Такой 
набор называют палиндроми- 
ческим, так как числа в нем 
расположены симметрично. 
Для доказательства этого ут- 
верждения достаточно заме- 
тить, что последняя цифра 
квадрата числа зависит толь- 
ко от последней цифры само- 
го числа. 

Теперь ясно, что квад- 
раты не могут оканчиваться 
ни на какие другие цифры. 
Поэтому число 28753892 не 
может быть квадратом. 

А как бытьсо вторым чис- 
лом? Ведь оно оканчивается 
на 9. Тут нам на помощь 
придет другой тест (споссб 
проверки). 

Сложим цифры любого 
многозначиого числа и затем 
будем вычитать из этой сум- 
мы девятки до тех пор, пока 
не останется однозначное чис- 


{Продолжение см.на стр. 683) 
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Некоторые задачи 
на прогрессии 


В. П. Лебедев 





В этой статье приведены характерные 
теоремы и разобраны задачи на про- 
грессин, предлагаемые на всту- 
пнтельных экзаменах в вузы. 


Два основных свойства прогрессий 


Г. В арифметической прогрессии 
каждый ее член (кроме первого и 
последнего), умноженный на два, ра- 
вен сумме рядом стоящих, то есть 


2 Як == @к-у = @вул- 


Верно н обратное утверждение: 
если в последовательности чисел каж- 
дый ее член (кроме первого и послед- 
него), умноженный на два, равен сум- 
ме рядом стоящих, то эта последо- 
вательность есть арифметическая 
прогрессия. 

Доказательство. По оп- 
ределению ‘арифметической  прогрес- 
сниак = @-, +4 и а = а, а, 
складывая эти выражения, полу- 


чим  2ак = а, = а: Обратно, 
пусть Зав = ал, -- ада, тогда 
а: — 4» = Ч — аку. 

Подставляя в последнее  равен- 


ство А = 2, 3,... и обозначая а, — а! 
через 4, получаем 


а-а а =а. —а, = 


= а. — @з = ... = а — а =... 

По определению это и означает, 
что а, а.,... — арнфметическая про- 
грессия. 


П. В геометрической прогрессии 
квадрат любого ее члена (кроме пер- 
вого и последнего) равен произведению 
его соседних членов, то есть 

р 
ь, — Вы збк+т- 


Обратно, если в последовательнос- 
ти чисел квадрат каждого из них 
(кроме первого и последнего) равен 
произведению — рядом стоящих, то 


эта  последовательность есть гео- 
метрическая  прогрессия. 
Доказательства этих  утверж- 


дений проведите самостоятельно. 


Задачи и их решения 


Задача 1. Найти арифметичес- 
кую прогрессию, в которой симма пер- 
вых п членов равна п”. 


Решение. Используя форму- 


лу суммы членов — арифметической 
прогрессии, получим, что при лю- 
бом м должно выполняться равенство 


СИС [ЕО ыы 


Отсюда 
2 п—а,} 


— <] 


Это выражение не будет зависеть 
от п только при а, = 1. Значит, в 
искомой прогрессии а, == 1, 4=2 
и прогрессия имеет вид 1, 3, 5, 7,... 

Этот же результат можно получить 
нначе: 


@п = $ — За-а = Л? — (п — 1) = 
=2п — 1. 


Задача 2. Могут ли числа 


1, и3, З быть членами одной ариф- 

метической прогрессии? 
Решение. Допустим, что эти 

числа составляют арифметическую 


прогрессию, причем 1 =а„, у З:-а„ 
и 3=а,. Тогда 


|1 =а, + (т— па, 
ИзЗ=а + п — Па, 
3 =а, + (р — 1) 4. 
Отсюда 
а =1-(т-—Па= 
=У3—(п—Па=3- (р- Па, 


ИЗ =1+(п—т) 4, З=1+ (рт) а. 
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Решая последние равенства от- 





носительно @, получим 
пм _ УЗ—1 
рт 


что невозможно, так как слева стонт 
число рациональное, справа — нр- 
рациональное. 

Задача 3. При каком условии 
три числа а, 6 и с являются членами 
одной арифметической — прогрессии? 


Решенне. Пусть {а,} — ис- 


комая п прнчем а = ат, 
= ан о о аа Е 
аи Ь: ав—| и 


с=а а р— т `Исключим из 


этих равенств а: 
а—6-—а(тр—*) 
—с=а (р). 

Разделив почленно эти равенства, 

получим 


а—ф т—№ 


Ще р‘ 
Поскольку числа т, А и р целые, 


аЫ—6 
то -—; должно быть рациональ- 


ным числом. 
Легко 
а—6 
ё—с 
подобрать арифметическую  прогрес- 
сню с членамн а, В, с (докажите!). 
Задача 4. Докажите, что 
между каждыми двумя — последова- 
тельными членами геометрической 
проерессии с положительными  чле- 
нами можно вставить по Е чисел 
так, что вся последовательность со- 
ставит геометрическую прогрессию. 


проверить, что если 





$ 
=-;_, ГДези { — целые, то можно 


Решение. Обозначим члены 
прогрессии через а, В, с...., п,,... 
Определим знаменатель искомой про- 
грессии 9 но первому ее члену а и 
(Е г 2)-му Ь (Е членов надо вставить): 


Ь Г ааа, 


1 
откуда д == и —=-: Последователь- 


ность будет иметь вид 


а, о = а (8 у из 
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Между числами р ис вставляются 
тоже Ё членов так, что образуется 


геометрическая _ прогрессия со зна- 
менателем т -: н так далее. 
По условию задачи 
ЕЖЕ 
ао * 


значит, 
ставит геометрическую 
со знаменателем 


вся последовательность со- 
прогрессию 


НИТ в = 
а К 

Задача 5. Найти знаменатель 
геометрической прогрессии, в которой 
каждый член, ночиная со второго, 
равен разности двух соседних (сле- 
диющего и предыдущего). 

Решение. Пусть прогрессия 
имест вид 6,, 96., 96а... 

Из равенства 


о — 9", = А, 


находим 
Ф-9-1=0, 
откуда 
_ 1+ УЗ 
=. 
Задача 6. Найти — условия, 


при которых квадраты трех посае- 
довательных членов арифметической 
прогрессии являются тремя последо- 
вательными членами геометрической 
прогрессии. 

Решение. Пусть а, ата, 
а -- 2а — три последовательных чле- 
на арифметической прогрессин. Если 
квадраты этих чисел составляют ге- 
ометрическую  прогрессию, то 


(ата) = а" @+24}, 
откуда 
ата)" = аат?2а. 
Если (а +4)’ = а (а- 24), то 
й = 0, 
Если {@- а)° = —а ат 24), 


то @=а(-2-у2). 
Итак, либо 


Я = 0, либо 
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Задача 7. Могут ли цифры 
трехзначного или  четырехзначного 
простого числа образовывать ариф- 
метическую  прогрессию с положи- 
тельной разностью? Если могут, то 
найти все такие числа. 

Решение. Предположим, что 
цифры числа образуют — арифмети- 
ческую  прогрессию. 

Для  трехзначного числа сумма 
цифр х, х+ 4, хт 24а равна $ — 

о 
-- З4 и делится на 3, то есть число, 
образованное этими цифрами, де- 
лится на 3 и не может быть простым. 

Для четырехзначного числа сум- 
ма цифр х, хг а, х--2а, х-+ За 
равна 


Е не А 
== 9 @х + 34). 


х не может быть равно 3, так как тогда 
получим число, делящееся на 3. По- 
скольку х -- З4 — цифра числа, то 
х + За 9 иа может быть равно 2 
или 1. 

Пусть а = 2. Тогда х = 3; х = 3 
не подходит; х --: 2 тоже не подходит, 
так как нолучится четное число, ири 
х:: 1 получим сосгавное число 1357. 

Пусть а = 1. Рассматривая числа 
1234, 2345,..., 6789, находим среди 
них одно простсе число 4567. 


Упражнения 

1. Сумма трех чисел, образующих гсо- 
метрическую прогрессию, равна 26. Если 
к этим чнслам прибавить соответственно 1, 
бн 3, то получим три числа, образующих 
арифметическую прогрессню. Найтн исходные 
числа. 

2. Доказать, что в арифметической про- 
грессии между каждыми двумя последова- 
тельными членами можно вставить по # чисел 
таких, что вся последовательность составит 
арифметическую прогрессию. 

3. Могут лн числа УЗ, 2и У8 быть 
членами арифметической прогрессии? 

4. Найти сумму первых п членов после- 
довательности 


ТЕ 
5. Вычислить сумму 
Ш... 


Ни. 

8. При каких х числа #2, [в (2% — 1) 

и 1& (2-Е 3}, взятые в указанном порядке, 
составляют арифметическую прогрессию? 


Вероятностные 
задачи 


1. В первом ящике 50 
белых шаров, а во втором 
10 белых н 10 черных. Некто 
берет наудачу один шар из 
любого ящика. Какова ве- 
роятность, что взятый им 
шар будет белым? Решая эту 
задачу, учащийся сказал: 
«Так как белых шаров 60, а 
черных 10, то нскомая вероят- 
ность равна 6/7». Верно ли 
это? 

2. (Задача Паскаля). 
Два одинаков» — искусных 
игрока играют в игру, не 
допускающую ничейного ис- 
хода. Они сделали равные 
ставки и условились, что тот, 
кто раньше наберет 10 вынг- 
ранных партнй, получит все 
деньги. Игра былв прервана 
при счете 9:8 и не могла 
быть продолжена. — Как 
должны они разделить 
деньги? 

3. Про некоторую семью 
известно, что там двое детей, 
причем один из них — маль- 
чик. Что более вероятно: что 
второй ребенок является 
мальчиком или девочкой? 

4. Имеется неограни- 
ченное число шаров: один — 
с номером 1, другой — с но- 
мером 2, третий — с номе- 
ром Зит. д. Игроки А и В 
берут иаудачу по одному 
шару и смотрят нх номера. 
Вынгравшим считается тот, 
кому достался шар © мень- 
шим номером. 

Посмотрим, каковы 
щансы на выигрыш у игрока 
А. Предположим, что ои 
вытащил шар с номером А. 
Так как номеров меньших, 
чем А, имсется конечное чис- 
ло, а номеров больших, чем 
К, бесконечно много, то 
выигрыш нгрока А  значн- 
тельно вероятией его пронг- 
рыша. Но так как то же самое 
рассуждение можно прове- 
сти и отиосительно игрока В, 
то приходим к выводу, что 
каждый из игроков имеет 
значительные преимущества 
перед другим. Почему так 
получилось? 


Б. Ю. Коган 
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Московский государственный 
университет 
имени М. В. Ломоносова 


(механико-математический факультет, факультет 
вычислительной математики и кибернетики, 
физический факультет) 





Любителей математики и физики, ко- 
нечно, интересуют факультеты Мос- 
ковского университета,  готовящие 
специалистов по физике и математи- 
ке. Это — механико-математический 
факультет, физический факультет, 
факультет вычислительной матема- 
тики и кибернетики. 

Механико-математический фа- 
культет имеет два отделения — матс- 
матики н механики. Здесь ведется 
подготовка специалистов по разным 
направленням теоретической и при- 
кладной математики и современной 
механики. 

На физическом факультете шесть 
отделений:  экспериментальной и 
теоретической физики, физики 
твердого тела, ядерной физики, радио- 
физики и электроники, геофизики, 
астрономии. Факультет готовит фи- 
зиков-исследователей широкого про- 
филя для работы в научно-исследо- 
вательских институтах и различных 
отраслях народного хозяйства. 

Молодой факультет вычислитель- 
ной математикн и кибернетики го- 
товит специалистов, способных эф- 
фективно применять математнческие 
методы н современную вычислитель- 
ную технику в различных областях 
науки ин техники. 

На факультетах имеются специ- 
альные кафедры, на которых работа- 
ют ведущие ученые страны. Начнная 
с третьего курса студенты распреде- 
ляются (по своему выбору) по кафед- 
рам для углубленного изучения 
избранного ими более узкого раздела 
физики или математики. Все факуль- 
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теты располагают необходимой ма- 
териальной базой и специальными 
лабораториями, что дает возможность 
сочетать теоретическое образование 
с практической подготовкой. 

В помощь поступающим рабо- 
тают подготовительное отделение для 
рабочей и сельской молодежи, ве- 
черние и заочные подготовительные 
курсы. 

Ниже приводятся образцы ва- 
риантов письменных приемных экза- 
менов по математике на указанные 
факультеты н билеты устных экза- 
менов по физике на физическом фа- 
культете. 


Механико-математический — факультет 


Взриант 1 


1. Найти все значения х, при которых 
справедливо неравенство 


Зы 
10: х Ю.И 1- 9х 
Тов: (1 -- 2х) `` То х 


2. Пункты А и В соединены двумя доро- 
гами, одна из которых на 3 км короче другой. 
Уз ВвА по более короткой дороге вышел 
лешеход, и одновременно из А по той же 
дороге выехал велосипедист. 

Пешеход и велосипедист одновременно 
прнбыли в А через 2 часа после начала дви- 
жения. За это время пешеход прошел один 
раз путь от В до А, а велосипедист проехал 
два раза в одном направлении по кольцевому 
маршруту, образованному двумя названными 
дорогами. Найти скорости пешехода и вело- 
сипедиста, если известно, что их вторая 
встреча произошла ина расстоянии 3.5 км 
ст пуикта В. (Скорости постоякиы.} 

3. В треугольнике АВС известны сто- 
роны АВ = 20 м, АС = 24 м. Известно, что 
вершина С, центр вписанного в треугольник 
АВС круга и точка пересечения биссектрисы 
угла А со стороной ВС лежат на окружности, 
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центр которой лежнт на стороне АС. Найти 
раднус описанной около треугольника АВС 
окружности. 

4. В треугольной пирамнде $ЗАВС боко- 
вое ребро 5С равно ребру АВ и наклонено 
к плоскости основания АВС под углом 60°. 
Известно, что вершины А, В, С и середи- 
ны боковых ребер пирамиды расположены 
на сфере раднуса | м. Доказать, что центр 
указанной сферы лежит на ребре АВ, и найти 
высоту пирамиды. 

5. Даны три уравиения с действитель- 
ными коэффициентами: 

ух — атых-в= 0, 
2х с= 0, 
Эмре с= о. 


Каждое из них имеет по крайней мере 
один действительный корень. Известно, что 
корни первого уравнения больше единицы. 
Известно также, что все корни первого урав- 
нения являются корнями третьего уравне- 
ния и хотя бы один корень первого уравнения 
удовлетворяет второму уравнению. Найти 
числа а, ф, с, если 6 >> 3. 

Варнант 2 

1. Найти все значения х, при которых 
справедливо неравенство 


(ор (о у! | 


2. Из пункта А кольцевого шоссе одно- 
временио в одном иаправлении высхали авто- 
мобиль и мотоцикл, каждый с лостоянной 
скоростью. Автомобиль без остановок дваж- 
ды проехал по всему шоссе в одиом направ- 
ленни. В момент, когда автомобиль догнал 
мотоциклиста, мотоциклист повернул обрат- 
но, увеличил скорость на 16 км/ч и через 
22.5 минуты после разворота одновременно 
с автомобилем прибыл в пункт А. Найти 
длину всего пути мотоцикла, если этот путь 
на 5,25 км короче длины всего шоссе. 

3. В треугольнике АВС угол С — тупой: 
биссектриса ВЕ угла В делит сторону АС 
на отрезки АЁ = Зяи ЕС=ам. Извест- 
но, что точка А, лежащая на продолжении 
стороны ВС за вершину С, является центром 
окружности, проходящей через точки С, ЕЁ 
и точку пересечения биссектрисы угла В 
с биссектрисой угла АСК. Определить рас- 
стояние от точки Е до стороны АВ. 

4. В треугольной пирамиде 5ЗАВС из- 
вестны плоские углы при вершине 5: 
<В5С =: 90°, <А$С = <АЗВ := 60°. Вер- 
шины А, $ и середины ребер $8, 5С, АВ, 
АС лежат на поверхности шара радиуса 3 м. 
Доказать, что ребро $А является диаметром 
этого шара, и найти объем пирамиды. 

5. Даны три уравнения с действитель- 
ными коэффиниентами: 

же ах = 0, 
2) х: — т =: 0, 
3) ж%— Вх - 3—0. 


Каждое из них нмеет по крайней мере 
один действительный корень. Мзвестно, что 
абсолютные величины корней первого урав- 


нения больше единицы. Известно также, что 
каждый из корней первого уравнения явля- 
ется корием третьего уравнения н по крайней 
мере одий из корчей первого уравнения 
удовлетворяет второму уравнению. Найти 
числа а, Ф, с. 


Факультет — вычисяительиой 
н кибернетики 


математики 


Вариант | 

1. Решить уравнение 

91 — (+2 0.32 (ха +7=0. 
2. Решить неравенство 


ах — =} 
ы РАН: 11-51 
ЗП х 1х 

3. В прямоугольном секторе АОВ из 
точки В, как из центра, проведена дуга 
ОС (С — точка пересечения этой дуги 
с дугой АВ) рапнуса ВО. Окружность 
$, касается дуги АВ, дуги ОС и прямой 
ОА, а окружность 5, касается дуги ОС, 
прямой ОД и окружности $,. Найти отно- 
шение радиуса окружности $, к радиусу 
окружности 5+. 

4. Боковые ребра правильной треуголь- 
ной лирамиды 5АВС с вершиной $ наклоне- 
ны к плоскостн основания АВС под углом 
45°. Шар касается плоскости основания АВС 
в точке А и, кроме того, касается продолже- 
ния ребра В5 за вершину $. Через центр 
шара и высоту ВР основания проведена 
плоскость. Найти угол наклона этой плоско- 
сти к плоскости основания, 

5. Найти все действительные значения 
параметра а, при которых неравенство 


11? (соз (4: — х?) — 

— 4а 1 (соз У4л:- х:) +24 2а=0 
имеет и притом конечное число решений. 
Для’ каждого такого а указать все решения 
неравенства. 


Варнант 2 
1. Решить уравиение 


41 —&—2)* == 23—(х—2)1 > 1 — 0 


2. Решить неравенство 
1 -- с0$ 2х 2> с05х (Е-г |1 — 2603 х]|). 


3. В прямоугольном секторе АОВ про- 
зедена хорда АВ. Окружность $; с центром 
на биссектрисе сектора касается хорды АВ 
и дуги АВ. Окружность $» касается хорды 
АВ, дуги АВ и окружности $,. Окруж- 
ность 53, отличная от $,, касается хорды АВ, 
дуги АВ и окружностн 5. Найтн отноше- 
ние радиуса окружности $, к радиусу ок- 
ружности 53. 

43. Шар касается плоскости основания 
АВСР правильной четырехугольной пира - 
милы ЗАВСО в точке А мн, кроме того, 
касается ребра $С. Через центр этого шара 
и сторону основания ВС проведена секущая 
плоскость. Найти угол наклона этой плос- 
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кости к плоскости основания, если плоскость 
сечения перпендикулярна гранн А5Р. 

5. Найти все действительные значения 
параметра а, при которых неравенство 


ИУ=— [х | [с т х) — 
— ас {т х) — а] = 0 


имеет и притом конечное число решений. 
Для каждого такого а указать все решения 
неравенства. 


Физический факультет 
Математика 


Варнант | 
1. Решить уравнение 


51 Зх — япх -— <0$ 2х =: }. 
2. Решить неравенство 
юбих (х2) -1 ох < 2. 


3. В двух сосудах имеется вода разной 
температуры. М3 этой воды составляются 
смеси. Если отношение объемов воды, взятой 
из первого и второго сосудов, равно 1:3, 
то температура смеси будет 49°, аесли 2:5, 
то температура смеси будет 48. Найти темпе- 
ратуру воды в каждом сосуде (считая, что 
плотность и удельная теплоемкость воды не 
зависят от температуры). 

4. На сФере. радиус которой равен 2 м, 


расположены три окружности радиуса Ё м, 


каждая из которых касается двух других. 
Найти раднус окружности меньшей, чем дан- 
ные, которая также раслоложеиа на даиной 
сфере и хасается каждой из данных окруж- 
ностей. 

5. В треугольнике АВС угол В равен 
л/4, угол С равен л/3. На медианах ВМ 
н СМ, как на днаметрах, построены окруж- 
ности, пересекающиеся в точках Рин 4. 
Хорда РО пересекает среднюю линию ММ 
в точке Р. Найти отношение длины отрезка 
МЕ к длине отрезка РМ. 

Вариант 2 
1. Решить уравнение 
ЧЕ 3х — шх = А зтх. 
2. Решить нсравенство 
1обз (3% — 3741 -|- 3) < 2 0897. 


3. Два автомобиля выезжают одновре- 
менно навстречу друг другу. первый — из 
пункта А, второй — из пункта В. К моменту 
встречи первый автомобиль проехал расстоя- 
ние в 1,4 раза большее, чем второй. Еслн 
скорость первого автомсбиля увеличить на 
21 кмуи, то они встретятся в пункте С таком, 
что АС:- 2ВС. Найти скорости автомоби- 


лей. 

4. Дан куб АВСРА’В'С'О" 
АА’ ВВ’ СС" ОБ”. Ребро куба равно 
а. Точка Е — середина ты А’О’, точка 
Е — середина ребра АА’. Найти радиус 
меньшей из двух сфер, проходящих через 
точки Е и Ё и касающихся граней двугран- 
ного угла, образованного плоскостями 
ВВ"С'С и ОБ'С’С. 
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5. В трапеции АВСР основание АД вдвое 
больше основания ВС, угол А равен л/4, 
угол О равен л/3. На диагоналях трапеции, 
как на диаметрах, построены окружностн, 
пересекающиеся в точках М н №. Хорда ММ 
пересекает основание АР в точке Е. Найти 
стношение длин отрезков АЕ и ЕР. 


Физика 


Билет № 1 


1. Законы Бойля—Мариотта, Гей-Люсса- 
ка, Шарля. Объединенный закон Бойля— 
Мариотта — Гей-Люссака. 

2. Магнитиое поле. Магинтное взаимо- 
действие проводников с током. Сила, дейст- 
вующая на проводник с током в магнитном 
поле. 
3. К гладкой вертикальной стенке при- 
ставлена лестница весом Р; лестница обра- 
зует с горизонтальной шероховатой опорой 
угол а. Центр тяжести ее расположен в сере- 
дине. Как направлена н чему равна сила, 
действующая на лестницу со стороны гори- 
зонтальной опоры? 


Билет №2 


1. Явление термоэлектронной эмиссии. 
Электронные лампы диод н трнод. Использо- 
вание днода для выпрямления переменного 
тока. 

2. Законы преломления н отражения 
света. Относительный ни абсолютный показа- 
тели преломления. Полиое виутрениее отра- 
жение. Предельный угол. 

3. На горизонтальной позерхности нахо- 
дится неподвижная абсолютно гладкая полу- 
сфера радиуса Е = 180 см. С верхней точки 
ке без начальной скорости соскальзывает 
малое тело (рис. 1). В некоторой точке оно 
оторвется от полусферы н полетит свободно. 
Определить время Ё свободного падений тела. 


Билет № 3. 


1. Электрическое поле заряда. Напря- 
женность поля. Понятие о потенциале. Раз- 
ность потенциалов (напряжение), единицы 
потенциала электрического поля. Работа 
перемещения заряда в электрическом полс. 





Рис. 1. 
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2. Ненасыщающие и насыщающие пары. 
Зависимость давления насыщающих пароз 
от температуры. Лбсолютная и относитель- 
ная влажиость. 

3. Диск, имеющий днаметр & == 80 см, 
номещен на расстояини Ё == 80 м от точеч- 
ного источника света. Плоскость днска йер- 
нендикулярна линии, соединяющей источник 
и центр диска. Во сколько раз изменится 
световой поток, падающий иа днск, если за 
нсточником поместить вогпутое зеркало так, 
чтобы источник оказался в его фокусе? 
Поперечный диаметр зеркала 4 = 80 см. 
Расстояние от источника до краев зеркала 
Ю = 204 см. (Боковая поверхность шарового 
сегмента 5$ = 2лгй, где Я — высота сегмен- 
та, г — радиус шара). 

Билет № 4 

1. Момент силы. Условия равновесия 
тела, имеющего ось вращения (правило мо- 
ментов}. Центр тяжести тела. 

2. Световой поток. Сила света. Освещен- 
НОСТЬ. 

3. Медный провод плотности р, сечения 
$ согнут в виде трех сторон квадрата н может 
свободно вращаться около горизонтальной 
оси ОО (рис. 2}. По проводу течет ток /[, 
он находится в однородном вертикальном 
магнитном поле индукции В. На какой угол 
© от вертикали отклонится провод? 

Билет №5 

1. Собнрающие и рассеивающие линзы; 
формула линзы. Построение изображения 
в лиизах. Лупа. 

2. Равиомерное движение по окружностн. 
Линейная и угловая скорости. Связь между 
ними. Центростремительное ускоренне. Цент- 
ростремительная сила, точка ее приложения. 

3. Илоский виток изолированного про- 
вода перегибают, придавая ему вид «вось- 
мерки», а затем помещают в однородное маг- 
нитное поле перпендикулярно силовым лн- 
ниям. Длина витка / = 120 см. Петли «вось- 
мерки» можно счнтагь окружностями с отно- 
шеннем раднусов 1:2. Какой ток потечет 
по проводу. если поле будет убывать с по- 


АВ 
стоянной скоростью ду = 100 гс/с? Сопро- 


тивление внтка Л -= | ом. 

Билет №6 

1. Переменное движение. Средняя и мгно- 
венная скорости. Ускорение. Уравнение рав- 
нопеременного движения с начальной ско- 
ростью (вывод на основе графика скорости). 

2. Электромагнитные колебания и вол- 
ны. Колебательный контур. Превращение 
энергки в колебатедьном контуре. Электрон- 
ная лампа как генератор. 

3. На дне бассейна лежит предмет. 
На расстоянии Н = 20 см от поверхности 
воды над предметом параллельно поверхности 
воды помещена собирающая линза с фокус- 
ным расстояннем РЁ == 10 см. На расстоянии 
Ь == 12,5 см от линзы находится изображе- 
ние предмета. Определить глубину бассей. 
на й, еслн показатель нреломлеиня воды 
п = 4/3 (углы считать малыми). 


Квадрат 
или не квадрат? 


{Окончание, начало см. на 
стр. 56) 


ло, Назовем полученную циф- 
ру «цифровым корнем» числа. 
Оказывается, цифровые кор- 
ни квадратовмогут принимать 
только следующие значения: 
1, 4, Т, 9. Причем они тоже 
образуют палиндромический 
набор: }, 4, 9, 7, Т, 9, 4, 
1, на этот раз чередующий- 
ся с девяткой. (Попробуйте 
доказать это самостоятельно.) 

С помощью такого теста 
легко проверить второе чис- 
ло. Найдем его цифровой ко- 
ремь: 9 8 +765 
+4 + зат 
+4 + 6+ 7+ 8-9 = 
== 89, 89 —9.9 = 9%. 

Как мы видим, цифровой 
корень этого числа равен 8. 
Следовательно, мы можем 
сказать, что данное число — 
не квадрат. Поэтому можно 
не тратить времени на пои- 
ски его квадратного хория. 


В. И. Бахмин 


Разные задачи 


1. Пусть  ху-1971972, 
где х и и — натуральные 
числа. Доказать, что х-фу 
не делится на 1972. 

2. Для каких п число 
63"—5" делится на 1972? 

3. Дана арифметическая 
прогрессня а,, а., а, ... 
все члеиы которой — нату- 
ральные числа. Известно, 


что пе — член этой ариф- 
метической прогрессии. До- 
казать, что тогда и = 
также член этой прогрессии. 
4. Доказать равенство 
а и 
658 + 659 + `*° те = 
2, _2 
Е а 


НР й. 
С 1" ..- 
2 
т 1970-1971.1972 * 
Ф. Г. Шлейфер 
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Университет 
дружбы народов 
им. Патриса Лумумбы 





Университет дружбы народов отнесен к 
высшим учебным заведениям первой катего- 
рии. В нем обучаются как иностранные, 
так и советские граждане. 

Университет является членом Между- 
народной Ассоциации Университетов. Он 
сотрудничает со многими советскими и за- 
рубежными высшими учебными заведениями, 
принимаст участие в международных встре- 
чах и конференциях по вопросам науки и 
образования. 

В Университете имеются следующие фа- 
культеты: 

— инженерный со специальностями: «ма- 
шиностроение», «энергомашиностроение», 
«стронтельство», «геология И разведка ме- 
сторождений полезных ископаемых», «раз- 
работка месторождений полезных ископаемых; 

— физико-математических ин естествен- 
ных наук со специальностями: «математика», 
«физика», «химия»: 

— медицииский со специальностью сле- 
чебное дело»; 

— сельскохозяйственный со специаль- 
ностью  сагрономия», 

— экономикн и права со слециальностя- 
МИ: «экономика и планирование народного 
хозяйства» и «международное право»; 

— историко-филологический со  сие- 
циальностями: «исторня» и орусский язык 
и литература». 

Абитуриенты сдают приемные экзамены 
по следующим предметам: 

по математике — избравшие спецналь- 
ности «машиностроение», — «энергомашнис- 
строение», «строительство», «геология и 
разведка месторождений полезных ископае- 
мых», «разработка месторождений  полез- 
ных ископаемых», «математика», «физика», 
«ХИМИЯ, 

по физике, химии, биологии — избрав- 
щне специальности «агрономня» и «лечебуое 
дело». 

по кстории, географии. литературе — 
избравшие слелнальности «история», «рус- 
ский язык н литература», «экономика н 
планирование народного хозяйства», «меж- 
дунаролное право». Избравшие специальность 
«экономика ни планированне народного хо- 
зяйства» вместо экзамена по литературе 
сдают экзамен по математике. 

Ниже мы приводим типичные варианты 
экзамена по математике 1972 года. 
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1. факультет физнко-математических 
н естественных наук 


1. Соревинуются три бригады. Первая 
и вторая бригады изготовили в два раза 
больше деталей, чем третья, а перзая и 
третья — в три раза больше, чем вторая, 
то победил в соревнованни? 
2. Решить уравнение 


5113 х-р- с053 х = чи 2х -Р яп х-Р 60$ х. 


3. В основанни пирамиды ЗАВСР — 
равнобедренная трапеция АВСР. 


АВ=СБ=1/2, АР=`У?, 


вс = Ур. $А= УЗ. 


Определить высоту пирамиды, если известно, 
что грани ЗАВ и $5СР перпендикулярны 
основанию. 

4. Решить уравненне 


22% + 32% —2.6* + Ув 3) =0. 
2. инженерный факультет 


1. Три рабочих. работая вместе, выпол- 
няют работу за 6 часов. Первый и второй 
вместе выполнили бы эту работу за 9 часов, 
а первый и третий вместе — за 12 часов. 
Во сколько раз производительность второго 
рабочего больше, чем производительность 
третьего? 

2. Решить систему уравнений: 


ж 2—2 =, 
(аку) УИ = 1. 


3. В конус вписан шар. Радиус окруж- 
ности, по которой боковая поверхность конуса 
касается поверхности шара, равен г. В точку 
на этой окружности проведены раднус ок- 
ружности и радиус шара. Угол между этими 
радиусами равен 30°. Найти объем конуса. 

4. Решить уравуение: 


|} — си Эх 3х 
Тиз =4697 5—2. 


3. факультет экономики и права 


1. Два рабочих выполняют некоторую 
работу. Второй из инх приступил к работе 
на 1 час позднее первого. Через 3 часа после 
того, как первый начал работу, им оставалось 
выполнить еще 45% работы. По окоичании 
работы оказалось, что каждый выполнил 
половину всей работы. За какое время каж- 
дый из них в отдельности выполнит всю ра- 
боту? 

2. Решить неравенство 


У — 4 (2 — 2х — 15) = 0. 


3. Периметр равнобедренной трапеции 
вдвое больше длины вписаниой окружности. 
Найти угол при основании трапецни. 

4. Решить уравчение: 

26058 х -- с055х— 1 = 0. 
В. Л. Клюшин 
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Задумывались лн вы над 
вопросом, почему у лошади, 
зайца, ящернцы, рыбы есть 
правая и левая стороны, а 
у медузы или, скажем, у 
ромашки — нет? Или поче- 
му левое полушарие нашего 
мозга управляет правой сто- 
роной тела и наобарот? А для 
чего мраморные плитки, ус- 
тилающие стсны н нол на 
станциях метро, выложены 
в виде орнамента — ОДНо- 
образного, многократно по- 
вторяющегося рисунка? Всег- 
да лн красиво енмметрнчиое 
здание? Если до сих пор эти 
и подобные вопросы не воз- 
ннкали в вашем сознанин, 
то непременно возникнут, как 
только вы познакомитесь с 
первыми главами — квиги 
В. Рыдника «От ромаш- 
ки до антимнра» *). По мере 
же дальнейшего чтения кни- 
гн вопросы стакут все более 
глубокими и будут касаться 
таких сложных проблем, как 
нонятия пространства и вре- 
мени, строение молекул и 
атомов, систематика элемен- 
гарных частни, свойства ми- 
ра н антимира и т. д. 

Вместе со школьциком- 
девятиклассником, от лица 


когорого ведется новестно- 
вание, и сто друзьями, 
объединньшимися в *«Семи- 


нар но нзучению симметрии». 
вы будете пытаться начертить 
квадрат, глядя в зеркало, 
определять характер симмег- 
рни рисунка на обоях вашей 
комнаты, восхищаться образ- 
цами коисталлов в геологи- 
ческом музее и даже сочн- 
нять палнадромы — стихи- 
«перевертыши. 

Этот эффект сопричастнос- 
ти читателя к тому, о чем 
рассказывается В кинте, — 
огромное ес достоинсгво. Как 
удалось автору добнться та- 
кого эффекта? Прежде всего, 
выбранным методом изложе- 
НИЯ. Книга написана в стнле 
бесед. восходящем еще к ан- 
тичной . ваучно-философской 


*) В. Рыдник, «Отро- 
манки до антимирае, М., 
«Детская литерагура», 1971, 
160 стр., 50 коп. 


Рецензии, библиография 


Симметрия 
в природе 





литературе, но не утратив- 
июм — при умелом пользо- 
вапин — привлекательностк 
и в наци дни. Беседы свс- 
дятся то к ответам ‚ отца, 
опытного физика-георетика, 
на недоуменные вопросы сы- 
на, то к острому спору меж. 
ду друзьями, то к попыткам 
ребят изложить простымн, 
подчас наивными словами 
сведения, почерпиутые из 
книг. Жилая речь, дналог, 
нетривиальные  сравнення, 
авторские ремарки — все 
это позволяет неискушенно- 
му читателю, не переутомляя 
себя. приобщаться к слож- 
ным, иногда сухим и Фор- 
мальным разделам физики. 

Книгу нользя читать на- 
сквозь, что называется «вза- 
хлеб»; каждая глава требует 
внимания, осмысления, не- 
редко работы с карандашом. 
Таковы, например, гри главы 
под одвим названием «О за- 
конах симметрии», а также 
заключительные разделы, 
знакомящие, к сожалению, 
слишком бегло, с некоторы- 
мн аспектами физики микро- 
мнра. При чтении книги воз- 
никают вопросы, однн из 


которых разъясняются‘ в по- 
следующих главах, другие 
так и остаются открытыми 
по той простой причине, что 
наука до сих пор не ответила 
на них, о чем огкровенно 
сообщаст автор. Его киига, 
в отличке от многих научно- 
популярных книг, не созда- 
ет впечатления завершеннос- 
ти пауки, наоборот, в ней 
акцентируется зиимание на 
нерешенных проблемах (на- 
нример, почему в нашем ми- 
ре частиц несравнимо боль- 
ше, , чем античастиц, или по- 
чему в процессе эволюцин 
на нашей планете выжили 
только «левые» амниокисло- 
ты) — в этом ее второе важ- 
ное достоинство. 

Ц третье. Книга дает 
ясное представление о един- 
стве науки, о перазрывной 
связи всех се областей: мате- 
матнки, Физики, химии, бно- 
логии, геологии, гуманитар- 
ных дисциплин, вплоть до 
фнлософии и эстетики. В са- 
мом деле, думал ли юный 
Эварист Галуа, создавая аб- 
страктнейший раздел мате- 
матнки — теорию груп, что 
она понадобится геологам для 
изучения и описакия крн- 
сталлов? Мли попробуйте 
найти сейчас ретрограда-био- 
лога, который отрицал бы 
необходимость — использова- 
ния в своей науке методов 
и представлений физики, хи- 
мини, математики, в част- 
ности, той же теорни сим- 
метрин. 

Но смежные науки, та- 
кие как химия и биология, 
затрагиваются здесь лишь 
мимоходом — в основе сво. 
ей книга физична, причем 
физика в ней представлена 
весъма широко. Взяв в ка- 
чесгвс стержня теорию сим- 
метрин не в узком, «геомет- 
рическом», смысле, а в б- 
лее широком и глубоком, 
афнизнческом» смысле, автор 
рассматрнвает разделы меха- 
ники, электродинамики, тео- 
рин относительности, атом- 
ной физики, физики элемен- 
тарных частиц. М все это 
очень естественно, без натя- 
жек. Дело в том, что законы 
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симметрин тесио лереплета: 
ются © законамн сохранения 
физнческих величин. Так, 
закон сохранения импульса 
отражает симметрию. ол: 
породность пространства; 
закон сохранения момента 
импульса —  изотропность 
пространства, то есть неза- 
виснмость его свойств от на- 
правления; закон сохранения 
энергии — однородность вре- 
мени. Так же обстоит дело 
с законами сохранения чет- 
ности, электрического заря- 
да ит. д., каждый нз которых 
связан со своей симметрней. 

Читатель, знакомый Сс 
физнкой по стандартным 
школьным учебникам, сочтет 
такой подход неожнданным, 
даже искусственным, но по- 
степенно должен освоиться 
с ним, что очень важно, ибо 
на этой концепции базнру- 
ется вся современная физика. 
Ведь симметрия, как спра- 
ведливо сказано в книге, — 
это ие изобретение человека, 
даже самого геннального, а 
«изобретение» природы, не- 
что заложенное в самой ее 


В издательстве 


«Вища школа» 


С 1972 года в Украинском 
республиканском — издатель- 
стве «Вища школа» выходит 
новая серия — «Библиотеч- 
ка  физико-математической 
чаколых. 

Эта серия предназначема 
в первую очередь для уча- 
цихся  физико-математиче- 
ских школ. Но книги этой 
серии будут понятны и уча. 
щимся старших классов сред- 
них школ. 

Книги серии можно за- 
казать в республиканском 
магазине «Книга — пош- 
тою» — 252117, Киев — 117. 
ул. Попудренко, 30, а также 
в издательстве «Вища шко- 
ла» — 252054, Киев — 54, 
ул. Гоголевская, 7. 

1972 году вышим (на 
украинском языке) следующие 
книен: 

Вышенский В. А. 
«Отношение и функцииъ. 
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основе, проявление какого-то 
важного и широкого закона. 

По ходу повествования 
автор старается раскрыть пе- 
ред читателем метод научно- 
го познания, привить сему 
уважение н любовь к науке 
(не преклонение перед ней, 
а нменно уважение и любовь), 
показать то высочайшее 
наслаждение, которое даег 
занятие наукой. «Любозиа- 
тельность ведет ученого впе- 
ред, но когда она возна- 
граждается открытием — это 
святой час в его жизни. Радн 
этого часа стоит годами гнуть 
спину и тысячи раз умирать 
с каждой неудачей!. .» 

Оживляют — повествова- 
ние выразительные рисунки 
и фотографии. Особенно фото- 
графини: выдающиеся творе- 
ння архитектуры, животные 
и растения, рентгено- н элек- 
тронограммы, наконёц, зна- 
менитые картины Эшера 
«День и ночь» н «Всадни- 
Ки»— образное изображение 
«мира н антимира». 

К сожалению, в книге 
встречаются отдельные не- 


Автор на большом числе 
удачно подобранных примс- 
ров подробно рассматривает 
такне основные понятия со- 
временной математики _ как 
отношение, график отвоше- 
ния, обратное отношение, 
фувкция. 

Дороговцев А. Я., 
Ядренко М. И. «Метод 
координат». 

В книге рассказано о 
методе координат, его при- 
менениях к решению гсомет- 
рических и теоретико-чис- 
ловых задач, о свойствах 
кривых второго порядка, о 
задачах линейного програм- 
мировання. 

Ежов ИМ. М.. Ско- 
роход А. В. Ядрен- 
ко М. И. «Элементы комби- 
наторикиз. 

Основываясь на теоре- 
тико-множественных пред- 
ставлениях, авторы живо н 
популярно излагают основ- 
ные понятия и методы комби- 
наторикн. Большое количе- 
ство задач, приведенных в 


точности, а ииогда м не 
вполнс верные утверждения. 
Укажем на некоторые из них, 
чтобы помочь читателю. 

На страницах 8—9 неточ- 
но изложен опыт с вогнутым 
зеркалом — не сказано, что 
речь идет о двукратиюм от- 
ражении. 

На страннце 105 сказа- 
но, что на искривление пути 
светового луча, проходяще- 
го вблизи Солнца, впервые 
указал Эйнштейн. В дейст- 
вительности об этом эффек- 
те знал еще Ньютон. 

На странице 112 автор 
утверждает, что в северном 
полушарии у вссх рек вода 
подмывает правый берег, но 
это справедливо только в от- 
ношении рек, текущих на юг. 

Однако подобные неточ- 
ности ни в какой мере не ме- 
няют положнтельной оценки 
книги. Можно- не сомневать- 
ся, что книга В. Рыдника 
доставит удовольствие и прн- 


иссет несомиенную пользу 
читателям. 

Н. Зорич 
книге, помогают усвоению 
м 

ованцов Н. Н. 
«Геометрические — преобразо- 
вания - 

В кинге  рассматрива- 


ются геометрические преоб- 
разования как в эвклидовом 
пространстве, так и в некотс- 
рых неэвклидовых простран- 
ствах. 

Рыжов Ю. М. «Пре- 
делы». 

В кнныге излагаются ос- 
новные понятия теории пре- 
делов числовых  последова- 
тельностей, функций и не- 
которые важные применения 
тсорни пределов. 

Корсак К. В. «Элект- 
ростатика». 

Автор рассматривает та- 
кие фундаментальные физн- 
ческие понятия, как  «за- 
ряд», «Поле», «емкость» и так 
далее, а также явления элскт- 
ростатики ин их применение в 
техннке. Книга написана жн- 
вым и доходчивым языком. 

А. Макуха 
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Информация 





Государственные премии 
1972 года 





В 1972 году ЦК КПСС н Совет Министров 
СССР за выдающиеся исследования в области 
науки и техники присудилн 23 Государствен- 
ные премин. Две из них были ирнсуждены 
за работы в областн физнкн. 

Академик Академии наук Белорус- 
ской ССР Борис Мванович Степа- 
нов вместе со свойми сотрудниками Ана- 
толием Николаевичем Рубн- 
новым и Василием Андрееви- 
чем Мостовниковым удостоены 
Государственной премии «за цикл работ ло 
исследованию явления оптической генерации 
в растворах сложных органических соединений 
и созданию на их основе нового типа лазеров 
с плавно перестрииваемой частотой излучения 
в широкой области спектрах. Эти работы 
относятся к одной нз самых молодых областей 
современной физики — квантовой электро- 
нике, подарившей человечеству принципиаль- 
но новые истонннки электромагнитных излу- 
чений, так называемые лазеры. 

Лазер отличается от всех прочих источ- 
ников излучения тем, что оп дает узкий, поч. 
ти не расходящийся пучок лучей. При этом 
излучение лазера заключено в необычайно 
узком интервале длнн волн. Поэтому его 
можно считать, как говорят физнки, лочтн 
мопохроматическим (что в переводе означает 
«однонветным?). Концентрация энергии в ла- 
зерном луче оказывается нсключительно 
высокой. Даже металл ие может противо- 
стоять такому лучу. Так как расходимость 
лазерного пучка очень мала, такой пучок 
почти ие ослабляется в прозрачных средах 
и может быть зарегистрирован на огромных 
расстояниях от источника. 

Ло недавних пор физики имели дело 
только с лазерами, в которых и<точнихом 
излучения служили атомы разанчных крн- 
сталлов (например, рубина) нан атомы раз- 
ных газов (например, углекислого Газа нлы 
аргона). Однако еще в 1960 году, то есть до 
создания первых лазеров, были высказаны 
нден, из которых следовала возможность уси- 
ления света сложными молекуламн органн- 
ческих веществ. Развивая этн идеи в обшир- 
ных теоретических исследованиях, академик 
Стеланов в 1964 году показал, что источником 
лазерного излучения в жидких средах могут 
быть прежде всего растворы сложных орга- 
нических красителей (родамина,  крипто- 


цианина ит. д.). В 1966 голу Стеланову и его 
сотрудникам удалось подтвердить свои выво- 
лы на опытах. Они впервые наблюдали лазер- 
ное излучение оргапических молекул краси- 
телей. В дальнейшем ими были сконструн- 
рованы жидкостные лазеры «Радуга», экспо- 
нировавшиеся на Всесоюзной выставке дости. 
жений народного хозяйства в Москве и полу- 
чившие высокую оценку. 

Созданная Б. И. Стевановым теория жид- 
костных лазеров позволила предсказывать, 
какие из множества различных типов орга- 
нических краснтелей могут обладать свойст- 
вами, необходимыми для генерации лазерных 
пучков. Оказалось. что таких веществ до- 
вольно Много и Они позволяют получать ла- 
зерное излучение на любых длинах волн 
в области видимого света, а также невидимых 
инфракрасных н ультрафиолетовых лучей. 
Изменяя концентрацию красителя, темпера- 
туру раствора или оптические характери- 
стики лазерного устройства, можно плавно 
изменять длину излучаемых электромагнит- 
ных волн (как говорят, перестраивать частоту 
нзлучения жидкостного лазера). 

Жидкостные лазеры обладают еще целым 
рядом важных преимуществ. Коэффициент 
полезного действия {то есть доля энергин, 
излучаемой лазерным пучком, по отношению 
к энергии возбуждающего излучения) у та- 
ких лазеров очень высок, порядка 30—40%; 
а в некоторых случаях он доходит до 60%. 
Энергня отдельного импульса может дости- 
гать 100 джоулей. 

Жидкостные лазеры безусловно найдут 
множество полезных применений в спектро- 
скопин, фотохимии, биологии, медицине и 
технике. 

Вторая работа по физике, удостоениая 
Государственной премии, относится к области 
ядерной физнхи и физики твердого тела. 
Ее присудили болывому коллективу исследо- 
вателей во главе с профессором Московского 
государственного университета Анато- 
лием Филипповичем Тузино- 
вым. В состав этого коллектива входят 
Юрий Владимирович Мелихков, 
Вацловас Станиславович Ку- 
ликаускас, Григорий Аркадь- 
свич Иферов, Григорнй Пав- 
лович Похил, Арий АЛАлексан- 
дрович Пузанов, Бэла 
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Габдулгалиевна Ахметова, 
Саркис Аршавировнч Кара- 
мян — согруаники Научно-исследователь- 
ского  инстигута ядерной физики МГУ. 
Уральского политехнического — инстигута, 
Казанского государственного университета 
ни Объединенкого института ядерных иссле- 
дований. Премия присуждена им за открытие 
и исследование совершенно нового интересней- 
шего физического явления —- чэрфекта теней» 
в ядерных реакциях на  монокристаллах. 

Долгое время основным методом иссле- 
дования  внутренисто строения кристазлов 
был так называемый рентгеновский структур- 
ный анализ. Длины волн рентгеновскнх лучей 
очень малы и сравнимы с размерами атомов, 
Поэтому для рентгеновских лучей даже от- 
дельные атомы являются заметным пренят- 
сгвием. На фотопластинке, помещенной на 
путн рентгеновеких лучей, прошедших через 
кристаля или отраженных кристаллом, мы 
получаем сложную систему пятен. По расно- 
ложению этих пятен можно определить 
и расположение атомов в кристалле. 

Элементарные частицы вещества (элект- 
роны, протоны. нейтроны и т. д.} в опреде- 
ленных условиях также обладают волновыми 
свойствамн. Причем данны воли, связанных 
с элементарными частицами, памного меньше 
деже длин волн рентгеновских лучей. Это 
позволяст использовать нотокн злементар- 
ных частиц для анализа строення криеталлов. 
Так возникли в свое время новые области 
физики твердого тела — электронография и 
нейтронография, в которых место рентгенов- 
ских лучей заняли электроны и нейтроны. 

Исследуя взанмодействие пучков быстрых 
протонов с монокристаллами различных ве- 
ществ, А. Ф. Тулинов открыл в 1964 году 
так называемый «эффект теней». Оказалось, 
ито распределение рассеянных крнсталлом 
протонов в окружающем пространстве весьма 
неоднородно по различным наиравленням. 
На фотсграфиях рассеянных протонов отчет- 
лнво видны тени, характеризующие распо- 
ложение атомов внутри исследуемых кристал- 
зов. Одна из таких фотографий, полученных 
А. Ф. Тулиновым и его сотрудниками, при- 
ведена на странице 68. 

Исследование этого явления показало, 
что оэффект теней» обладает необычайно 
высокой чувствительностью к малейшим на- 
рушенням нормального расположения ато- 
мов в кристаллической решетке. Ведь длина 
раесеиваемых волн намного меныше, чем 
у. рентгеновскнх лучей. Поэтому сэффект 
теней» регистрирует ничтожиые смещения 
отдельных атомных ядер, происходящие за 
время порядка 10-М -— Ю-*9 сел, то есть 
практически мгновенно. Это позволяет де- 
тальио изучать поведение атомов в кристал- 
лах в момент перестройки их структуры под 
влиянием температуры и давления, опреде- 
лять положение атомов примесей, регистри- 
ровать различные дефекты кристаллических 
решеток, недоступные для наблюдения с по- 
мощью рентгеновских лучей. Благодаря *эф- 
фекту теней» впервые оказалось возможным 


послойно исследовать структуру кристаллов 
на различных глубинах без разрушения ис- 
пытуемых образнов. Удалось также исполь- 
зовать этот эффект для нелосредственного 
определения времени, в течение которого 
пронсходят разнообразные ядерные реакини. 

Новый высокочувствительный метод ис- 
следовання твердых тел и ядерных процессов, 
по аналогни с рентгенографией, подучил 
название протонографии или ядерной микро- 
скойпни кристаллов. В иастоящее время у нас 
в стране и за рубежом работают десяткн 
так пазываемых протонных микроскопов или 
нротонографов, с помощью которых решаются 
сложнейшие физические и технические проб- 
земы. 

Работы Б. И. Стеланова, А. Ф. Туливова 
н остальных членов награжденных научных 
коллективов внесли крупный вклад в разпи- 
тне советской физики. 

Помимо ннх следует также сказать еще 
© нескольких отмеченных премиями работах, 
тематика которых мюжет представлять инте- 
рес для наших читателей. 

Доктор технических наук Владн- 
мир Тихонович Ренне награж- 
деи Государственной премней за цикл работ 
по теории, расчету и констриированию 
электрических конденсаторов. 

Академнк Академин наук Белорус 
ской ССР Евгений Алексеевич 
Барбашин удостоен премин за цикл 
работ по проблемам устойчивости систем 
автоматического регулирования. 

Академик Борис Николаевич 
Петров, члены-корреспонденты АИ СССР 
Евгений Павлович Попов, 
Александр Михайлович Де- 
тов, Гермоген Сергеевич Пос - 
нелов, доктора технических наук Вла- 
днмер Викторович Солодов- 
ников, Виктор Владимирович 
Семенов, Георгий Михай- 
дович Уланов, Вильям Викто- 
рович Казакевич, Лев Тимо- 
феевнч Кузин, Вячеслав 
Вячеславович Петров, Юрий 
Иванович Топчиеви А лександр 
Степанович Шаталов  награж- 
дены Государственной премией зо создание 
четырехтомной серии инженерных моногра- 
фий лод общим названием «Техническая ки- 
бернетика. Теория автоматического регули- 
рования». Этот труд является своеобразной 
энцинклопедней по всем основвым проблемам 
и методам анализа и конструирования систем 
автоматнческого управления. Оп широко 
ненользуется при разработке антоматнче- 
ского управления летательвыми аппаратами, 
энергетическими установками, химическими 
реакторамн, прокатными станамн и другими 
автоматизировеннымн устройствами. 


В. А. Лешковцев 
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«Авант» ДлЯ младших школьников 





1. Найти наименьшие натураль- 
ные числа а ин 4, удовлетворяющие 


равенству 
500а — 74 = 1. 


2. Когда наливают сок из жестя- 
ной банки через отверстие в крышке, 
то делают два отверстия. Только тогда 
идет хорошая струя. Почему? 

3. Мой дед старше моего отца на 
32 года, а мой отец на столько же 
старше меня. Сколько сейчас лет 
каждому из нас, если три года тому 
назад нам всем вместе не было и ста 
лет? 

4. На столе лежит стопка книг. 
Что легче: вытянуть нижнюю книгу, 
придерживая (но не прнподннмая!) 
остальные, или привести.в движение 
всю стопку, потянув за нижнюю 
книжку? 

5. Восстановить пример на умно- 
жение: 

38,2? х 26 = 22? 


(то есть заменить знакн ? на цифры, 
не равные нулю). 

6. В цепи, содержащей электрн- 
ческую лампочку, сопротивления 
подводящих проводов и нити лампы 
одинаковы, однако нить накаляется 
добела, а провода иочти не нагре- 
ваются. Почему? 
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0 простых числах 


А. Д. Бендукидзе 





В этой заметке рассказывается кос- 
что о простых чнслах. Этими числами 
люди заннтересовалнсь сще в глу- 
бокой древности. Относнтельно прос- 
тых чисел было поставлено множество 
ннтересных вопросов. Примечатель- 
но, что ответы на некоторые из них 
не известны и по сей день. 

1. Возьмем ряд натуральных 
чисел: 

1.2, 3,4, 5.... 
В этом ряду нет наибольшего числа. 
Как это понимать? Это значит, что 
каким бы большим ни было натураль- 
ное число п, существует еще боль- 
ше число. В самом деле, таким будет 
уже следующее натуральное число, — 
число д -- 1. Итак, натуральных чи- 
сел бесконечно много. Именно этот 
факт и подразумевают математики, 
когда говорят, что множество нату- 
ральных чисел бесконечно. 

2. Наименьшим в ряду натураль- 
ных чисел является число |. У него 
только один делитель — это |. Сле- 
дующее число — 2. У этого числа 
два делителя: | п 2. Далее идет 3. 
У него тоже два делителя: фи 3. 
Но уже у следующего числа, числа 
4, три делителя: 1, 2, 4. У пяти два 
делителя, у шести — четыре и так 
далее. Число может иметь и много 
делителей. Например, у числа 60— 
\2 делителей: 1, 2, 3, 4,5, 6, 10, 
12. 15;.20.. 30. 60. 

Число, у которого только два де- 
лнителя: | и само это число, — на- 
зывается простым; еслн же у числа 
более двух делителей, то оно называ- 
ется составным. Так, например, числа 
2, 3,5, 7, 11 — простые, а 4, 6, 8, 


9, 10 — составные. А как быть с чис- 
лом 1? Ведь у него только один де- 
литель! Это число не является ни 
простым, ни составным. 

Такнм образом, множество нату- 
ральных чисел естественным образом 
разбивается па три части или, как 
принято говорить, на три подмно- 
жества. Первое из этих подмножеств 
состоит из одного чнсла, а именно, 
из числа 1; второе содержит все 
простые числа, а третье — состав- 
ные. Заметим, что каждое натураль- 
ное число попадает в одно и только 
одно из этих подмножеств, то есть, 
как обычно говорят, эти подмножест- 
ва попарно не нересекаются. 

3. Легко догадаться, что мно- 
жество составных чисел бесконечно. 
В самом деле, уже чисел вида 2”, 
где п принимает значения 2, 3, 4,..., 
бесконечно много, а ведь кроме этих 
существуют н другие составные числа! 

Ну, а что можно сказать относи- 
тельмо простых чисел — конечно или 
бесконечно их множество? Известный 
древнегреческий математик Евклид, 
который жил в ИГ веке нашей эры, 
доказал, что множество простых чи- 
сел бесконечно. 

Посмотрите, как остроумно рас- 
суждает Евклид ири доказательстве 
этого факта. 

Пусть р — некоторое — простое 
число. Докажем, что существует прос- 
тое число, большее р. В самом деле, 
перемножим все простые числа до р, 
включая само р, и к этому произве- 
денню добавим единицу. Получим 
следующее число: 

2.3-59.:7-...-р-г 1. 
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Это число, которое явно больше р, 
будет или простым, или составным. 
Если ойо простое, тем самым уже 
доказано, что существует простое 
число, большее чем р. Если же оно 
составное, то оно должно делиться на 
некоторое простое число; но ни на 
одно из простых чисел 2, 3, 5,.... р она 
не делится — при делении на эти 


числа в остатке всегда будет полу-, 


чаться |. Значит, оно должно де- 
литься на простое число, болышее 
чем р. Итак, и в этом случае мы вы- 
нуждены признать, что существует 
простое число, большее чем р. Но это 
и означает, что не существует наи- 
большего простого числа, откуда сле- 
дует бесконечность множества прос- 
тых чисел. 

4. Таким образом, множество 
простых чисел бесконечно. При этом 
ясно, что множество простых чисел, 
не превосходящих некоторого л, ко- 
нечно. Как найти эти числа? Проще 
всего это сделать методом, который 
был предложен современником Ар- 
химеда, греческим математиком Эра- 
тосфеном. Познакомимся с этим 
методом. 

Пусть требуется найти все прос- 
тые числа, не превосходящие л. Вы- 
пишем подряд числа от | до л: 


|, 23,4, биз. 


Первым стоят чнело 1. Оно, как 
мы уже знаем, не является простым. 
Поэтому вычеркнем его. Следующее 
число — 2. Оно простое. Оставляем 
это число н вычеркиваем все числа, 
кратные 2. Для этого достаточно вы- 
черкнуть каждое второе число, на- 
чиная с 3. Идем дальше. Первое не- 
вычеркнутое число — 3. Оно прос- 
тое. Оставляем его и вычеркиваем все 
числа, кратные ему, то есть каждое 
третье число, начиная с 4. (При счете 
следует учитывать и ранее вычеркну- 
тые числа, поэтому некоторые числа 
вычеркиваются второй раз; такими 
будут 6, 12, 18,...). После этой опе- 
рацин первым невычеркпутым, а зна- 
чит и простым, будет 5. Его оставля- 
ем и вычеркиваем все числа, кратные 
5, то ссть каждое пятое число, на- 
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чиная с 6. Далее переходим к сяё- 
дующему невычеркнутому числу (та- 
ким будет 7) и так далее. Окончатель- 
но мы вычеркнем все составные числа, 
н у нас останутся только лишь прос- 
тые. Вот, наиример, что у нас полу- 
чится, если л = 60: 


ч и -* тщчм 


И 9 13 Раб Г 5-8 19724 


Ре 2 23-94. 96 -26 27 я 29-0 


З1 332. 39 34 335 346. 37-39. 289 540. 


Г р в 4-3 мч г в -ю`м 


57-82 53 245 `56 255 388 59 64 


По этой таблице мы находим все 
простые числа от 1 до 60. Их всего 17: 
РОТ, ие ЦВ №, № 28-20 21, 
37, 41, 43, 47, 53, 59. 

Применяя метод Эратосфена, мы 
как бы олсеяли, пропустили через 
решето все составные числа и оста- 
вили только простые. Этот метод на- 
зывается «решетом Эратосфена». 

В заключение заметим, что, поль- 
зуясь решетом Эратосфена, вычеркн- 
вание можно прекратить, как только 
мы дойдем до простого р, которое 
больше ]/п. К этому моменту все 
невычеркнутые числа будут простыми. 
(Постарайтесь доказать это сами.) 
Так, при п =: 60 после того, как мы 
вычеркнули чнсла, кратные 7, даль- 
нейшее вычеркивание можно не про- 
ИЗВОДИТЬ. 

Предлагаем вашему вниманию 
одну простенькую задачу: докажи- 
те, что если р — простое число боль- 
ше трех, то р*— 1 делится на 24. 
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Ответы, указания, решения 





К статье «Некоторые задачи на прогрессии» 

1. 2; 6; 18 или 18; 6; 2. 

2. Пусть а, 6, с, -... п — члены ариф- 
мстической прогрессии, А — число средних 
арифметических, вставленных между каж- 
дыми двумя  последовательными  членамн 
этой прогрессни. Числа а н 6 вместе с № 
средними арифметическими, вставленчыми 
между а н 6, образуют арифметическую 


—а 
прогрессию с разностью т. Продол- 


жите этн рассуждения для других членов 
по аналогии с решением задачи 3 в статье. 
3. Не могут, см. задачу 2 статьи. 
—1 


| 
4. Записав сумму в виде 7 Е 


‚1—1 10"— 1 
+9 +. +79), 


7 [107>\— 10 \ 
ат. 


5. Сгруппировав по два члена, получим 
сумму арифметической прогрессин 1-5 -- 
МЕ 





получим 


6. х = Ю&, 5. Указание. Решите 
уравнение 218 (2% — 1) -= 12-1 (3-2 3), 
которое сводится к квадратному. 


К статье « Московский государственный 
уннверснтет имени М. В. Ломоносова» 


Механико-математический факультет 
Вариант 1 


1 
1. 0<х=-, х>1. Указание, 


Используя известные свойства логарифмов, 
преобразовать предложенное неравенство от- 
дельно в каждом из двух случаев 0% х< | 
нх> 1. 

2. Скорость пешехода 3 км/ч, скорость 
велосипедиста 15 км/ч. 

3. 12,5 м. Решенне. Пусть АВС — 
данный треугольник (см. рис. №), „АК— 


биссектрисяа угла 4, точка О — центр вии- 
санчого в треугольник АВС круга. По 
условню точкн С, Ои К лежат на одной 
окружности, петр @ которой лежит на сто- 
роне АС. Пусть Ё — вторая точка пересече- 
ния этой окружности со стороной (докажн- 
те, что эта окружность пересекается нмен- 
но со стороной АС, а не с ее продолжени- 
см!). так что [С — диаметр этой окружности. 
Соеднним отрезком точки Он С; тогда по 
свойству угла с вершиной на окружности 


ОК = ЕО = Хх КСЕ, 
УКС = д—2 Р.@ КС. 


(лайте обоснования этих равенств!). Далее, 
носкольку угол КАС является углом с вер- 
шиной вне круга, можем запнсать 


1 | 
=> ВАС = ки СКС —ОЕ) = 


] 
=> ®—85. КС), 


то сть ХА=я— ЗС, откуда ХВ=2 ХС. 
По теореме синусов из треугольника АВС 
имеем 


Ай 2 
1х С — эп2х С’ 


3 Е 4 
откуда с05%-С == -5_› и потому 5пх.С == —- 
(почему эшх С >> 02). Остается воспользо- 


ваться формулой В == 2тх_С . 
4. УЗ м. Решение. Пусть $Н — вы- 
сота данной инрамиды $5АВС (рис. 2), а 


а — длина ребра 5С. Из треугольника $НС 
имеем НС =- а/2, 


3 
= (1) 





| Рис. 1. 


Рис. 3. 
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По условию точки А,В,С, — середины 
ребер $А, 58, 5С— и вершины А, В, С 
лежат на одной сфере. Отсюда следует, что 
точки А, А., В. В лежат на одной окруж- 
ности (почему?). Так как А.В, || АВ (пэче- 
му?). то АА, В,В — равнобочная трапеция 
{покажите!). Проводя аналогичные рассуж- 
дения для четырехугольника ВВ.С.:С, за- 
ключаем, что 


$А == 5В == 56 -= АВ =а 


(восстановите необходимые рассуждения!). 
Таким образом, треугольник АЗВ — пра- 
вильный; апофема $М грани А58В легко вы- 
а УЗ 
числяется: $М = ВЫ, Итак, длана вы- 
соты пирамилы $Н равна длиние анофемы $ М. 
Поэтому высота пирамилы 5АВС’ совпадает 
с апофемой боковой грани А5В (докажите!), 
то есть грани 458 и АВС взаимно перпен- 


днкулярны (рис. 3). Поскольку НА == НВ => . 


а 
= НС = > (откуда это следует?), то центр 


сферы, о которой ндет речь в условии за- 
дачи, лежит на высоте $Н пирамнды (по- 
чему?). Центр этой сферы равноудалеи от 


а 
точек Аи А,. №ю НА=-5-иНА, = -5- 


{докажите!), а потому точка Н, лежащая на 
ребре АВ, как раз и является центром ука- 
занной в условии задачи сферы. Так как 
радиус этой сферы равен 1, то а -= 2, и высо- 
та пирамиды определяется по формуле (1). 

5- а=2, $=:4, с= 64. Решение. 
Пусть числа а, 6, с удовлетворяют условию за- 
дачи. Обозначим через х, общий лействи- 
тельный корепь данных уравнений (заклю- 
чите из условия задачи, что эти уравнения 
имеют по крайней мере один общин дейст- 
вительный корень!). Тогда число ху являет- 
ся корием второго уравнення (докажнте!). 
Так как хо>|, то хозх2, и потому ху н 


х8 — различные корни второго уравнения. 


По теорсме Внета из этого уравнения полу- 
чаем 


Ь(Ь-1- жа: с = хо. (1) 


Первое из соотношений (1!) как квадрат- 
ное уравнение относительно В дает равенст- 
во 6 = ху (почему нужно отбресить второй 
корень этого уравнения?}. Число х. есть ко- 
рень первого уравнения; подставляя х, =6 


8 
в это урависине, иаходим а = -^. Вторым 
корнем первого уравнения является число 
-=- (проверьте!). Так как с == В3 (см. второе 


из соотношений (1)), то третье уравнение 
принимает вид 


жж 53 —0 
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н имеет четыре корня: 
хе, ху = В, хз == УВ, х. = — ИБ. (2) 


Так как корни первого уравнения явля- 


Е корнями третьего уравнения, то число 
-р должно совпадать с одним из чисел (2). 


Единственная возможность такого совпаде- 


ния = УЕ (проверьте, что остальные 


случаи не подходят!) дает 6 =4. Остается 
убедиться, что прн значениях а -==2, В -=4, 

= 64 условия задачи действительно вы: 
полнены; это устанавливается испосредст- 
венной проверкой (поясните, почему такая 
проверка — логически необходимая часть ре- 
шения задачи). 


Варнант 2. 
4 
|. Ох, хх 29. 


5 
2. 21 км. 


4/2 


3 м. 
4. 18 |2 мз. 
5. а= —2, 6 =30.с=4. 


3. 





Факультет вычислительной математики 
и кибернетики 


Варилит 1 


1. Заметим, что 0<3- РЯ = | при 
всех х. С помощью подстановки 3—2) —- 
= уравиение приводится к виду 9 — 
—- 181 --7=-0. Это квадратное уравнение 

й 7 
имест корни &; = 1 ий и =: | 2 


из которых нам подходит лишь #›. Следова- 


+ 2 
тельно, ЗИ — | =>, откуда х = 





ар ь У. (1-52). 


Большинство лоступающих с решением 
этой задачи справилось. Некоторые абиту- 
риенты не заметили, что {= 1. 


2. Прежде всего заметим, что в область 
допустимых значений неизвестных входят те 
и только те х, при которых сх имеет 
смысл и сх 0. Исходное неравенство 
зерепишем в виде 


6102 х>> [ | Чех —1| -1- Пой&х, с хо. (0 


Ясно, что при си х<0 условия (1) удовлет- 
воряются и, следовательно, все точки х, для 


ыы (п —=0, 


которых а лох л-- ЛП 
и. +2,. _-.), являются решением. 
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Рис. 4. 

Остается рассмотреть случай ах > 0. 

Тогда, поделив первое из неравенстз (1) на 
сох > 0. получим 

Чех — 1 | шх— |, {2} 

{ ив х>0. ых 


Из в >= [| следует а > 0, поэтому из (2) 
имеем сих — 120, нли 4ах>1. Отсюда 
находим остальные решения задачи: 


лт < хм ЕО ЕН...) 


Некоторые абитуриенты, получив в про- 
мессе решения (2) тождество Ох —1 = 
= (Ех — 1, писали, что оно удовлетворяет- 
ся при всех х, при которых С 4х имест 
смысл, забывая о том, что это тождество 
могло получиться лишь при Сых- 1, 

3. Обозначим раднус сектора через А. 
Пусть О,, О. — нептры окружностей $, и $, 
соответственно, а г, Г» -— их радиусы (рнс. 4). 
Выразнм гв, Г» И В. Для этого провс- 
дем 0.0108, О.Е 10В, ОРТ АО. Из яря- 
моугольных треугольников ОВО ин 00,0 
имеем 

{Юл = б.р" Абу, 
> 2 
< —н\ =0,0*+ и. 
Вычитая эти два равенства почленио, 
Г ЯРУ 
получим г, = -5- А. Тогда 0, В = К |4 5 . 


Далее, из прямоугольного треугольника 
О.ВЕ найдем (К -р гай = ОЕ? -Н (В — г)? 
или О.Б =З у Юг,. Аналогично, из тре- 
угольника О,О,Ё имеем (г, -[- г: == 0.Е?-- 


_— 


+, — в РЗИйЯ = ИР 


Подетавим в равенство О.Б -- ОР = 00 
выражения для О.Е, О.Р, ОО н получим 


а $ 23 т 
гии т-я УЗ. ок 


1 
да го вета Ю. Искомое отноше- 
и ‚ о 
72 ы 
нис равно НЕ 18 э= (| +8) - 
. : 


4. атс4р (2 2 — УЗ). 
5. Обозначьте в (соз /4л?— х?) через у 
и рассмотрите систему 


{ $3 — 4ау-|-2 -2а=0, 
= 1. 


Первое уравнение должно иметь либо 
единственное решение, либо решение 
у>4 1, либо у — 1, 

Варнант 2 

х=-У Юве (2 (2-1 у3)). 


л К 
2. 2лп | 5 ха 2лл или 


я ый 
2лп — ч` хз +2лл (п=0, = 
ВР, . $). 

Г. = 50 — 31 и. 

г 4 


_—_ 
‹ 


4. агсёр у г”" 


5 са? 1 к 
т о 9-5. 
а 
х = _>э1; а = — |, тогда х = 
ги жа 
= — ап 4оух = Ел - ася 5; х= 
Л 
=л — асы —— 
4 
Физический факультет 
Математика 
Варнант | 
ы 
т х= дп; х= —— 277; 
я 
х=(— 1)" -5- -- яп. (п=0, 1,...). 


] 
2. 00<х< 10. 


3. Температура воды в первом сосуде — 


28°, во втором — 567. 
/= 
Га | к 
5. 3. 


Вариант 2 
2 


Ро 
1. х=ай; хто дп (п=0, 


ЕЕ у 


‚и о 
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1 
2. х<—= Юз 4. 


3. 49 км, 35 км/ч. 
5— 7 


4. 4 а. 
5. УЗ. 
Физика 


Бидет № 1 
Запншем условия равновесия лестницы: 
М = Р =— 0, (1) 
7— М, =0, (2) 


№ (та — Р -- с0$ 6 == 0. (3) 


Здесь Л — реакция горизонтальной опо- 
ры, М, — реакция гладкой стены, Р — сила 
тяжести, [— сила трения (см. рис. 5). Из 
уравнений (1), (2) н (3) находим 


В 
№=Р, №, =} = -5_ сша. 


Искомая сила Р (полная реакция опо- 
ры) равна = им-А". 
Эта сила составляет с горизонтёлью 
7 


А 
угол ф такой, что % ф == т 


Таким образом, 


Р 
=-—- Уса, 

"е=2ша, ф= агс& (2 ща). 
Билет №2 


Запишем уравиенне движения тела до 
отрыва от сферы: 


у? 
тв с05 & — М=т р. (1) 
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Рис. 6. 


Здесь м — масса тела, У — скорость его 
в даиной точке, а — угол между вертикалью 
н радвусом-вектором этой точки, № — сила 
реакции опоры. В момент отрыва (рис. 6) 


№ = 0, (2) 
й, = А — К со, (3) 
У? = 26Н:. (4) 


Подставив (2), {3), (4) в уравнение (1), 
найдем 5 


с0$ @4 = —3 
2 
После отрыва тело с высоты —5- А по- 


летит свободно, обладая начальной ско- 
ростью У.,. Уравнение движения тела по 
вертикали: 


2 ь а? 
— В = Фозта) (+5. 


Отсюда , 
50012 1 260 — 120 =0, Ё2=0,3-. 


Билет №3 


Световой поток связан с силой свота 
нсточника и телесным углом, внутрн кото- 
рого этот поток распространяется, соотно- 
шением 

Ф= ©. 


В первом случае 
ла? 





4 
Ф = = 1-1: 


(так как 9 < Г). 

Во втором случае добавляется еще све- 
товой ноток Ф., отраженный от зеркала, 
то есть Ф., =Ф, Г Ф.- 

Так как источник находится в фокусе 
зеркала, лучи после отражения идут парал- 
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Рис. 7. 


дельным пучком: следоведельио, сось свето- 
вой поток 4.. попавший на зеркале, после 
отражения попадает на диск (рис. 7) (так 
как поперечный диаметр зеркала равен дма- 


2лЮй 


метру диска}. Но Ф. = [. =7 — В , 


гдей = ® — ] / В — (=) = 4 см. 


Отисшение световых потоков равно 


Ф, + $, 8112 _ 


Билет №1 


На рамку в поле действуют свлы: Г — 
натяжение, Рд — сила Ампера, и — сила 
тяжести (рис. 8). 

Прн равновесии сотклоненной рамки сум- 
ма моментов всех снл, действующих на три 
стороны: квадрата, относнтельно оси ОО рав- 
на нулю. 

Момситы сил тяжести равны 


Ф, 
д — 


р в 
Мор = Мос = р158 па, (1) 


Мрс = РЕЗЕ! т @, (2) 





Рис. 8. 


где { — длина стороны рамки, © — угол ст- 
клонення рамкн ст всртикалн, & — ускоре- 
пие свободнсто падепия. 

Моменты снл Ампера, действующих ва 
боковые стороны рамкн, равиы по величнне 
и яротивопозожиы ло направленяю. Эти си- 
лы составляют пару сил относительно вер- 
тикальной оси И не влияют на отклонение 
рамки от вертикали. Момент снлы Ампера, 
действующей па нижнюю сторону рамкн и 
вызывающей отклонение рамкн от вертнка- 
ля, равен 


Ма = 1184 0$. (3) 


Сила натяжения Т проходит через ось, н ее 
момент равен нулю. Таким образом, 


Мор -- Мос + Мре-—- Ма =0. (4 


Подставив значения моментов сил в равен- 
ство (4), найдем 


1В 
Зр5в 


и 


Билет №5 


Меняющееся в) временн магнитное п)- 
ле, пронизывая виток. возбуждает в нем 
Э. д. ©. ИЦАУКЦИИ, равную ио> велячине 


Е АВ: . 
= Ар © 

где $ — площадь витка, перпенднкулярного 
силовым линням поля. Ирин образовании 
«восьмерки» нормаль к повэрхностн одной 
петли изменила свое направление на про- 
тивоположное. Полная площадь «восьмерки» 


5=5.— $, =л (5—1), 


где г, и г. — раднусы пстель «восьмерки». 
По условию г. = 27,. Тогда {= 2л.3г,. От- 
сюда 





{ { у: 
ПИЯ = я о бы 


Ток, текущий по проводнику, равен 


— А. Ё 
== д-р ТИК 


1.44. 10-4. 102 
= ЧВНЫЕЬ _ Сао 


Билет №6 


Постронм ход двух лучей, вышедших 
из источника {рис. 9). После презомлевия 
на границе раздела вода—воздух лучи 
«встречаются» в точке 5’, отстоящей на рас- 
стоянии Й, от поверхности воды. Из тре- 
угольников АЗС н А5’С с учетом малости 
углов а и В имеем 


р 
и 


Я, Ава 5на 1 
— ы "Иа 


1 В — В — В 
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Рис. 9. 


Для линзы точка 5” является предме- 
том, а 5” — его изображением. Воспользу- 
емся формулой линзы 


где 
й 
а=Н-и=ИЬ- 


н найдем Й: 


. В =л ($=-и) = 40 см. 


й 


К разным задачам 
(См. стр. 63) 
1. хиу нечетны, поэтому 


(1971197 -и-и = 
ит =и-ОоО 


делится на 4. Показать, что 19711972 1 | 
не делится на 4, тогда н Х-Ру не делится 
на 4 и тем более па 1972. 

2. При четных л. 

-) 

3. Доказать, что вы" — 1-00 кратно 4, 
представив ало0 В Виде «1 -- 1854. 

4. Воспользоваться равенством 


2 
(38 —1).313А-- 0 > 


, АР 
ат (ве — в) +31 


К задачам «Квант» для младших 
школьииков 
(см. «Квант» № 3, 1973) 
1. 27 секуня. 
2. Получилось так, что втсрой продавец 
продал 6 яблок не по | руб. за 2 шт., а го 
1 руб. за 3 шт. 


78 


3. «Кто за двумя зайцами погопится, 
тот ни одного не поймает». 


4. Осадка корабля изменится, так как 
плотность соленой воды больше, чем пресной. 


К задаче «В тихой гавани» 
(см. стр. 34) 


Сначала каждому дается по три пиастра 
и три лублона. Затем каждого спрашивают, 
в какую часть бочки вина он ценит один 
пнастр. Кто назовет нанболыную часть (по ус- 
ловию она не больше четвертн), тот и полу- 
част оставшийся пнастр, а каждый из осталь - 
ных — то количество вина, которое назвал 
получивший пнастр (на двоих — не больше 
псловяны бочки). Так же поступают и с дуб- 
лесном. Оставшееся вино делят поровну. 


К «Вероятностным задачам» 
(см. стр. 59) 


1. Неверно. Вообразим, что этот опыт 
проводился очень много раз. Тотда в поло- 
вупе случаев шар будет взят из первого 
ящика, то есть будет белым. В другой’ же 
половине случаев шар будет взят из второго 
ящика, причем в ноловине из этой половины 
лучаев он будет белым. Следовательно, 
белый шар будет вытаскиваться в 3, слу- 
чеев, то есть искомая вероятность равна 3/ у. 


2. Вообразим, что. будет сыграна еще 
охиа партия. Если первый игрок сс выиграет, 
тс позьмет все деньги (так как счет будет 
16 : 8}, а если пронграет, то счет будет 9 : 9, 
после чего шансы игроков сравняются. 
Значит, половина денег принадлежит пер- 
вому игроку, а эторую яоловияу возьмет 
он или его противник в зависимости от нсхода 
предполагаемой партин. Следовательно, вто- 
рую поаовину денег надо раздезнть пополам, 
то есть дать первому нгроку 3/: всех денег, 
а второму — У. 

3. Пусть в семье двое детей. Персчисляя 
ик, будем сначала указывать старшего рс- 
бенка, а затем младшего (мы исключаем 
семьи < близнецами). Возможны четыре 
равновероятных случая: 


ММ. МД, ДМ. ДД. 


Следовательно, в семьях, где двое детей, 
среди которых есть мальчик, возможны 
Три одннаково вероятных случая: 


ММ, МД, ДМ. 


Мы видим, что в двух из этнх случаев 
второй ребенок является девочкой. а в од- 
нэм — мальчиком. Значит, вдвое более ве- 
роятно, что второй ребенок является дс- 
вочкой- 

4. Потому, что число шаров бесконечно. 
В данном случае нельзя ставить вопрос о ве- 
роятности вынгрыша А илн В. 
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К статье «Телевизионные 
физнко-математические курсы 
для поступающих в вузы» 

(см. «Кваят» № 3, 1973 г.) 


Физнка 
а Е (С.С4 — С.С) ай 
ПРАВ > Це:-+Сь (СС, — 7 


Т — те (3 —2с05 а} 
РЕВ, А Бы 


2. Е = 9 зта 
2=4,6- НК в/м. 
3. 49 = 9: — 9: = 
ВЮ. а 
= — СЕ. в. =: —0,83-10-* к. 
КИ | 
4, у ее“ 1,8 мх. 


5. (4 =Е ЕВЕ. РАВЕН 1 
т Е фи тт 


Математика 


22 
1. 841 - 
—3+ 73 
2.0; —3; ——_—__. Указание. 
Положить и = х? -|- Зх. 
3. х=3. 
х 
4. х= —э +2. Указанне. По- 


ложить у = зтх -1|- созх и учесть, что 1 -- 
-- ма 2х = (т х -- 0$ Х?. 


5. х=3. Указание. Положить у == 
= Ух --З-г Ух-1- 
6. х< 3. 


7. х= 0; х> 4,5. Указание. Задача 
сводится к решению совокупности двух си- 
стем: 


Г х— 4х > 0, 

\ х—3< 0, 
х? — 4х > 0, 
-х—3—>0, 
Хх? — 4х х* — 6х -|- 9. 


п 5л | 
8. т ЗУ тд. Указа- 


иие. Учесть, что зи х -1 с0$ х < ИЗ при 
любых х. 


оо"; ра ре, 


К статье «Университет Дружбы народов 
имени Патриса Лумумбы » 


Варнант | 
1. Победила первая бригада. 


2 _ п 
- х=-—, 


3. 1. 


4. Решеннй нет. 


Варнант 2 
1. В 1,5 раза. 
2. х = —[, 
1 
И 
8лг3 3 
3. а. 
3 
Еее. 
9. = -- 5. 


Вариант 3 
1. За 10 дней, за 8 дней. 
2. х=— 3, 


х—5. 


8 
3. агс$-——, 
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МАРКИ, 
ПОСВЯЩЕННЫЕ 
ЮРИЮ ГАГАРИНУ 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


12 лет тому назад 12 ап- 
реля 1964 года промзошло 
событие, поразмвшее весь 
мир—человек впервые под- 
О В О АМ 
странство. Первым —носмо- 
навтом стал советский чело- 
век коммунист Юрия Алек- 
сеевич Гагарин. 

Я СЫ 
О Я О 
марок, выпущенных в раз- 
личных странах мира. Часть 
мз них мы прмаодим на ма- 
ших фотографиях. 

Первав марка ‹ портре- 
том Гагарина вышла а СССР 
ТС ВИ 2: ДЕ 
Г С ЛЕ В 
ВА СТО Е 
«Первый в мире космонаат 
Ю. А. Гагарин». Эту марку 
вы выдите слеза вверху 
В этой же <ерми была выпу- 
щена вторая марка, на ко. 
торой Гагарин изображен в 
космическом скафандре спе- 
ва от ракеты, взлетающей 


на фоне Кремля. В 1964 го- 
ду ко Дню Космонавтики в 
СССР вышла марка с мзоб- 
раженнем Гагарина м каби- 
ны космического корабля 
«Восток-1». 

Запуску первого космо- 
навта посавщема серия мз 
двух марок, выпущенная в 
Польше в 1961 году. На од- 
Ной мз них вы видите порт- 
Е О 
шютиста. В такой же фор- 
ме он изображен на кубин- 
ской марке 1963 года м бол- 
гарской марке 1966 года. 

Чехословакия выпустила 
в 1961 году серию мз трех 
марок, на которых Гагарин 
символически изображен 
стремитепьно летящим в 
космосе. 8 том же году, в 
связи с вызмтом Юрия Гага- 
О 
на марка с его портретом в 
скафандре. 

В 1962 году в Венгрим в 
серим марок, посвященных 
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Международному астронав- 
тическому конгрессу, быпа 
зыпущена марка с портре- 
том Гагармма. 

В 1963 году а Румыним 
О 
ба} < портретом первого 
хосмонавта. Его изображе- 
Е ТС 
другой румынской марке, 
выпущенной в 1967 году в 
А С-В: 
т ЖИ АЗЫ 
ного спутника Землын. 

На болгарской марке 
1967 года Гагарин мзобра- 
жен аместе с Терешковой м 
Леоновым, 

На фото приведемы так- 
т О 
республики Вьетнам (1965 г.} 
н марка Кубинской народ- 
ной республики, на которой 
Гагарин мзображен рядом с 
земным шаром, опоясан- 
ным траекторнями космиче- 
ского полета. 


В. А. Рудов 
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В октябре 1957 года с 
запуском первого искус- 
ственного спутника Земпи 
человечество приступило к 
систематическим иеследо- 
ваниям космического про- 
странства. С тех пор прош- 
ло совсем немного време- 
ни, но как уднвитепьно дале- 
ко вперед шагнулн космиче- 
ские исследования! Совет- 
ские автоматические стан- 
ции исследовали Луну, Вене- 
ру и Марс. Наука узнапа об 
этих небесных тепах значи- 
тельно больше, чем за все 
предыдущие столетня упор- 
ных наблюдений. 

Успешно испытана первая 
липотнруемая орбитальная 
станция «Сапюти, предиаз- 
наченная для проведения 
длительных научных иссле- 
дования в Космосе. Разнооб- 
Разные искусственные спут- 
ники Земли служат человеку, 
изучая  метеоропогические 
процессы в атмосфере, пе- 
редввая информацию на ог- 
ромные расстояния, иселе- 
дуя водный режим нашей 
планеты. 

°К настоящему моменту в 
хосмос запущено более ты- 
сячи различных аппаратов, 
половина которых сделана 
руками советскых ученых, 
инженеров, рабочих. В нашей 
космической программе от- 
четливо выделяются три ©<- 
новных нвлравления мееле- 
дования: сметематические 
неспедования в околозем- 
ном космическом простран- 
стае. имеющие не только 
научное, но и бопьшое 
практнческое значение; изу- 
чение Луны и окололунно- 
го космического простран- 
ства; исспедование ппанет 
Солнечной системы. В каж- 
Дом из этнх направлений 
достигнуты громадные ус- 
пехн и открываются захва- 
тывающие перспективы. 


Ч 
4 
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Научно-популярный 
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журнал 


и КОПИИ ЛИ р. и, | 
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На первой странице обложки вы видите 
фантазию известного голлиндского худож- 
кика М. Эшера на тему «Правильные мно- 
гогранники». 

На второй и четвертой страницах обложки 
приведены все существующие правильные 
многогранники. 

О правильных  многогранниках вы можете 
прочесть в статье В. Н. Березина на стр. 26. 
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КР КОВАЛЕНКО 





Представим себе, что с поверхности 
Земли взлеТаЕТ кссмический корабль, 
и в момент остановки (в системе от- 
счета, связанной с центром масс Зем- 
ли) из него выбрасываются с одной 
И той же по величине скоростью 9о 
по разным направлениям одинаковые 
тела. Возникает вопрос: в кекую 
часть  околоземнсго — пространстея 
могут попасть эти тела? 


Решению этой задачи и ряда свя- 
занных с ней з=дач посвящена на- 
стоящая статья. Спешим предупредить 
читателя, что в такой постановке за- 
дача была рассмотрена еще в прошлом 
столетий, а именно, в статье профес- 
сора Б. К. Млодзеевского «Об оги- 
бающей орбит при ньютоновском при- 
тяжении», опубликованной в 1886 го- 
ду, а затем, с болге простым выводом, 
в статье знаменитого русского ме- 
ханика Н. Е. Жуковского «Замеча- 
ние по поводу статьи Б. К. Млодзе- 
евского», онубликованной в том же 
году. 

Ниже будет приведено еще более 
элементарное изложение этих воп- 
росов, которое потребует от читателя 
знания простейших свойств эллипса, 
а также двух законов сохранения для 
движения под действием ньютонов- 
ской силы притяжения и первого за- 
кона Кеплера *). 





*) Все эти сесдения можно найти, на- 
пример, в статье Я. А. Смородивского 
«Движение планст», «Квант» № 1, 1971. 


2 


КуапЕтссте.ги 


1. Постановка задачи. 
Исходные предложения 


При ранении задачи мы будем пре- 
небрегать сопротивлением атмосферы 
Земли; выбранную систему отсчета, 
связанную с Землей, будем считать 
инерциальной, тела — материаль- 
ными точками массы т, а Землю — 
однородным шаром массы то. 

Как известно, такой шар притя- 
гивает материальную точку с силой, 
направленной к его центру и равной 
Е- те, где } — гравитационная 
исстоянная, а г — расстояние мате- 
риальной точки до центра шара. 

Поэтому рассматриваемая нами 
задача сводится к идеализированной 
задаче, изученной еще Ньютоном: 

В неподвижном *) центре О сосре- 
доточена масса т, которая притя- 


гивает материальную точку массы т 
„, от 


с силой Р-ф-„г. Требуется иссле- 
довать возможные движения этой 
материальной точки. 

При движении материальной точ- 
ки под действием силы тяготения 
имеют место два закона сохранения: 
механической энергии и момента ко- 
личества движения. 

Закой сохранения полной меха- 
мической энергии говорит о том, что 
энергия 

и, #12 ЖЖ 
я Ее Тот 


ЕЕ, ия (1) 





сохраняет постоянное значение, то 
есть в любой момент времени Е = Б., 
где Е, — начальная энергия 

те 


ры У (2) 


2 о 





*) Строго говоря, в результате езаимно- 
го притяжения и материальная точка, и 
Земля будут двигаться относительно их 
общего центра масс. Но так как масса т пре- 
нисбрежимо мала но сравнению (© массой ту, 
то Землю можно считать неподвижной. 

**)О том, как подсчитать потенциальную 
энергию в поле тяготення. можно прочитать, 
например, в статье Н. М. Сиеранского «По- 
тенциальная энергия тел в поле тяготения», 
«Квант» № 6, 1972. 


{[*. 


В частности, отсюда следует, что 


у” и пот 
== —— < Е. или ф-—— >-Е.. 


Если Е, < 0, то г остается огра- 
ничениым. Известно, что в этом и 
только в этом случае матернальная 
точка описывает эллипс, причем один 
из его фокусов совпадает с центром О 
(псрвый закон Кеплера). Поэтому 
начальная скорость ч., для которой 
Е. < 0, называется эллиптической. 
Гели Е, = 0, точка движется по 
параболе, и соответствующая началь- 
ная скорость называется параболи- 
ческой. Если Е, >> 0, движение точ- 
ки происходит по гиперболе, а ско- 
рость пазывается гиперболической. 

Закон сохранения момента коли- 
чества движения *) (момента импуль- 
са) заключается в том, что величина 


[ = то = тгзтая (3) 


(рис. 1) сохраняет постоянное зна- 
чение. 

Теперь рассмотрим несколько кон- 
кретных задач, относящихся к двн- 
жению материальной точки ис эл- 
лнитической траекторин. 


2. Независимость 
большой полуоси эллипса 
от направления начальной скорости 


Изложенные предложения позволя- 
ют с помощью несложных выкладок 





*) Как известно, этот закон сохрамения 
связан со вторым законом Кеплера. 
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найти болышую полуось эллипса. 
В самом деле, для тех моментов, 
ксгда материальная точка попадает 
в одну из вершин М, или М, эллипса, 
то ссть проходит через апогей или пе- 
ригей, равенство Ё = Ё, дает 





” 2 
И.о То 0 Та 
Е ме вх 
2 де рр № (4) 
а равенство Г. = Ё, дает 
ть.» = ТОГО ЗМ © в. (5) 


Исключив и,.. Из выражений (4) 
и (5). получаем квадратное узавнс- 
ние относительно Гу..: 


г к 





при 2: >, $ 
И ах 
` 4 
НТ 
0703 п 
НЕТ О) 


Два корня этого уравнения, Г. 
и г,, дают значения г, › В апогее и 
перигее, Так как болышая полуось 
г2). ТО по теоре- 


г 


1 
эллипса а = {ев 


ме Виета из (6) находим 


Ур 


а —— 
2 


^. Уогь . (7 ) 


2по — Гоуб 


Таким образом, при фиксирован- 
ной массе притягивающего центра 
большая полуось эллиптическсй тра- 
екторин материальной точки опре- 
деляется "2 начальным положением 
{^о) и величиной начальной скорости 
(75), а от направления этой скорости 
никак не зависит. 


3. Попадание из начального 
положения в заданное. 
Эллипсоид «безопасности» 


Раним следующую задачу. 
Какое нужно сообщить направление 
начальной скорости при заданной ве- 
личине и, чтобы материальноя точ- 
ка перешла из начального положения 
М. в заданное положение М> 
Точка М должна лежать на эл- 
пнпсе, поэтому найти направление 
начальной скорости — это значит най- 


4 


ти направление касательной к эллип- 
у в точке М.. Это можно сделать, 
воспользовавшись оптическим свой- 
ством эллипса, согласно которому на- 
чальная скорость должна быть на- 
правлена (в ту нлн иную сторону) по 
биссектрисе угла, смежного углу 


(г.. го) (рис. 2), где го и Го — ра- 
диусы-векторы, проведенные из фо- 
кусов в точку Мь. 

Один из фокусов эллипса извес- 
тен ‘ковпадает с точкой 0), а другой 
надо определить. Очевидно. что рас- 
стояния го и Г’ от точек Ми М до 
этого фокуса удовлетворяют усло- 
ВИЯМ 


Гогг Го = п, 
ггг =2 
Отсюда следует, что 
Го ба го и г =2а-ь 
то есть го и Г’ вполне определяются 
положением точек М, н М и вели- 
чиной иачальной скорости. Стало 
быть, искомый фокус лежит на ие- 
ресечении двух окружностей с цент- 
рами в точках Мьи М ис радиусами, 
равными соответственно гон Г. 


Есди расстояние ЛМ,М >> го 
г =4а —г,›—г, то задача не 
нимест решения, так как окружности 
не пересекаются. 

Если ММ < +г, то ука- 
занные выше окружности будут иметь 
две точки пересечения ГР, и Ё,, как 
показано на рисунке 2, и у задачи 
будет два решения. 





Рис, 2. 
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Если М.М = 5 + г, то окруж- 
ности касаются. В этом и только в 
этом случае будет существовать одно 
решение. 

Выясним, где в пространстве долж- 
на паходиться точка М, чтобы вы- 
полнялось последнее условие. Из ри- 
сунка 3 видно, что 


ОМ ММ = г -ь = 
= г-- 4а—г.—м) = 4а — гы 
== соп$ф, (8) 
то есхь заданная точка М лежит на 
эллинсоиде, полученном вращением 
эллинса с фокусами в точках О и М, 
н с большой осью, равной 4а — Г., 
вокруг прямой ОМ о. Этот эллипсонд 
можно, не совсем, правда, естествен- 
но, назвать эллипсондом  «безопас- 
ности». На самом деле точки вчутри 
эллипсонда являются опасными, 
а точки вне эдлипсоида — безопас- 
НЫМИ. 

После сказанного становится яс- 
ным следующее: 

}. Еели точка М лежит вне эл- 
липсоида безопасности, то из задан- 
ной точки Мо при заданной началь- 
ной скорости ©, в нее попасть невоз- 
МОЖНО. 

2. Если точка М лежит внутри 
эллипсоида безопасности, то в нее 
можно попасть по двум различиым 
траекториям. 

3. Если точка М лежит на эл- 
липсонде безопасности, то в нее мож- 
ино попасть по едииственной траекто- 
рии. 


4. Перелет из начального 
положения М, в заданное М 
с минимальной начальной скоростью 


Эллипсоид безопасности имеет оп- 
ределенные фокусы Ои М», а боль- 
шая ось эллипсоида безопасности, 
равная 4а — г, согласно (7) увели- 
чивается с увеличением начальной 
скорости 9; при > 2т 
эллипеонд безопасности неограничен- 
но расширяется. 

Если начальная скорость не опре- 
делена, то В заданную точку № мож- 
но попасть разными способами. Наян- 
меньшее же значение начальной ско- 
рости, при котором возможен пере- 
лет из точки М. в точку М, соот- 
ретствует тому, что точка М попа- 
лает па поверхисеть  эллипсоида 
безопасности. 

Тогда, согласно (8): 


4а = го РГ-Н ММ. = р. 0) 


где р — полупериметр треугольника 
с вершинами в точках 0, М.. М (см. 
рис. 3). Всиоминая зависимость (7) 
между чи и, и используя соотноше- 
ние (9), получаем минимальную на- 
чальную скорость 


Оо ни = Уи, ( —) : 


м р 





5. Попадание ка земную 
поверхность 


Для удобства будем считать, что точ- 
ка М. находится над севериым полю- 
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сом на 
(рис. 4). 

При достаточно малых значениях 
© эллипсоид безопасности будет пе- 
ресекаться с земной поверхностью 
по некоторой параллели. Из рисун- 
ка 4 видно, что большая ось эллипсо- 
нда безопасности, равная 4а — г, = 
= МоМ + КЮ, возрастает при возрас- 
танни угла ф. Прнф = 180% 


4а — го= го + 28, 
1 
а => (тю К). 


Из равенства (7) находим соответ- 
ствующее значение начальной ско- 


рости 
ый у — ок  2ут.Ю ^ 
Го (го + п В ь 


нли, учитывая, что уто = 88”, 


продолжении земной оси 


то есть 


у 
тп (то -- А) ^ 
Это — наименьшая начальная ско- 
рость, позволяющая попасть в любую 
точку земной поверхности. В частно- 
сти, сели го приближается к К, то 


мл стремится к УвКЮ, тоесть к гервой 
космической скорости, что вполне 
естественно. С увеличением г, ско- 


рость 9, убывает, что также вполне 


естественно. При и,>0, можно бу- 
дет попасть в любую точку Земли 
по двум различным траекториям, а 


при 2=9, это же имеет место для 
всех гочек земной поверхности, кро- 
ме Южного полюса. 


Упражнения 


1. При = опараб (Ё%== 0) расстояние 
от фокуса 0 параболической, трактории до ее 
вершины А равно 


= го а, = -5- о (1 — с0$ 29.) 


рис. 5). 


Проверить, что эта формула непосред- 
ственно следует из «оптического» свойства 
параболы: плоский пучок лучей, иаправлен- 
ный на параболическое зеркало параллельно 
его оси, после отражения от зеркала собира- 
ется в его фокусе. 

Указание. При решении восполь- 
зоваться Классическим определением пара- 
болы: парабола есть геометрическое место 
точек, равноудаленных от данной точки, 
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Рис 5. 


называемой фокусом, и данной прямой, на- 
зываемой директрисой. 

2. Показать, что для гиперболической 
скорости и, (2,220) действительная полуось 
а гиперболической орбиты равна 

Того 
а — 
обо — 25 


и не зависит от направления начальной ско- 
ростн и. 

Указание. Воспользоваться опреде- 
лением гиперболы: гипербола есть геометри- 
ческое место точек, разность расстояний 
которых до двух данных точек, называемых 
фокусами, имест одно и то же абсолютное 
значение. 

Подробнее о гниерболе можно прочитать. 
например, в статье Я. А. Смородниского 
«Движение комст н открытие атомного ядра», 
«Квант» № 12, 1971. 


3. В ноле положительно заряженного 
центра с зарядом @ с начальной скоростью 
#, движется материальная точка массы т 
с положительным зарядом 9. Как известно, 
под действием кулоновской силы отталки- 


04 
вания Ё -=—я- материальная точка будет 


двигаться по гиперболе. Показать, что дей- 
ствительная полуось гиперболической орбиты 
находится по формуле: 


0475 


ИИА ВИНО 
тгоцд -- 209 
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Поиск 


Труд поисково-геологических экспе- 
днций овеян романтикой: костры н 
песни под гитару, заросли и болота, 
проявления лучших и худших черт 
человеческих, всплывающих на фоне 
трудностей... И нет зацепки для вме- 
шательства «трезвого» математика. 
Но это лишь на первый взгляд. 
Давайте приглядимся внимательнее, 
забудем на время о романтике и 
выясним, ради чего геологи органи- 
зуют различные экспедиции, какая у 
них цель, как они се достигают? 
Ясно, что в экспедиции геологи от- 
нравляются не только для собствен- 
ного удовольствия. Их цель — поиск 
полезных ископаемых. 

Что же они делают? Ищут... И 
когда находят — это праздник, ра- 
дость: их тяжелый труд не пропал 
даром. Ибо бывает, что работа про- 
ходит вхолостую. Конечно, геологи 
действуют не вслепую, имеется ог- 
ромный опыт предшественников, гео- 
логическая наука, новые н еще более 
новые методы геофизики, геохимии, 
геоморфологни и других гео...наук. 
И все равно случается, что деятель- 
ность поисковых партий терпит фиас- 
ко: в результате большой работы ни- 
чего не находят. 

Но как-то нехорошо в наш век, 
в период научно-технической рево- 
люции вместо действий наверняка 
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в Лневназ 


побЕЙХЕОСтТЬ 


Ирисемый 
горизонт 
{итрижсвищая 
граннис} 
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жить го-старинке в ситуации «по- 
везет — не повезет». И кажется, что 
следует прикрикнуть на гсологов, 
потребовать с них работы наверняка, 
раз им «создают все условия» .. 

Геологи ищут не клад, спрятан- 
ный пиратом от посторонних взоров, 
а нодземные кладовые, где уголь и 
нефть, золото и вольфрам, железо и 
уран — богатства, не сравнимые по 
масштабам с любыми кладами. И, 
конечнс, они при пояске тоже как-то 
оценивают своя шансы. Оценки эти 
до сих пор носят качественный ха- 
рактер. хотя опираются на различ- 
ного рода информацию, носящую как 
качественный, так и количественный 
характер. 

Но сейчас во всех отраслях про- 
мышленности решается проблема он- 
тимизации: надо все делать возмож- 
но быстрее, дешевле, с наименьшим 
количеством погрешисстей и ошибок. 
И возникает необходимость учета всех 
причин. создающих помехи, средств 
для их преодоления, необходимость 
количественной оценки качества про- 
веденных работ. 

Итак, речь пойдет о новом под- 
ходе к проблеме поиска полезных 
ископаемых, точнее, о проблеме по- 
иска месторождений нефти и газа. 


Что искать? 


Поверхность Земли на много кило- 
метров в глубину представляет со- 
бой многослойный бутерброд: чере- 
8 


дуются пласты песчаные, глинистые, 


известняки и т. д. Нефть или газ мо- 
гут залегать лишь в пористых плас- 
тах, где между частичками породы 
имеются достаточные промежутки. 
Под влнянием всяких катаклизлюв 
ровные пласты осадочных пород из- 
менили свою теометрию, появились 
впадины н подъемы, горные кряжи 
н разломы. В большинстве случаев 
месторождения нефти и газа приуро- 
чены к подземным холмам с непрони- 
цаехой для жидкости или газа по- 
крышкой; она может быть глипистой 
или соляной. Под этим плотным ку- 
полем находятся пористые пласты, 
в которых и залегает жидкость или 
газ. Поэтому первая задача геологов 
при поиске нефти или газа — это 
обнаружить подземные купола, или, 
как их называют геологи, локаль- 
ные*) поднятия. Вот о поиске локаль- 
ных поднятий и пойдет сейчас речь. 


Модель 


Как составить себе представление о 
структуре земных пластов на глубине 
нескольких километров под поверх- 
ностью Земли? Ствет ясен: падо бу- 
рить скважины, отбирать с разных 
глубин куски породы — керн, и за- 
тем сопоставлять результаты нссле- 
дования различных скважин. Но бу- 
рить много скважин — это очень до- 
роге, бурение скважины на глубину 
2—4 ки стоит сотни тысяч рублей, 
а сейчас бурят н более глубокке сква- 
жины. И поэтому для получения иред- 
варительной информации исчользу- 
ются различные косвенные методы, 
такие, например. как гравиразведка 
или электроразведка. Наиболее ин- 
фор’аативный среди них — сейсмораз- 
ведка. 

Этот метод, простой по идее, но 
достаточно сложный при осуществле- 
нии, состоит в следующем (рис. 1). 
В неглубокой скважине производят 
взрыв (незначительной снлы). Упру- 
гая волна — результат взрыва — рас- 





*) Слово «локальный» означает местный, 
нё выходящий за определенные пределы. 
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пространяется в толще Земли, от- 
ражаясь от границ раздела пластов, 
образованных различными породами. 
Отраженная волна регистрируется 
сейсмоприемником, расположенным 
на поверхности Земли — на дневной 
поверхности, как говорят геологи. 

Если предположить, что граница, 
от которой регистрируются отраже- 
ния, является плоской, а скорость 
распространения упругих Волн вдоль 
всего пути волны постоянна, то мож- 
но явно выписать зависимость вре- 
мени прихода волны на дневную по- 
верхность от координат сейсмоприем- 
ника и параметров среды. Эта завн- 
симость носит в сейсморазведке наз- 
вание годографа отраженной волны, 
а задача восстановления отражающей 
границы по заданному годографу на- 
зывается обратной кинематической за- 
дачей сейсморазведки. При слелан- 
ных предположениях эта задача од- 
нозначно разрешима, и такой метод 
используется на практике под назва- 
нием метода эффективной скорости. 

Введенные выше предположения 
в совокупности образуют так назы- 
ваемую модель реальной среды. Та 
модель, которая используется в ме- 
тоде эффективной скорости, весьма 
приближенно описывает реальную си- 
туацию. Разумеется, ее можно было 
бы усложнить, чтобы приблизить к 
реальной среде. Но нам важно под- 
черкнуть, что построение модели сре- 
ды — неотъемлемая часть решения 
обратной кинематической задачи сей- 
сморазведки. В той или иной форме 
она всегда присутствует при интер- 
претации данных сейсморазведки. Од- 
нако любая принятая модель лишь 
приближенно отражает действитель- 
ное положение вещей. Это, конечно, 
не единственная трудность, возника- 
ющая при интерпретации сейсмиче- 
ских наблюдений: имеются еще ап- 
паратурные погрешности, наблюда- 
ются искажения регистрируемой от- 
раженной волны колебаниями, от- 
раженными от других границ, ит. п. 
Но все же, как показывают н опыт, 
н общие рассуждения, источник на- 
иболыших погрешностей — это не- 





соответствие или, как прииято го- 
ворить, неадекватность выбираемой 
модели реальной среде. 

При этом приходится принимать 
во внимание следующее немаловаж- 
ное обстоятельство: слишком простая 
модель среды позволяет лишь очень 
грубо решить интересующую нас за- 
дачу, а достаточно сложная вообще 
не допускает ее решения (по крайней 
мере, с помощью имеющихся в нашем 
распоряжении средств и за реаль- 
ные сроки). И приходится, как всег- 
да, искать компромисс между жела- 
ниями и возможностями... 


Вернть ли карте? 


Итак, интерпретация сейсмических 
наблюдений позволяет приближенно 
восстановить форму интересующей нас 
отражающей поверхности. Обратим 
внимание на это слово: прибли- 
женно. 

Геологн, так же как и географы, для 
наглядного представления рельефа 
строят карту равных уровней (рис. 2). 
Здесь черными линиями отмечены 
все точки, которые на изучаемой по- 
верхнасти расположены на одинако- 
вой глубине. Число, которое налиса- 
но около этой линии, указывает глу- 
бину в метрах, или уровень. На карте 
представлено всегда несколько таких 
линий уровня, причем последователь- 
ные уровни отличаются между собой 
на постоянную величину (здесь на 
20 метров). Если поверхность кру- 
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тая, то такие ‘линин расположены 
густо, если пологая — редко. 

Когда поверхность представляет 
собой купол, то ее линии уровня — 
замкнутые кривые, причем окрест- 
ности вершины купола соответству- 
ет внутренняя, самая маленькая по 
размерам линия. 

Итак, результатом сейсморазве- 
дочных работ является карта линий 
уровня изучаемого горизонта, и если 
где-то на этой карте есть ряд замкну- 
тых линий уровня, вложенных друг 
в друга, причем внутренние линии 
соответствуют меныпим глубинам, то 
эта часть карты соответствует ку- 
полу — локальному поднятию. 

Теперь нужио бурить скважину, 
чтобы выяснить, если ли в этом под- 
нятии нефть или газ. И каждому яс- 
но, что бурить надо в вершине купо- 
ла, то есть внутри самой маленькой 
ло размерам линии уровня, ибо 
здесь наиболыние шансы наверняка 
попасть в залежь, если она на самом 
деле существует. 

Но подчас пробурят гервую сква- 
жину, а она не даст притска нефти 
или газа, затем бурят еще одну, две, 
трн, и вот оказывается, что никакого 
локального поднятия нет, геофизи- 
ческая информация о наличии купо- 
ла оказалась ошибочной. Следователь- 
но, зря бурили эти скважины, впус- 
тую потрачены большие средства и 
значительное время. 

Как же это могло произойти? Кто 
в этом виновен? И главное: как из- 
бежать таких ошибок? 

Вспомним выделенное выше слово 
приближенно. Глубины за- 
легания, а следовательно, форма и 
расположение линий уровня опре- 
деляются геофизиками не точно, а с 
погрешностямн, н порой с весьма зна- 
чнтельными. 

Винить их в этом не нужно. Дело в 
том, что ошибки, как явыше говорил, 
это следствие как аппаратурных по- 
грешностей, так н самого метода. И сс- 
ли аппаратурные погрешности можно 
заметно уменьшнть, то погрешности 
метода принципиально не устранимы. 
Если бы нам были известны точно 


скоростные характеристики среды, то 
есть скорости распространения упру- 
той волны во всех пластах вдоль пути 
этой волны, то проблемы поиска ло-- 
кальных поднятий вообще не сущест- 
вовало бы: добраться до локального 
поднятия принципиально было бы 
столь же легко, как добраться из 
Москвы в Киев, пользуясь компасом 
и точной географической картой. 
Однако, когда карта линий уров- 
ня — ее называют структурной кар- 
той — уже нарисована (а далась 
она не даром — затрачены большой 
и квалифицированный труд, средства 
и время), то очень соблазнительно 
относиться к такой карте с доверием. 
Такова уж человеческая природа: 
трудно все время относиться с не 
доверием к окружающему, ссобенно, 
если проще этому верить. Да и что 
же здесь можно поделать: другой 
информации в распоряжении геофи- 
зика или геолога вроде бы и нет. 


Формализация 


О кладоискателях написано много, и 
я уверен, читатель легко восстановит 
в памятн соответствующие сюжеты. 
Всякий раз, когда  кладоискатель 
сталкивается с трудностями, связан- 
ными с возможностью разных путей 
для достижения своей цели, он как-то 
оценивает свои шансы на каждом из 
путей. Но это оценка интуитивная, 
качественная. Если бы кладонска- 
телем оказался кибернетик, то он 
прежде всего приложил бы усилия 
для выработки критерия количествен- 
ной оценки шансов добнться успеха, 
а затем выбор пути на каждом шаге 
уже не представлял бы для него труд- 
ностей: надо было бы действовать 
так, чтобы критерий давал все вре- 
мя наибольшее из возможных зна- 
чений. 

В нашей задаче поиска подзем- 
ных кладовых — локальных подня- 
тий — ситуация та же: нужно по- 
строить критерий для выбора наи- 
лучшей  последовательности  дейст- 
внй или, как принято сейчас говорить, 
для выбора наилучшей стратегни, 
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Заметим теперь, что информация, 
получаемая в ходе поискового про- 
цесса, носит статистический харак- 
тер, и поэтому при построении кри- 
терия и выбора стратегий целесооб- 
разно воспользоваться вероятност- 
ным подходом. 

Итак, речь пойдет о подходе к 
поисковому процессу с математиче- 
ских позиций. Но для этого и сам 
процесс следует должным образом 
формализовать. 

Прежде всего нужно дать четкое 
определение изучаемому объекту — 
локальному поднятию. 

Определим в каждой точке @ с 
координатами (х, и) на изучаемой 
части плоскости (дневной поверхно- 
сти) функцию (расстояние от дневной 
поверхности до поверхности купола) 
# = Н (0) =НО, 5), значения ко- 
торой описывают поверхность изу- 
чаемого горизонта. Линия уровия 
представляет `собой множество тех 
точек @, координаты которых удов- 


летворяют уравнению ПН (х, И = 
— А., где йо — определенное число. 
Локальное поднятие — это об- 


ласть на плоскости, ограниченная 
замкнутой линией уровня при ка- 
ком-то фиксированном значении Во, 
внутри которой всюду Н (х, у) >> Во. 

Здесь следуст сделать два заме- 
чания. 

Во-первых, из определения выте- 
кает, что внутри локального подня- 
тия находится бесконечно много дру- 
гих локальных поднятий, ибо внутри 
выбранных нами линий уровня лежат 
другие также замкнутые линии уров- 
ня. Впрочем, это многообразие нам 
не помешает. 

Во-вторых, следует ограничить 
размеры изучаемых локальных под- 
нятий. Действительно, весьма малые 
купола не имеют промышленного зна- 
чения, а слишком большие могут 
вообще иметь другой смысл. 

Поэтому практически на каждой 
территории нас интересуют локаль- 
ные поднятия, диаметр О (то есть 
наибольшая хорда} которых закзю- 
чен в некоторых пределах (между. ми- 
нимальным, меныше которого раз- 


1%. 


Рис. 3. 





работка залежи нерентабельна, и тем, 
который соответствует  максималь- 
но возможному размеру поднятия на 
изучаемой территорин). 

На ‘практике исходные — данные 
сейсморазведки дают возможность оп- 
ределить глубины залегания изуча- 
емого горизонта лишь в некоторых 
отдельных точках, да и то с погреш- 
ностями. Затем еся поверхность этого 
горизонта определяется путем интер- 
поляции (то есть приближенно вос- 
станавливается}, и, конечно, поло- 
жения точек этой поверхнсстн будут 
еще менее точвыми. 

Итак, положения точек изучаемой 
поверхности определяются с ошиб- 
ками, а следовательно, и положения 
точек ее линий уровня тоже опреде- 
ляются с ошибками. 

Для дальнейшего нам полезно из- 
менить объект изучения: мы будем 
интересоваться не наличием или от- 
сутствием в данной сбласти локаль- 
ного поднятия, а будем выяснять 
отнссительно отдельных точек, прн- 
издлежат .ли они к локальному под- 
НЯТИЮ. 

Разобьем плоскость (х, и) квад- 
ратной сетью с шагом а. Функцию 
Н (©) =Я (х, у), описывающую по- 
керхность локального поднятия, бу- 
дем задавать только в узлах сети, и 
вместо произвольных кривых будем 
рассматривать лишь полигоны, то 
есть кривые, стороны которых идут 
вдоль линий сети. На рисунке 3 
закрашена внутренность такого замк- 
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нутого полигона, охватывающего точ- 
ку О.. которую мы также помещегем 
в узле сети. 

Реальные локальные поднятия в 
платформенных сбластях — доста- 
точно хорошо устроенные поверх- 
ности: они медленно меняются, и 
шаг сети выбирается так, чтобы между 
узлами не было резких колебаний 
этой поверхности. Тогда можно с 
достаточной точностью заменить пре- 
дыдущее определение локального под- 
нятия на следующее: точка Оз при- 
надлежит локальному поднятию, если 
найдется хотя бы один замкнутый 
полигон, охватывающий точку О ., во 
есех узлах ©; которого изучаемая по- 
верхность расположена ниже, чем в 
точке 9: Н 9) < Н 0.) для вех 
и И 

Диаметр полигона предполага- 
ется при этом ограниченным, так же 
как и выше для произвольных линий. 


Вероятностный подход 


В соответствии с определением точ- 
ка О, либо принадлежит локальному 
поднятию, либо не принадлежит. Но 
наши знания о положении точек изу- 
чаемой поверхности содержат по- 
грешности, носящие статистический 
характер. Поэтому утверждение о 
принадлежнссти точки @., локаль- 
ному поднятию может быть выска- 
зано лишь с некоторой вероятностью. 
Введем соответствующую характери- 
стику. 

Именно, определим в каждой изу- 
чаемой точке © с ксординатами (х, и) 
изучаемой сблести функцию до- 
стоверности 4 (0) = 4 (х, и), 
представляющую собой вероятнссть 
того, что точка @ принадлежит ло- 
кальному поднятию. 

Функция достовернссти наглядно 
может быть задана так же, как и 
структурная карта — набором се ли- 
ний уровня. Точки, расположенные 
на этой линии уровня, с одинаковой 
вероятнсстью принадлежат локаль- 
ному поднятию. Прни этом линии уров- 
ня функции достоверности, всобще 
говоря, не совпадают с линиями урсв- 
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ня поверхности, которая строится 
по геофизическим данным. 


Теперь возникает вопрос о том, 
как же построить функцию досто- 
верности по информации, имеющейся 
в распоряжении геофизиков. Откло- 
нения значений глубины залегания, 
полученных в результате сейсмораз- 
кедочных работ, от действительных 
значений глубины залегания изуча- 
емой поверхности в каждой точке 
О — это случайные величины. Для 
нзучения их вероятностных характе- 
ристик были сопоставлены данные 
сейсморазведки с данными последу- 
ющего бурения, которые, как значи- 
тельно более точные, были приняты 
за действительные. Обработка дан- 
ных на больших регионах Волго- 
Уральской нефтегазоносной провин- 
ции дала возможность выяснить ее- 
роятностные характеристики этих 
случайных величин. 


В соответствии с псследним опре- 
делением нужно, чтобы нашелся хо - 
тя бы один замкнутый полигон, 
охватывающий точку @., во всех уз- 
лах ©; которого значения функцин 
Н (©;) будут меньше, чем Н (©. 
Так как сами величины Н (0,) — 
случайны, то и событие «найдется хо- 
тя бы один замкнутый полигон, ох- 
ватывающий точку @ ‚>, — тоже слу- 
чайное. Его вероятность и есть ве- 
роятность принадлежности точки @о 
локальному поднятию, то есть зна- 
чение функции достоверности 4 (9). 


Зная вероятностные свойства слу- 
чайных Екеличин ЯН (0;), можно на- 
писать формулы для вычисления зна- 
чений функций достоверности. Однако 
эти формулы очень громоздки, и для 
вычислений нх использовать кеце- 
лесообразно. 


Поэтому для вычисления значений 
функции дсстоверности используется 
другой прием, основанный на так 
называемом методе Монте-Карло (нли 
методе статистических испытаний). 
Здесь приходится уже воспользо- 
ваться  быстродействующей вычисли- 
тельной машиной. Но это тема от- 
дельной статьн. Сейчас лишь под- 
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черкну, что именно на этом пути бы- 
ли получены окончательные резуль- 
таты, о которых сейчас и пойдет речь. 


Некоторые результаты 
и перспективы 


Сама собой напрашивается мысль: 
на структурную карту (то есть на 


карту линий уровня изучаемого го-’ 


ризонта, построенную по данным сей- 
сморазведки) нанести и значения функ- 
ции достоверности. Можно даже, поль- 
зуясь обычными ирнемами интерио- 
ляцин, нанести линии уровня функ- 
ции достоверности (иа рисунке 2 и 
далее липин уровня функний досто- 
зериости манесены красными лииия- 
МИ). 

Теперь можно приступить к 0б- 
сужденню того нового, что внесла 
в структурную карту функция до- 
стоверности. 

Оказалось, что на участках. где 


паиболышие значения функции до- 


стоверностн были достаточно высоки- 
ми (более 0,8}, наблюдалось, как пра- 
вило. совпадение локального подня- 
тня, построенного по данным сейсмо- 
разведки, (будем его в дальнейшем на- 
зывать теофизическим поднятием) с 
реальным поднятнем (см. рис. 4, где 
локальное поднятие закрашено). 
Ирн наибольших значениях функ- 
цни достоверности порядка 0,5 — 
0,6 часто отмечалось смешение геофи- 
зического поднятия от реального, 
причем участки с наиболымими зна- 
чениями функции достоверности тя- 
готели по расположению к реальному 
поднятию (рис. 5и 6). Из этого сле- 
дует важный практический вывод: 
закладывать поисковую скважину: сле- 
дует не в тех точках, которые оказы- 
ваются по геоофизическим построе- 
ниям самыми высокими (то есгь в 
своде геофизического поднятия}, а 
в точках с наибольшими звачени- 
ями функции достовериссти, ибо они 
с наибольшей вероятностью на обсле- 
дуемой области принадлежат реаль- 
ному локальному поднятию... 
Наконец, геофизические  струк- 
туры, на которых максимальные зна- 





чения функции достоверности были 
не более 0,35, как правило, оказыва- 
лись ложными: их наличие опровер- 
галось последующим бурением. В этом 
случае все затраты на разбуривание 
подобных ложных структур оказы- 
вались непронзводительными. 


13 


куап.тсесте.ги 


Хочу заметить, что эти выводы 
былн сделаны на основании очень 
болыпого экспериментального мате- 
рнала, ио сотням геофизических нод- 
нятнй, и, конечно, обработка геофн- 
зического материала дала  значи- 
тельно болыше сведений, чем здесь 
УПОМЯНУТО. 


Такнм образом, новый подход к 
проблеме понска и созданный матс- 
матический апнарат уже показал свою 
жизнеспособность и высокую эффек- 
тивность в проблеме оценкн достовер- 
ности при поиске локальных подня- 
тий. Однако те же методы дают воз- 
можность построить фуикнию до- 
стоверностн для оцепки принадлеж- 
нести точки к своду локального под- 
нятия (это существенно прн выборе 
точкн заложения первой поисковой 
скважины) н функцию достоверности 
для зоны водонефтяного контакта, то 
есть границы нефтяной залежи. Да- 
лее, используя функцию достогер- 
ности принадлежности точек локаль- 
ному поднятию, можно построить хо- 
роную оценку средней площади, за- 
нимаемой локальным поднятием. Этот 
же прием дает возможность с новых 
познций иодойтн к важнейшей пробле- 
ме подсчета запасов нефти {или газа) 
па месторождении. Таким образом, 
в области нефтегазовой геологии и 
геофизики методы, опирающиеся на 
функцию достоверности, уже принес- 
лн значительный эффект, и их носле- 
довательное использование ириведет 
к еще большим успехам. 

Но здесь мне хотелось бы под- 
черкнуть, что методы вероятностного 
поиска с успехом могут быть исполь- 
зованы и при решении других но- 
нсковых задач в геологии, да н мно- 
гнх аналогичных задач из других 
областей науки и техники. 
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«Тур карикатур» 


В газете «Советский 
спорта от 24 декабря 1972 года 
была опубликована следую- 
щая карнкатура (перепеча- 
танная нз зарубежной 
газеты). 





Художник снабдил ее 
подписью: «Без слов». Мы 
предлагаем другую подпнсь: 
«Может ли быть такое?» По. 
пробуйте оценить карикатуру 
с этой точки зрения. 


В. Александров 
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НИ) | ПАМЕНТАЛЬНЫЕ 
ОЕИЧЕСКИЕ 
ИАС ЯННЫЕ 


Среди болыиого числа разнообразных 
физических величин совершенно осо- 
бое место занимают так называемые 
финдаментальные физические  посто- 
янные (постоянная Нланка, скорость 
света, заряд и масса электрона и т.п). 
Мы называем их фундаментальными 
не случайно. Эти постоянные связаны 
с самыми глубокими и общимы физи- 
цескими закономе рн осаями п р 4 ро. 
Они входят 8 основные, важнешиие 
теории современной физики, так ска- 
зать, в фундамент физических знаний. 
Физики стремятся определить зна- 
чения этих величин с максимально 
доступной степенью точности, из- 
меряя их снова и снова. Эксперименты 
по повторному определению численных 
значений фундаментальных постоян- 
ных позволяют получать сведения о сте- 
пени справедливости основных физиче- 
ских теорий. Для этих экспериментов 
часто привлекаются новые методы, 
постоянно возникакицие в процессе раз- 
вития физики. 

Мы помещаем здесь сокращенный пе- 
ревод статьи американских физиков, 
которым недивно удалось существенно 
повысить точность определения фун- 
даментальных физических — постоян- 
ных. Нолный перевод этой статьи, 
выполненный В.И. Рыдником, опуб- 
ликован в журнале «Успехи физиче- 
ских наук», том №05, выпуик 3, 
ноябрь 1971 года. 

Нубликация подготовлена В. А. Леие 
ковцевым. 
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Вопреки распространенному мнению, 
физика во многих своих областях — 
не особенно точная наука. Физики 
зачастую втюлне удовлетворяются из- 
мерением какой-либо величины с точ- 
ностью до нескольких процентов и 
такой же степенью совпадения экспе- 
риментального результата с его тео- 
ретическим предсказанием. В неко- 
торых случаях большим достижением 
считастся совпадение обоих резуль- 
татов даже только по порядку ве- 
личины (то есть их расхождение ме- 
нее чем в 10 раз). Столь невысокая 
точность имеет в ссновном двоякое 
пронсхождение. Во-первых, в боль- 
шинстве экспериментов физики имеют 
дело со сложными системами, и в 
опытах одновременно фигурирует не- 
сколько взаимосвязанных, но часто 
мало понятных явлений. Во-вторых, 
существующие теории обычно дают 
лишь приближенное описание, осно- 
вывающееся на упрощенной качест- 
венпой модели системы. 

Вмссте с тем в физике существует 
ряд особых величин, которые можно 
и нужно знать с очень высокой точ- 
ностью. Это — фундаментальные фи- 
знческие постоянные. К их числу, 
в частности, относятся скорость све- 
та в пустоте с, псстоянная Планка Й, 
заряд электрона е и масса электрона 
т.. Мы выбрали именно эти фунда- 
ментальные постоянные с целью про- 
иллюстрировать совершенно различ- 
ное их «происхождение». 

Скорость света и постоянная План- 
ка — примеры псстоянных, которые 
естественно фигурируют в математн- 
ческих формулировках ссновных фи- 
эзнческих теорий. Например, в тсорин 
отнссительности Эйнштейна энергия Е 
ни масса п связаны знаменитым со- 
отношеннем Е — тс"; в квантовой 
теорин энергня ЕЁ и частота х фотона 
связаны соотношением Ё == йх. 

Заряд и масса электрона явля- 
ются примерами постоянных, харак- 
теризующих не только эту элемен- 
тарную частицу, но н все прочие час- 
тицы, из которых построено вещество 
(тогда к этим исстоянным добавляются 
чнелениые множители). Например, за- 
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ряд а-частицы вдвое болыше фунда- 
ментальной единицы электрического 
заряда, а масса покоя нейтрального 
л-мезона в 264,1 раза больше фунда- 
ментальной единицы массы (то есть 
равна 264,1 т.). 

Разумеется, в природе существу- 
ет много других величин, которые 
могут быть измерены с высокой точ- 
ностью, например, плотность кусоч- 
ка золота или расстояние от Земли 
до Солнца. Такие величины, однако, 
не считаются фундаментальными по- 
стоянными. Они слишком тесно свя- 
заны с частными свойствами того 
матернала или системы, над которы- 
ми производятся измерения. Другой 
кусочек золота при высокой степени 
точнссти измерения даст другую плот- 
ность. Вместе с тем марсианин мог 
бы совершенно справедливо заметить, 
что расстояние от Марса до Солнца 
ничуть не менее «фундаментально», 
чем расстояние от Солнца до Земли. 
В сущности, эти величины не универ- 
сальны; они не фигурируют в основ- 
ных уравнениях теоретической фи- 
зики. 


Почему важна точность? 


Почему важно знать численные зна- 
чения фундаментальных постоянных 
с высокой точностью? Прежде всего 
потому, что количественные предска- 
зания основных физических теорнй 
зависят от численных значений посто- 
янных, входящих в эти теорни. Для 
получения точного количественного 
описания физического мира существен- 
но располагать точным знанием этих 
численных значений. Точное опреде- 
ление фундаментальных постоянных 
в разного рода физических экспс- 
риментах еще более важно по той при- 
чине, что оно позволяет проверить 
согласованность н правильность са- 
мих основных физических теорий. 

Если присмотреться к структуре 
физической науки, то можно заме- 
тить, что физнка состоит из ряда как 
будто разнородных областей — фн- 
зики твердого тела, атомной физики, 
ядерной физики, физики элементар- 
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ных частиц и т. д. Фактором, связы- 
вающим воедино все эти области, яв- 
ляется физическая теория; все они 
имеют единую основу, все опираются 
на представления квантовой механи- 
ки, теории электромагнетизма, спе- 
цнальной теорни отнссительнссти, ста- 
тистической механики н т.п. Фун- 
даментальные постоянные, включен- 
ные в эти теории, —как бы звенья в тео- 
ретической цепи, связывающей Рсю 
физику. Измерения этих постоянных 
на все более высоком уровне точ- 
ности нужны не только для того, 
чтобы узнать новый лишний знак 
после запятой, но и потому, что этот 
новый знак может привести к обна- 
руженню ранее ке известной несогла- 
сованности или, наоборот, может уст- 
ранить имеющуюся несогласованность 
в нашем описании физического мира. 

Относительная точность, с кото- 
рой сегодня измеряются многие фун- 
даментальные постоянные, достига- 
ет миллионных долей. Под нею здесь 
понимается та относительная неоп- 
ределенность, которую мы должны 
приписать нашему знанию числен- 
ного значения какой-либо вреличн- 
ны. Эта неопределенность указывает 
пределы, в которых результат может 
отличаться от истинного значения 
величины. Она есть количественная 
мера нашего сомнения в численном 
значении данной величины. 

Для практическнх целей относн- 
тельная точность в одну миллионную 
долю может считаться весьма высо- 
кой. Такая точность соответствует 
определению длины футбольного поля 
с погрешностью, равной толщине од- 
ной страницы этого журнала. Сущест- 
вует несколько величии, значения ко- 
торых были измерены с точностью, еще 
в тысячу раз более высокой. Это со- 
ответствует погрешности в толщину 
данной страницы уже при измерении 
расстояния от Нью-Йорка до Сан- 
Франциско! 

С необходимостью чрезвычайно 
точного определения фундаменталь- 
ных постоянных физнки столкнулись 
при разработке квантовой электро- 
динамики. Эта теория опнсывает раз- 
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личные взаимодействня  элементар- 
ных частиц. Она предсказала целый 
ряд очень тонких эффектов, для обна- 
ружения которых потребовались из- 
мерения с такой же высокой относн- 
тельной точностью, как и при изме- 
рении фундаментальных постоянных. 
Если бы точность определення фунда- 
ментальных постоянных была неве- 
лика, теория не смогла бы прелска- 
зать наличие таких явлений. 

Высокая степень точности в опре- 
делении скорости света необходима 
для расчета орбит искуссгвенных спут- 
ников и траекторий космических ко- 
раблей, при решенни вопроса о 
том, движутся ли земные контивен- 
ты, и вообще тогда, когда необходи- 
мо очень точно измерить большие 
расстояния. 


Уроки прошлого 


В период с 1907 по 1917 годы Роберт 
Милликен произвел серию эксперн- 
ментов но определениючисленногозна- 
ченияфундаментальной единицы элект- 
рического заряда е с помощью своего 
знаменитого метода падающей масля- 
ной капли. В методе Милликена изуча- 
лось движение несущих небольшой за- 
ряд маленьких масляных капель в воз- 
духе между двумя параллельными го- 
ризонтальными металлическими плас- 
тннами. Вначале определялось время, 
за которое капля опускалась на опре- 
деленное расстояние под действием 
одной лишь силы тяжести. Затем меж- 
ду пластинами создавалась опреде- 
ленная разность потенциалов, застав- 
лявшая каплю подниматься (то ссть 
двигаться против силы тяжести), и 
вновь измерялссь время, за которое 
капля проходила заданное расстоя- 
ние. Из многих наблюдений за двн- 
жением различных капель вычисля- 
лось значение е (это вычисленне тре- 
бовало предварительного определения 
других величин, фигурирующих в 
опыте, — местного значения ускоре- 
ния силы тяжести, расстояния между 
пластинами, давления и вязкости воз- 
духа и плотностн масла). Окончатель- 
ное опубликованное Милликеном в 
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1917 году значение е составило 
(4,774 + 0,002) - 10-9 ед. СГСЭ. 

В 30-х годах в связи с появлением 
нового метода определения е выяс- 
нилось, что в милликеновское зна- 
чение вкралась существенная ошибка. 
Новый метод заключался в раздель- 
ном определении двух других физи- 
ческих постоянных — числа Авогадро 
М№ и числа Фарадея Ё *). Число Аво- 
гадро равно количеству атомов (или 
молекул), содержащихся в 1 моле 
вещества; моль определяется как мас- 
са в граммах, равная томному (илн 
молекулярному) весу вещества. Число 
Фарадея есть количество электрни- 
чества, которое должно протечь через 
раствор электролита, чтобы на элект- 
роде выделился | мель одновалент- 
ного элемента, находящегося в раст- 
воре. Число Фарадея и число Аво- 
гадро в случае одновалентных элс- 
ментов связаны простым соотнсше- 
нием ЁР-= № **). 

Отсюда следует, что е == Е/М, то 
есть г легко получить из известных 
значений Р и М. Число Авогадро 
определялось путем тщательного из- 
мерения плотности, атомного веса 
н ностоянной кристаллической ре- 
шетки (ресстояния между атомными 
плоскостями кристаллических ве- 
ществ). Число Фарадея определялось 
нзмереннем массы элемента, электро- 
литически выделившегося на электро- 
де при пропускании через раствор 
электролита, содержащего этот эле- 
мент, известного тока в течение из- 
вестного временн. 

Полученное таким путем значе- 
ние е оказалось равным (4,8021 + 
0,0009) . 10-1 ед. СГСЭ, что су- 
щественно отличается от найденного 
Милликеном. Главный источник ошиб- 
ки в измереннях Милликена, как иозд- 
нее выяснилось, заключался в том, 
что он использовал неправильное зна- 





*) Его называют также постоячной Фа- 
ра;зея, так как оно одниаково для всех везцсе- 
ств. 

**) В случае, если валентность элемента 
равна п, в этом соотношении следует заме- 
нить А на ^№/п. 


чение вязкости воздуха. Милликен 
взял его, основываясь почти целиком 
на измерениях одного из своих сту- 
дентов, но впоследствии оказалось, 
что этот студент допустил незамечен- 
ную ошибку. После того как данные 
Милликена были пересчитаны с уче- 
том правильного значения вязкости 
воздуха, оказалось, что  найден- 
ное значение е великолепно согласует- 
ся с полученным косвенным путем 
из измерений чисел Авогадро и Фа- 
радея. 

Этот случай хорошо иллюстриру- 
ет тот общий факт, что эксперимен- 
тально найденное значение постоян- 
ной меняется с каждым новым ее 
определеннем. Причнна заключается 
в том, что трудно измерить все фигу- 
рирующие в опыте величины с высо- 
кой точностью; любой мыслимый эф- 
фект, который мог бы повлиять на 
результат, требует тщательного и дли- 
тельного изучения. И даже при этом 
случается «прозевать» существенный 


эффект. 


Определение отношения е/ 


Вероятно, наилучший пример тех 
важных следствий, которые может 
иметь исключительно точное повтор- 
ное определение фундаментальных по- 
стоянных, дают проведенные в лослед- 
ние годы измерения величины е/й 
группой ученых из Пенсильванского 
университета; в состав этой группы 
входили авторы настоящей статьи 
и Э. Дененстайн. Эти измерения, осу- 
ществленные благодаря открытию яв- 
ления, наблюдающегося в твердых 
телах при низких температурах, при- 
вели к результату, который оказал 
существенное влияние на такие да- 
лекие от физики твердого тела об- 
ласти, как физика элементарных ча- 
стиц, квантовая электродинамика, фи- 
зика рентгеновских лучей и атомная 
физика. Использсванное в — изме- 
рениях замечательное явление, на- 
блюдаемое в сверхпроводящих мате- 
риалах, известно под названием эф- 
фекта Джозефсона (для переменного 
тока). 


КуапЕтссте.ги 





Рис. |. 


Она было впервые предсказано 
студентом Кембриджского  универ- 
ситета Джозефсоном в 1962 году. 
Он теоретически показал, что если 
почти вплотную приблизить два сверх- 
проводника (то есть вещества, кото- 
рые полностью утрачивают сопротив- 
ление электрическому току при тем- 
пературах, близких к абсолютному 
нулю) и поддерживать между ними 
постоянную разность потенциалов (, 
то через зазор между сверхироводни- 
ками потечет переменный ток, не ис- 
пытывающий сопротивления, — «пе- 
ременный сверхпроводящий ток». 

На фотографин 1 показано устрой- 
ство, осуществляющее такое неплот- 
ное соединение сверхпроводников. На 
ней виден сверхпроводящий контакт 
типа «бутерброда» из двух сверхпро- 
водящих пленок, разделенных слоем 
изолятора толщиной около 10-7 см. 
Джозефсон нашел, что частота у пе- 
ременного  сверхпроводящего тока 
должна быть пропорциональна прн- 
ложенной к контакту постоянной раз- 
ности потенциалов ( с коэффициен- 
том пропорциональиости 2е/й, то есть 
у == (2е/1) 0. 

Соотношение Джозефсона, выте- 
кающее из некоторых общих пред- 
положений о природе сверхпроводи- 
мости, является, по-видимому, точ- 
ным и не зависит от типа сверхпро- 
водника и таких условий опыта, как 


Э= 


температура, напряженность магиит- 
ного поля и многое другое. Благодаря 
этому опыт по определению отноше- 
ния е/й оказался весьма простым в 
сравнении с большинством эксперн- 
ментов по измерению других фунда- 
ментальных постоянных. В этом опы- 
те необходимо лишь измерить раз- 
ность потенциалов между двумя сверх- 
проводниками и частоту переменного 
сверхпроводящего тока. Окончатель- 
ный результат измерений дал значе- 
ние е/й, примерно в 20 раз бо- 
лее точное, чем наилучшее найден- 
ное ранее из экспериментов с рентге- 
новскими лучами значение этого от- 
ношения. 


Лучшее значение е/® приводит 
к более точному значению 
фундаментальных постоянных 


Новое значение отношения е/Ё, из- 
меренное с помощью эффекта Джозеф- 
сона, привело к важному пересмотру 
численных значений других фунда- 
ментальных постоянных. Дело в том, 
что лишь несколько таких постоян- 
ных можно измерить неносредствен- 
но и притом с высокой точностью. 
Значения же остальных приходится 
вычислять, соответствующим обра- 
зом комбинируя эти постоянные. Су- 
щественно. что результаты таких ком- 
бинаций имеют примерно ту же точ- 
ность, что и входящие в них непосред- 
ственно измеренные постоянные. Для 
нанлучшего значения какой-либо по- 
стоянной используют своего рода 
усреднение ее значений, полученных 
прямым и косвенными путями. 
Значения некоторых важнейших 
фундаментальных постоянных, полу- 
ченные авторами этой статьи в 1969 то- 
ду, ирнведены в таблице. Для срав- 
нения в ней указаны значения тех же 
постоянных, определенные в 1963 го- 
ду Коэном и Дюмоном. Они считались 
наиболее точными вплоть до 1969 года. 
Числа в скобках указывают неоп- 
ределенность в последних цифрах зна- 
чения постоянной. Из таблицы вид- 
но, что новые значения точнее, так 
как относительные погрешности в из- 
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© ‚© ..® 
= НЕЮ 281 
Е } Значение 852 Значение Е в> 
Названкс ностоянной . РЕ | 1969 г. : Е Е 1963 г. : = 2 
ь | 6: 6: 
Заряд электрона г 10-х 1.6021917 4.4 1,60210 12 
| (70) (2) 
Постоянная 
Планка й 10—31 дж-с 6.626195 7,6 6,62559 24 
(50) (16) 
Масса электрона т. 10-7 хг 3, 109558 6 9.10908 11 
(54) (13) 
Число 
Авогадро № 1026 кмольт! 6.022169 6.6 6.02252 15 
(40) (9) 





мерениях 1969 года значительно мень- 
ше, чем в измерениях 1963 года. 

Эти измерения хорошо иллюстри- 
руют связь, которая имеется между 
зиачениямн фундаментальных посто- 
янных: существеннсе изменение зна- 
чения одвой из них влечет за собой 
заметные изменения значений осталь- 
ных всличин. 

Интересно также наблюдать, как 
меняется наше знание фундамен- 
тальных постоянных по мере развн- 
тия физики. В качестве характерного 
примера мы приводим на рисун- 
ке 2 график, который показывает, как 
менялось принятое значение массы 
электрона в период после 1950 года. 
Около каждой точки указаны зна- 
чения 71. (в единицах 10-% кг). Вер- 
тикальными черточками показаны по- 
грешности, приписываемые этим зна- 


1955 1960. 1955 
Год согласодания 





чениям. По оси ординат отложены 
относительные отклонения — значе- 
ний те от значения, принятого в 1969 
году. 

Этот график наглядно показывает, 
что ни одну совокунность фундамен- 
тальных постоянных нельзя прини- 
мать за истину в последней инстан- 
ции. Мы можем надеяться, что зна- 
чения 1969 года ближе к истине, чем 
предшествующие. Однако, будучи ре- 
алистами, мы не можем отвергнуть 
возможность того, что в будущем мо- 
гут потребоваться дальнейшие суще- 
ственные изменения чисденных зна- 
чений постоянных. Здесь вполне уме- 
стно привести слова Гёте: «Не оши- 
бается лишь тот, кто ни к чему не 
стремится». 

Чего же следует ожидать в буду- 
щем? Можно ли непрерывно совер- 
шенствовать измерения, чтобы с их 
помощью удалось получать все более 
точные значения ностоянных? Будут 
ли в дальнейшем совершенствоваться 
и теории, извлекая пользу из уточнен- 
ных значений постоянных, так что 
можно будет производить все более 
строгие сопоставления теории н опы- 
та? На все эти вопросы ответ, безус- 
ловно, положительный. Можно счн- 
тать общим правилом, что когда су- 
ществующие методы достигают своего 
предела возможностей, открываются 
новые явления ин получают новый тол- 
чок эксперимент и физическая теорня. 
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Лаборатория «Кванта» 





В. В. Мапер 


Опыты 
с инфракрасным 
излучением 





Приемником инфракрасного излуче- 
ния может служить самодельный фо- 
тотранзистор. Его нетрудно изгото- 
вить, спилив головку металлического 
корпуса любого мощного траизи- 
стора (например, [1-210). Такой фо- 
тотранзистор реатирует практически 
только на инфракрасные лучи, не- 
посредственно примыкающие к ви- 
димой области спектра. 

Если на изготовленный вами фо- 
тотраизистор направить свЕТ от вклю- 
ченной в сеть переменного тока лам- 
пы накаливания, на сего выводах 
появится переменное напряжение ча- 
стотой 100 гц. Величина этого на- 
пряжения очень мала, ее следует 
усилить. 

Схема простейшего предваритель- 
ного усилителя изображена на ри- 
сунке. В качестве транзисторов Т, 
н Т. можно использовать любые 
низкочастотные транзисторы. Питание 
усилителя осуществляется от батареи 
карманного фонаря КБС-Л-0,50. 





Ю, = 2 ком; Ю,= 100 ком; Ю. = 1 ком; В ‚= 
= 100 ком; Л, == 10 ком; Т. и Гу — любые 
низкочастотные транзисторы. Транзистор Т, 
можно включить в иначе — использовав вы- 
воды эмиттер — база. При этом вывол базы 
подключается к плюсу батарен, а сопро- 
тивление А; нужно взять равным 30 -- 50 коза, 


При правильной сборке лри- 
бор начинает работать сразу при 
включенни питания. Наладка заклю- 
чается в подборе величины рези- 
стора А,. 

Выход предварительного усилите- 
ля при помощи экранированного про- 
вода следует подключить к гнездам 
«звукссниматель» любого промыш- 
ленного радиоприемника или про- 
нгрывателя (можно использовать И 
самодельный усилитель низкой ча- 
стоты). При освещении фототранзи- 
стора светом включенной в сеть лам- 
лы накаливания вы услышите звук 
частотой 100 гц. (Если сильный «фон» 
переменного тока слышен н без ос- 
вещения траизистора, то предварн- 
тельный усилитель следует заклю- 
чить в металлическую коробку, со- 
единенную с «землей» устройства, — 
это уменышит наводки из сети.) 


Теперь. когда у вас ссть приемник ин- 
фракрасного излучения, понробуйте отве- 
тить на следующие вопросы: 


1. Почему при освешении фототранзис- 
тора ламной пнакалилания, включенной в 
сеть переменного тока, из динамика усилителя 
слышен звук («фои») частотой 100 ги? 

2. Как. не меняя схемы прнемника, 
существенно усилить звук? 

3. Убедитесь, что датчик действительно 
реагирует на инфракрасные лучи (пластинка 
эбовита толщиной 0.85—Ё ми полностью за- 
держнваст видимый сист и пропускает ин- 
фракрасные лучи). 

4. Попытайтесь найти какой-нибудь ин- 
фракрасный фильтр @юпробуйте исполь- 
зовать, например, различные тины фотогра- 
фических светофильтров). 

5. На пути вузка света. надающего ка 
фототранзиетор, расположите два полярондя 
(нх можно взять из зикольного набора по 
полярнзании света). Врашайте одвн из по- 
лярондов вокруг его оси. Что вы при Том 
наблюдаете? Какие выволы вы можете сде- 
ль из своих наблюдений? 


6. Докажите закон отражения для ип- 
фракрасных лучей. 

7. Проверьте, фокусируются ли инфра- 
красные лучи линзой? 

8. Какие эксперименты по изучению 
свойств иифракрасиого нзлучения вы можете 
еще поставить? 
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Математический кружок 


—_—=——_оы д -—- 


В. С. Абрамович Суммы 


одинаковых степеней 
натуральных чисел 





На вопрос: «Умеете ли вы складывать 
одинаковые степени последователь- 
ных натуральных чисел?», многие не- 
доуменно пожмут плечами: кто же 
не умест ... складывать? Однако скла- 
дывать можно по-разному. Всем, на- 
верное, известна небольшая история— 
легенда о 8-летнем Гауссе. В то время 
как его одноклассники трудились над 
вычислением суммы 1 +23... 
...-" 20, Гаусс увидел простую зако- 
номериость 
1+ 20 = 10+ =2 


н сразу получил ответ: 210. 

Конечно, найти суммы при сло- 
жении вторых, третьих, четвертых... 
степеней натуральных чисел уже зна- 
чительно сложнее. В этой статье рас- 
сказывается о трех простых спосо- 
бах построения формул суммирова- 
ння, с помошью которых вы легко 
вычислите любую такую сумму. 

Итак, суммы, которыми мы будем 
заниматься, имеют вид 

5е (п) = 19 т 29-4... И) 


Число 4 предполагается целым и 
неотрицательным. Наирнмер, 


$2 (4) = 12-1 22 -}- 32-1. 42 = 30, 
$1 (2} = 1 1-2... 1035. 


Ясно, что $,(7} для любого на- 
турального п совпадает с л, так как 
все п слагаемых в этом случае рав- 
ны 1. 


$ 1. Что дает бином Ньютона? 
При вычислении сумм (1) нам помо- 
жет бином Ныотона. (О биноме Нью- 
тона см. Н. Я. Виленкин, «Комби- 
наторика», «Наука», 1969.) 
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(Е— 1)! = В — С - 

-:. С? Ок 

. Су 

Перенесем первое слагаемое из 
правой части в левую и, полагая 
последовательно #= |, 2..... д. сло- 
жим полученные результагы. Если 
использовать обозначение (1), мы 
получим 
и — 61.5, (п) + 
-- С. о (п). 
2(— 140%. ‚$: (п) — (— 195, (м). 

Из этого тождества находим 
5. (и} 





вн! 119. (и)— ... }- 


21 ы 
-- (-— 17969 $, (1-09 


х $, (н)!. (3) 


При 9-: 1: 
$, (и) -- [и -- С15% (п)! = 


| 


=== = (и? и п). 


Теперь, получив выражение для 
$, (п), положим в (3}] 9 = 2: 


$е (п) — 5 {#*+ С3$, (п) — $, ()} = 


фз 3 и | 
— В (9 --П}Ы— = 
1” (т Нл) п 


Е 
а а | 
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Так последовательно мы можем 
получить с помощью тождества (3) 
выражения для $. (п), $. (1) ит. д. 

В эффективностн таких формул 
вы можете убедиться, проделав неко- 
торые конкретные вычисления. На- 
пример, с помощью полученного вы- 
ражения для 5, (п) такая большая 
сумма, как 12 -- 2 --... + 99% + 
—^ 1002 иаходится очень быстро: 
$, (100) -- 338350. А сколько потре- 
бовалось бы времени для последова- 
тельного сложения! 


$ 2. Вместо 49 членов — один 


Итак, к каждой из формул для вы- 
числения сумм $. (п), 9-71, 2, 
можно последовательно прийти с но- 
мощью общего соотношения {3). 
Такие соотношения, которые оп- 
ределяют новый член пекоторой по- 
следовательности по ес предыдущим 
членам, называются  рекуррент- 
ными. 

Конечно, более предпочтительны- 
ми являются такие рекуррентные со- 
отношения, которые содержат в пра- 
вой частн возможно меньше членов, — 
в лучшем случае только один: пред- 
шествующий определяемому. 

Для  последовательности сумм 
5. (п) такое простое рекуррентное 
соотношение существует. 

Для того чтобы его записать, вве- 
дем следующее обозначение. Пусть 
Р» (п) — некоторый миогочлен сте -- 
лени 71 относительно 7: 


Рин = аи" В -оа ы 


Г би -17 1 @. 


Тогда Р”, (п) — это многочлен сте- 
нени ги -- 1, получающийся из мно- 
гочлена Р»„(л) заменой в нем степе- 
ней л^ выражениями: 


РИ п 


ви = и {К —0, ИИ т). 


Очевидно следующее простое свой- 
ство: если Р(п) и О(п) — два много- 


члена, то 


[Р (п) +9 (п)Г’=-Р* (п) + 0*(п). 4) 


Теперь докажем теорему, состоящую 
из двух утверждений. 


Теорема 1. 


. Сумма $.(п) представляет со- 
бой многочлен степени @ -!- 1 относи- 
тельно п без свободного члена. 

2. Сумма $5, (п) связана с суммой 
Зч-1 (1) (9—1, 2.. ..) соотношением 


За): 99—11). {5} 


Доказательство. Оба пунк- 
та докажем, применяя полную ма- 
тематическую индукцию. з 

Так как 5, (п) совиадает с п, 
то первое угверждение при 9-0 
справедливо. Предположим. что оно 
и для сумм 5.(1), $, (п)... 

., За_1 (и). Тогда в правой части (3) 
мы получим многочлен степени 9 + | 
без свободного члена, то есть утверж- 
дение верно и для следующей суммы 
$.(”)}. Следовательно, оно имеег мес- 
то для всех сумм $, (1), 920. 

2. Соэтношенне (5} выполняется, 
очевидно, для 9-1: 

5, (п) пе” еп = 
п(п-- 1) 
Е 

Предположим, что оно справед- 
ливо для 9=:1, 2,... т-— |. Тогда 
согласно тождеству (3) для д = т по- 
лучим 


т (п) 3ы р 


— 





{пт Е 
бык Е (1) 5% 
шт ‚ [в--аи-—2) 
я а аб 
+ Зо (- 1! -- 
сосет!" ит о ме 
РО пе И: 
=. (т — т. 19._2(7)— 
—(т ыы) С в + на 
есть 
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Воспользуемся теперь тем, что 
' - С? а 
Она Си =. 
_ фу-ат-1 = 
ы ( 1 ) Си: 1 0 
и, следовательно, 


св =. |. ЕСИ Сяи 


т -{- Е | т-+ 1 
С Им. 
Замечая аще. что 
х АИ 
т 1 т- 1 т 


н используя свойство (4) операции*, 
получим такое выражение для 5,„ (п): 


пт! {пт 


т! 
Са. бт." Сазуи. 


И + [525$ „_. (п) - 


т 


Полагая в (3} 9=т- 1, полу- 
чим, что выражение в квадратных 
скобках равно т5„_,(п)— п”, сле- 

п" | пт 
довательно, Эа (п = 
т--1 з 
нт+1 .:- пт 
ты т 


+ п $ т =} {п) те т] 


, лт+1— п 
| п5", | (п) т ое 


-п-т5* _, (п). 
Таким образом, (5} верно и для 9 = 


= т. Теорема доказана. 


Пример. Предположим, вы зна- 
сте, что 


$3 (п) == - (11-4. 29% + 2). 
Найдем выражение для $. (п): 
$: (1) =п 1-45} (п) == п + (п 2131 
в —п о #й—й, 


З 
ЕР ‚8 —л 
И 5 4.3 





Е МАЕ 
тан. 


$ 3. Общая формула 

Бином МЧьютона, однако, может зать 
значительно больше, чем тождество 
(3), доказанное в $ 1. 
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Рассмотрим следующие преобра- 
зования (11 и п предполагаются на- 
туральными числами): 


п — = [т ПИ —Т= 
== (т — 1) СТ-- (т — ПС. 
+ (т— 1)" Ст. 


Пусть п-5ё1. Разделнв обе части 
тождества на т — 1, получим 


Тм... 1-1 = 
== 01 +1- (т -— ПСТ... + 


+ (т— 1-1 С". (6) 


Это равенсгво справедливо для 
всех натуральных при п, в том чис- 
ле и для т— 1 (в этом случае оно 
очевидно). Поскольку слева и спра- 
ва мы имеем многочлены степени 
п—! относительно и, то это воз- 
можно лишь в том случае, если мио- 
гочлены тождествеино равны, то есть 
их коэффициенты совнадают (в дан- 
ном случае все они равны единице). 
Если раскрыть скобки в правой час- 
ти (6) и приравнять коэффициенты 
при т*, К =0, Т1,..., п-—1, единице, 
то получится ряд тождеств, связы- 
вающих биномиальные коэффициен- 
ты. Для нас важно  следую- 
щее: если степени м, Ё=0, 
|..... Л— | слева и справа в (6} за- 
менить любыми числамн ау, @.... 
....@»_р: Равенство не нарушится: ведь 
коэффициенты перед числами а» ос- 
танутся равными единице! Таким 
образом, мы приходим к следующе- 
му тождеству, верному для любых 
ЧИСеЯ бо, Ца,..., @ял: 


а, а, аз -+ ››- + @я-, 
= СТ (а, — вв) С! -+ (аг — 2а, + 
-- ао) Са - Рам ое В + 
а, 3—2 +11". (7) 
Теорема. 2. Сумма $. (л) в об- 


щем случае может быть вычислена 
по формуле 


$ (п) = С! +: (29 —1) С2 + (34—2.29-- 
+ ЗН... + 9-14 С + 
= С (9-1. (— 1) Се+". (8) 
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Доказательство. Положим в 
тождестве (7) ак-= (+1), Ё=0, 
|... п—1 и рассмотрим вначале 
значения п<9--1. Так как в этом 
случае СР-=-0 для р 1, то из (7) 
вытекает формула {8) при условии 

1<7=<9--1. Однако слева и справа 
мы имеем многочлены степени д-!- 1 
относительно я без свободного чле- 
на и, следовательно, они должны 
совпадать для всех п. Действительно, 
в противном случае их разность — 
многочлен степени не выше 9+ 1 — 
имел бы 9--2 вещественных корня: 
О 
Попытайтесь самостоятельно до- 
казать, что тогда этот миогочлеи 
тождественно равен пулю *). 

Формула (8} представляет сумму 
$(п) в виде линейной комбинации 
сочетаний С!, С1,..., Се. 


55 (п) т С! 
5; (п) = С: + С? 


п’ 


$» (п) == С! 4. 302 +-2С3 


53 (п) - С и о: = 12С7 -!- о 
5 (1) — С, -- 15С, + 500; -- 60С/ 


и Ра 


ит. А. 

Исследовать любопытные законо- 
мерности, возникающие между коэф- 
фициентами этих комбинаций, напри- 
мер. законы сбразования коэффиця- 
еитов по столбцам, предоставляем 
читателям. 

Приведем в заключение еще не- 
сколько задач о суммах 5. 

У праж нения 


1. Покажите, что 


$. =5, 
2 (5,7 == 2$%, 
4 (5: == 355 г $3, 
8(51)* == 4$: 45, 





*) Если вам не удастся это сделать, ты 
можете найти доказательство в «Кваите» 
№ 12, 1972, стр. 37 


и вообще, что при # == 1, 2, 3,... 
жи ($1)* == Сен -- $ -з 38. 
-- СЗбъинь -Ё..., 


причем последний член стоящего справа вы- 
ражения равен $) либо 5+. в завчеимо- 
сти от того, непетно А илн четно. 


2. Покажите, что 


35. == 3%., 
65.5: = 55.-2 5... 

125: ($102 == 75 2 554, 

245, ($, }? = 95 в -:- 145% | $: 
н восбще, что при А =1, 2, 3, ... 
Зе (ИТ = СА 26 $4 + 

+ (Си++ 2$ + -., 

прнчем последний чаен стоящего справа вы: 


ражсниня равен лнба (#2 2) $3+:. либо $, 
в зависимости от того, нечетно # иди четно. 


3. Покажите, что 


$ = {$}, 
„. 45: —1 
Ш, 
6{5,"--4$, +1 
5: = али ь 
и вообще, что За: (где 28 — 12:3) яв- 
л(н-- 0 
ляется мвогочлевом от $, ==) сте 
нени &, делящимея на ($. 
4. Ивкажите, что 
6$, —1 
ПО $. 
129—655, 1 
и ие 
Е 40(5,} -- 40 ($, -- 185, —-3 
ви: 


5 
и восбще, что се является миогочленом 


степени А — Гот 5, - 

5. Докажите, что при в 21 @ю не при 
& = 0) 

Зах = (- 1 у Зи (<). 

6. Найлите сумму: 1-Г 97-1. 125 -...-= 


+ 1—1. 


7. Найдите сумму: 2-7 52-1 82-1... -- 
++ 3" — 1). 
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Правильные 
многогранники 





Выпуклые правильные \знюгограиники — 








тстраэдр, октаэдр. гексаэдр (куб), лодекаэдр 
и НКссаэдр принято зывать пла- 
тоновыми теламн ин 





Платоновы ла рассматриваются В 
шхолелых учебниках, в том числе в учебнике 
\. П. Киселева «Гсомстрня», часть вторая. 
Напомним опрелелепие правильного мно- 
нинка, ланное в этом учебнике: «Мно- 

ник чазывсстся правильным, если все 

















его ты равные правильные многоуголь- 
ники и асе многогранные углы равны». Из 
ГОГ определеиня следует, что в правиль- 


зых многогранниках равны все плоские уг- 
лы, все двуграциые углы и все ребра. В учеб- 
пикс доказывается, что никаких других пра- 
вильных миогогранииков, кроме платоковых 
‚ (см. 4-ю страницу обложки) быть не 
южет 
Доказательсти 











о приводится вполне стро- 


гое. И все же правильных миогогранников 

пять, а девять. Нх вы видите па обложке 
‘авего журиала. / [< ло в том, что х остальных 
четырех многогранников (их мы в лальней- 
исем будем называть вездчаты ми} 
грани ТИС ре екающис правильные мно- 


тъинки, а двух из них каждая ‘из 
анси представляет собон  самоперссекаю- 
щнийся мпогоугольник. Такне многохуголь- 
ки им ники в курсе Л. ]. Киселе- 
ва ня рассмотрения. исключзиы, хотя привс- 





} 











денное выше определение правильного мно- 
ка, как и следствие из пего. оста- 

ются в си 
Теперь исмного исторни. Два -звездча- 
х миогограииика бызи — построены 
аинно; Кеплерол (157Е— 


1 


30). Только спустя бол малого двести лет 








франи р уни Пуансс 
{177 т на существование еще 
ух звездчатых многограпин- 
*) Древнегреческий философ Платон (427.— 
347 `. ДО Э.}., который Ут омяиу тс пре - 
внльных Мпогогранинках в одной из своих 
работ. мом деле пе являлся их перво- 
‘крывателем. Тетраэдр. гексаэдр и додека- 
эл ЛИ  иИЗВосСтТи задолго 2 Л на 








Например ри раскопках найдена моделе 
декаэдра. служившая детской игрушкой 
более 2500 лет назад . 
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ков (В < 





ездчатых \ ограниика 
а2 траннце обложки.) Док 








приве | 
зат с других правильнь огог ков 
ществуст, Пуансо не сумел 
Спустя гол (в 181 году) это сле 
| КИЙ ематиь Огю те! Пу 
Коши (1789—1857). Он воспользовался 
т то согласво определенню правиль 
ник жЖио ЛОжЖН ина 





3 себя так. что произвольная его грань 
вместнгся с наперед выбрапной. Из этого 
следхе го все гранн звездчатого многог 
ика р халены 071 которой то 
(ентра сферы. вписанной в ог 
Плоскости граней звездчатого многи 
ик ерссскаясь. образуют сще и правн 
ный выпуклый многограниик, то есть пл 
топово тело. описанное около той же сферы 
Это платоново тело Ксшн назвал ядроу 














{н вездчатого многограниика. Т 
ным  звездчатый мпогограниик можно 
п ить, продолжая плоскости гра СД 





тоновых т 
1н платоново тело может служить 
ядром правильного звездчатого многс 
ника? Чтобы разобраться в этом. обратимся 
к многогранным углам вездчатогос многи 
рашинка. Плоские углы такого мпогогран 
ного угла равны и благодаря раЕенству < 
ющих лвугранных углов могут быть 
совмещены друг с другом поворотом много 
гранпого угла стносительно оси, проходящей 
ере: зершнну. Одновременно с совмеще 
нием плоских углов совместятся и со< 
твующие грапи ядра, повернув! 
о звездчатым многограиииком 
На рнсуиках 1. 2и 3 выделены анн 
ядер Од эдра ин нкобсаэдра которые 
ереходят др} в друга прин таких повор 
тах, и показаны мпогогранпные углы, к кот 
рым приводит продолжение гране 
а рисунке 4 рассмотрен случай, когд 
ение ребер правнльяого многог] 
ника, октаэдра, приводит к образованию 
одного, адвух правильных многограпинков 
нерезекающихся тетраэдров 
Докажите самостоятель ‘то никаки 
другне овых тел н соо 
ветствующие ження их граней не при 
одят к об новых правильных 
граиников 




















Ест 

















продол 


















В. Н. Березин 
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Задачник «Кванта» 





Решения задач из этого номера 
можно посылать не позднее 30 июня 
1973 года по адресу: 117071, Москва 
В-71, Ленинский проспект, 15, изда- 
тельство «Наука», журнал «Квант». 
После адреса на конверте напишите, 
решения каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», 
М20Т, М205» или <... Ф215». 

Решения задач по каждому из 
предметов (математике и физике), а 
также новые задачи просьба присы- 
лать в отдельных конвертах. В пись- 
мо вложите конверт с написанным 
на нем вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результаты про- 
верки ваших решений). Оригиналь- 
ные задачи, предлагаемые для пуб- 
ликации, присылайте вместе с ваши- 
ми решениями этих задач (на кон- 
верте пометьте: «Задачник «Кван- 
та», новая задача по физике» или 
«..новая задача по математике»). 

Задачи из разных номеров журна- 
ла присылайте в разных конвертах. 
После формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впервые. 
Задачи повышенной трудности от- 
мечены звездочкой. 


Задачи 
№М201—-206; Ф213—27 


М201. Пъямая /, нересекает сто- 
роны а; 6 и с треугольника (или 
их продолжения} в точках А,, В, 
и С, соответственио; прямая {, пе- 
ресекает их в точках А,, В, иС.. 
Докажите, что еслн точки А, и А, 
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симметричны относительно середины 
стороны а, а точки В, и В, симмет- 
ричны относительно ‘середины сто- 
роны 6, то точки С, и С. симметрич- 
ны относительно середины стороны с. 


Нэугн Конг Кви (Хазой} 


М202. Докажите, что из после- 
довательности 

аа ага ат34, ..., а ф та, 
являющейся бесконечной арифме- 
тнческой прогрессией (450), тог- 
д и только тогда можно выбрать 
иодпоследовательность, являющуюся 
бесконечной геометрической прогрес: 
сией, когда отношение а/@ рацио- 
нально. 

Н. Б. Васильев 


М203. а} Докажите, что  ссли 
проекции точки пересечения днаго- 
налей АС и ВО внисанного четырех- 
угольника АВСО на прямые АВ, 
ВС, Ср и А соедннить последова- 
тельно четырьмя прямымн (рис. 1), 
то эти прямые будут касаться од- 
ной окружности. 

6) Сформулируйте и докажите 
обратную теорему. 





Вис. 1. 


М204. Назовем натуральное чис- 
ло хорошим, если в его десятичной 
записи встречаются подряд цифры 
1973, ин илохим — в противном слу- 
чае. (Например, число 197 639 917 — 
плохое, 116 519 732 — хорошее.) До- 
кажите, что существует такое нату- 
ральное число пл, что среди всех 
п-значных чисел (от 1071 до 10" — 1) 
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больше хороших, чем илохих. По- 
старайтесь найти возможно меньшее 
такое п. 

Г. А. Гуревич 


М205.* 24 студента решали 25 за- 
дач. У преподавателя есть табли- 
ца 24х25, в которой записано, кто 
какие задачи решил. Оказалось, что 
каждую задачу решил хотя бы один 
студент *). Докажите, что 

а) можно отметить некоторые за- 
дачи «галочкой» так, что каждый 
нз студентов решил четное число 
(в частности, быть может, нуль) из 
отмеченных задач; 

6) можно отметить некоторые из 
задач знаком *-», а некоторые из 
остальных — знаком *—» и припи- 
сать каждой залаче некоторое целое 
положительное число баллов так, что 
каждый студент набрал поровну ба- 
лов за залачн, отмеченные зпаками 
«Г» И «>. 

(Замечанне. Эти утвержде- 
ния верны только в том случае, ссли 
количество задач хотя бы на едини- 
цу больше количества студентов.) 


Ф213. Максимально допустимая 
скорость движения автомобиля по 
скользкой дороге при прохождении 
поворота радиуса К равна о„„‹. На 
повороте дорога наклонена под уг- 
лом © к горизонту. Какова мини- 
мальная скорость, с которой должен 
двигаться автомобиль, чтобы иро- 
ехать поворот? 

ФА. В схеме, изображенной на 
рисунке 2, Ю, — 19 ком, В, -- В: — 

5 ком, а к клеммам 1—2 прило- 
жено перемениое напряжение И 

127 в. Диоды можио считать иде- 
альными — при одном наиравленни 
тока нх сопротивление бссконечио 
мало. при другом — бесконечно ве- 
лико. Найти, какая мощность выде- 
ляется ва сопротивленин Р.. 


7. Г. Баканина 





*) Мы надеемся что аналогичное утверж- 
дение будет верным для задач М181—М205, 
тем более, что читателей «Кванта» много 
болыше 24. 





Рис. 2. 


$215. Лва мыльных пузыря ра- 
диусов Ю, и Ю. сливаются в один 
пузырь радиуса А.. Найти атмос- 
ферное давление, если коэффициент 
новерхностного натяжения мыльной 
нленкн равен о. 


Ф216. Вставая и приседая в оп- 
ределенвые моменты времени, маль- 
чик ина качелях легко увеличиваст 
амплитуду своих качаний. Объясни- 
те, почему это удается. 


Ф217*. Электронно-лучевая труб- 
ка с ускоряющим напряжением (И 
помещена в однородное магнитное 
поле с нидукцией В, направленной 
вдоль соси трубки. Ма экране при 
этом наблюдается  иеболыное рас- 
нлывчатое пятно. Если менять вс- 
личину  ИВДУКНИН, ТО МОЖНО ЗА- 
метить, что при некоторых значениях 
В., 2В., ЗВ, ... электронное пятно 
фокусируется — собирается в точку. 
Объясните эго явлепие. Как с ио- 
мощью такого эксперимента опреде- 
лить отношение заряда электрона 
к его массе? 
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Решения задач 


М160—164; Ф178—182 


№160. Когда закончился хоккейный турнир 
(в один круг), оказалось, что для любой группы 
команд можно найти команду {может быть, 
из этой же группы), которая набрала в играх 
с командами этой группы нечетное число 
очков. Докажите, что в турнире участвовало 
чРтное число команд. (Поражение — 0 очков, 
ничья -— { очко, выперьи — 2 очка.) 


Пусть число команд равио №. Предста- 
вим сначала результаты турнира в Виде тур- 
нириой таблицы № < №. На пересечении 
{Й строки и }-го столбиа поставим число 
очкон, пабрачных г-й командой в матче с 
|-й командой; будем обозначать его через ас;- 
Будем считать. что команда в матче «с самой 
собой» набрала 0 очков. тогда па днагонали 
будут стоять нули {ан = 0). 

Заметим теперь. что еслн а:; `` 0, то 
есть г-я команда проиграла }-й. то ад = 2, 
Так как в этом случае [я команда выиграла 
у ги. Точно так же. если ал 1, тои 
ал - 1. Итак, в турвириой таблице обяза- 
тельно выполняется условие шут ай => 2. 

Каждой команде в туруирной таблице 
ссответствует стрска н столбец. Число очксв, 
набранных 2-й командой в матчах с группой 
команд с номерами |. ..., ре равно сумме 
чисел и; .. 5 ар), «тоящих на пересс- 
чении ГИ строки со столбцами /. .-.. р. 

Тенерь мы можем забыть про хоккейный 
туринр, сформулировав по-говом\у задачу има 
языке Таблиц. 

Пусть квадратная таблица А ^ №, со- 
стоящая из целых чисел и;;. удовлетворяет 
следующим двум условиям: 


|) все числа ад. стоящие иё се днаго- 
иали, четны, ин сумма агу-г ай каждых двух 
чисел, симметричных относительно этой диа- 


гопалн, тоже обязательно четна: 


2) для каждой грулпы столбцов найдется 
такая строка, что сумма чисел на пересечении 
этой строкн со столбиами этой группы 
нечетиа. 

Нужно доказать, что условия 1) и 2) мо- 
гут выполняться только в там случае, когдз 
№ четно. 

Разумеется, решив эту новую задачу, 
мы решим и задачу №160. 

Будем доказывать утвсрждение задачи 
от противного. Допустим, что существует 


30 


таблица № Х М с нечетным М, удовлетво- 
ряющая условиям 1} и 2). Мы покажем, что 
тогда можно построить таблицу (№ — 2) Хх 
Хх (№ — 2), также удовлетворяющую усло- 
виям |} и 2). Применив это пострсенке 
(№ — 1/2 раз, мы получили бы таблицу, со- 
стоящую из единственного числа и удовлет- 
воряющую условиям 1) и 2). Этого, однако. 
не может быть, так как для таблицы | х 1 
оба условия одновременно не выполняются. 
Значит. сделанное предположение окажется 
кеверным и утверждение задачи будет до- 
казано. 

Для того чтобы из таблицы № Х М по- 
строить таблицу (№ — 2) Х (М — 2). сохра- 
нив условия 1) ин 2), мы введем следующие 
преобрагозания таблии: 


Преобразование 1. Меняем ме- 
стамн {ю строку с рй и 2-й столбец с [-м. 


Преобразование 11. г-Й стол- 
беи заменяем на сумму Ёго и го столбца, 
а затем г-ю строку на сумму 1-Й и }-й строки. 

Поясннм преобразование 11; +ю и }-ю 
строкн можио рассмагривать как наборы № 
чиссл (ал, -..-, @:м) в @д,`-.. ам); сум- 
мой строк назвать строку: (а) -— 
— арене 4 алк} 

например. 


(010102) 
+ (000). 


7 и212) 


Аналогично определяется сумма г-Го и 
го столбцов. - 

Прежде всего заменим все честные числа 
в таблице на 0. а нечегные — па 1. Получим 
таблицу. которая симметричиа. то есть 
а; ах. кроме того. а::-=: 0, поэтому 
условие |} для нее выполнено. Очевидно, 
что для исе сохрапястся и условие 2). 

Рассмотрим послединй, А-й столбеи этой 
таблицы. Согласно свойству 2) для исго 
пайлется такая строка, что иа их перссече- 
иви стоит сдиница: если @ — номер строки, 
то @х | и, следовательно, ахд’” 1. 
{Здесь мы \рименили условие 2) к одному 
столбих.} 

Сделаем теперь. преобразование |; по- 
меняем местами А-ю строку © (М — 1-й и 
ин К-Й столбец с (М — 1[)-м. 

В результате таблица будет нметь сле- 
ДУЮЩИЙ ВН: 


А 
0 тм «Е: ЛЬ: а, (“И ах 
Я в ыы 2. (“И 2х 
ЯЗ а. ВА № ок Уфы #3 \ 
мот > - би —2ух 
ау _ Е? о 1 
ам Е 1 0 
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Применив уелерь иесколько раз преобра- 
зование |! (используя два крайних столбца 
и две крайние строки). мы можем привести 
таблицу к такому виду: 


А = 
ИИ - . а) {№ —2) 0 0 
а : аи) 00 
мы, хм 0 0 
0 тео о | 
0 НС 10 


Напомним, что число 2 мы заменяем иа 0. 
Вычеркнув из этой таблицы последние два 
столбца ни последние две строкн, мы получим 
новую таблниу (М — 2) Х (М — 2). Оста- 
стся проверить, что оиа удовлетворяет усло- 
виям 1) и 2). 

Преобразования Ен И сереводят симхет- 
ричные таблицы в симметричные и не меняют 
четности чнсел. стоящих на днагонали. Сле- 
дсвательно, новая таблина будет удовлет- 
ворять условию 1). \ 

Остается проверить, что преобразования 
1, НП сохраняют условия 2). Для преобразо- 
ваний [ это совершенно ясио. Остается дс- 
казать это для преобразования Н. 

Еслн рассматриваемая группа столбцов 
не содержит 2-го столбиа и можно указать 
К-ю строку, удовлетворяющую услсвию 2), 
где А не равно г, то, очевидно, и после преэб- 
разования А-я строка будет ему  удовле- 
творять. 

Если этого сделать нельзя, то есть А — 1 
(хотя бы одна строка до преобразования су- 
ществует!), то для {-й строки соответствую- 
щая сумма четна. Отсюда ясно. что в преос- 
разоваиной таблице сумма для г-й строки 
по-прежнему нечетна. 

Аналогично разбираются случан, Когда 
в группу столбцов входит гй столбец. Если 
в иее не входит /-Йй столбец, то надо взять 
строку, «обслуживающую» группу, лопол- 
иениую /-м столбцом, а если входит, то, на- 
оборот, сго нада убрать. Мы сумели от таб- 
лицы МХ М перейти к таблице (№ — 2) < 
х (М —2). Таким образом, наша задача 
полностью решен?. 

Оказывается, что наша задача — част- 
ный случай такой общей теоремы из лиией- 
ной алгебры: 

если а;;-К ад -= 0, и система уравние- 
ив 


Чат | арх г ..у + ба ххАм — 0, 
Я.А = ЯозХ2 в: НЕ ххх — 0, 
ах - ам. |... + ахххх == 0, 


имеет только пулевое решение, то № четио. 
Эта теорема верна и для обычных чисел, и 


для еполяя*) из двух элементов Ои |. и для 
любого другого «поля». Проще всего ее до- 
казывать, используя понятие определителя 
систём линейных уравнений. Так и поступил 
читатель Э. Гуркевия (Черновцы), прислав- 
ший нам решение задачи М160. Но можно до- 
казывать ее и с помощью «элементарных 
преобразований» табанцы а;;, как поступили 
мы выше. 

Постарайтесь самостоятельно доказать 
эту теорему и вывести из нес решение задачи. 


Б. Макаревич 


М!6Т. Озжро имеет форму невыпуклого п-цголь- 
ника. Докажите, что множество точек озера. 
из которых видны всё гго берега, либо пусто, 
ибо заполняет` внутренность — выпуклого 
т-угбльника, сд т- п. 

Пуеть {— сторона мисгоугольняка. 
Прямая, являющаяся продолжением /, 
делит плоскость иа две полуплоскости; обо- 
значим через ДП; полуплоскость, ксторая 
примыкает к отрезку Ее той же сторопы, 
что и Озеро (с другой стороны к отрезку { 
примыкает берег). Шри этом граничная пря- 
мая в полуплоскость ЮО; ше включается. 

Пересечение В всех п полученных полу- 
плоскостей либо пусто, либо являстся выпук- 
лой фигурой с числом сторон т = н. 

Докажем, что О совпадёет с множеством 
точек, из которых вндны все берега озера, 

1. Пусть О — точка из Р. Докажем, что 
все Серега вилны из точки О. Пусть А\, 
А. ..., Аа — вершины многахсольни- 
ка — озера. 

Сосдиннм отрезками точки О. А, А; 
ин посмотрим, где может быть точка Аз. 

Как видио из рисувка 1, зериииа Азис 
может паходиться с той же стороны от прямой 





*) Полем называется множество, в кото- 
ром введены операции сложения и умпоже- 
ния, обладающие обычиыми свойствами: они 
коммуталнемы, ассомцативны, имеют обрат- 
ные операции — вычитание и деление и т. и.: 
условие а;; -Г ад == 0 в поле из О и | равпо- 
сильно условию а) = ад. поскольку 0- 
=! =0, а От 1=1-0:=1. 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


ОЛ., что и вершина А, (заштрихована та стс- 
рона отрезков, к’ которой примыкает озеро). 
Значит, точки А, и А. находятся по разные 
стороны прямой ОЛ». 

Грусть точка Х движется по берегу озера 
(отА, кА», от А.к Ази т. д.). Когда Х дви- 
жется от А; к А», отрезок ОХ вращается в 
кехоторую сторону (вапример, пусть он вра- 
щастся по часовой стрелкс). Гак как А, и 
Аз лежат по разные сторопы отрезка ОА», то 
при движении точки Х от А» к Аз отрезок 
буд:т вращаться в ту же сторону. Рассуждая 
аналогично с точками Аз, Аз, А ..., мы 
видим, что прн движении от Азк Аз. ст 
А. кА, ит. д. отрезок ОХ вращается в ту 
же сторону. 

Когда отрезок ОХ совершит полный 
оборот, лочка Х совпадет с точкой. А;. Дей- 
ствительно. предположим, чго точка Х не 
ссвлала с А: иаприме» ОХ < ОАд,. Тогда 
при дальнейшем движении точка Х ие смо- 
жет попасть в точку А,. так как опа не смо- 
жет выйтн за пределы многоугольника 
РА.А;... АрАкч, рис. 2) — голур мко:о- 
угольинка ге замккгкется. 

Следсвательно, внутрь А ОДА» ве го- 
лгдет ии сдна точка коьтура, и берег А. Аз. а 
значит, и все берега озера из точки О видны. 

2. Пусть из точки О видны все берега 
озера. Рассмотрим сторону {= СВ миого- 
угольника А, ... Ал. Тогда ясно, что 
А ОСВ лежит полностью внутри озера, 
значит, точка О лежит виутри ЮО; Та- 
ким образом, точка О лежит внутрн всех 
полуплоскостей Э;, то есть лежит вну- 
три В. 

Итак, мы показали, что миожество точек, 
из которых видны все берега. совпадает с 
множеством Д и, значит. либо пусто, либо 
являстся выпуклым многоугольником с чис- 
лом сторон т, где тэ я. 


И.Н. Бернштейн 


№162. Последовательность натуральных чисел 
кв. < ... ап <... (А) 

такова, что каждое натуральное число либо 

входит в последовательность (А) либо пред- 
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ставляется в виде суммы Овух чисел из после- 
дсвательности (А), быть может, одинаковых, 
Докажите. что а = 1? дя всех 
Пужв2”. .. 
Рассмотрим первые (л— 1) членов по- 
следовательности (А) 


а, п. Син ь @п-т, (1 


н все натуральные числа, которые можно 
лредставить в виде суммы АвУх ИЗ этих чисе,1: 


а, -1- Я. а их аа, Е 03, -.., @ == Яп- 
НЦ 
и - Я, бо т 93, ..., ао + @п-ь 
| м 
“1-1 Т Ча. (2) 
Нетрудно подсчитать, что здесь написано 
в(п— 1) 
р: попарных сухм. Даже если все 





числа (1) и (2) различны. все равно нх общее 
количество не превышает 


А. К п "— В ь. 





в? --л—2 
= 


21? ы 
<—— = 


Таким образом. найдутся натуральные 
числа от | до п, которые ие содержатся среди 
чисел (1) и (2). Поэтому, если последователь- 
ность (А) удовлетворяет условию задачи 
(каждое натуральное число может быть прел- 
Ставлено в ввиде суммы не более двух чисел 
из (^)). то аи = п?. $ 

Из нашего рассуждения можно получить 
н более точиухю оценку: 


п"— п 
=. (3) 


Интересно выяснить, нельзя лн полу- 
чить еще лучшую оценку. Последователь- 
ности, удовлетворяющие условию задачи, 
которые удается построить очень далеки 
{при больших л) от той границы, которую 
дает перавенство (3). Мы приведем два 
примера. 

1) Зафиксируем некоторое натуральное 
число ^ и рассмотрим последовательность:. 
1.2.3, .-... 8—1, 20 —1, ЗЕЕ 4—1... 
(а, = ПЕ — (&— 1) при п=А, +1, 
Е-2....). Эта последовательность, оче- 
видно, удовлетворяет условию задачи. Как 
легко видеть, пря л = 2^ 


ап = @2а == 2? — (& — 12 — 
п -- 4—4 


= ВВ =, 


Однако, хотя оценка (4) для аи при 
п = 2^ лишь примерно вдвое хуже (3). но 
В 
2 
сильно увеличивается: ведь а, растст как 
линейнзя функция от п. 
2) Рассмотрим последовательность всех 
натуральных чисел, представимых в виде 


с ростом п расхождениг между ал и 
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Рис. 3. 


суммы дьух квадратов целых чисел: 

1. 2, 4,5, 8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20... 
Поскольку каждое натуральное число 

представимо в еиде суммы четырех квалдра- 

тов *). эта послеловательиость тоже удоеле- 

творяет условию задачи. (Как можно длока- 

зать. оца растет быстрее любой пнпейзой 

функции от м: Ши ап/а —* со, но медлен- 

й-+о5 
исе л?: Пт ак’? = 0. Оказывается, аз рас- 


2-ю 


тет примермо как п Ил.) 


М163. Докожете, что если диагонали вы- 
пуклого четырехугольника взаимно перген- 
Эцкузярны, то проекции их точки пересечечия 
на все четыре стороны (или их продолжения) 
аежат на одной окрижности. 


Многие читатели правильно указали. что 
добавка «или нх продолжения» в услозии 
не иужиа, поскольку перпепдикхляр, спу- 
щенный из вершины прямого угла, не может 
нс попасть на гипотенузу. 

Заметим, что если из оспования высоты 
ВН произвольного трехгольника АВС с ост- 
рыми углами 7 иС (рис. 3) опустить перпен- 
днкуляры НК и НМ ина сторолы ВС и ВА 
соответственно, то трехгольиикн КВХ№ и 
АВС подобны (угол В общия и АВ. В№ 
— В}? = ВС. КВ. то всзь АВ: ВС 
- АВ: ВУ), поэтому 
4 ВКХ >25 ВАС (и ВХК == ЗА ВСА). 

Используя это, легко провернть, что 
углы, обозпачениые на рисунке 4 одинако- 
выми буквами —©. В, фл 6, равиы друг 
другу, ноэтому сумма противоположных уг- 
лов Ки М четырехугольника КЕМХ равна 
к-та 5= 

== (л_В а-я =я, 


поэтому он вписанный, 





*) См., например. задачу 249 из книги 
Д. О. Шклярского, Н. Н. Чепцова, И, М. Яг- 
лома «Избранные задачи и теоремы элеме!:- 
тарной математики. Арифметика и алгебра». 
«Наука», М., 1965. 





Рис. 4. ` 


Вермо и обратное: если в сстырехуголь- 
инке АВСР основания перпендикуляров, 
опущенных из точки пересечения диагоналей 
па стороны, являются вершинами вписан- 
ного четырсхугольника, то днагоналн АВСПО 
перпендикуляриы. Это доказывастся точно 


зак же. 
Н. Б. Васильев. 


№164. На белых клетках бесконеяной шахмат- 
ной доски, запояняющей верхнюю полупло- 
екостаь (рис. 5}. записаны какие-то числа так, 
что Оля каждой черной клетки сумма чисел, 
спюящих в Ових соседних с ней клетках, справа 
и слева, равна сумме двух других чисел. стоя- 
щих в соседних © ней клетках, сверху и счизу- 
Известно число, стоящее в одной клетке п-й 
строки {голубой крастик на рисунке), а тре- 
бустся узнать число, стоящее чад ним в 
{1-Е 2)-й строке (красный знак вопроса на 
рисунке). Сколько еще чисел. стоящих в двух 
нижних строках (голибые точки на рисунке), 
нужно Оля этого знать? 


Введем следующие сбозначения 
(см. рис. 6): х — неизвестное число в 
(и Г 2)-0ой строке, 4„ — данное число в 





Рис. 5. 
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Рис. 6. 


п-й строке. Числа @ и Б нам не даны, но 
т что хг ‚Чи а ЬБ, откуда х = 
: }- а — 4) 1 о —@)». Так как 


ет м Чт ви. 19 6 — = — Ч -,. 
Аналогично 
Би — Ч 1-1 = В1-1 — Чи-е 

л-о — Чл-3 в А — в, — В 


Тем самым, & — Чл 
так же 


Ь, —Иь. Точно 


а — 1 Ча — Ся-ь 
Пн-1 — Си-з 


Значит, х = и в ст (6—4. 

Итак, чтобы определить х, нужно, крохе 
4». знать всего 4 числа а, В,, сьм Чи в пер- 
вой и нулевой строках. 

Нельзя ли обойтись мсныше, чем че- 
тырьмя числами? 

В вырожденном случае (при я == 0) — 
можно: тогда х а, — Ц См. рис. 7). 
и, кроме 4», достаточно зиать только два 
числа (а, и 6). 

При п. | обойтись меныне, чем че- 
тырьмя числами. нельзя, причем, кроме Чи, 
нужно знать именио числа ар, Вл. Са и 4: 
если хотя бы одно из этих чисел нензвсстно, 
то знание даже всех остальных чисел в первой 
н нулевой строках ие даст возможности 
определить х. Докажем это. 


— 1+. == а, — Су. 


Рис. 7. 


Пусть, например. число а, неизвестно 
(см. рис. 6). Тогда ничто ие мешает задать 
его. произвольно. Это было бы согершенно 
очевидно, если бы число @; не было известно. 
В этом случае числа первой и нулевой строк 
не связаны ннкакимн соотношениямн. — их 
можно задать все соверненио произвольно, 
а по цим определить все остальмые числа 
(сначала во второй строке, затем в третьей, 
ит. д.). При этом Ил Р — №. где Р — сум- 
ма чисел бервой строки, стоящих между а, 
и В, (исключая сами а, и В}, а № — сумма 
чисел нулевой строки, стоящих между ба 
з 4, бускаючая сами с, и 4); равенство 
4, МР — М легко доказывается индукцией 
по п; при этом нужно воспользоваться вывс- 
денной ранее формулой х == („-| (а, — си) 
м =) 

Таким образом, 4 == Р — № — едиист- 
венное сосгношение, связывающее {п и числа 
нулевой н гервой строк; а; в него ис входит. 
Значит, зная Чи и все числа нулевой ни первой 
строк, кроме а,. мы ие можем определить 
а,. — наоборот, оно может быть задано про- 
извольно. Но, зафиксировав 8,. со, Чу и Чл 
и прядавая а, различные значения, мы будем 
голучать разные значения и для х. 

Итак, знание @,. 6, Сь и @» необходимо 
н достаточно для определеиня ох при дан- 
ном я. 

М. Л. Гервер. 





$178. В закрытом кибическом сосуде с ребром 
| см имееткя п молекул газа. Стенки кубико 
таковы, что молекулы гиза, попав на стенку, 
остаются на ней 10-* с. Оценить, сколько 
молекул газа находиткя на стенках. 

Сосуд находится при комнатной темпе- 
ратуре. 


Отношение числа молекул Пу, находя- 
щихся на стенках, к числу молекул по, 
которые движутся между стенками. равно 
отношению времени т, в течение которого 
молекула находится на стенке, ко временн 1 
се полета от одиой степки до другой: 

п т 
=—,. 


2 
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Так как пл, - пь-==л, то 
п т 


: Е 





Отсюда 





Я. = — 7 
" — 
т 


Оценим неличину !. Средняя квадра- 
тичная скорость молекул газа с молекуляр- 
ной массой и при темнературе ТГ?К равна 


= У ЗАТ. 
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Для определенности будем считать, что 
все молекулы движутся с такой скоростью 
перпендикулярно к сченкам сосуда. Тогдл 
время, за которое молекула пролетит рас- 
стоянне [{ между стенками, равно 





а 
ви 4 ЗРТ ' 
И 


} 
Аве а 
ь ‚=. у н 
ту} 31 
Пусть в сосуде находится воздух (и 


= 29 кеклюль) ирн температуре Т — 300? К.. 


Подстазляя в фапмулу для п, значения всех 
величин, получнм 


—_—_—ы Ая 
29 


о 


| 
Пу — 10-2 5 
сы у 3-8,3- 28-300 


“' Ю- 
| я 
В 20.98 п. 


Ф179. Нобесдная лодка, погружаясь верти- 
кально, излучает короткие звуковые импульсы 
сиенале гибролокатора  Члительностью то в 
меправаениы дна. Длительность отраженных 
сченалов, измеряемых оиОрэакустиком но л00д- 
ке, равна т. Какова скорость погружения 
лодки? 

Скорость звука в воде У. Дно горизон- 
тально. 


Рассмотрим, с чём связано изменение 
длительности сигнала. Для этого удобно 
перейтн от длительности снгнала к его протя- 
женпости, Цусль сигнал, излузаемый гидро- 
локатором на лодке, имеет форму, показан- 
ную па рнсунке 8, то есть его интенсирмость 
скачком меняется от нуля до некоторой вс- 
личины в момент времени {, остается постсян- 
НОЙ В течение времени т, н опять скачком па- 
дает до нуля в момент времени Ё-- т,. Если 
лодка неподвижна, то протяженность излу- 
наемого сигнала (расстояние между передним 
н задиим фраитами) рава |, = Ул. Если 
лодка опускается, протяженность сигнала 
становится меньше. Действительно, пусть 


Рис. 8. 





Рис. 9. 


В уомепт начала сигнала лодка находится в 
некоторой точке А (рис. 9), а ктэму времени. 
когда сигнал прекращается, — в точке С. 
причем АС — ит,, Где и — скорость погру- 
жения лодки. Цереднуй фронт сигнала за 
время т, нереместится в точку В, пройдя 
расстояние {„. Следовательно. пратяженность 
сигнала равиа {/, =- ВС = (Г —и)т,. Этот 
сигнал доходнт до дна. отражёется от 
него без изменення протяженности н движется 
навстречу лодке. В иекоторый момент вре- 
уени передний фронт снгнала поравнястся 
с лодкой. Залинй же фронт сигнала продол- 
жает двигаться со скоростью У г в относи- 
тельно лодки, следовательно, длительность 
сигнала, принчимаемосо ка лздке, равна 


Ы (И-—- и) То 


ЕТ и а 


Отсюда 

и == И и . 

тт 

Ф150. В однородное  злектрисческое поле, 
напряженность копюрого равна Е. внесли ме- 
таллический шар. Известно, что плотность 
поверхностных зарядоа на «полюсе» шара в 
точке А (рис. 10) равна 9. Определить плот- 
ность поверхностных зарядов в точке В, на- 
правление на которую из центра шара го- 
ставляет уезл а с направлением вчешинего 
электри ческого поля- 


Очевидно, что распределение наведенных 
на шаре зарядов должно быть симметричным 
отиосительнс оси АС. Так как в целом шар 





Рис. 10. 
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Рис. 11. 


электронсйтрален, то заряды выше и ниже 
«экватора» имеют разные знаки. Следователь- 
но, на втором полюсе С плотность поверхно- 
стных зарядов равия — 9, ‚, а иа экваторе 
опа равиа нулю. 

Поскольку заряды иа поверхности иро- 
водника всегда распределяются так, что их 
плотность пропорциональна напряженности 
электрического поля, то можно считать, что 
плотность наведениых зарялов а в каждой 
точке вара будет пройорциональна нпаиря- 
женности внешиего поля Ё: 


в Е. 


{Это следует также из ссображемий размер- 
ногтой — размерностн о и Е одинаковы, 

Востожа емся прииципом сугерпозинии 
и разложнм поле с напряженностью Е в 
точке В на две составляющие (рис. 1)— по 
направлению ОВ (вектор Е‚) и герпенди- 
кулярно к ОВ (вектор Е.): 

Е, — Е ©05&, 
[= Е ыпо. 

Плогиость зарядов @ в точке В тоже 
представим как сумму плотностей зарядов, 
усторие волмикаюл в этой точке: о=а,- да), 
причем а, создается полем с инпряжениостью 
Е,. а в, — полем с напряженностью Е.. 

Но в поле с напряженностью Е, точка В 
лежит на «экваторе» сферы, поэтому в. = 0. 


В поле же с напряженностью Е, точка В 
вляется «полюсом» сферы. Поэтому 0, — Е, 


о _Ё 


2 


Отсюла 
Е 
С —-:9, =0, — > =0, со а, 
т о В о 


Ф!81. Спутник Овижется вокруг Земли по 
поити круговой орбите со скоростью г. Нз- 
менсние его орбиты связано с тем. чпю на 
спутник действует со стороны микрочастиц 


сила трения Е = а0“°, гдеа иа — константы. 
Найти с, если известно, что радиуе орбиты 
спутника меняется очень медленно. 
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Сраз\ оговорим, что будем решать за- 
дачу для случая, когда раднус орбиты меня- 
ется с постоянной скоростью. 

Работа против силы трения совершается 
за счет уменьшения механической энергии 
спутника. 

Пусть спутник массы п движется со 
скоростью г по круговой орбнте раднуса КЮ. 


т? 
Его кинетическая энергия равна №; = —5—, 
м тм 
а потенциальная И); == —* — в, где м — 


масса Земли, == гравитационная постоян- 
ная (см.. например, статью Н. М. Сперанс- 
кого «Потенциальная т тел в поле тя- 
готения», «Квант» № 6, 1972). 

Пентростремительное ускорение спутнику 
сосбщает сила тяготения. Поэтому по ьторо- 
му закону Ньютона 





т тМ 
р = ре, 
откуда 
1 
м\? 
Теперь выражение для !,. можно записать 
так: 
м лы М 
ры Же В 


Тогда полная механическая энергия спут- 
ника равна 


с к а |  Мт 
=, -- и == — эм. 


Если раднус орбиты за время № уменг- 
шьтся па малую величину АР (АА А}, то 
изменение энергии спутникя будет равно 


1 Ат Г ] Айя ы 
АМ -— рей р — | г т в — вл 
1 Ат 1 Мт 


ТА ДА отв: 


Работу против силы трення за это 
время можно посчитать так: 


а 
А=Ётр. ср бер == а6сб М 





м\- 
—а | ? <) № 


(усрАГ — эТо расстояние, ва которое снут- 
ник переместится за время А). 

Приравняем полученные выражения дая 
работы и изменения полной энергии спутника; 


ры 


Гм | 1 Ат 
а (у м] А = 1 в: АК. 
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Разделив обе части равенства на АЁ 
получим 


а-=1 
( м | > 1 Мт АВ 
вр от м’ 


АК 
где —\у — скорость приближения спутни- 


ка к Земле — величина постояниая. Про- 
анализируем полученное равенство. Оно 
должно выполияться при любых значениях 
персмениой В. Для этого необходимо, чтобы 
показатели степени при Ю в обеих частях 
равенства былин одинаковы, то  ссть 


г 
откуда а == 3. 


$182. Оцените, на какую высоту вы смогли 
бы подпрыгнуть на Луне. 


Эгу задачу трудио решить строго. 

Большинство читателей, приславыих нам 
решение этой задачи. рассуждали так. При 
прыжке на Земле центр тяжести человека 
поднимается на высоту в . Это означает, что 
человек совершает работу А = тайз. Такую 
же работу может сопериить человек и при 
прыжке на Луне. Но на Луне ускорение 


свободного падения составляет К, часть 


ь } 
земного: бл =: 65 23. 


Поэтому нз равенства пабот 


тазйл —— мя Из 


следует, что на Луне человек может под- 
прыгиуть на высоту в 6 раз большую. чем 
на Земле (Ял-- Азиз Ел). Если па Земле 
прн прыжке иснитр гяжести человека подни- 
мастся на высоту А’ 60 см, то на Луне 
вы сможете подпрыгиуть па высоту 3,6 м. 

В этом решении не учтена, однако, с\- 
щшествениая деталь. Вспомним. как мы пры- 
ггем на Земле: приседасм. затем резко вы- 
прямляем ноги. Пусть, приседая, человск 
онускает свой ценгр тяжести на #””- 50 см, 
а, подпрыгивая, поднимает сго на #’ 60 гм 
(по сравнению с тем положением цеитра тя* 
жести, когда человек просто стоит) ча Земле 
и на высоту А — на Луне. Будем считать, 
что человек во время прыжка совершест 
одинаковую работу ва Земле н ва Луне“), 
то есть 


тиз (п й") = та "+ Я. 
Отсюда 
й == бй’ 4 А” = БВ, м. 
И. Ш. Слободецкий 





*} Это равносильно предположению. что 
одинакова сила. которая действуст на туло- 
вище со стороны ног. 


Кто где живет? 


Вокруг стола сидят чег- 
зеро жителей острова Три- 
сельска. 

Напомиам, что на этом 
острове три села: Правдово, 
Чередово и Лгуново. Жи- 
телн села Правдово всегда 
говорят правду; жители Че- 
редова через раз говоряг 
правду, а через раз лгут, 
причем первый ответ может 
оказаться как правдой. так 
и ложью; житемь Ягунова 
всегда лгут. 

Нмена сидящих за сто- 
лом по часовой стрелке -- 
Петр, Иван, Юрий н Олег. 
Каждому из них были зада- 
вы следующие трв вопроса. 

1) Из какой деревни 
ваш сосед слева? 

2) Из какой деревни 
человек. сидящий против 
вас? 

3) Мз какой  дерепни 
ваш сосед справа? 

Ответы были следую- 
щие: 

Петр: 1} из  Правдова; 
2} из Чередова; 3) из Чере- 
дова. 

Иваи: 1) из Лгунова;: 
2) из Чередова; 3} из Чере- 
дова. 

Юрий: Й из Лгунова; 
2} из Нравдова; 3) из Че- 
редова. 

Олег: 1) из Лгучова; 
2) из Правдова:; 3} из Чере- 
дова. 

Из какой деревин был 
родом каждый из спрошен- 
вых? 


ЕТ 
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Практикум абитуриента 





А. А. Рывкин Периодические 
функции 





Определения 


Вее вы, по-видимому, знаете, что 
такое периодическая функция. Од- 
нако для того, чтобы заняться изу- 
чением ее свойств, нужно все же 
дать ее строгое определение. Оказы- 
вается, сделать это не так просто. 
Вот, нанример, одно определение я 
«следствие» из него. | 

Определение. Функция у== 
=Нх) называется периодической, ес- 
ли существует число ТэЕО такое, 
что при всех значениях х из облас- 
ти определения этой функции 
(ХТ) = РО). 

Докажем теперь лемму 1: 

Если Т>>0 — период функции 
#2). то —Т — тоже период этой 
функции. 


Доказательство состонт в выписыванни 
целочки равенств: 


Ки — Т) = Пе — ТУТ] = [о 

В самом деле, ведь Т — период руикини 
Г(х). а потому, если его прибавить к аргу- 
менту х--Г, то значение фуикция не изме- 
вится (первое равенство). Остается раскрыть 
скобки н получить {(х). 

Прежде, чем читать дальше, по- 
пытайтесь найти ошибку в этом до- 
казательстве. 

Все проведенные здесь рассужде- 

ния справедливы. Только из них 
не следует, что — Т является пери- 
одом [(х). Если вы еще не обнару- 
жилн ошибку в доказательстве, то 
рассмотрите функцию зт (Их)?. Ее об- 
ласгь определения х > 0, и для лю- 
бого х из этой области определения 


зи (Их + 2л)2 — т (Ух, 


то есть 2л с точки зрения сформу- 
лированного определения — период 
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функции. Вместе с тем — 2л не бу- 
дет ее периодом, так как левее х = 0 
функция зт (УХ)? не определена и, на- 
пример, чп (Иб— 2л)? не существует. 

Теперь ясна и ошибка доказатель- 
ства: прежде чем рассматривать зна- 
чение [(х — Т), нужно быть уве- 
ренным, что это значение существу- 
ет, а это нноткуда не следует. Вот по- 
чему удастся сконструировать оп- 
ровергающий пример. 

Чтобы лемма | могла быть дока- 
зана, необходимо иное определение 
перноднческой функции. 


Определение 1. Функция 
4х). определенная хотя бы в одной 
точке, называется периодической, если 
существует такое число Т 20 (на- 
зываемое периодом), что для любого х 
из области определения этой функции 

а} числа х—Тих-Т также 
принадлежат ее области определения: 


6) + Г) = РГ. 


При таком определении приведен- 
ное выше доказательство леммы 1 
становится верным. 

Используя определение периоди- 
ческой функцин, можно установить, 
является ли та или нная функция пе- 
рнодической. 


Пример 1. Доказать, что функ- 
ция у — чп Шх мне является перио- 
дической. 

Установить этот факт легко — до- 
статочно заметить, что данная функ- 
ция определена при всех х>0н 
не существует при всех х = 0. Сле- 
довательно, какое бы Г>О мы ня 
выбрали, наша функция будет оп- 
ределена при х = ТР и не будет 
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т 
но -Р 


не является перио- 


У 
определена при х а 


` 


то есть она 
дической. 

Пример. 2. 
функция 


Доказать, что 


со$х 4-5тицх М2) 


— не периодическая. 
Пусть существует число Т=0 
такое, что 


0$ (х-- Т) с чп У (х-+ ТИЕ 


=созх т (У 2х} 

для всех х. Положим в этом тождест- 

ве х =Онх—= —Т; тогда получим 
следующие два равенства: 

со Г еяп(ь 2Т) 1 (1) 

| со Г— т ЭТ) -= 1. (2} 


Из соотношений (Г) и (2) следует, 
что с0$Т ==], а зт(; 2Т)=0,откуда 
Т =258 и Т-=апл 2. Приравнивая 
этн значения (7520, и поэтому 50, 
1520). найдем 1 2- ПА, то есть 
; 2— рациональное число. Получен- 
ное противоречие доказывает, что 
функция созх-- п (у 2х) — це пе- 
риодическая. 

Пример 3. Доказате, что 
функция у—Зяпх т мп 2х является 
периодической. 

Обычно рассуждают так. Пусть 
Т — период этой функции. Тогда 
равенство 


Зап (Хх Г} 41- $12 (х--Т) - 
озшх ет 2х (1) 
должио удовлетворяться при всех х, 
в том числе и при х-0. Восполь- 


зовавшись этим, придем к уравне- 
нию относительно 7: 


З;т 7 + зт 27 -- 0, (2) 


то есть (3--2с0$ ТГ) 5тТ =0. Так 
как выражение в скобках в нуль не 
обращается, $т Т==0, Т=Ел. 
Однако найденные таким обра- 
зом значения Т вовсе не обязаны 
быть периодами функции. Перейдя 


от соотношения (1} к соотношению 
{2), мы смягчили ограничения на Т. 
содержавишеся в (1). Ведь первое со- 
отношение должно быть справедливым 
при всех х, в то время как вторсе обе- 
спечиваст его справедливость лишь 
при х = 0. Таким образом, мы уста- 
новили, что все периоды рассматри- 
ваемой функции заключены среди 
чисел вида х -= Рл. Однако это сов- 
сем не озлачает, что все числа тако- 
го вида являются се периодами. 
Далее, поскольку 


Зят >: 5 (2--——)- у 
Зап [5 1^] ! эт 2-2 --п]= —3, 


то есть | (-5-}* [+ л | то д не 


будет периодом функции. Число 2я 
и все числа вида 26 — ее периоды, 
в чем легко убедиться непосредст- 
венной проверкой. 


Основной период 


Определение 2. Наимень- 
ший положительный период периоди- 
ческой функции | (%) называют основ- 
ным. 

Наиболее внимательные из чита- 
телей, наверное, тут же возразят: 
прежде, чем давать чему-то назва- 
нне, хорошо бы убедиться в сущест- 
вовании определяемого объекта. Мы 
займемся выяснением существования 
ссиовного периода после того, как 
докажем еще сдно свойство перио- 
дических функций. 

Лемма 2. Если Т, и Т, — пе 
риоды функции [(х), причем Т.- 
--Т, = 0, то Г, - Т, — период } ®). 

Доказательство. Пусть 
у=х--Т,. Так как Т, — период 
функции [, то (и) существует одно- 
временное [(х). Г. — тоже период {. 
Следовательно, { (и-- Т.) существует и 


Ри + Т.) = Г) =Го = Тд= К», 

то есть #(х + Т, + Та =. 

Но условию, Т, + Т, =20. Таким 
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образом, доказано, что Т, Е Т, — 
период функции {. 

Следствие 1. ВОИН СР: 
и Т, — периоды функции ри Т, =ЕТ., 
то Т, — Т, — период функции }- 

Следствие 2. Если Т, 
и Т, — периоды функции |, причем 
тТ, - 2Т, 52 0, где т ип — целые, 
то тТ, -- ПТ, — период функции }. 

Доказательство этих следствий 
проведите самостоятельно. 


Теорема 1. Если функция # (х) 
периодическая и известмо, что у нее 
нет положительных периодов, мень- 
ших некоторого числа а > 0, то она 
имеет основной период. 


Доказательство. Пусть Т— 
пернод. Если внутри отрезка [0, Т] ссть 
еше хотя бы один период Т’. то найдется 


Т 
период Т,, лежащий на отрезке |. 5 |- 
В самом деле, Г_Т’-— тоже период, и если 


Г, то положим Т, ^ 7’. а если 


т 
ТТ < —5° и можно по- 


ложить Т,- Т--7Т.. 

Теперь берем период Т, и отрезок [0, Г, ] 
н продолжаем те же рассуждения, получая 
период Т. н так далее. 

Но длина отрезка [0. Тк] по крайней 
мере вдвое меныне длины отрезка [0, Гл |, 
поэтому при нскотором п отрезок [0, ТГ, | 
булет иметь длину. меньшую &, и потому не 
будет содержать ин одного периода. 

Значит, на некотором этапе мы должны 
былн остановиться, найдя тем самым наимень- 
инй положительный гериод функнии Дх}. 


| Т 
РТ. ю 


Нам удалось доказать теорему бла- 
годаря условию, что [(х) ие имеет 
положительных пернодов, меньших 
некоторого & >> 0. Это условие вы- 
глядит излишне жестким и появля- 
ется желание доказать бодее силь- 
ное утверждение: — периодическая 
функция { (х), отличная от констан- 
ты, имеет ссновной пернод. К сожа- 
лению, такое утверждение ложно. 
Чтобы установить это, достаточно 
привести опровергающий пример. 

В качестве такого примера можно 
взять функцию Дирихле. Эту функ- 
цию определяют так: она равна нулю 
во всех иррациональных точках чис- 
ловой оси н единице — во всех рацио- 
нальных точках. „Легко убедиться в 
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том, что функция Дирихле будет пе- 
риодической, ее период — любое ра- 
циональное число, отличное от нуля. 
Однако основного пернода у нее нет, 
поскольку среди всех положительных 
рациональных чисел нет наимень- 
шего (нуль не является положитель- 
ным числом). 

Теорема 2. Если у периоди- 
ческой функции } (х) есть основной 
период, то есе ее периоды кратны 
основному. 

Доказательство. Если 
Т — основной пернод функции } (д), 
то ЕТ, где В ==0 — целое, тоже ее 
период (по следствию 2 из леммы 2). 

Докажем теперь, что у Ё(х) иет 
иных положительных пернодов, кро- 
ме АТ. 

Пусть Т,>0 — период /(® н 
Т, == АТ ни ири каком натураль- 
ном А. Тогда найдется такое целое 
п > 0, что 


ПТ«<Т<и-+ ПТ, 
то есть 


О«Т, —п7<Т, 


откуда следует, что Т, — пТ — поло- 
жительный период $ (х), меньший Т, 
что противоречит условию, в силу 
которого Г — основиой период { (х). 


Период суммы функций 


Часто возникает потребность в оп- 
ределении периода функции, обра- 
зованной как комбинация других не- 
рнодических функций. 

Пример 4. Найти основной пе- 
риод функции 


зи Зх -1- 46 2х. 
Основной пернод функции зт Зх 


равен =, а ссновной пернод 2х 


д ._. : 
равен —-. Пернод суммы эт Зх + 


— 2х будем искать среди чисел, 
являющихся периодами каждой из 
этнх функций, а потому содержащих 
целое число раз оба эти пернода. Если 
же мы хотим найти среди таких пе- 
рнодов наименьший, то следует взять 
наименьшее общее кратное периодов 
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слагаемых *), то есть построить наи- 
меньший отрезок, содержащий це- 


2я 
лое число отрезков длины и це- 


д 
тр Таким 
будет отрезок длины 2л, а число 
2л — наименышим из всех — скон- 
струнрованных таким образом пе- 
риодов для $т Зх -- 4 2х. 

К сожалению, мы не доказали, что 
2л — основной период функции 
зт Зх -- 4 2х. Не доказали, ибо 
искали периоды этой функции с по- 
мощью некоторого специального при- 
ема — среди чисел, являющихся пе- 
рнодами каждого из слагаемых. Еслн 
бы можно было установить, что ис- 
рнод суммы БН - [, непременно яв- 
ляется пернодом каждого  слагае- 
мого [и $. в отдельности, то обна- 
ружение основного периода было бы 
закончено. Однако такое утвержде- 
ние заведомо неверно. Убедиться в 
этом легко на простом примере: 


р = мах-+х, Ё—= мах-х, 
т т Ё. = 2 5т №. 


лое число отрезков длины 


Здесь }, и р, не являются перио- 
дическими функциями — обе они име- 
ют единственный корень х=0. Вместе 
с тем них сумма }, | /, — функция 
перноднческая с периодом 2л. 

Доказать, что 2х — основной ие- 
риод функции зн Зх -- @ 2х можно, 
опираясь на свойства самой этой 
функции, нзученные на любом от- 
резке длины 2л, например, на от- 
резке [0, 2л]|. На этом отрезке функ- 
ция имеет те же самые точки разры- 
ва, что и 1 2х. Поэтому ее период 
должен быть обязательно кратным 


я 
чнслу ——, Остается убедиться на при- 
р 


д 3Зл 
мерах, что, д, > не являются пе- 


риодами этой функции. Возьмите для 


*) Обычно это понятие определяется для 
натуральных чнсел. Говоря о наименьшем 
общем кратном пернодов Т, и Т., мы будем 
иметь В внду отрезок наименьшей длины, 
в кстором отрезки длины Ти Т. содержатся 
целое число раз. 


д 
этой цели х= -__ и проведите необ- 


ходимые выкладки. 

При решении примеров, подоб- 
ных примеру 4, многие школьники 
ссылаются на достаточно общую тео- 
рему, в которой устанавливается, что 
основной период суммы периодических 
функций р = }, — р есть наименышее 
кратное основных периодов Т, и Т. 
функций р и Ь соответственно. Не- 
которые даже приводят доказатель- 
ство этой теоремы! 


В формулировке теоремы, которую 
мы привели — целый каскад ошибок 
н некорректностей. Если даже до- 
бавить в условии, что Т, > Они Т, > 
> 0, то нет никаких оснований на- 
деяться, что отрезки длины Т, н 
Т, окажутся соизмеримыми. Поэтому 
сумма двух периодических, причем 
очень «хороших» функций, может ока- 
заться функцией — непериодической 
(см. пример 2). Дополним условие 
теоремы словами, «если оно сущест- 
вует», относящимися к наименьшему 
общему кратному периодов Т\ и Т.. 
Примеры 5 и 6 опровергают утверж- 
дение и Такой уточненной теоремы. 

Пример 5. Пусть р <) = 

тх, [| ()- Шх—этх. Тог- 
да }(х) = ох. Основные перноды 
функций | (х) и Ё, (®) сеть 2л, в то 
время как основной иериод /[ (х) ра- 
вен п. 


Пример 6. Пусть 


Е (<) = Ищияпх, р (х)-- Хх, 
о) = Ушзтх-- Хх. 


Основной период {, равен 2л (эта 


функция определена лишь в точках 
+ 21 числовой оси}, основной 
период {, равен л. Функция |[(х) 
не определена нигде на числовой оси, 
так как Есе точкн, входящие в об- 
ласть определения первой функцин, 
не попадают в область определения 
Бторой. Поэтому се нельзя считать 
перноднческой. 

На самом деле имеет место гораздо 
бодее слабая теорема н формулирует- 
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ся она для лернодов, а не для ос- 
новных периодов. 

Теорема 3. Если Т, >0— 
период |, (х), Т. > 0 — период }» (>), 
причем Ту и Т. соизмеримы и сущест- 
вуют значения х, принадлежащие од- 
новременно области определения | 
и р, то {= ры +Ь@ — пе 
риодическая функция, имеющая  свс- 
им периодом число Т, равное общему 
кратному (в том чнсле и нанменв- 
ему) периодов ТГ, и Т.. 

Доказательство. Пусть 
Т — наименыйее общее кратное со- 
измеримых отрезков ТГ, и Т,. Тог- 
да имеются такие натуральные А 
и 2 чю Т=ёТ, и Т=(Т.. Если 
х — любое из области определения 
©), то 
р) = тЫ 

= А (АТ) -ЬЫа- [7 = 
= НТ) -- | (ТГ) = Ра + Т). 


Все ограничения, имевшиеся в ус- 
ловии теоремы, были использованы 
в приведенной цепочке равенств. 

Вообще говоря, может быть до- 
казана аналогичная теорема о гораз- 
до более широком классе комбина- 
ций функций }, н [., включая про- 
изведение, частное. Однако рассмотрс- 
ние конкретных практических ситу- 
аций здесь, по-видимому, гораздо эф- 
фективиее построения какой-либо 
строгой теории. 


Упражнения 
Будут ли периодическими следующие 
функции н. если да, то найти их ословные 
нерволы: 
ров =: 
. $053 лх — т2лх; 
. тах 3х соз5х: 
. Шянх г 6 0$ х: 
. Е -- зах) = Ш И — 5т х); 
. [п агсзйз х|; 
. ас тд: 
и Ч 
Е 
Е" 


чиялъоьюь 


[* 9 


9. 22. 
10 Докажите, что фувкция с0$ х? не 
являстся пернодической. 


11. Докажите, что если функния с0$ х - 
-- Эт ах периодическая, то а — рациональ- 
ное число. 
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Расшифруйте! 


1. ж* 


х 
+3 
З+* 


*+Зж 


Зж*3 


#5 жж 








2. зжжжжьж жбж 


жбж» 
жж 


**б 
рр 


беж 





***б 


0 





Где ошибка? 


— Сколько корней у 
квадратного уравнения? 

— Дра. конечно, — отве- 
тите вы. 

— Но всегда ли? 

Рассмотрим такое урав- 
нение: 


@—а (— (оо 
С-ае-в Та ао+ 
(х— а) (х— с) 


5 (6—9 =“ 





(здесь а, 6 и с— попарно 
различиые числа). 
Подставим х=а. Пер- 
вое и третье слагаемые об- 
ратятся а нуль. Второе дает 
единицу. Подставив Х=), 
узндим, что первые два сла- 
гаемых обращаются в нуль, 
а третье дает еднинцу. 
Подстановка х=с приво- 
дит к такому же результа- 
ту. Такнм образом, хотя мы 
нмеем квадратное уравиение, 
корней. по крайней мере, 
три! Получили протипоре- 
чие: уравнение второй степе- 
ни имеет болыше двух кор- 
ней! 
Как же это получилось? 
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Задачи 
на максимум 
и минимум 





В повседневной жизни, в практиче- 
ских и научных задачах часто воз- 
ннкает необходимость онределения 
условий, при которых мы получим 
нанлучшие результаты прн опреле- 
ленных усилиях. В других случаях, 
наоборот, необходимо знать, при ка- 
ких условиях можно достичь оп- 
ределенной цели при минимальных 
затратах труда или времени. Такие 
условня называются оптимальными. 

Часто, даже не замечая этого, мы 
решаем задачи на определение оп- 
тимальных условий, пользуясь жиз- 
ненным опытом и смекалкой. Од- 
нако интуиция и жизненный оныт 
хогут быть обманчивы или педоста- 
точно точны. В лучшем случае они 
подскажут нам условия, которые сбс- 
спечивают получение хорошего, но 
не наилучшего результата. Для точ- 
ного нахождения оптимальных ус- 
ловий необходимо прибегнуть к ис- 
пытанному — оружию — математике. 

Многие законы физики могут быть 
сформулированы как некоторые эк- 
стремальные принципы, то есть тре- 
бования экстремума (максимума или 
минимума) определенных физических 
величин. Мы знаем, например, что 
состояния равновесня механической 
системы можно найти из условий 
экстремума потенциальной энергии 
системы, причем в состоянии устой- 
чивого равновесия потенциальная 
энергия минимальна, а в состояннн 
неустойчнвого равновссия — макси- 
мальна. Тот, кто знаком с принци- 
ном Ферма, согласно которому свет 
между двумя точками идет всегда 
по пути, требующему минимального 


времени, из этого принципа может 
вывести все законы геометрической 
оитики. 

Есть существенисе различие меж- 
ду оптимальными условиями для про- 
цессов, управляемых человеком, и 
для процессов, происходящих в при- 
роде самопроизвольно. В первом слу- 
чае оптимальные условня определя- 
ют наиболее выгодный, но не един- 
ственио возможный, ход процесса. 
А во втором — условия экстремума 
в границах применимссги законов 
приролы определяют либо единствен- 
но возможный, либо наиболее веро- 
ягный ход иронесса. 

Сложные задачи на определение 
оптимальных или экстремальных ус- 
ловий решаются © помощью теорин 
днфференциального исчисления, ва- 
риационного исчисления или линей- 
ного программирования. 

Однако существует много нростых 
задач на определение экстремумов 
функлий, которые можно решить, не 
пользуясь этими сложными матема- 
тическими теориями. Для их реше- 
ния нужно знать только свойства 
элементарных функций (например, 
квадратного трехчлена или триго- 


нометрических функций). Можно 
также воспользоваться известной 
теоремой: 


Среднее геометрическое п положи- 
тельных чисел не болыше их среднего 
арифметическоео, то есть 


Е . Се й 
х Ха -.- Хл 
} ХХ... Ха 


причем знак равенства имест место 
тогда и только тоеда, кагда 


Хх! Хь ... Х». 


Рассмотрим несколько конкретных 
задач. 
Задача]. Электронаеревательный 
прибор потребляет мощность от ас- 
точника тока, э.д.с. которого рав- 
на Е, а внутреннее сопротивление 
и сопротивление подводящих прово- 
дов в сумме равны г. Какое сопротив- 
ление Ю должен иметь прибор, чо- 
бы в нем выделялась максимальная 
мощность? 
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По закону Ома для полной кепи 
ток равен 
Е 
В-!' 





1 = 


а по закону Джоуля — Ленца мощ- 
ность, выделяемая на сопротивле- 
нии И, равна 
з (ЕЕ 122 
Р-Р=руст У аче 
РИ. 


При малом А (В <!) полезная 
мощность мала, так как почти вся 
мощность, забираемая от источника, 
выделяется в иподводящих проводах 
и в источнике. Если А велико (® 3 /г), 
полезная мощность опять мала, так 
как мал ток в цепн. Следовательно, 
существует некоторое значение Р, при 
котором полезная мощность будет 
максимальной. 

Рассмотрим выражение 


В+ 2 + (= + о 


Ясно, что полезная мощность до- 
стигает наибольшей величины, ког- 
да это выражение будет минималь- 
ным. Величина 2г задана, а произ- 


Г 
ведение членов В и = 


скобках, не зависит от Ю. и постоян- 
но, поэтому, согласно указанной вы- 
ше теореме, наименьшее значение зна- 
менателя будет достигнуто тогда, 


стоящих в 


2 
г 
когда В =—, то есть Ю г. 


Ю › 
Наиболыисе значение полезной 
мощностн при этом равно 
7 5 


Отметим, что в этом случае 
к. п. д. источника составляет толь- 
ко 50%. Поэтому получать максни- 
мальную мощность от источника це- 
лесообразно только’ в течение ко- 
ротких промежутков временн, напрни- 
мер, при работе стартера автомаши- 
ны. Чтобы более целесообразно ис- 
пользовать запас энергии источни- 
ка тока, сопротивление Ю должио 
быть значительно больше г. При этом 
полезная мощность будет меньше мак- 
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Рис. 1. 


симальной, но зато к.п. д. будет 
ближе к 100%. Проверьте это. 
Задача 2. Нагруженные сани Ови- 
жутся по горизонтальной поверхно- 
сти под действием силы Е, приложен- 
ной к центру тяжести. Какой угол & 
должна составлять линия действия 
силы Е с горизонтом, чтобы равно- 
мерное движение саней происходило 
под действием манменымей силы? Ко- 
эффициент трения саней о снег ра- 
вен К. 

Разложим силу Е на горизон- 
тальную и вертикальную составяяю- 
щие Е; и Е, (рис. 1). Сила нормаль- 
ного давлення саней на снсг равна 
разности веса саней и вертикальной 
составляющей силы Е: 


№ =Р —ТРзта. (1) 
Поэтому сила трения | 
Ро = Е Г. (Р икс: Е яп &). (2) 


Сани будут двигаться равномерно 
при условин компенсации горизон- 
тальных сил: ЁР; = Ёур, То есть 


& (Р — Езта). {3} 


Отсюда находим силу Е как функ- 
цию угла <: 


Е 


Е со$ & 


АР 
@ А 5 22 -- с0$ < ° (4) 


Очевидно, что сила Е будет ми- 
нимальной при таком значении уг- 
ла а, при котором знаменатель в фор- 
муле (4) максимален. Для определе- 
ния этого угла преобразуем знаме- 
натель выражения (4) так, чтобы 
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в него входнла только одна триго- 
нометрическая функция угла а. Для 
этого представим коэффициент тре- 
ния А как тангенс некоторого угла ф: 


4 `ф=А ф—= ас К; 
С А а 1 
Уп ф = ЕЕ с0$ 4 уг я. 


Так как А задано, угол ф можно 
считать известным. Подставляя в (4) 
427 < вместо Е и умножая числитель 
и знаменатель на с05ф, получим 

Ршф 
Чи фт -- с05& 
Риф 


Ряялф 
— япфуявая г сс$ ф сс$ а 


— 5 (@—4) — 
РЕН ‚ВН: 
— УЕ: Е сс5(а-Ф` 


Теиерь ясно, что сила Е бу- 
дет минимальной — тогда, когда 
с0$ (& — ф) -= 1, то есть 


лип = Ф == агс В. 


При этом минимальное значение 
силы ЕР равно 


р. ица ^- - . 

1 \-- 22 
Из решения этой задачи можно 
сделать практический вывод: когда 
необходимо везти на санях груз по 
дороге с болыним коэффициентом тре- 
ния (например, если дорога посы- 
пана песком), нужно тянуть сани 
за короткую веревку. Если же ко- 
эффициент трения мал, веревка долж- 
на быть длинной. Объясните это. 
Задача 3. Точки Ги 2 движутся 
по осям х и у к началу координат 
(рис. 2). В момент 6% = 0 точка 1 
находится на расстоянии $, = 10 см, 








Рис. 2. 


а точка 2 — на расстоянии $. = 5 см 
от начала координат. Первая точка 
движется со скоростью в: == 2 смс, 
а вторая — со скоростью в. = 4 см/с. 
Каково наименышее расстояние меж- 
ду ними? 

В момент 2 расстояние между точ- 
ками равно 


= (6: — 0.06 = 
=} 20: — 80: -- 125(см). 


Под корнем стоит квадратный 
трехчлен, из которого можно легко 
выделить полиый квадрат. Действи- 
тельно, 


20? — 801 -- 125 = 5 [422 — 4) ++ 91. 


Ясно, что миннмум этого выра- 
ження, а значит, и расстояния 4 бу- 
дет при {=2, откуда 


Чит =) 15 см = 6,7 см. 


В заключение рассмотрим зада- 
чу, для решення которой использу- 
ется так называемый метод прираще- 
ний, не входящий в программу сред- 
ней школы. 

Задача 4. Группа спортсме- 
нов организовала на берегу моря сле- 
дующее соревнование. Стартиуя из точ- 
ки А (рис. 3) на берегу моря, каждый 
спортсмен должен достичь буйка В, 
расположенного на расстоянии {= 

120 м от берега. Береговую линию 
можно считать прямой; расстояние 
от старта А до основания перпенди- 
куляра ВС, опущенного на эту ли- 
нию, равно [. = 200 м. Каждый спорт- 
смен имеет право пробежать любое 
расстояние па берегу от старте А 


8 


45 


КуапЕтссте.ги 


по направлению к основанию перпен- 
дикиляра ВС, а затем плыть к буй- 
ку. Победителем считается тот, кто 
доплывает до буйка В быстрее всех. 
Из какой точки берега наиболее вы- 
годно начать плыть к буйку спорт- 


смени, который зчает, что при беге. 


по песнаному берегу его скорость рав- 
на 138 кмм, п скорость плавания — 
5 км/ч. 

Пусть х — расстояние от точки 
С до того места, откуда спортсмен 
начинает плыть к буйку. Тогда спорт- 
смен пробегает расстояние [ —х, 
а проплывает расстояние у ЁР-х”. 
Общее время движения от старта А 
до буйка В равно 


[—х ода 
а МЕ. 


Пусть длина отрезка х увеличи- 
вается на малую величину Ах. Тог- 
да время движения станет равным 
РАМ, УР-ЫЕМЕ 

о: : 2 


Изменение времени равно 





Аб Е 
и | 
„УВЕРЕН УЕ 
7. 
и о. А. 
к ны 
СТ 


- И РРР ИЕ] -— 
Бы . >. ВЫ 
Сыу РЕС-АХ + УР _ 


пы од, 
а, | 





Рис. 4. 
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Так как Ах«х, выражение для 
А! можно упростить. Тогда 


о ЗМ ыы 
А урее—--| м 


Поскольку Ах > 0, знак АЕ сов- 
ладает со знаксм выражения в фн- 
гурных скобках. 

При малых х (х-+ 0) выражение 
в фигурных скобках отрицательно, 
а значит, Е убывает с ростом х. При 
х > [ выражение в фигурных скоб- 
ках положительно, и время растет 
с ростом х. Поскольку функция А{ 
меняется непрерывно с Узеличением 
х, существует такое значение хи, 
при котором АЁ обращается в нуль, 
то есть убывание { с увеличением х 
сменяется ростом #. Это зчаченне хы 
и будет соответствовать мннималь- 
зому воемени 2. 


Итак, 
Ат 1 0 
, 


„У и ы 


откуда 


г. 


им 





Хи — 1 


Подставляя численные значения 
всех величин, ‘получим х„=50 м. 

Длина /, в решении не использо- 
велась. Однако знать ее необходимо. 
Подумайте, почему. 


Упражнения 


1. Имеется множество наклонных глос- 
костей с одинаковыми основаниями, равными 
6. но с разными высотамн, Прн какой высоте 
й время соскальзывания тела по наклонной 
плоскости без трелия будет минимальным? 


2. Верхняя точка трамплина находится 
на высоте Н над землей, а на высоте й трам- 
плин обрывается (рис. 4). Какой должна быть 
высота Я при заданной высоте М, чтобы лыж- 
нкк. съехав с трамалина, мог пролететь 
наибольшее расстояние $ (считая по горизон- 
тали)? 

Трением и сопротивлением воздуха пре- 
мебречь. 
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Новосибирский 
государственный 
университет 





Новосибирский государственный уни- 
верситет основан в 1959 году в на- 
учном центре Сибирского отделення 
АНСССР. В НГУимеютсяфакультеты: 

математический с отделениями ма- 
тематикн, прикладной математики и 
механики; 

физический; 

естественный с отделениями химии 
и биологии; 

геолого-геофизический; 

гуманитарный с отделениями рус- 
ского языка и истории; 

экономический со специализацией 
по экономической кибернетике. 

Университет расположен в Ака- 
демгородке в 20 километрах от Но- 
восибирска. Обучение студентов про- 
водится на базе научных институтов 
Сибирского отделения АН СССР: гид- 
родинамики, математики,  вычисли- 
тельного центра, ядерной физики, 
теоретической и прикладной меха- 
ники, теплофизики, физики полупро- 
водников, автоматики и электромет- 
рии, геологии и геофизики, неорга- 
нической химии, органической химии, 
химической кинетики и горения, ка- 
тализа, истории, филологии и фило- 
софии, цитологии и генетнки. 

На первых двух курсах студенты 
изучают современные методы иссле- 
дования, что позволяет им уже 
с третьего курса проходить практику 
в одной из научно-исследовательских 
лабораторий сначала два-три дня в 
неделю, а на пятом курсе — полную 
рабочую неделю. 

Со второго курса студенты прк- 
влекаются к участню в работе науч- 
ных семинаров на кафедрах. 


В университете преподают велу- 
щие ученые Сибирского отделения 
АН СССР. 

Приемные экзамены в универси- 
тет проводятся с 11| июля. 

Приведем варианты вступитель- 
ных экзаменов 1972 года ио мате- 
матикс и задачи по физике, предла- 
гавшиеся на физическом факультете. 


Математика 


В каждом варнанте нреллагалось 4 за- 
дачи, на решение которых отводилось 5 аст- 
рономических часов. 


Специальности: математика, прикладная ма- 
тематика н механнка, физика, экономичес- 


‚ кая кибернетика 


Вариант | 


1. При каких вощественных значениях 
а, Ь, с (а-Ь-с30) система уравнений 


= у 2 а 
и = (2 — хе --ф 
| 2 = (хе 


нмеет вещественные решення? Найти этн 
решения. 

2. В остроугольном треугольнике АВС 
углы при вершинах А и В равны я и Й со- 
ответственно, а раднус описанной окружности 
с центром в точке О равен Ю. Найти радиус 
окружности, которая проходит Через точ- 
ку С, касастся стороны АВ и центр которой 
лежит на отрезке ОС. 

3. Решить уравненне 


2с05х = 2 3. чп 3х. 


4. В треугольной иирамиде 5А ВС грани 
$АС и АВС перпендикулярны и являются 
равными равнобедренными треугольниками 
(15$ == АС = АВ = а. 5 $АС = 30°). Най- 
ти высоту прямого кругового конуса, окруж- 
ность основання которого проходит через 
точки А, В н С, а боковая поверхность —- 
чер?з точку 5. 

Вариант 2 

1 Найти вещественные ранения снсте- 
мы уравнений 


1 
к-р у а= Шиа = 


ГИ № 
РУ 


2. Три круга радиуса Ю каждый ка- 
саются внутренним образом круга раднуса 
2Ю. Углы треугольника, образованного точ- 
ками касамия, острые и равны @, В, у. Опре- 
делить площадь части большого круга, по- 
лучающейся после выбрасывания всех трех 
меньших кругов. 
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3. Решить уравнение 





1 — са5х _ 5 а 
Т-- с05х УГ ах — 


4. Основанием пирамиды ЗАВС явля- 
ется равнобедренный треугольник АВС с 
основанием ВС = Тан углом при основании 
©@ таким. что п @ = 0,8. Боковые грани 
пнрамнды образуют с основанием одинако- 
вые двугранные углы, равные 45°. Перпен- 
дикулярно к плоскости $ВС проведена 
плоскость Р. пересекающая боковые сторо- 
ны треугольника АВС в точках, находя- 
щихся на равном расстоянии 4а от прямой ВС. 
Найти объем той из частей инрамиды, возни- 
кающих в результате сечения плоскостью Р, 
которая не содержит точку А. 


Спецнальностн: химия, бкологня, геология, 
геофизика 


Вариант 3 
1. Решить систему уравнений 


1 


ки “=2У3 
(Хх у)-2°—*-- 3. 


2. На основании АС равнобедренного 
треугольника АВС выбрана точка Р и про- 
ведсны прямые ОР и РО, параллельные сто- 
ронам ВС и АВ соответственно. Р — точка 
пересечения прямых ОР и АВ, н точка @ — 
прямых РОн ВС. Найти длину отрезка РФ, 
ели АС=Ь АБ =1 (01| и 


2. АСВ = а 
3. Решить уравнение 
ЧЕАх 1 
Ех — пах 1. 


4. В правильной треугольной пирамиде 
сторона основания равна 1. Найти длину 
бокового ребра, если известно, что биссек- 
ториальная плоскость двугранного угла при 
основании делит объем пирамиды В отноше- 
нии 2:1 (считая от вершин). 


Физика 


Каждому абитурненту на письменном 
экзамене предлагалось 5 задач. 

№ 1. «Экспериментальная» задача, В 
которой требовалось объяснить физическое 
явление, демонстрировавшееся  экзаменато- 
рами на лабораторном столе, 

№ 2. «Легкая» задача, которую может 
решить каждый средне подготовленный абн- 
туриент. 

№ Зи 4. Задачи, требующие достаточно 
уверенного зиайия схиовных физических 
законов и некоторой сообразительис“ти. 

№ 5. Задача повышенной — трудности, 
требующая умения разбираться в непривыч- 
ной или усложненной физической ситуации. 


48 


Ниже приведена большая часть задач 
(в скобках указан номер каждой задачи в 
экзаменационном билете). 

Задача 1. (1). Две катушки с про- 
водом внсят так, что нх оси горизонтальны 
и лежат на одиой прямой. Зазор между тор- 
цами катушек около 3 см. ИЙри включении 
катушек в электрическую сеть через лабора- 
торный автотрансформатор катушки притя- 
гиваются. 

Почему притягивающинеся катушки на- 
чинают отталкиваться, когда между ними 
вставлея медный. лист? Почему картнна ме- 
няется,если вместо медного вставлен желез- 
ный лист? 

Задача 2. (1). Имеются два динамнка 
н два знуковых генератора. При поочередном 
подключении каждого динамика к своему 
генератору в обонх случаях слышны звукн 
одинаковой на слух громкости и частоты. 
При одновременном подключении — звук той 
же частоты, во с периодическим усилением 
н ослаблением громкости. Объяснить явленне. 

Задача 3. (1). Черный диск © одним 
узким белым сектором приводится во враще- 
ние. При освещении днска пернодическн 
вспыхивающей лампой видны три нсе- 
подвижных белых сектора, расположенных 
через 120“. Найта скорость вращения дис- 
ка по наблюдаемой картине при известной 
частоте вспышек у освещающей лампы. 

Задача 4. (2). Двойной маятник вра- 

щается вокруг вертикальной оси так, что 
обе нити лежат в одной плоскости © озью и 
с хтавляют с цей постоянные углы @& 
н В (рне. 1). Длины нитей одинаковы и рав- 
ны Г! Найти угловую скорость вращения 
маятника. Ускорение свободного падения 
равно Е. 
Задача б. (2). В цилиндрическом со- 
суде радиуса Ю, наполненном жидкостью плот- 
ности р до высоты Я, возле дна в боковой 
стенке имеется отверстне, заткнутое проб- 
кой. Какую работу нужно совершить, чтобы 
вдвинуть пребку в сосуд на длину № 

Пробка имеет форму цилиндра радиуса г, 
длиной больше {. Трение не учитывать. Со- 
суд достаточно высок, так что вода из него 
не выливается. 





Рнс. 1. 
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Рис. 2. 


Задача 6. (3) Точку подвеса маят- 
вика длины [ мгвовенно приводят в двяжение 
в горизонтальном направлении с постоянной 
скоростью %, затем после перемещения на 
расстояние @ мгновенно останавливают. Пе- 
ред началом движения маятник поконлся. 
При какой скорости подвеса колебання 
маятника, возникшие с началом движения, 
нрекращаются сразу же после остановки? 
Угол отклонения маятника от вертикали счи- 
тать малым, 

Задача 7, (3) Имеется параллель- 
ный пучок одннаковых ядер. движущихся 
0 скоростью и. Ядра в пучке самопроиз- 
вольно делятся на две части одинакогой 
массы. Максимальная скорость осколков, 
движущихся в направленин пучка, оказа- 
лась равной и. Найти скорость оскодков, 
движущихся в направлении, перпендику- 
лярном пучку‘ (для неподвижного наблю- 
дателя). 

Задача 8. {3) Жука фотографируют 
в двух масштабах, поднеся фотоаппарат 
на расстояние {, разное сначала тройпому, 
а затем пятикратному фокусному расстоя- 
нию объектива. Во сколько раз надо 
изменить диаметр днафрагмы  облектива, 
чтобы освещенность нзображения па плен- 
ке в обоих случаях была одннаковой? Счи- 
тать, что днаметр объектнва много мень- 
ше 





Рис. 3. 





Рис. 4. 


Задача 9. (4) В цепи {рнс. 2) течет 
постоянный ток. Ключ размыкают. Через 
какое приблизительно время заряд на кон- 


денсаторе уменьшится на 1000 своей пер- 


воначальной величины? 


Задача 10. (4) Брусок весом Р удер- 
живается в воздухе № струями воды, бью- 
щими вертикально вверх из отверстий сече- 
нием 5 каждое. Скорость воды на выходе 
из отверстия равна у. Стталкиваясь от брус- 
ка. вода разлетается в горизонтальной плос- 
кости. На какой высоте иад отверстиямн 
удерживается брусок? Плотность воды р, 
ускорение свободного падения д. 

Задача 11. (5) Ключ К (рнс. 3) за- 
мыкают поочередно с каждым из контактов 
на очень маленькие одинаковые промежутки 
времени, причем изменение заряда конденса- 
тора за время каждого включения очень мало. 
Какой заряд окажется на конденсаторе после 
очень большого числа переключеннй? 


Задача 12. (5} Определить силу, дей- 
ствующую на вертикальную стенку со сторо- 
ны падающей гантели в момент, когда ось 
гантели составляет угол м с горизонтом 
(рис. 4). 


Гантель начинает свое движение 
без начальной скорости. Вес каждого шара 
гантели Р, расстояние между шарами много 
больше радиуса шаров: трением пренебрець. 


Задача 13. (5) На непроводящем 
кольше массы т и радиуса А равномерно рас- 
иределен небольшой заряд 9. Кольцо может 
свободно вращаться вокруг своей осн. В на- 
чальный момент кольцо покоится. Имеется 
перпендикулярное к нлоскостн кольца маг- 
нитное поле, индукция Которого в централь- 
ной области кольца радиуса а = Ю равна 2 В, 
а в остальмой области равна В. Затем всюду 
магнитное поле равномерно уменьшается до 
нуля. Какую скорость прнобретает кольцо 
после исчезновения магнитного поля? 


А. А. Атавин, 
С Т. Беляев, 
В. А. Цецохо 
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Рецензии, библиография 





В этом номере мы продол- 
жаем ®) публиковать аннота- 
ции на книги, выходящие в 
1973 году, представляющие 
интерес для наших читате- 
лей. 

Во И квартале 1973 года 
выйдут в свет следующие 
книги (заказы можно направ- 
лять через магазины «Кни- 
га — почтой»). 


Математика 
Издательство «Наука» 


1. Лидский В.Б., 
Овсянников Л. В., 
Тулайков А. Н. н 
другие. Задачи по элемен- 
тарной математике (объем 
22 л., тираж 200 000 экз., 
цена 72 коп.). 


Эта книга  представ- 


ляет собой сборник задач 
повышенной трудности по 
элементарной математике. 


Все задачи снабжены реше- 
ниями или обстоятельными 
указаниями. При  состав- 
лении данного издания уч- 
тен опыт вступительных эк- 
заменов за последние годы. 

Книга рассчитана на уча- 
щихся 10-х классов и можёт 
быть использована при са- 
мостоятельной подготовке к 
вступительным экзаменам 
в вузы. 


2. Калнин Р. А., 
Алгебра н элементарные функ- 
ции (объем 5 л.. тираж 
200 000 экз., цена 13 коп.). 

Книга содержит  ма- 
териал по алгебре и элемен- 
тарным функциям в объеме 
курса техникумов. Она 
может быть также исполь- 
зована прин самостоятельной 
подготовке к вступительным 
экзаменам в вузы. 


3. Гельфанд И. М., 
Глаголева Е: Г 
Шноль Э. 9Э., Функции 
и графики (объем 5 л., ти- 
раж 200 000 экз., цена 
13 коп.). 





*) См. «Квант» № 2, стр. 
74, 1973. 
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Новые книги 


Данная книга входит в 
«библиотеку физико-мате- 
матической школы». В ней 
изложены важнейшие мате- 
матнческие понятия — поня- 
тия функцин, графиков фун- 
кция н так далее. Приведены 


простейшие примеры пост- 
роения графиков функции. 
Книга рассчитана на 


школьников 8—10 классов, 
интересующихся — математи- 
кой. Она также может быть 
использована в работе ма- 
тематических кружков. 

4. Литлвуд Дж. 
Математическая смесь (объ- 
ем 8 л., тираж 40 000 экз., 
цзна 45 кси.). 

Книга состоит из ряда 
очерков, хотя н весьма раз- 
личных по сюжету, но объе- 
днненных математической те- 
матикой. В иих и небольшие 
исследования но Теории 
математики, и популярное 
иэложенне ряда математиче- 
ских вопросов, н интересные 
задачи, и, наконец, просто 
математические шутки. 

Живой и увлекательный 
язык делает эту книгу инте- 
ресной для самого широкого 
круга читателей. 


Издательство «Мир» 


5. Кэрролл... Исто- 
рия с узелками (объем 23 л., 
тираж 200000 экз.. цена 
! руб. 36 коп.). 

Имя Льюиса Кэррола — 


автора знаменитых сказок 
«Алиса в (Стране Чудес» 
и «Алиса в Зазеркалье» — 


хорошю известно советскому 
читателю. Однако Л. Кэр- 
рол, математик по образо- 
ванию, был также автором 
занимательных  математиче- 
ских головоломок и задач, 
изящных логических пара- 
дОксов. 


В этой книге собраны 
наиболее иитересное из того, 
что было опубликовано из 
этого жанра Л. Кзрролом. 
Книга доставит огромное удо- 
вольствие самому широкому 
кругу читателей. 


Физика 
Издательство «Наука» 


6 Гурский И. П., 
Злементарная физика 
{объем 25 л., тираж 200 000 
экз., цена 80 кон.). 


Книга представляет со- 
бой пособие по физике для 
поступающих в вузы. В ней 
сжато и последовательно рас- 
сматриваются все вопросы, 
вошедшие в программу всту- 
пительных экзаменов. Из- 
ложение материала сопро- 
вождается решением типовых 
задач. 


Книга рассчитана на уча- 
щихся старших классов 
средней школы, слушателей 
годготовительных отделений 
н лини, занимающихся само- 
образованием, 


7. ГригорьевВв. И., 
Мякишев Г. Я,, Силы в 
природе (объем 20 Л., ти- 
раж 50 000 экз., цена 73 коп.). 


Книга  вволиг читателя 
в мир физических представ- 
лений на примерах ‘основ- 
ных типов взаимодействия 
снл в природе. 


Написанная хорошим 
языком, с большим числом 
иллюстраций, эта книга бу- 
дет полезна школьиикам стар- 
ших классов, учителям. ве- 
дущим факультативные за- 
нятия. 


8. Иванов Б.Н, 
Принципы современной фи- 
знки (объем 8 л., тираж 


30 000 экз., цена 50 коп.). 


В книге в относительно 
простой и доступной форме 
излагаются основные поня- 
тия и принципы  совре- 


менной физики и дается 
представленне о современ- 
ном состоянии физики 
в цедом. 


Книга представляет ин- 
терес для учителей средней 
школы, а также будет доступ- 
на подготовдениым школь- 
никам старших классов, 
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$. Астрономичкесий ка- 
лендарь. Постоянная часть, 
под редакиней П.И. Баку- 
лина (объем 55 л., тираж 
20 000 экз., цена Зр. 16 коп.). 


Книга содержит  све- 
дения из сферической и тео- 
ретической астрономии, не- 
которые задачи практической 
астрономии, основные  поня- 
тня астрономии. 


В ней также приведены 
описания некоторых астро- 
номических инструментов и 
методика работы с ними. 

Книга рассчитана на уча- 
стников астрономических 
кружков, любителей астро- 
номнн НТ. д. 


10. Ефремов Ю. Н.. 
Глибины Вселенной (объем 
9л., тираж 25 000 экз., цена 
32 коп.}. 


Книга посвящена строе- 
нию окружающего нас мнра 
звезд и галактик, истории 
его изучения н методам опре- 
делення расстояний во Все- 
ленной. 


Книга написана живо 
н увлекательно. Ее с инте- 
ресом прочтут  школьникн 
старших классов, интересую- 
щиеся нроблемами астроно- 
МИН. 


Издательство 

«Просвещение» 

11. Мякншев Г Я. 
Элементарные частныцы. 
(Объем 8 41. тпраж 


100000 экз.. цена 30 ког.). 


В кннге рассказывается 
о тех трудностях, с которы. 
мн встретнлись ученые при 
попытке построения теорни 
элементарных частиц, о за. 
дачах, вставщнх перед ними. 

Книга напнсана доход- 
чивым языком и доступна 


икольннкам старших клас- 
СОВ. 


М. Л. Смолянский 


Специальность — 
прикладная математика 


Из Бугурусланского района Оренбургской 
области в редакцию «Кванта» пришло письмо. 
Его автор — выпускиик Верхиепавлушкнин- 
ской восьмилетней школы — Васнлий Куде- 
ров пишет: 

«Я бы очень хотел специализироваться 
по профессии прикладная математика. Ма- 
тематику я люблю. Знания по математике 
у меня есть. Читаю дополнительную лнтера- 
туру по математике. Математика притяги- 
вает меия». 

Таких писем много. Они приходят от 
школьников, мечтающих стать спецналиста- 
ми по прикладной математике. 

В беседе с нами директор методического 
кабинета Министерства приборостроения, 
средств автоматизации и систем управления 
СССР Е. Л. Некрасов сообщил, что по этой 
специальности готовятся математики- 
прикладники. Наряду со всесторонним сред- 
ним образованием, с высоким общематемати- 
ческим образоваинем, они получают знания 
и навыки применения математики в решении 
задач экономики. управления н научных 
исследованиях. Прин этом в решении задач 
используется умение учащихся составлять 
алгоритмы и программы для электроино- 
вычислительных машин. 

Правила приема в техникумы по этой 
специальности обычные: устный экзамен 
по математике и письменный экзамен по рус- 
оу языку и литературе. 

. Л. Некрасов сообщил также, что в 
Министерстве приборостроения, средств авто- 
матизации и систем управления СССР спе- 
цнальность «прикладная математика» открыта 
в следующих техникумах: 


МОСКОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
ТЕХНИКУМ 


Москва, 105264, Измайловский б-р, 19, те- 
лефон 163-00-70. Принимаются только жи- 
тели г. Москвы и Московской области. 


ЛЕНИНГРАДСКИЙ МЕХАНИЧЕСКИЙ 
ТЕХНИКУМ № | 


Ленкиград, 197137, Песечная наб., 14, теле- 
фон 33-55-60. Принимаются только жителн 
Ленинграда и Ленинградской области. 


ДНЕПРОПЕТРОВСКИЙ ТЕХНИКУМ 
АВТОМАТИКИ И ТЕЛЕМЕХАНИКИ 


Днепропетровск, 320600, ул. Дзержинского, 
2/4, телефон 44-05-55. Для иногородних есть 
общежитие. 


РОСТОВСКИЙ ЭЛЕКТРОТЕХНИЧЕСКИЙ 
ТЕХНИКУМ 


Ростов-на-Дону, 344037, 24-я лнния, 2/15, 
телефон 5-04-33. Для иногородних есть об- 
щежитие. 

В.Н. Березин 
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Экзамены 
по математике 
в школах ГДР 








В различиых странах учебные планы и про- 
граммы различны. В этой статье мы расска- 
жем об особенностях обучения в 10-летних 
и 12-летних школах ГДР, о курсе математики 
в этих школах, об уровне экзаменационных 
требований. 

В Германской Демократической Респуб- 
лике успешно осуществляется Единая со- 
цниалистическая система образования, закон 
о которой был принят Народной Палатой 
Республики в 1965 году. Наряду со всеоб- 
щим обязательным десятилетним образовз- 
нием, обучением в расширенных (12-летних) 
средних школах, а также средннх специаль- 
ных и высших учебных заведениях, система 
предусматривает и весьма широкое профес- 
сионально-техническое образование, 

В этой системе нет «тупиковых» школ. 
В Конституции ГДР (статья 26) записано, 
что «государство обеспечивест возможность 
перехода на последующую более высокую 


ступень образования... в соответствии с 
< прииципом успеваемости н общественными 
потребностями». 


В первый класс принимаются дети, ко- 
торым к 30 мая текущего года исполнилось 
6 лет, то есть почти на год раньше, чем в 
наши школы. Но курс математики в школах 
ГДР значительно отстает от курса соответ- 
ствующих классов советской школы. На- 
пример, программа по математике пятого 
класса школы ГДР почтн полностью совпа- 
дает с программой наших четвертых классов. 


В седьмом классе много времени уделя- 
ется вычислениям с процентами и составле- 
нию отношений, применению  логарифми- 
ческой лннейки; в этом же классе изучается 
извлечение квадратного корня н элементы 
начертательной геометрин. Решение квадрат: 
ных уравнений впервые рассматривается в 
девятом классе, а поиятне о тригонометри- 
ческих функциях — в десятом. В целом 
десятилетняя школа ГДР дает математиче- 
скую подготовку лишь немногим большую, 
чем наша восьмилетка. Большинство выпуск- 
ников десятилетки умеют применять полу- 
ченные знания: быстро и безошибочно счи- 
тают на логарифмической ликейке, уверенко 
пользуются таблицами. справочниками. Но 
решение простейшей текстовой задачи вы- 
зывает у них подчас непреодолимые затруд- 
нения. А некоторых знакомых нам разделов 
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в десятилетней школе вообще не изучают: 
нет пределов, не рассматривают прогрессий, 
почти не решают тригонометрических урав- 
нений — это признано необязательным для 
всеобщего десятилетнего образования и пе- 
ренесено в двенадцатилетнюю, расширенную 
школу. 

В расширенной школе на изучение ма- 
тематики отводится 300 уроков (по 5 уроков 
в нелелю в ХГи ХИ классах). Помимо: тра- 
диционных разделов изучаются математи- 
ческая индукция, теория пределов, вектор- 
ная алгебра и аналитическая геометрия, а 
также осиовы дифференциального и  интег- 
рального исчнсления — примерно в объеме 
первого курса некоторых наших втузов. 

Весьма интересна система оценок, прн- 
зятая в школах ГДР. За решение каждой 
задачи начисляется несколько баллов; если 
задача решена не полностью или с ошибкой, 
то число баллов уменьшается или вовсе не 
присуждается. К тексту письменной работы 
по математике за 10 класссв (см. ниже) 
приложена (только для учителя!) ннструкция 
по оценке. В ней указано, что задача № 1 
оценивается в 6 баллов, по одному баллу 
за составление первого уравнения, составле- 
ние второго уравнения, исключение одного 
неизвестного, нахождение первого числа, 
нахождение второго числа и за проверку. 


Точно так же «расценены» остальные 
задачи; вся работа может быть оценена 
40 баллами. Далее в инструкдии приведена 
шкала: 

39 и 40 баллов — отметка «1» — «очень 
хорошо»; 

от 32 до 38 баллов — отметка «2» — хо- 
рошо», 

от 24 до 31 балла — отметка «3» — «удов- 
астворительно»; 

от 14 до 23 баллов — отметка «4» — «до- 
статочно»; 

от 0 до 13 баллов — отметка 5» — «не- 
достаточно». 

Аналогично оцениваются и письменные 
работы в году; за устиые ответы оценки ста’ 
вятся редко (даже и по физике, химии, био- 
логин, истории). Как правило, отметка +3» 
ставится за 60%, а отметка «4» — за 33% 
выполнения задання. Эта отметка позволяет 
переходить из класса в класс, но абсолютно 
исключает возможность попасть в 12-летнюю 
школу, и тем более в вуз. 

После окончания 8-го класса каждый 
ученик получает рекомендацию на предмет 
продолжения образоваиня. 

При этом 15—20% лучших учеников 
рекохендуются в 12-летнюю школу, оконча- 
ние которой даст право поступления в вуз 
{без экзаменов, но по рекомендации школы}, 
10-—15% нанболее слабых учеников реко- 
хендуются в трехлетние профессиональные 
школы, дающие специальность и общее де- 
сятилетнее образсванне. Остальные продол- 
жают обучение в 1Х и Х классах. 

Большинство окончивших Ю-летнюю 
школу попадает в двухлетние пронзводствен- 
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ные школы, готовящие квалифицированных 
рабочих; во многих из этих школ есть и трех- 
летние отделения, дающие не только рабочую 
квалификацию, но и полное среднее образо- 
вание, эквивалентное 12-летней школе. 

Лучшие выпускники професснональных 
или производственных школ могут быть 
приняты в трехлетние «инженерные шко- 
лы» — типа наших техиикумов_ Они готовят 
специалистов средней квалификации — тех- 
нологов, экономистов, механиков, строк- 
телей (в отлнчие от «диплом-инженеров» — 
выпускников вузов). 

Ниже приводятся задачи, предлагав- 
шиеся в 1972 году на письменных экзаменах 
по математике за курс десятилетней школы 
{в массовой, вечерней и профессиональной 
школах — один и тот же вариант). Мы ре- 
комендуем девятиклассникам вылолнить эту 
работу *). 

Далее приводится одни из варнавтов 
экзаменационной работы за курс двенадиг- 
тилеткей школы. Ее могут выполнить деся- 
тиклассники, знакомые с элементами диф- 
ференциального и интегральиого исчисления 
ин, разумеется, ученики физико-математиче- 
ских школ. 

Для выполнения каждой из этих работ 
на экзамене отводится по 4 урока (180 минут). 


Письменный выпускной экзамен по матема- 
тнке (10 класс) 


Задачи для обязательно - 


го решения 


1. Сумма двух чисел равна 4. Если 
утроенное первое число уменьшить на удвоеи- 
ное второе, получится 652. Вычислите эти 
числа. (Сделайте проверку. 

2. Фабрика-кухня электростанции  го- 
товит сжедневно поринй с картофельным 
гарниром. На каждую порцию требуется 
250 г картофеля. 

а} Сколько тони картофеля нужно за- 
пасти на 30 дней? 

6} В соответствии с решениями УНГ съез- 
да СЕПГ для лучшего обблуживания трудя- 
щихся ночной смены нужно готовить долол- 
нительио по 150 порций в депь. На сколько 
дней хватит теперь запасенного картофеля? 

3. 17 ноября 1970 г. советская межпла- 
нетная станция «Луна-[7» доставила на Луну 
первый самодвижущийся аппарат  «Луно- 
холз-1». Из первоначального пункта высад: 
ки А Луноход прошел отрезок длиной 82 м 
до пункта В, затем повернул на угол 91,2” 
против часовой стрелки и прошел новый от- 
езок длиной 9% м до пункта С. 

ычислите (< помощью логарифмической ли- 
чейки) расстояние от пункта высадки А до 
конечного пункта С. 





*) Задачу № 5 из этой работы мы не 
публикуем. Для © решения необходимы 
сведения из курса начертательной геомет- 
рии, которого в наших школах нет. 





Рис. 1. 


4. Две функции заданы своими уравне- 
НИЯМи: 


иены) = 2-1; 


ца = а) = 2—3. 


а) Постройте график первой функции в 
прямоугольной системе координат. 

6) Вычислите корень этой функции *}. 

в) График второй функини есть пара- 
бола. Вычислите координаты се вершины н 
постройте график этой функции на том же 
чертеже. 

г) Вычислите корни второй функции. 

д} Графики данных функций  пересе- 
каются в точках Р; и Р.. Найдите коорди- 
наты точек пересечения. 

6. а) Вычислите 12,5% от 528 га. 

6} Найдите все углы х в интервале 
0` = х= 360”, для которых эт х =: 0,6600. 

в) Произведение разности двух различных 
чисел на третье число равно х. Представь- 
те это соотношение в форме равенства с по- 
мощью буквенных обозначений. 


| 
г) Формулу объема конуса И = —5_пиА 


преобразуйте, разрешив равенство относн- 
тельно г. 


Задачи по выбору 


Решите одну из задач 7.1, 7.2, 7.3. 

7.1. Докажите следующие утверждения: 

а) Сумма пяти последовательных на- 
туральных чисел делится на 5. 

6) Если меньшее из этих чисел — чет- 
ное, то та же сумма делится и на 2 

1.2. Из листа жести прямоугольной фор- 
мы размером 5020 см нужно сделать от- 
крытый ящик в форме прямоугольного па- 
раллелепипеда. Для этого в четырех углах 
листа вырезают квадратики со стороной х 
(рис. 1). Закрашенный прямоугольник со сто- 
ронами а и Ь является основанием (дном) 
ящика. 

а) Вычислите площадь дна при х = 1,5. 

6) Найдите х, при котором площадь дна 
составляет 400 см?. Вычислите для этого 
случая аи 6. 





*) То есть значение х, при котором функ- 
ция обрашается в нуль. 
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7.3. Дано линейное неравенство 


8 (2х -1- | 
О сш. 


а) Решите неравенство в области дейст- 
вительных чисел. 

6) Укажите множества (перечислите эле- 
менты множеств): 

1) множество УМ; решеиий неравенства 
в области натуральных чисел; 

2) множество М, решений неравенства 
в области целых чисел при условии — 4< 
<х< Е 

3) миожество А{ всех элементов, входя- 
щих и в множество М,, в в множество Ма. 


Письменный экзамен по математике на ат- 
тестат зрелости 


Задачи для 
решения 


1. Дан четырехугольник с вершинами 
А (1; 2), В (9; 8), С 6; 12), К (2; 9). 

а) Изобразите этот четырехугольник в 
прямоугольной системе координат. 

6) Составьте уравиения прямых АВ н 
КС и докажите, что АВ параллельно КС. 

в) Вычислите угол ВАК. 

г) Найдите абсциссу точки Р на оси Ох, 
для ксторой «м ВРА == 90°. 


обязательного 


2. Дано уравнение эллипса = -1- р == 
= |. 

а) Постройте эллипс по точкам при а= 
= 5 ий =: 4 (в каждом квадранте иайдите 
ие менее трех точек). 

6) Найдите объемы У; н У, эллипсоидов, 
получениых вращением данного эллипса 
вокруг осей Ох и Оу; примените ннтеграль- 
ное исчисление. 

в) Докажите, что отношёние этих объс- 
мов Ух: Уи фа. 

. 3. В теорни автоматического регулиро- 
вания встречается фуикциия у=}(0 = 
== — 8 + 9. Исследуйте эту функцию на 
промежутке 0: = 6. 

а) Найдите в этом промежутке абсциссу 
№5 точки перегиба графика функции: вычис- 
лите также ординату и, точки перегиба. 

6) Составьте уравнение касательной к 
кривой в точке перегиба. 


о © 


2г 


Рис. 2. 
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в) Вычислите координаты точки переёсе- 
чения этой касательной с осью Ё. 

г) Докажите, что все функция, задавае- 
мые уравиениями вида иг. }(х) = Ах 
г Вх? (А #0, В 520) имеют экстремальное 
значение при х-- 0. 

4. Из полукруглого листа железа, ра- 
диус которого 4 дм, требуется вырезать 
равнобедренную  трапецию максимальной 
площади (рис. 2). 

а) Выразите площадь трапеции как функ- 
цию переменной х. 

6) Определите значение х в случае, 
когда площадь принимает максимальное зна- 
чение (не применяя вторую производную для 
нахождения экстремума). 


Задачи по выбору 


Решите одну из задач 5.1, 5.2, 5.3. 
5.1. — Дано уравнение гиперболы 
х? Ры 
оны 


а) Найдите координаты фокусов Ё, н 
Е» в вершин А; и Д.. 

6) Проверьте, что точки Р, (5; 9/4) 
и Р. (5;:—9:4) лежат на гиперболе. 

в) Постройте гиперболу (схематически). 

г) Через точки А, н Р, проходит пря- 
мая т, через Аз и Р, — прямая п. Найдите 
уравнения этих прямых н вычислите коор- 
динаты их точки пересечения К. 

д) Проверьте, что точка К лежит на 
эллипсе, центр которого н полуоси а и Ь 
такие же, как у данной гиперболы. 

5.2. Основанием пирамиды $АВС слу- 
жит прямоугольный треугольник АВС с ка- 
тестами АС = 4 сми ВС-= 6 см; ребро $С 
перпекднкулярно плоскости основания н 
равно 8 см. 

а) Выберите систему координат и опрс- 
делите в ней координаты вершин пирамиды. 

6) Вычислите координаты середин ребер 
АВ. АСи $С — точек Ми, М; и М.. 

в) Составьте уравнение прямой М.М; 
в выбранной системе координат; вычислите 
угол, который составляет эта прямая с реб- 
ром $С (< помощью логарифмической ли- 
нейки). 

г} Составьте уравнение плоскости, опре- 
деляемой прямой М.М, н точкой М.. 


‘ 5.3. Дана функция у=е` 5 ® в про- 
межутке —4<: х= 4. 

а) Постройте график этой фуикции, опре- 
делив координаты хотя бы трех точек. 

6) В точке пересечения кривой с осью 
Оу постройте касательную и составьте ее 
уравиение, 

в) Выберите на графике данной функцин 
точку Р (х,; у), абсцисса которой х, >> 0, 
н через эту точку проведите вертикальную 
прямую. Построенная прямая. график дан- 
ной фуникцин и оси координат определят 
некоторую криволинейную трапецию; обо- 
значим ее площадь через 5. Докажите, что 
5 — 2 (1 т 1). 


А. Я. Халамайзгр 
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«Квант» для младших школьников 





1. Доказать, что при любом на- 
туральном п число 
б2и+0 — 2143. 3+3 --36 
делится на 900. 


2. Имеются два больших непроз- 

рачных сосуда. В одном из них — 
‚ керосин, в другом -— керссин с водой. 
Как можно различить эти сосуды, 
нмея в своем распоряжении дина- 
мометр и гирьку на веревочке? 

3. Все натуральные числа от | 
до 100 разбиты на две группы: чет- 
ные и нечетные числа. Определить, 
в какой из групп сумма всех цифр, 
использованных для записи чисел, 
болыше и.на сколько. 


4. Первый автомобиль едет со ско- 
ростью 60 км/ч. С какой скоростью 
должен ехать второй автомобиль, что- 
бы проходить каждый километр на 
2 минуты быстрее? На | минуту 
быстрее? Вообще, на сколько быст- 
рее может проходить второй авто- 
мобиль 1 км? 


5. На рисунке в формуле цифры 
заменены цветными звездочками (для 
каждой цифры — своя звездочка). 
Восстановите формулу. 

6. Почему ручки к дверям при- 
винчивают у «свободного» края? 
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А. Д. Бендукидзе 


0’ распределении 
простых чисел 





Если вы прочли статью «О простых 
числах», напечатанную в «Кванте» 
№ 4, то у вас, наверное, возник воп- 
рос: как эти числа распределены? 
Как часто встречаются они в ряду 
натуральных чисел? Чему равно нисло 
простых чисел, не превосходящих дан- 
ного п? Об этом и пойдет сейчас речь. 


1. Как мы уже знаем, множество 
простых чисел, являющееся частью 
бесконечного множества натураль- 
ных чисел, само является бесконеч- 
ным. Естественно возникает вопрос: 
как эта часть расположена в целом? 
К сожалению, никакого простого за- 
кона в распределении простых чисел 
не обнаружено, хотя некоторые за- 
кономерности легко доказываются. 


Возьмем, например, ‚ множество 
простых чисел, не превосходящих 
100: 2, 3, 5, 7, И, 13, 17, 19, 23, 
29, З1, 37, 4Ё, 43, 47, 53, 59, 61, 
67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

В начале этого ряда стоят 2 и 3. 
Онн и вряду натуральных чисел стоят 
по соседству. Легко сообразить, что 
это единственный случай, когда из 
двух соседних натуральных чисел оба 
простые — ведь все простые числа, 
кроме числа 2, нечетны. 


Идем дальше. После 3 стоит 5: 
«расстояние» между ними равно двум. 
Таково же «расстояние» между чле- 
нами следующей пары — 5 и7. А вот 
между 7 и 11| уже три составных 
числа. Далее опять пара соседних 
нечетных чисел: 1] и 13. Наиболее 
«удаленными» в нашем списке явля- 
ются 89 и 97 — между ними семь 
составных чисел. Но продолжая этот 
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ряд простых чисел, мы обнаружим 
и числа, «расстояние» между кото- 
рыми болыце восьми. Такими будут, 
например, 113 и 127, 139 и 149. 
При этом опять встретятся числа 
с наименышим возможным «расстоя- 
нием», например, 149 и 15, 179 
и 181, 191 и 193. Постараемся теперь 
выяснить, насколько большим может 
быть «расстояние» между двумя со- 
седними простымн числами. 

Возьмем, например, число 100 и 
докажем, что можно найти 100 по- 
следовательных натуральных чисел, 
среди которых нет ни одного про- 
стого. Для этого перемножим все 
натуральные числа от двух до 101 
включительно. Полученное число 
обозначим через А: 

А = 2.3.4.5... 98.99.100.101. 

Ясно, что оно без остатка делит- 
ся на 2, 3, 4,..., 190, ЮГ. Рассмот- 
рим теперь следующие 100 последо- 
вательных натуральных чисел: 

А+2, А-З, А-4,..., А+: 99, 

А 100, А-. 


Все эти числа составные. В самом 
деле, первое из них делится на 2 
(так как на 2 делятся оба слагаемых), 
второе — на 3 (оба слагаемых де- 
лятся на 3), третье — на 4 и.так да- 
лее. Последнее А -;- 101 делится 
на 101. 

Итак, мы нашли 100 последова- 
тельных чисел и все они составные. 
Аналогично можно найтн 1000, 10 000 
и более следующих друг за другом 
составных чисел. Таким образом, 
«расстояние» между двумя соседними 
простымн числами может быть сколь 
угодно большим. 

2. Если не принимать во вни- 
мание единственное исключение — 
числа 2 и 3, то нанменьшее «расстоя- 
ние» между соседними простыми чи- 
слами равно двум. В первой сотне 
8 таких пар: 


(3, 5), (5, 7), (И, 13), ИТ, 19), (29, 31), 
(41, 43), (59, 61), (71, 73) 


Такие пары простых чисел назы- 
ваются близнецами, Но неизвестно 
даже, конечно или бесконечно мно- 
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жество близнецов. Нанбольшей из 
нзвестных пар-близнецов является 
пара (1000000009649, 1000000009651). 

3. Коснемся еще одного вопроса, 
связанного с простыми числами. Возь- 
мем отрезок ряда натуральных чи- 
сел от 1 до некоторого п включитель- 
но. На этом отрезке имеется опреде- 
ленное количество простых чисел. 
Число их принято обозначать че- 
рез л (п) *). Чему равно л (п) для 
отдельных значений п? 

Для малых п это легко подсчи- 
тать. Например, л (1) = 0, л (2) = 1, 
х (3) =2, д (4) =2, л (5) = 3, 
л (6) =3, л(7)=4 л(8)=4, 
л (9 =4, л(10=4. 

Сразу -замечается нерегулярное 
изменение л (п). Вообще, никакой 
простой формулы для л (п) написать 
нельзя. 

Тем не менее, увеличивая п, мож- 
но заменить, что «средняя плотность» 
простых чисел, то есть отношение 
л (п):п становится все меньше и мень- 
ше. Это хорошо видно из следующей 
таблицы: 








п | х (п) 





ят):я 
10 4 0,4 
100 25 0,4 
1000 168 0,17 
10 000 1 229 0,12 
100 000 9592 0,096 
1 000 000 78 498 0,078 
10 000 000 664 579 0.065 
100 000 000 5761 455 0.057 
1 000 000 000 50 847 478 0,051 





Доказано, что с возрастанием л 
отношение л(п):п приближается к 
нулю. Впервые этот факт доказал 
Леонард Эйлер — величайший —ма- 
тематик ХУ века. В дальнейшем 
великий русский математик Пафну- 
тий Львович Чебышев уточнил ре- 
зультат Эйлера, доказав более об- 
щую теорему (см. «Квант» № 5 за 
1971 год, стр. 1—3), но об этом мы 
уже рассказывать не будем. 





*) л — греческая буква «пи», п — ла- 
Танская буква «эн», л{(п}) — читается так: 
«ПИ от эн». 


Внимание — град! 


9 июня 1926 года нео- 
бычайно крупный град вы- 
пал в Одессе. Отдельные гра- 
дниы достигали 300 2, а 
ледяной покров, — который 
образовался иа земле, дохо- 
дил до 30 см. 

В июле 1928 года выпал 
град в городе Поттере (США); 
градины достигали 10 см в 
днаметре, а масса отдельных 
градин доходила до 600 г. 
Градины былн ровные, ша- 
рообразные и состояли из 
концентрических слоев льда, 
намерзших на цеитральное 
ядро. Они падали довольно 
далеко одна от другой и це- 
ликом зарывались в землю. 

Механизм образования 
града понять несложно. 

Если учесть, что тем- 
пература воздуха в тропо- 
сфере понижается в сред- 
нем на 5—6°С при подъеме 
на каждый километр, то лег- 
ко подсчитать, что има вы- 
соте 6—8 км над Землей, 
то есть высоте, характерной 
для верхней границы гро- 
зового облака, температура 
существенно ниже нуля даже 
в нюльский полдень. Капе- 
льки переохлажденной воды н 
отдельные кристалликн льда, 
сталкиваясь между собой, 
образуют ядра будущих гра- 
дин. Проходя через много- 
километровую толщу облака 
(6—7 км), ядра обрастают сло- 
ями прозрачного льда. Тол- 
щина нарастающей оболочки 
зависнт от процесса возгои- 
Ки водяного пара ‹ поверх- 
ности градин и в еще боль- 
шей степеин от интенсивно- 
сти восходящих потоков воз- 
духа внутри облака. Эти 
потокн, во-первых, — «под- 
брасывают» к летящей вниз 
градине новые — переохлаж- 
денные капли воды, которые 
тут же иамерзают на гради- 
ну. Во-вторых, если потокн 
достаточно мощные, они мо- 
гут на время увлечь градн- 
ну вверх, тем самым суще- 
ственно удлиняя путь ледя- 
ного шара в персохлажден- 
ной жидкости. В этих слу- 
чаях размеры  градни, па- 
дающих на землю, могут стать 
катастрофически большими. 


У. В. 
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Ответы, указания, решения 





К статье «Баллистическая задача в космо- 
се» 


1. Пусть О — фокус параболы, А — вер- 
шина (ОА = 1), а ОВ = 2 ОА — перпенди- 
куляр, опущениый на директрису. для на- 
чальной точки М, имеем гь=: ОМ. == 
= М.М№, где МоМ — расстояние от точки 
М с до директрисы (рис. 1). Из оптического 
свойства параболы следует, что касательная 
к параболе в точке Мъ является бнссектря- 
сой угла 2 ОМ М. Из рисунка видио, 
что 


го == Мом = ОВ - ОМ. со$ 2%, = 
= 21 -| гь <0$ 240. 
Отсюда 


в = (1 — <05 20). 


2. Материальная точка уходит по ги- 
перболе иа бесконечность. При этом ее пре- 
дельная скорость имеет (согласно форму- 
ле (1)} величину 

р 2Е 
бо = ИИ =- = 
ВЫ т 


и направлена по асимптоте. 
Так как тангенс угла наклона асимптоты 


| 
к оси гиперболы равен — (рис. 2), то, как 
| р а ® 


легко показать, расстояние от фокуса до 
асимптоты равно 5. Поэтому закон сохране- 
ния момента импульса дает 


ТОоб = Туого МП ба. 


Отсюда, подставляя значение И оо» получаем 
бого $ @ д 
ЗЕ. 
т. 


С другой стороны, расстояние Я от фокуса 
до вершины гиперболы будет положитель- 
ным корнем уравнения (6), которое можио 
будет теперь переписать в виде 


т 
И м0. (*) 
5% УМ 
2 = Го 


Так как (А-а)? = 2, 
то 
из -|- 2ай — 6? = 0. 
Сопоставляя это уравнение с (»), получаем 
ю УТого 
= о р 
7090 — 2 о 
Заметим, что отрицательный корень урав- 
нения (*) дает взятое со знаком минус рас- 
стояние от фокуса Ё до вершины второй 
ветви гиперболы (по которой движенне не 
происходит). 
3. Решение этой задачи аналогично ре- 
щению задачи 2. 
Указания. 
1. Величина потенциальной энергии в 
кулоиовском поле отталкивания равна 
94 
в = Е 


2. Лвижение точки в этом случае проис- 
ходит по второй, так называемой «мнимой» 
ветви соответствующей гиперболы. 





Рис. 1. 
58 


Рис. 9. 


куап.тссте.ги 


К статье «Опыты с инфракрасным излуче- 
нием» 


1. Нить лампы накалнвания, включен- 
ной в сеть переменного тока частотой 50 гц, 
раскаляется всякий раз, когда ндущий через 
нее ток достигает максимального (по абсо- 
лютной величнне) значения, то есть 100 раз 
в секунду. 

2. Прнемник реагирует на поток нн- 
фракрасного излучення, но сила звука в 
громкоговорителе пропорцнональна измене- 
нию этого потока. За 0,005 с нить лампы не 
успевает сильно охладиться, поэтому изме- 
нение потока составляет лишь малую его 
часть. Чтобы увеличить нзменение потока, 
достаточно прерывать падающий на фото- 
транзнстор световой пучок вращающимся 
вентилятором. В этом нетрудно убедиться, 
проведя перед фототранзнстором ладонью с 
«растолыренными» пальцами: из динамика 
будет слышен звук значительно более силь- 
ный, чем при ростом освещенин фототраи- 
зястора лампой накаливання. 


5. При вращенин одного из полярондов 
освещенность фототранзнстора падает до 
нуля, в то время как громкость звука, иду- 
щего из дннамика, остается неизменной. 
Отсюда следует, что поляроиды поляризуют 
только видимую область спектра, оставляя 
инфракрасные лучи неполяризованными. (Это 
свойство поляроядов; вообще инфракрасные 
лучи тоже поляризуются.) Фототранзистор 
феатирует только на инфракрасные лучн, 
так как в противном случае при измененни 
освещенности фототранзистора громкость зву- 
ка также изменялась бы. 


6. Так как фототранзистор реагирует 
только на инфракрасные лучн, а для види- 
мого света закон отражения доказан, то для 
проверкн этого закона в инфракрасной обла- 
сти достаточно внести датчик в пучок света, 
отраженный зеркалом. 


К статье «Периодические функции» 


1. п. 
2. Основной пернод функции с0$ Злх 
25 
равен 3 = 3. Основной период функ- 
д 
ция п 2лх равен 5 = 1. 


Для отрезков длины 2/3 н 1 наименьшим 
общим кратным будет отрезок длины 2. 

Докажем, что 2 — основной пернод. 
Рассмотрим с этой целью корни уравнения 
с0$ Злх =: эт 2лх на отрезке [0,2]. Этих 
корией' будет шесть: 0,1; 0,5; 0,9; 1,3; 1,5; 1,7. 
Функция с0$ Зях — зш 2лх при х = 0 равна 
1 и монотонно убывает, по крайней мере на 
отрезке [0, 0,1]. Следовательно, у иее не 


может быть периодов меньших, чем 0.1, то . 


есть по теореме 3 у нее существует основ- 
ной пернод. 


Предположим, что 2 не является основ- 
ным пернодом. В таком случае нм будет не- 
ксторое число большее 0,1, которому соот- 
ветствует отрезок, укладывающийся в 2 целое 
число раз (теорема 2). Найденные значення 
корней подсказывают лншь одно такое чис- 
ло — 0,4. Однако онс не является пернодом, 
так как, например, при х == 1,5 - 0,4 = 1,9 
данная функция не обращается в нуль. 
Следовательно, 2 — основной пернод. 


3. Функцию можно записать в виде 
1 
4 (соз бх — со$ 10х —1- с0$ 4х). Периоды 


стоящих в скобках тригонометрических фук- 


: В лм 
кинй равны соответственно 8, =и>. 


Нанменыхее общее  кратное  соответст- 
вующих отрезков равно л. Непосредстееи- 
ной проверкой убеждеемся, что л — пернод 
данной функцин. Остается доказать, что это 
основной период. Для доказательства доста- 
о изучить корни функцин на отрезке 
[0, д]: 


р Е 

"0: Ю’3'2’ 0,’ З, 
9л 
О + ^: 


Если д ке является ссиовным пернодом, 
то основной период должен укладываться в 
л обязательно целое число раз. Поэтому 
можно рассматригать в качестве возможиых 


л д 
основных пернодов лншь числа 70’ 3 я 


д п 
=. Так как ни одно из чнсел Ин 


д д д д п 
ТО экю ото ее 


ется корнем, то основным периодом будет 
число я. 
4. 2х. 


5. Функция не является пернодической, 
так как ее область определения не содержит 
ни одной ТОЧКИ. 


6. Функция не является периодической, 
так как она не определена при |х| >1. 


7. 2л. 


8. Функция нё является периодической. 
Еслн Г>0О— ее период. то [Ё(Т) = 
= Ё(Т — Т) = ГО. Левая часть равенства 
существует при всех 7Г`>- 0, в то время как 
правая не существует. 

9. Функция не является пернодической, 
так как из условия (х Е Т)? = х? прих =: 0 
следует Т = 0. 

10. Пусть а — период фувкцни. Тогда 
сс$ (х -- а)* == ‹0$х? при всех х, в том числе 
прн х = 0, откуда 


605 а3 =|, а =:9дл. 
59 


куапетссте.ги 


Выберем теперь такое значение для х, 
чтобы обеспечить несонзмернмость х са. 
Например. х-=а 2. Тогда 

60$ [а? (1 + 72] == 0$ 287, 
откуда либо 
а? (1+ 3} + 20* = 2лй, 
лнбэ 
а (1+ 1/2): — 2а* = 214. 


Всспользовавшись тем, что а —=2дл и под- 
ставив его в этн два равенства, мы полу- 


— В м 
чим либо 5-2 2 =, либо 1-2 2 = 


& 
ао (ПЭ 0, так как а, по предположенню, 


период). И в том и в другом случае мы 


приходим к выводу, что 2 —чнсло рацио- 
нальное. Полученное противоречие доказы- 
вает непериодичиость функцин с95 х®. 


И. Указание. Предположите, что 
данная функицня является периодической 
< периодом ТГ н запишите условие перио- 
дичности при х-==0, х-= —Т. Исследуйте 
полученную снстему уравнений. 


К статье «Задачи из максимум и минимум» 


1 Я. 

Указание. Воспользоваться ограни- 
ченностью  тригонометрической  функини 
у = чпх. 


Н 
2. опт == 2, Зтах ==Н. 


Указание. Прн исследованни вос- 
гользоваться теоремой о среднем. 


Замечание. Мы получили, что 
дальность полета определяется  величн- 
нами Ни Н, то есть зависит только от кон- 
струкцин трамплина. Еслн бы это было так 
на самом деле, то не было бы смысла про- 
водить соревнования по прыжкам с трамплн- 
на, так как дальность полета всех лыжников 
была бы одннаковой. В действительности, 
чем выше мастерство лыжника, тем меньшую 
долю энергни он потеряет из-за трения и 
сопротивлення возлуха. Поэтому мастерство 
лыжника сильно влияет на дальность полета. 


К статье «Новосибирский государственный 
университет» 


Математнка 
Вариант 1 
!. Ответ: при а-6-с > 0 
Ь -|- — ос 
хе Ук, = бы Уок, 


89 


а уаю. 
Решенне. Исходная система легко 
прнводится к внду 
(ху 2) (ху 2) =а, 
уф а-х)- угл, 
(ху (ахуе. 
Полагая х--и-—1:=и, хуи, 


— ху 2= Ш, получим для и, и, Ш 
снстему 


и: =а, но, иф=с, 











откуда  {и-и-6)2 = а... и= = 
аи , а ; а ИЕ 


(лншь при а-5-с >> 0). Здесь для и, у, ш бе- 
рутся выраження лнбо все со знаком «--з, 
лнбо все со знаком *«—». Возвращаясь 
к старым переменным 








2 


р ? у - 9 . г = 
находим ответ. 
2. Ответ: 


289 за ат В 
1-4 со; (а —В) ° 


р ио и-:- м 
х = = 


и? ) , 


Решение. Для определенности булем 
считать, что а >В. Пусть точки М, К, Х— 
основания  перпендикуляров,  опущенных 
соответственно нз Точек С, О:, О на сторо- 
ну АВ (рис. 1). Тогда СМ — высота ААВС. 

— точка касания окружности искомого 
здиуса {О.К = О.С =х} со стороной АВ; 
№ — середина стороны 48. 2 СОМ есть 
центральный угол описанной около А АВС 
окружностя, опирающийся на дугу, состав- 
ленную нз дуги, стягнваемой хордой АС, и 
половины дуги, стягиваемой хордой АВ. 
Поэтому = СОМ = 28 + (л—- а-В = 
=я — а -- В. Тогда = ОСМ-=п — 3 СОМ = 
-- а— В. Проектируя ломаную СОА на 
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СМ, получим 
СМ = СО, -соз 3 ОСМ + 0,К = 
== [1 -[- 60$ (% — В}]. 
Но СМ =: АСзта = 28-зт В-зта. 
Отсюда 
2В зта-зтВ 
х — 1 со (@— В * 





х 
3. Отвст: х = 2&л 5. х == Эл + 
ии —1 
-{ асс 4 ‚ &=0, +1, 2, 


Решение. После возведения обенх 
частей уравнення в квадрат получим урав- 
нение 

4 6052 х-- 2 -!- т Зх. (+) 

При этом очевндно, что корнями исход- 
цого уравнения являются корин уравнения 
(*}. удовлетворяющие условию 05х20. 
Теперь провелем эквивалентные преобразо- 
вания: 


4 с05?х — 2 - Зтх-— 4 5х, 


3 . 
ПЗ х — 5х — ох .: 0, 


Гоа к Е 1|-=0. 
| 5) || 5 } 


: | ! 
Отсюда: а) п х=—5-; 6) и х— 5-Х 
хх {1 -=06. 
9 С учетом условня сс$ х-> 0 получаем 


х НЕЕоАл, 0, +1 =2, 


[жа РЕЯ 
УЕ Но 


у 
6) Имеем: $11 х=- ——х> 


4 
и —1 
>Ьа о поэтому (с уче- 


том условия 60$ х > 0) получаем 


и17— 1 


х атсчт + Ел, & :- 0, +1 





4. Ответ: И чи4— 3). 


Решение. Так как ил. ЗАСь пл. 
АВС, то высота $0 пирамиды $АВС яв- 
ляется высотой А $АС, опущенной на сто- 

1 а 

рону АС (рис. 2). Тогда 50 = —- 15 ==, 
3 3 ь 

АО -- АЗ: Иа а {н > АС = 30). 

Пусть о’ — а окружности основания 
конуса, 5’— его вершина, а 5’М — образу- 
ющая конуса, проходящая через вершину 
$ пирамиды. Тогда, очевидно, точка О ле- 
жит на радиусе О’М основания конуса и 
А $70’МозА $0М. Из подобия этих тре- 

0’ 
угольников находим, что 5’0’— 50 м р 
По теореме сннусов для А АВС имеем 


й АС 
ОА бМ = АВС = 


Ей 
2 соб 15° ° 


а 
= аль 180 = У ч- 
2 
По теореме косвнусов для А АО’О нмесм 
90 = 
У 202 -- (4071 —2А0-А0' соз30А0’ == 


а ’ 
205 18° Х 


— ТГ оз 303 
к Ут-- 8—2 И = Е: 


_ аг4— уз 


4 с0$ 15° 


Тогда ОМ =: О’М — 00° = 
— 
с (2— 4—3). 


Тенерь остается Только вычислить вы- 
соту 9’0’. Имеем 


2 Фы 
4651" Х 


‚а 
а 2 с9$ 152 


5'0’ ИЕ еежкяН 
чет (2—7 4-3) 


2 
= (2-43) 
-у4— 3 13 


Вариант 2 


а 





ам | 23/5 | 0 
т. Пур 
|| -| 5 
|1 о | 295 





2. 28? (л -— 2 та. зтВ-5т у). 
$1 
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4 
3. х == (28 + Ш л агссо$ 5; &=0, 


ЕТ, у: 


113 
Ы 
4. 12 <. 
Вариант 3 


1 х=7, у=5. 


и—чар пята 
2. РО = а 


: Е: 
3. х=- +3; Е — целое; КУ 31; 


1=0, +1, 2, ... 


ув 
в. 


4. 


Ф изнка 

1. В пространстве между катушками с 
переменным током возникает переменный 
магнитный поток. В металлическом листе 
наводятся вихревые токи так. чтобы созда- 
ваемое ими магнитное поле компенсировало 
изменение потока через металлический лист. 
Катушки отталкиваются от медного 
листа, а следовательно, и друг от друга. 

Железный лист — ферромагнетнк, при 
его намагничиванни возникает притяженне 
между листом и катушками, которое оказы- 
вается снльнее отталкивания за счет внхре- 
вых токов. 

2. Частоты колебаний &, н %. отлнча- 
ются на небольшую величину. Прн сложении 
возникают бнения; амплитуда биений перно- 
дически увелнчнвается и уменьшается. Это 
соответствует усилению н ослаблению звука. 

3. Три белых сектора постоянно видны 
в том случае, если за время между двумя 
вспышкамн Полоса, совершнв любое чнсло 


2х 4к 
оборотов, сденнется на угол В: нли 3. 


Нолный угол поворота полосы: 
2я 4л 


фи = 2 + 37 или ф: = 24-3 


(# — любое целое число). Заметнм, что 


ЗЕ--2 
Ч = 3, о, 





21 
то есть ф = 3 п, где п — любое целое 


число, не делящееся на 3. 


2л 
Время между вспышками { = -——, сле- 


^ ЮО 
довательио, скорость вращения диска 
ф у 
== п. 
1 
4. в? ЕВ 


7 Твта эт В * 
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Заданные углы & н В могут быть реа- 
лнзованы только при вполне определенном 
соотношении масс. Интересно исследовать, 
какне углы а н В могут быть реализованы. 
Напрнмер, может ли быть а = 10° ин 

80°? 


2к 


6. Маятник начннает колебаться отно- 
сительно Точки подвеса с периодом Т = 


2 
5. А = про (+54). 


© 


2л Е н начальной 
& 

Начальная скорость относительно Землн 
равна нулю. Остановить подвес так, чтобы 
маятник мгновенно остановнлся, можно в 
тот момент, когда скорость маятннка относн- 
тельно Землн равна 0 (маятинк при этом 
проходит положение равновесия). Такая сн- 
туация будет иметь место через промежуток 


а 


времени пГ = а г 


скоростью ч. 


п — натуральное 


чнсло. Отсюда 


а _ а у Г. 
"= АТ 2лп т 

7. В системе коордннат, движущейся 
вместе с пучком (со скоростью 3), осколки 
равной массы разлетаются в произвольных 
направленнях с равными по величине и про- 
тнвоположио направленнымн скоростямн г’. 
Максимальную относительно неподвижного 
наблюдателя скорость имеют осколки, отле` 
тающне в направленин двнжения пучка. 
Эта скорость и = э- и. 

Скорость частнц, отлетающих в перпен- 
дикулярном направленки (рис. 3). находнтся 
нз условия 


2 у 22 
ини о. 


Отсюда 
и: = У’ И Уи 25. 


Если и = 2%, то таких осколков нет. 
8. Рассмотрнм изображение в фотоап- 
парате маленького участка жука; лннейный 





Рис. 3. 
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размер зтого участка Ё.о. Освещенность нзо- 
бражения зависнт от потока, падающего иа 
днафрагму, и от площадн изображения; 
Ф 
$ ` 

Отношенне потоков, падающих на объ- 
ектив в первом и во втором случае, равно 


———_ы 


Воспользовавшись формулой — лнизы 


1 1 
тт -. а тои (а — расстояние от жука 
до объектива, $ — расстоянне от объектива 
до изображения). можно найти стношение 
площадей нзображений 

2 2,72 2:12 
5 о В 81 


РИ ЕВ (Е 


= ие: 4. 
Е ЬЕРИ РУ 


Поскольку освещенности в первом и во 
втором случае одинаковы, 


> 
а. 
$ 25 41 
Н 1 
=, = —--4 
Отсюда Ф. — $ то есть —9 а? 
м. СВ 
н и > 5 - 


9. После размыкания ключа по сопро- 


В” 
тивленню Ю течет ток #== [Где и — раз- 
иость потенциалов на конденсаторе, кото- 


рая равна <. Так как нас ннтересуют 


очень малые изменения заряда, мы не бу- 
дем учитывать, что и ток, и разиость потен- 
цналов зависят от еременн. За время М 
заряд конденсатора уменьшится на величн- 
ну ГАР. Тогда 
. и ам 
А9 = (А = В = РС- 


Отсюда 
А = “а РС == 10-3 ЮС. 


10. Прн ударе о брусок струя меняет 
направление движення, а следовательно, 
н импульс: А (то) = Р, АЕ. 

Измененне количества движения жидко- 
сти А (то) за время ДЕ связано с тем, что 
масса воды р5оАЁ на высоте й изменяет 
вертикальную скорость от и; до 0, то есть 


А (то) = р$0в, 4, 


Из закона сохранения энергии 


2 
от, ци? 
-5— -- няй == —57 (и — масса небольшой пор- 


ции воды) найдем и, = | — 29 | и*. 


Тогда снла Р; = р5$о; == р5и И 03—29. 
Такая же по величине сила действует 


со стороны каждой струн на брусок. Так 
как всего струй М, то общая снла 


Е = №5 УЯ— Эр. 
Из условня равновесия бруска Р=Е: 


Р == №5 Ув? — 98. 


Окончательно получим 


‚-ы 


И. Пусть конденсатор уже зарядился, 
н разность потенциалов на нем равна И. 
Тогда при очередном замыкании ключа в 
положенне / в начальный момент через сс- 


Г. ‚ За 
1 
время включення заряд конденсатора изме- 


ннтся на величину Лт, где х — время вклю- 
чения. Когда ключ замкнут в положение 2, 





Е Е, 
протнвление К, пойдет ток /, = 


. } 2 

пойдет ток т Так как И — 
: 

установнвшееся напряжение, должно вы- 

полняться  соотношенне 1х — — фл, то 


есть после двух переключений заряд на 
конденсаторе остается неизмениым: 


Е, Е ГР со у Е. а [# 
ОВ. 
Отсюда 
и— Е.К, + Е.Ю, 
К = Е, у 
Заряд на конденсаторе 
Е.К, + Е. К: 
В +В, 


12. Из условия равновесня нижнего 
шарнка следует, что 


= СИ = 6 


Юх = Тссза. 


Верхний шарик движется по окружно- 
стн раднуса [, где { — длина гантели (рнс. 4), 
поэтому 
, ту? 
Рпа—Т-= т - 





Отсюда й 


то 
Т-=Рыпа—-р.. 


По закону сохранения энергии 


2 
м =" {+ Рута, 
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Рис. 4. 


то есть 


ти? 





Г —=2Р (1 — па). 
Теперь можно записать 
Т = Рупа —2Р (1 — эта) = 
= Р{Ззта — 2). 
Сила, действующая на стенку, 
Ю, = Рсоза (Ззта — 2). 
13. Прн уменьшеннн магнитного поля 
изменяется магнитный поток через кольцо. 
Возникающее электрическое поле заскручн- 


вает кольцо. 
Магнитный потск через кольцо равен 


Ф = ла? 8 -Р х (8? — а?) В = 18 (2? | 3). 
По закону электромагнитной нидукции 
АФ Ё АВ 
Еинд = 7 “ (22| К) - 


Пусть магнитное поле равпомерно умень- 
шается до 0 за время Ё тогда 


д (02 -- А) В 
Зета ут 


Еинд = 


Э. д. с. индукции равна работе по 
перемещению едниичного заряда вдоль всего 
кольца в возникающем электрическом поле с 
напряженностью Е, 


ЕРинд = 2лАЕ. 
Отсюда 
{2* --. А) В 
Юй — 


На каждый элемент кольца 





Е = 


длины 
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А < В [заряд такото элемента Ад = 
м м 
=5д8 9, масса 5" эк”) действует сила 
АЕ, которая создает усхорение а — мч 
н за зремя ЕЁ увеличивает скорость от 0 до 
АЕ 4 (а? -- В?) В 
ЧА = р 


К задачам «Квант» для младших школьни- 
ков». 


(см. «Квант» № 4, 1973, } 

11 2=5, 4 = 357. 

2. Если сделать в крышке банкн только 
одно отверстие н опрокниуть банку, сок 
будет выливаться до тех пор, пока давление 
жидкости на уровне отверстия не станет рав- 
ным атмосферному. Когда в крышке два от- 
верстия, то воздух, попадающий в банку че- 
рез «свободное» отверстие, оказывает допол- 
нительное давленне на жидкость и «выталкн- 
вает» се. 

3. 4, 36, 63. 

4. Легче привести в двнжение стопку 
кинг — при этом надо преодолеть силу тре- 
ния, действующую на нижнюю обложку кин- 
ги, соприкасающейся со столом. Во втором 
случае надо преодолеть еще и силу трения, 
действующую на верхнюю обложку кннгн. 

5. 38,5 № 16 = 616. 

6. Прн одинаковых сопротивлениях под- 
водящих проводов н нити лампы велнчнна 
поверхности у проводов больше, чем у’ нитн, 
н провода быстрее отдают тепло. 


К <Задаче» (см. «Квант» № 4, 1973, 
стр. 45) 


Пусть в урнах лежат соответственно 
а. 6. си 4 шаров. Тогда пронгрышными для 
начинающего являются те н только те поло- 
ження, для которых суммы всех инфр, отве- 
чающих одному разряду в записн чисел а, 6, 
сн Я в двончной снстеме счисления, для 
всех разрядов кратны трем. 

Рассмотренную игру можно обобщить 
на случай, когда урн п, а шары можно брать 
не более, чем из Е урн (# =: п). В этом случае 
проггрышными положеннями будут те, в 
хоторых суммы всех цифр, отвечающих од- 
ному разряду в двончной записи колнчеств 
шаров в данных урнах, делятся на А-Г |. 
При & = 1 получим игру «ным» (см. статью 
И. М. Яглома «Две игры со спичками», 
«Квант» №2, 1971). 





Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфпрома при Государственном 
комитете Совета Министров СССР по делам 
издательства, полнграфин и книжной торговли 
г. Чехов Московской обласгн 
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МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ , 
МЕТЕОСЛУЖБЕ 


В январе 1972 года ис- 
полнылось 100 лег < того 
дня, когда Главная физиче- 
ская обсерватория в Петер- 
бурге выпустила первый ме- 
теорологический бюлле- 
тень. В то время метеоро- 
логи  распопагали весьма 
примитмывной техникой ин 
очень малым количеством 
метеостанций (а России их 
было около 10) 

Сейчас изучение атмос- 
феры производится развет- 
вленной сетью метеостан- 
ция, построенных как в на- 
шей стране, так и за грани- 
цей. Работники службы по- 
годы имеют в своем распо- 
ряжемки самую совершен- 
ную технику. При этом ис- 
пользуются — шары-пилоты, 


мТЕАМАПОМА Е МЕТЕОРОЦОСЕМУЕВЗА 
<. , 


У, м ТИТ 
и Г, й о 


радиозонды, самолеты, ра- 
кеты и даже искусственные 
спутники Землы. 

Метеорологии посвя- 
щено много марок м бло- 
ков, выпущенных в различ- 
ных странах мира. На фото 
приведены некоторые — из 
них, связанные с юбилейны- 
ми датами. 

Аз марках, посвящен- 
ных 40- и 50-летию  гидро- 
метеослужбы СССР; выпу- 
щенных в 1961 и 1971 гг. 
изображены современные 
<редства метеорологиче- 
ских исследований м участ- 
ки карты погоды. 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦМОНЕРА 


АМЕиМС ЦЕРОб 187 
у. ы 
Рае 


\ 


2.1972 


м 


На фото приведена 
также кубинская марка из 
серии 1971 года, посвящен- 
ная Всемирному дню ме- 
теорологым (карта Кубы со 
схемой движения сильной- 
ших ураганов) и два кра- 
сочных блока, выпущенных 
в Германской Демократиче- 
ской Республике 23 марта 
1972 года в ознзменование 
400-летия Лейпцигской 
встречм метеорологов. На 


одном блока показана пер- 
вая немецкая метеороло- 
гическая карта и анемограф 
(прибор для определения 
направления и скорости 
ветра). Нз другом блоке 
изображена современная 
матеоропогическая карта 
ми советский  метеорологи- 
ческий спутник «Метеор». 
А. 8. Аатыкис 


вое 





Куапетссте.ги 


Цена 30 коп. 
Инденс 70465 





ГЫ 


БЁр:ИКуаптссте.ги 


1973 


Научно-популярный 
физико-математический 


журнал 








На первой странице обложки — фотография 
кристалла кварца. выросшего в естествен- 
ных условиях. О том, как получить кристал- 
лы искусственным путем, вы можете про- 
читать в статье А. А. Варламова и Д. В. 
Казаковцева «Выращивание кристаллов». 
Фото Э. Герчука 





В городе Дзержинске при школе № 2 ор- 
ганизован Клуб юных физиков — КЮФ. 
В нем занимаются ученики 9-х и 10-х клас- 
сов. 
На наших фотографиях вы видите ребят — 
членов клуба — за работой. 

Фото Д. Воздвиженского 
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1 марта 1973 года скончался член редакционной коллегии 
журнала «Квант», выдающийся физик, крупный организатор 
науки и общественный деятель, член президиума Академии на- 
ук СССР, академик-секретарь Отделения общей физики и 
астрономии АН СССР, руководитель научного отдела Инсти- 
тута атомной энергии им. И. В. Курчатова, председатель На- 
ционального комитета советских физиков, председатель на- 
учного совета по комплексной проблеме «Физика плазмы», 
профессор Московского университета, Герой Социалистическо- 
го Труда, лауреат Ленинской н Государственных премий СССР 
академик Лев Андреевич Арцимович. 


1 * 
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Лев Андреевич АРЦИМОВИЧ 


Л. А. Арцимович родился 25 февраля 1909 года в Москве. В 1928 году 
он окончил физико-математический факультет Белорусского универси- 
тета и в 1930 году поступил лаборантом в Ленинградский физико-техни- 
ческий институт. Вскоре он начал самостоятельные научные исследо- 
вания. 

Основной областью его научных интересов, в которую он внес наи- 
больший вклад, была атомная физика. Он впервые количественно изу- 
чил явление полного внутреннего отражения рентгеновских лучей. Поз- 
же он, совместно с И. В. Курчатовым, исследовал реакцию «нейтрон-- 
-- протон», в результате которой получается ядро тяжелого водорода. 
В 1936 году Л. А. Арцимович остроумными опытами опроверг предпо- 
ложение американского физика Шенкланда о том, что при взаммодей- 
ствии электронов и позитронов в определенных условиях нарушается 
закон сохранения энергии. В 1936—1940 годах он исследовал различные 
явления, сопровождающие прохождение быстрых электронов через 
вещество. При этом он доказал, что все эти явления, вопреки мнению 
некоторых ученых, правильно описываются квантовой механикой. 

В годы войны Л. А. Арцимович выполнил ряд важных работ в обла- 
сти электронной оптики. В послевоенные годы Л. А. Арцимович занялся 
решением важной научно-технической проблемы — электромагнитным 
методом разделения изотопов атомных ядер. Разработка этой проблемы 
потребовала создания большого научного коллектива, которому удалось 
создать надежные промышленные установки для разделения изотопов 
и обеспечить производство чистых изотопов различных элементов для 
нужд физики, техники, биологии и медицины. 

С 1951 года и до последних дней своей жизни Л. А. Арцимович воз- 
главлял экспериментальные исследования по физике горячей плазмы и 
управляемых термоядерных реакций в нашей стране. Ёму м его сотруд- 
никам удалось впервые осуществить термоядерную реакцию в лабора- 
торных условиях. В последние годы на установках «Токамак» советские 
физики достигли рекордных результатов как по температуре водород- 
ной плазмы, так и по времени ее устойчивого существования. 

Отдавая дань научным заслугам Л. А. Арцимовича, Академия наук 
СССР в 1946 году избрала его членом-корреспондентом, а в 1953 году — 
академиком. С 1957 года Л. А. Арцимович был бессменным академиком- 
секретарем Отделения физико-математических наук, а затем — Отделе- 
ния общей физики и астрономии АН СССР. 

Немало времени отдал Лев Андреевич воспитанию научной смены. 
Он преподавал в Ленинградском политехническом институте, Ленинград- 
ском университете, Московском — инженерно-физическом институте. 
В последние годы жизни он руководил кафедрой атомной физики в МГУ. 

Л. А. Арцимович был человеком с необычайным богатством интере- 
сов, далеко выходивших за пределы его специальности. Он обладал 
большим человеческим обаянием и обостренным чувством юмора. Мно- 
гие из его шутливых высказываний давно стали «физическими афориз- 
мами». 

Лев Андреевич не дожил до создания технического термоядерного 
реактора. Но благодарное человечество не забудет имя того, кто внес 
неоценимый вклад в создание будущих термоядерных электростанция, 
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Задачи 
о телах вращения и 
теоремы Гюльдена 


Б. С. Эппель 





Мы предлагаем читателю решить (или 
по крайней мере попробовать решить) 
очень несложную задачу из задачника 
по геометрии Н. А. Рыбкина *) (№5 
5 24). 

Задача |1.  Равносторонний 
треугольник со стороной а вращается 
вокруг внешней оси, которая парал- 
лельна стороне и удалена от нее на 
расстояние, равное апофеме треуголь- 
ника. 

Определить объем и поверхность 
полученного тела. 

Напомким, что апофема — это ра- 
диус окружности, вписанной в пра- 
вильный многоугольник. 

Интересующий нас объем равен 
удвоенной разности объемов усечен- 
ного конуса с образующей ВС (рис. 1) 
н цилиндра с образующей КС: 


У = 2(Уус. к вс — Уцил. кс) = 
= Е лКС.(МВ? -- МК* 


+ МВ-МК) — «МК. КС]. 


Теперь по стороне треугольника а 
найдите отрезки, участвующие в фор- 
муле. После упрощений вы получите, 


что У = т58 ла? . 
При желании точно так же можно 


вычислить и.величину поверхности. 


Она равна 2ла* 1/3. 
Как видите, решение связано с до- 
вольно громоздкими выкладками. 





*) Н.А. Рыбкин, — Сборник задач 
по геометрии, ч. 2, М., «Просвещение», 1972. 


Вообще решения задач о вычисле- 
нни объемов и поверхностей тел вра- 
щения, как правило, не сложны, но 
довольно громоздки. В то же время 
решения таких задач с помощью тео- 
рем Гюльдена записываются букваль- 
но в несколько строк. 

Сформулируем эти теоремы. 

1-я теорема Гюльдена 
(© площади поверхности 
вращения). /оверхность тела, 
образованного вращением плоской ли- 
нии (замкнутой или незамкнутой) 
вскруг сен, лежащей в плоскости этой 
линии и не пересекающей ее, равна 
прензеедению длины вращающейся ли- 
нии на длину окружности, радиусом 
которой служит расстояние от аси 
вращения до центра тяжести линии: 


$ == Р.2дК, 


г0е Р — длина вращающейся линии 
{или ее периметр, если она замкну- 
тая), а Ю — расстояние ст центра 
тяжести до оси вращения. 

2-я теорема Гюльдена 
{0б объеме тела враще- 
ния). Обтем тела, образованного 
вращением плсской фигуры вокруг сси, 
расположенной в той же плоскости 
и не пересекающей фигуру, равен пло- 
щеди фигуры, умноженной на длину 
скружности, радиусом ксторой слу- 
жит расстояние от сси вращения со 
центра тяжести фигуры: 

у = 5-28, 
где $ — пабщадь вращаемой фигуры, 
Ю — расстояние ст центра тяжести 
00 еси вращения. 

Подчеркнем, что в нервой теорс- 
хе гечь идет о центре тяжести масс, 
равномерво распределенных ио длике 
линии, а во второй теореме — о центре 
тяжести массе, равномерно раснреде- 
ленных по всей площади фигуры. 

Вследствие того, что теоремы Гюль- 
дена не доказываются в школьном кур- 
се (они доказываются методами ин- 
лтегрального исчисления) *), прямо кс- 
пользовать их для решения задач в 
практике зикслы или экзамена не при- 


*) См. статью В. Г. Болтянского нас. 9. 
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нято. Но предиссылать элементарному 
решению быстрое полученне ответа 
с помощью теорем Гюльдена, не скры- 
вая своего знакомства с этими теорема- 
ми, можно, и предссудительного в этом 
ничего нет. Знание же ствета облег- 
чает длинные и громоздкие выкладки, 
н, главнсе, вкосит увереннссть в 
работу. 

Теоремы нссят немного «физиче- 
ский привкус». Для их применения 
нужно уметь находить центры тяжести 
линий п пасских фигур. 

В тех случаях, с которыми нам прн- 
дется столкнуться, это несложно. Так, 
центром тяжести отрезка является 
его середина. Это дает возможность 
находить центр тяжести любой ло- 
маной лннин (в частности, центр тя- 
жести контура многоугольника): на- 
до номестить в середине каждого звена 
ломаной мессу, численно равную длн- 
ке этого звена; тогда центр тяжести 
гих мёсс и будет центром тяжести ло- 
маной линин. 

Нетрудно находить и центры тя- 
жести  ирсстейших плоских фи- 
гур. Например, центром тяжести кру- 
га и правильного многоугольника 
служит их центр, центром тяжести 
треугольника — точка пересечения его 
медиан: параллелограмма (квадрата, 


5 





Рис. 2. 


ромба, прямоугольтика) — точка пе- 
ресечения диагоналей. 

Центр тяжести произвольного 
п-угольника строится так. Разобьем 
п-угсльник на треугольники, в каж- 
дом из которых найдем центр тяжестн. 
Потом в каждом центре тяжестн трс- 
угольника поместим массу, численно 
равную площади этого треугольника. 
Центр тяжести этих масс и будет цент- 
ром тяжести исходного многоуголь- 
ника (рс. 2). 

Упражненне. Постройте 
центр тяжести трапеции и центр тя- 
жести ее контура; то же в случае дель- 
тонда (зто два равнобедренных тре- 
угольника, имеющих общее сснованне, 
кершины которых лежат по разные 
стороны от кего) произвольного не- 
правильного пятнугольника. 

Но одко дело постронть точку — 
центр тяжестн, а другое — суметь най- 
ти расстояние от него до сси враще- 
ния. В тех случаях, когда вам это бу- 
дет удаваться (а в школьных н экза- 
‹енационных задачах — это, как пра- 
вило, можно сделать), проверка с по- 
мощью теорем Гюльдена будет 
возможна. 

Решение большинства задач, по- 
мещенных в задачннке по геометрии 
Н. А. Рыбкина (ч.2, $24), можно про- 
верить с помощью теорем Гюльдена. 

Вернемся теперь к задаче, с кото- 
рой мы начали статью, и покажем ее 
решение (лучше сказать, проверку 
решения) с помощью теорем Гюль- 
дена. Найдем вначале Ю — расстоя- 
ние от оси вращения до центра тя- 


б 
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жести (см. рис. 1): 
ом=в=ок+км =2 
$ =Р-2лВ =2ла*Уз: 





У=5.2ю=- лаз. 


Проверьте с помощью теорем Гюль- 
дена ответы к задачам №№ 3, 4, 6, 
7, 9, 10 ($24 того же задачника). 

вот типичная задача средней 
трудности. 

Задача 2*). Правильный тре- 
угольмик, сторона которого а, враща- 
ется около оси, проходящей вне его 
через конец его стороны под острым 
угяом @ к этой стороне. Определить 
площадь поверхности тела вращения. 


Ответ: 2ла?21/З $1 (30° -| а). 


Получим его с помощью теоремы 
Гюльдена. Из А АОМ (рис. 3) 


К -— АО- чт (30° + <) == ны х 


хп (30° а), 
$ =Р.2лА =2 ха? УЗ эт (30? -+- ©). 








*) П.В. Стратилатов, Тригоно- 
метрия. Дополнительный материал к курсу 
геометрии 9, 10 классов, М., «Просвещение», 
1972, задача 294; П. В. Стратилатов. 
Сборнак задач по тригонометрии, М. , «Просве- 
щение», 1965, задача 553. 





Сравнив это решение с обычным, 


вы полнее оцените краткость про- 
веркм. 
Проверьте, используя теоремы 


Гюльдена, ответы к задачам №№ 296 
(555), 300 (559), 303 (585) (П. В. Ст ра- 
тнлатов, Сборник задач по три- 
гонометрнин). 

Покажем еще несколько интерес- 
ных применений теорем Гюльдена к 
резлению задач. 

Задача 3*. Палеская ломаная 
состошт из п равных отрезков, имею- 
щих длину а и соединенных в виде зиг- 
зага под углом © друг к другу. Опре- 
делить поверхность, образуслитю вра- 
щением этой линии около оси. которая 
проходият через один из концов ге па- 
раллельно биссектрисе угла & *). 

Традиционное решение этой задачи 
довольно громоздко, оно включеет в 
себя суммирование арифметической 
прогрессии (точнее, первых л нечет- 
ных чисел) ин вполне оправдывает 
«звездочку» — знак повышенной труд- 
ности, которая стоит около ее иомера. 
Между тем теорема Гюльдена позво- 
ляет решить задачу совсем коротко, 
почти в уме. 

В самом деле, центр тяжести лома- 
ной находится, как легко видеть, на 


па . а 
расстоянии ->- п -> от оси враще- 


ния, а длина ломакой 
(рие. 4). Следовательно, 


равна па 


$ =Р.2лРЮ = па-япа 51-5 = 


аля? т->, 
2 
Впрочем, из рисунка 4 нетрудно 
усмотреть изящксе решение задачи 
традиционным меТОДОМ: легко дога- 
даться, что искомая поверхнссть вра- 
щения разка боковой поверхности 
конуса с образующей АМ, служащей 
продолжением последнего зеена АВ. 
Ведь поверхнссть вращения стрезка 





*) Н.А. Рыбкин, Сборник задач по 
зрягонометрни, М., Учпедгиз, 1956, $ 23, 
задача 7. 
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Рис. 4. 


ВС’ равна поверхности вращения от- 
резка ВС (эти поверхности симмет- 
ричны — относительно — плоскости, 
перпендикулярной оси вращения и 
проходящей через точку В). Поверх- 
нссти вращения отрезков ОС и О’С* 
также равны (они совмещаются парал- 
лельным переносом). Остается найти 
боковую поверхность конуса с обра- 
зующей АМ: 


$ =ли = 


с 166 20% 
=я (па м-5- ап == ла*т5и--. 
\ 


Вот еще одна задача. 

Задача 4. — Прямоугольник 
вращается около оси, проходящей че- 
рез его вершину параллельно диагонали. 
Определить объем и поверхностё тела 
вращения, если диагональ прямоуголь- 
ника равна 4, а угол между диагона- 
лями равен ф. 





Рис. 5. 
Здесь площадь прямоугольника 


4. 
равна —-Мпф, его периметр равен 


а центр тяжести находится на 


Се 
расстоянии Ю а: уиф от сси вра- 


щения. Следовательно, по теоремам 
Гюльдена 


1 а 
"== вы ф, 


и с С 

$ = 2142 зтфяп (5 + }- 
Обычьсе решение довольно гро- 
моздко: нужно найти сбъемы двух 
усеченных конусов © сбразующими 
ВС и СО (рис. 5) без объемов двух 
полных конусов с образующими АВ 
и АД. Однако если продолжить стс- 
роны ВС и СР до пересечения с осью 
вращения в точках М и М, то искомый 
объем значительно короче вычислится 
как сумма объемов двух полных кону- 
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сов с образующими С! и СМ без удео- 
ениого объема тела, образованного 
вращением треугольника АВМ (сум- 
ма объемов полных конусов с образую- 
щими АВ и ВМ). Удвсенный объем 
потому, что надо бы вычитать сумму 
объемов тел, полученных от вращения 
двух треугольников АВМ и АБМ. 
Но один изэтих треугольников может 
быть совмещен со вторым с помощью 
:ереноса, параллельного оси. Поэтому 
объемы этих тел вращения равны меж- 
ду собой. 

Точно так же при вычислении по- 
керхностей в этой задаче боковые 
поверхности усеченных конусов могут 
быть заменены боковыми поверхностя- 
ми полных конусов, что тоже замет- 
но сокращает выкладкн. 

Последние наши задачн также по- 
зволяют использовать для их решения 
се упрощения и преимущества, ко- 
торые дают теоремы Гюльдена. Предо- 
ставляем решить ее читателю. 

Задача 5. Ромб с0 стороной а 
и острым углом & вращается около 
сси, проходящей вне ромба параллель- 


а ` 
но стороне на расстоянии тЫ О пои 


стороны. Определить объем и поверх- 
ность тела вращения. 

Задача 6. Квадрат АВСЬ 
со стороной а вращается около оси, 
проходящей вне его на расстоянии Ь 
от ближайшей вершины А квадра- 
та и составляющей угол @ со сторо- 
ной АВ. Определить объем и по- 
верхность тела вращения. 
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В. Г. Болтянский Доказательства 
теорем Гюльдена 





В статье Б. С. Элплеля, помещенной в этом номере «Кванта», сформулированы две 
теоремы Гюльдена. Обычно они доказываются (с применением интегралов) в курсах 
«высшей математики». Ниже приводятся простые доказательства этих теорем, которые, 
хотя и основаны на техже идеях, что и «интегральные» доказательства, но В явном 
виде иитегралов не содержат. 

В этих доказательствах не обсуждается. что такое длина произвольной кривой, что 
такое площадь поверхности, объем тела н т. д. Подобные вопросы относятся к теории 
измерения геометрических величин. (Кстати, при доказательстве теорем Гюльдена мето- 
дами интегрального исчисления они, как правило, тоже не рассматриваются.} Чита- 
телю, который хотел бы получить ответы на эти вопросы, можно порекомендовать 
прочесть первые две статьи У тома «Энциклопедии элементарной  математикиь 
(изд-во «Наука», 1966). 


Прежде всего установим справедли- прямой { на расстоянии 
вость следующего предложения. ЕЕ роды ФИ. 
Лемма. Пусть в плоскости по г еее ие = 


одну сторону от прямой { расположено 


несколько материальных точек оды- Мы можем теперь систему мате- 


наковой массы. Тогда центр тяжести риальных точек М, Мь, ..., Мя-1 
этой системы точек удален от прямой заменить одной точкой Р. сосредото- 
/ на расстояние, равное среднему ариф- чив в ней массу, равную (ип — т. 
метическому расстояний этих точек Теперь остается найти центр тяжести 
от прямой 1 О двух материальных точек Ри М,.. 
Эта лемма легко доказывается мс- Так как точка Р имеет массу (п— 1) т, 
тодом математической индукции. Обо- а точка М, — массу п, то 
значим число рассматриваемых мате- РО: ОМ» = 1 :п— 1). Следова- 
рнальных точек через л, сами точки тельно, еслиг — расстояние от точ- 
через М,, М., ..., М,. массу каж- кн О т раю Г (рис. 1), то 
дой точки через т, а расстояния то- (и): (фм) = Рф В. 
чек от прямой [ через гу, Га... Гы. 


Перейдем к доказательству леммы. 
Если п = 1, то утверждение леммы 
очевидно. Без труда проверястся спра- 
ведлнивость леммы и при л -= 2. Про- 
ведем теперь очередной шаг индукцин, 
то есть покажем, что если лемма спра- 
ведлива для меньшего, чем п, числа 
материальных точек, то она справедлн- 
ва и для л точек. Пусть Р — центр 
тяжести материальных точек М,, 
М», ..., М,_:. Согласно предлполо- 
жению индукции, точка Р находится от 








Рис. 2. Рис. 3. 
откуда 
г* — (п Пг га с 
мя А == 
Кое о ЗРРя-ь Е Ра. 


п 


Таким образом, утверждение лем- 
мы справедливо для пл материальных 
точек. Проведенная индукция и дока- 
зывает лемму. 

Перейдем теперь к доказательству 
первой теоремы Гюльдена. Прежде 
всего докажем, что эта теорема спра- 
ведлива, если плоская линия, о кото- 
рой ндет речь в теореме, является 
п-звенно0ой ломаной, у которой 
ссе звенья имеют одну и ту же длину 
т. Середины звеньев ломаной обо- 
значим через М., А1., ..., М, а 
расстояния этих точек от прямой 
{ — через х., го, „ г. ие. Э) 
При вращении рассматриваемой ло- 
маной вокруг прямой { получается по- 
верхность (рис. 3}, состоящая из п 
частей, каждая из которых представ- 
ляет собой боковую поверхность усе- 
ченного конуса. Так как боковая 
поверхность усеченного конуса равна 
произведению длины образующей на 
длину окружности среднего сечения, 
то площадь получившейся поверх- 
ности вращения равна 


$ = м-2яг, - тать |+... 
г аа. 


Замечая, что длина рассматривае- 
мой ломаной (рис. 2) равна Р = пт, 
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можно переписать выражение для пло- 
щади так: 
$ = Р.2яК, (1) 
где | 
По. Бы. 

В (2) 
Но центр тяжести ломаной, то есть 
центр тяжести системы тсчек М,, 
М, ..-., М, в каждой из которых 
сосредоточена масса л1, согласно лем- 
ме, отстоит от прямой [на расстоянии 
Ю. Это и означает, что в рассматривае- 
мом частном случае первая теорема 
Гюльдена справедлива. 

Обратимся теперь к общему слу- 
чаю. Пусть К — плоская линия, а 
П — поверхность, получающаяся при 
вращении линии К вокруг прямой [. 
Разведем ножки циркуля на некоторое 
расстояние т и будем, начиная от 
одного конца линии А, откладывать 
засечки вдоль линии К (рис. 4) столь- 
ко раз, сколько мы сможем это сделать. 
Соединяя последовательно точки, по- 
лученные при выполнении этих за- 
сечек, мы получим ломаную [., впи- 
санную в линию К, причем все зве- 
нья ломаной /, имеют одну и ту же 
длину пт (рис. 5). При вращении ло- 
маной /[. вокруг прямой { получится 
поверхность Т, винсанная з поверх- 
ность 1. 

Как мы уже знаем, площадь $ 
поверхности Т вычисляется по форму- 
ле (1), где Р — длина линии Ё, а 
К — расстояние центра тяжести ли- 
нии Г, от прямой [. Будем теперь в этом 
построении считать, что л---0. Тогда 





Рис. 4. Рис. 5. 





Рис. 6. 


длина Р ломаной Ё, будет стремиться 
к длине ликии К, нлощадь повер»- 
ности Т будет стремиться к площади 
поверхности {1, а центр тяжести ло- 
маной /[. будет приближаться к центру 
тяжести линии К. Так как для любого 
т соотношение (1) для ломаной Ё, спра- 
редливо, то, переходя к’пределу при 
т-—- 0, мы найдем, чт» соотношение 
(1) справедливо и для линни К, Этим 
и завершается доказательство первой 
теоремы Гюльдена. 

Обратимся теперь к доказатель- 
ству второй теоремы Гюльдена. Преж- 
де всего рассмотрим шайбу, то есть 
тело, получающееся при вращении 
прямоугольника вокруг прямой, ко- 
торая не пересекает прямоугольника 
н параллельна двум его сторонам 
{рис. 6). Объем шайбы легко вычис- 
лить как разность объемов двух цилин- 
дров. Предоставляем читателю са- 
мостоятельно вычислить этот объем 





Рис. 7. Рис. &. 
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У и убедиться, что для шайбы спра- 
ведливы вторая теорема Гюльлена, 
то сесть 


И = Эк, (3) 


где $ — площадь вращающегося пря- 
моутольника, а г — расстояние его 
центра тяжести от оси вращения Г. 

Пусть теперь А — плоская фигу- 
ра илощади $, а { — лежащая в ее 
плоскости прямая, не пересекающая 
фигуры Р. Возьмем произвольное на- 
туральное число п и проведем я — } 
прямых, перпендикулярных /[ и раз- 
бивающих фигуру Р на п «долек», 
каждая из которых имеет одну и ту 


же площадь 5 (рис. 7). Каждая 





«долька» ограничена двумя отрезками, 
перпендикулярными [, и двумя дуга- 
ми, соединяющими концы этих отрез- 
ков. (Правда, если фигура Р — не 
выпуклая, то могут быть и более слож- 
ные «дольки», как, например, нарис. 8; 
однако проводимые рассуждения прн- 
менимы и к этому случаю.) Заменим 
эти дуги отрезками, параллельными /, 
так, чтобы площадь дольки при этом 
не изменилась (то есть чтобы «долька» 
превратилась в прямоугольник той 


же площади — $). Проделав это с 
каждой «долькой», мы превратим Ё в 
«ступенчатую» фигуру @, мало отди- 
чающуюся от фигуры Ё. Фигура С 
составлена из л прямоугольников, 
каждый из которых имеет площадь 


1 
— 5. Центры тяжести этих прямо- 











Рис. 9. 


угольников обозначим через Му, 
р ‚ М„ {рнс. 9), аих расстоя- 
ния от прямой {— черсз и, Г... ., Ги. 

При вращении фигуры Ё вокруг 
прямой { получается тело Х, объем 
которого требуется найти, а при вра- 
шении фигуры С вокруг прямой [ по- 
лучается тело У, мало отличающееся 
от тела Х. Так как фигура С состав- 
лена из п прямоугольников, то тело 
У составлено из п шайб. Вычисляя 
объем каждой шайбы по формуле (3), 
легко найдем ых У тела У: 


ый ь © Орры се 
у - $-2лл, -- - З-Э го - 


в +—5- тг, 


то сесть 

у -= 5.248, (4) 
где Ю вычисляется по формуле (2). 
Заметим теперь, что центр тяжести 
площади фигуры С, то есть центр тя- 
жести системы точек М., М., ...... 
М», в ко из которых сосредото- 


чена масса — — 5 согласно лемме, отсто- 


тот а [на расстоянии Ю. Фор- 
мула (4) означает, следовательно, что 
для фигуры С вторая теорема Гюль- 
дена справедлива. 

Будем теперь в этом построении 
считать, что н-+ со. Тогда объем те- 
ла У, нолучающегося при вращении 
фигуры @, будет стремиться к объему 
тела Х, ацентр тяжести фигуры @ бу- 
дет стремиться к центру тяжести фи- 
гуры Р. (Заметим, что площади фигур 
Ри Содинаковы.) Так как для любого 
п соотношение (4) для фигуры © спра- 
ведливо, то, переходя к пределу при 
п —+ со, мы найдем, что соотношение 
(4) справедливо и для фигуры ЛР. 
Этим завершается доказательство вто- 
рой теоремы Гюльдена. 


Вторую теорему Гюльдена можно 
условиться считать «трехмерной» тсо- 
ремой Гюльдена, так как она говорит 
об объеме тесла вращения. Пер- 
вую теорему Гюльдена можно назвать 
«двумерной», так как она говорит 
о площади поверхности вращсе- 
ния. Можно по аналогии сформули- 
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ровать «одномерную теорему Гюль- 
дена»: 

Пусть в плоскости по одну сторону 
прямой { даны месколько точек. Тогда 
суммарная длина С окружностей, по- 
лучающихся при вращении этой сис- 
темы точек вокруг прямой Г, равма 
произведению числа точек на длину 
окружности, радиусом которой слу- 
жит расстояние от оси вращения [ д0 
центра тяжести этой системы точек: 


С =п-2аЮ, 


где п — число точек, а Ю — расстоя- 
ние от центра тяжести до оси вра- 
щения. 

Читатель без труда сам докажет 
эту простенькую теорему. 

Любопытно, что все три теоремы 
Гюльдена (трехмерная, двумерная и 
одномерная) могут быть объединены 
одной общей формулировкой. Делает- 
ся это так. Будем называть нульмер- 
ной фигурой любое множество, со- 
стоящее из конечного числа точек. 
Далее, нульмерным объемом нуль- 
мерной фигуры условимся называть 
число точек этой фигуры. Ли- 
нии условимся называть одномерны- 
ми фигурами; длину линии будем 
называть ее одномерным объемом. По- 
верхности (в частности, плоские фи- 
гуры) условимся называть Овумерны- 
ми фигурами, а площадь поверх- 
ности — ее двумерным объемом. Нако- 
нец, тела будем называть трехмерны- 
ми фигурами, а объем тела будем так- 
же называть его трехмерным объе- 
Мом. 

Теорема Гюльдена. 
Пусть в плоскости по одну сторону 
прямой { расположена (Е — -мерная 
фигира Е (здесь К — любое из чисел 

‚2, 3). Через 5 обозначим (Е — \)- 
мерный объем фигуры ЕЁ, а через ® — 
расстояние от се центра тяжести до 
прямой [. При вращении фигуры Е 
вокруг прямой [ получается Ё-мерная 
фигура, Е-мерный объем которой вы- 
числяется по формуле 


у = $.-2лЮ. 
При А = 3 это дает «трехмерную» 
теорему Гюльдена; при А=йи 1 


получаем (только в нных обозначе- 


Рис. 10. 


ниях) «двумерную» и чодномерную» 
теоремы. 

Наконец, отметим (для читателя, 
знакомого с понятиями многомерной 
геометрии), что приведенная выше 
общая формулировка теоремы Гюль- 
дена применима к л-мерному евкли- 
дову пространству — только вместо 
плоскости надо рассматривать (п —1)- 
мерную плоскость, а в качестве {[ 
надо взять (п — 2)-мерную плоскость. 
Число А в этой теореме может (в слу- 
чае п-мерного пространства) прини- 
мать любое из значений 1, 2,..., пл. 

А чтобы не огорчались читатели, 
це знакомые с понятиями многомерной 
геометрии, сформулируем получаю- 
щуюся теорему для п == 2 (то есть для 
случая ллосности). 

Теорема Гюльдена на 
плоскости. [Путь на прямой 
по одну сторону от точки О располо- 
жена (Е — -мерная фигура Е (здесь 
& — любое из чисел 1, 2). Через $ обо- 
значим (Е — \)-мерный объем фигуры 
Е, а через Ю — расстояние ее центра 
тяжести от точки О. При вращении 
фигуры Е вокруг точки О получается 
Ё-мерная фигура, К-мерный объем ко- 
торой вычисляется по формуле 


У =. $.24Ю. 


В частности, при А == 1 (то есть 
в случае, когда фигура Ё состоит 
из нескольких отрезков, рис. 10) 
эта формула позволяет вычислить сум- 
му площадей нескольких концентри- 
ческих колец. 
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Разные задачи 


1. Исключить х, у, 2 из 
уравненнй 


ху (ху) =с, 

уг (у+2) =а, 

2х (2х) =, 
ХИ == Ц. 


2. Постронть _ треуюль- 
ник АВС (ВС>АВ>СА) по 
заданному углу А и суммам 
длин сторон АВ-+ВС н 
АВ-+ АС. 

3. Решить систему урав- 
нений 


(ах)тва = (Бум, 
> = оИвЬ. 


4. Найтн частное от де- 
ления на р— |! числа, на- 
писанного в р-ичной системе 
счисления с помощью р— | 
единиц (то есть числа 
П!...1). Как записывается 
это частное в р-ичной систе- 
ме счисления? 

5. Три точки А, ВиС 
лежат на одной прямой. 
Построена окружность с 
центром в точке А. Найти 
геометрическое место точек 
пересечения прямых, соедн- 
няющих точки Ви Сс диа- 
метрально противоположны- 
ми точками окружности. 

6. Три окружности про- 
ходят через точки Ми\^. 
Найти геометрическое место 
таких точек Р, что касатель- 
ные РА, РВ и РС, прове- 
денные из точки Р к этим 
окружностям {А, В, С— 
точки касания), удовлетво- 
ряют соотношению РА.РВ = 
=А-РС?. 

7. Доказать. что если 
р — простое число, то оста- 
ток от деления С “у на р 
равен (-—1)”. 

8. Доказать, что если 
р — простбсе число, больше 


| 
трех, 10-5 С {, —1 делится 
на 13, 
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Электрон 


движется с трением 1 


М. И. Каганов, Г. Я. Любарский 





Введение 


Слово «трение» напоминает о движу- 
щихся частях машин, о санках, сколь- 
зящих по снежному насту, о метео- 
ритсе, раскаляющемся при пролете 
через атмосферу. В одних случаях 
без трения нельзя обойтись, в дру- 
гих — делают есе возможное, чтобы 
ст нсго избавиться. С треннем прихо- 
дится считаться лыжнику-слаломис- 
ту и инженеру-конструктору; посколь- 
знувиийся прохожий сетует на отсут- 
ствие трения, афизики в лабораториях 
изыскивают спссобы уменьшения тре- 
ния хотя бы на доли процента, Но, 
пожалуй, кто бы ни думал о трении, 
все представляют себе какос-либо ма- 
крсскопическое тело (нога, колесо, 
винт нарохода), взанмодействующее 
со средой или с другими телами, 

А можно ли говорить о трении при 
движении микросколической частицы, 
например, электрона? 

В этой статье мы рассмотрим двн- 
жение электронов в металле. Извест- 
но, что электроны совершают беспо- 
рядочное, хаотическое движение. Но 
если по проводнику идет ток, то, кро- 
ме хаотического теплового движения, 
есть еще и направленное движенне 
электронов. 

Очень сложно описать поведение 
каждого электрона в отдельности. 


Поэтому мы заменим движение всех 


частиц потоком одинаковых «средних» 
частни, движущихся в одном направ- 
ленин с одинаковыми средними ско- 
ростями. Это можно сделать, так как 
при векторном сложении всех скорос- 
тей скорости хаотического движе- 
14 
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ння, направленные в разные сто- 
роны, дают в сумме нуль, и оста- 
ются только скорости  направ- 
ленного движения электронов под 
действием электрического тока. Ока- 
зывастся, рассматривая поток «сред- 
них» электронов, можно нетолько по- 
вять процессы, происходящие в мс- 
таллах, но и вывести правильные фор- 
мулы, описывающие эти процессы. 
Конечно, такое «усредненнос» рассмот- 
рение проще, чем подробное. 


Электронный газ 


То, что металлы хорошо проводят 
электрический ток, давно привело к 
мысли, что в металле есть свободные 
электроны. 

Свободных электронов много. В од- 
ном кубическом сантиметре металла 
нх около 10 — 1023. Подобно мо- 
лекулам в газе, они находятся в не- 
прерывном движении. Так и говорят: 
«электронный газ» или «газ электро- 
нов проводимости». Правда, свойства 
этого газа существенно отличаются от 
свойств обычных газов. Электронный 
газ в металлах подчиняется законам 
квантовой механики. Из всех необыч- 
ных (квантовых) свойств электронного 
газа для нас важно одно: средняя ско- 
рость хаотического движения электро- 
нов в металле слабо зависит от темпе- 
ратуры ин для болышинства металлов 
приблизительно равна <> = 
25108 см/с*). 


«Средний» электрон 


Если но металлическому проводнику 
течет ток, значит, к нему приложена 
разность потенциалов, причем между 
током { и разностью потенциалов 
(/ существует простая пропорцио- 
нальность 


# 
} тю‘ 


Это — знаменитый закон Ома. 





*) Речь ндет о средней квадратичной скс- 


а 
рости: <> --}7 02; черта над 1 здесь 
и в дальнейшем обозначает среднее арифме- 
тическое значение. 
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Сопротивление К пропорцнональ- 
но длиие проводника / ин обратно 
пропорционально площади его попе- 
речного сечения 5: 


ри. 

К == 5 * 
Коэффициент пропорциональности р 
(удельное сопротивление) зависит 


только от материала проводника и от 
того, в каких услозиях этот ировод- 
ник находится (какова его температу- 
ра, например). Велничину 1/› обычно 
обозначают буквой а. Это — удельная 
злектропроводность. Если ввести 


. 1 
теперь плотность тока ]. и н нап- 


ряженность электрического поля 
Е: 

Ё --Г, ТО закон Ома перепишется 

в дифференциальной форме *) 


у %Е. (1) 


Величины, входящие в (1), не зави- 
сят от геометрических размеров про- 
водника. Буквы } н Е напечатаны жир- 
ным шрифтом, чтобы показать: напря- 
женность электрического поля и плот- 
ность тока — векторы. 

Так как заряд переносят электро- 
ны (заряд каждого электрона е = 
==4,8.10-' электростатических еди- 


ц, з, 
ниц **), [е] = 2 ^*}, То плотность 


тока можно выразить через число 
электронов в единице объема (п == 
2510"? см-3} и среднее арифметичес- 


кое значение их скорости У: 
}— еп \. {2) 


По металлу течет ток; имеется на- 


правленный поток электронов; у — 
скорость этого потока. 

Формулу (2) можно «прочесть» не- 
сколько иначе, не учитывая хаоти- 


*) См. статью Я. А. Смородинского «За- 
кон Ома» («Кваит» № 4, 1971). 

**) Мы в этой статье будем пользоваться 
системой СГСЭ, в которой единицы электри- 
ческих величин (заряда, тока, напряженно- 
стей электрического и магнитного полей} вы- 
ражаются через механические единицы (см, 
2. ©). 


$5 


ческого двнжения электронов. В каж- 
дом кубическом сантиметре металла 
есть п электронов, и все они движутся 


со скоростью У. Подмена беспорядоч- 
ко движущихся электронов, «сноси- 
мых» приложенным к металлу элект- 
рическим полем, одинаково движущин- 
мися «средними» электронами произ- 
водится для упрощения, чтобы легче 
исследовать свойства проводинков. 

Со стороны приложенного к прс- 
воднику электрического поля на злек- 
трон действует сила, равная 


Е: 26. (3) 


Из формул (1), (2) и (3) следует, 
что скорость «среднего» электрона 
пропорциональна приложенной снле: 

Ре: 

У ее Е, (4) 
то есть «средний» электрон движется 
го законам механики Аристотеля *). 
Механика Аристотеля правильно опи- 
сывает движение в тех случаях, когда 
тело движется с трением и приложен- 
ная постояниая сила уравновешивает- 
ся силой трения. Следовательно, «сред- 
ний» электрон под действием электри- 
ческого поля движется по металлу с 
трением. 


Подвижность 


Главная характеристика частиц в мс- 
ханинке Аристотеля-— их  подвиж- 
нссть # — скорость частицы нод воз- 
действием единичной силы. Согласно 
формуле (4) подвижнссть «среднего» 
электрона равна о/е*п. 

В отличие от средней скорости, 
годвижиссть ке зависит от реличины 
приложенной силы. 

Принято ке подвижнссть выражать 
‹ерез удельную электропроводнссть, 
а нгоборот, удельную электропрс- 
воднссть выражать через подвиж- 
НОСТЬ: 

д = ле*и. (5) 





*) См. статью М.И. Каганова, 
Г. Я. Любарского О механике Ари- 
стотеля» («Квант» № 8, 1972). 
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Может возникнуть вопрос: зачем 
одну характеристику металла {элект- 
ропроводность в) выражать через две 
другие? 

Это делают потому, что величины 
й ни определяют различные, можно 
сказать, независимые характеристики 
металла. Число свободных электронов 
в единице объема п практически не 
изменяется с темнературой, мало за- 
висит от состояния образца данного 
металла (монокристалл или поликрис- 
талл, очень чистый или с небольшим 
количеством примесей). Подвижность 
и характеризует силу сопротивления 
среды движению электронов. С изме- 
нением температуры она может из- 
мениться в сотни, тысячи раз; значи- 
тельно увеличивастся подвижностьнри 
очистке металла от примесей. Число 
электронов п н подвижность и допус- 
кают независимое экспериментальное 
определение. 

Следует подчеркнуть еще одно. 
Введение подвижности означает опре- 
деленное проникновение в природу 
электропроводиссти: формула (5) име- 
ет право на существование только в 
том случае, ссли ток переносится 
электронами. Вся совокупность экс- 
периментальных фактов  подтверж- 
даст такую точку зрения. 


Эффект Холла 


Если проводник, по которому лезет 
ток, номестить в магнитное поле В 
так, как показано на рисунке, то в 
направлении оси у возпикает разность 
потенциалов, нропорциональная 
величине тока и магнитного поля. 
Это явление называстся эффектом 
Холла. 

На электрон, находящийся в ирс- 
годнике с током, кроме силы, действую- 
щей со стороны электрического ноля, 
действует также сила Лоренца 


Е = — оВзт (УВ), 


направление которой нерпендикуляр- 
но скорости у и магнитному полю В 

На «средний» электрон также дей. 
ствует снла Лорепца, величину кото. 





рой можно определить, подставив вмес- 


то скорости у среднюю скорость у. 
В нашем примере, согласно форму- 


ле (2), ==, азт (98) = Е (м. 
рисунок). Поэтому 


7В 
пс ° 


(6) 


Под действием этой силы электро- 
ны двигались бы в направленни осн у. 
На самом же деле, как только некото- 
рсе число электронов скопитсяна краю 
пластины (деться им некуда), воз- 
никнет электрическое поле, действую- 
щее в направлении, противополож- 
ном силе Лоренца, и накопление заря- 
дов прекратится. 

Ясно, что установившимся движе- 
ние зарядов будет тогда, когда 

еЁу = Р. 

Подставив сюда значение Ё из 
формулы (6), получим значение на- 
пряженнссти поля Холла 

‚В 
и — не р (7) 

Мы получили значение поля Хол- 
ла, возникающего в проводнике, по- 
мещенном в магнитное поле В, когда 
го нему течет ток © плотностью }. 
При этом мы рассматривали только 
«средние» электроны, движущиеся сс 
средней скоростью. 

Простота полученной формулы 
должна несколько насторожить. Вер- 
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на ли она всегда? Не является ли ее 
простота следствием упрощенного 
(«усредненного») рассмотрения? К со- 
жалению, приходится констатировать, 
что это действительно так. Подроб- 
ное, учитывающее движение каждого 
электрона рассмотрение приводит к 
более сложной формуле, но (и это для 
нас важно!) порядок величины поля 
Холла получится тот же. Поэтому 
простая формула (7) позволяет оценить 
число свободных электронов в еди- 
нице объема: ведь все величины, вхо- 
дящие в формулу (7), за исключением 
п (числа частиц — носителей заряда), 
определяются экспериментально. 

Измерения показывают, что у хо- 
рошгих металлов, как мы и говорили, 
п = 102? -= 103 см-3. Это означает, 
что от каждого атома металла отор- 
вался и свободно движется по кристал- 
лу ло крайней мере один или даже не- 
сколько электронов. 

Зная число электронов в едилице 
объема, можно подсчитать подвиж- 
ность электронов в металле. Возьмем 
из справочника удельное сопротив- 
ление меди рси (как правило, в спра- 
вочнике приводится значение удель- 
ного ‘сопротивления при комнатной 
температуре): 


Рсы = 1,7. 10“ ом-см == 1,8. 10-2. 


Не удивляйтесь, что размерность 
удельного сопротивления — секунда. 
Проверьте это, воспользовавшись вы- 
ражением для удельной электропро- 
водности через подвижность. 

Разделив о = № на пе’ 
24 - 107? (4,8 . 10-5)? = 0,9. 10%, 
получим, что подвижность электро- 
нов в меди приблизительно равна 
6.1012 с/г. Много это или мало? 
Если сравнивать с подвижностью элек- 
тронов той же меди прн очень низ- 
ких температурах, то мало. При тем- 
пературах, близких к абсолютному 
нулю, подвижность в сотни и тысячи 
раз больше. Если сравнивать с под- 
вижностью электронов в других про- 
водниках, то много. Электроны ме- 
ди — одни из наиболее подвижных. 

Дая того чтобы ощутить, что пред- 
ставляет собой подвижность, вычис- 
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лите скорость «среднего» электрона, 
скажем, когда по металлу течет ток, 
плотность которого равна 1 а/мм? *). 

Если вы не ошиблись при расчете, 
то вас, наверное, поразило, как мала 
средняя скорость: под действием элект- 
рического поля электронный газ мед- 
ленно перемещается по проводнику. 
Это конечно, ни в коей мере не проти- 
воречит утверждению о том, что сред- 
няя скорость хаотического движения 
очень велика. 


Время свободного пробега 


Тот факт, что по проводнику под дей- 
ствием постоянного поля течет по- 
стоянный ток, показывает, что элект- 
роны, приобретающие энергию от 
электрического поля, отдают ее ме- 
таллу (точнее было бы сказать: крис- 
таллической решетке металла); в ме- 
талле при прохождении тока выделя- 
ется тепло (его называют джоулевым). 
Чтобы не противоречить ранее вы- 
сказанному утверждению о свободе 
электронов в металлах (мы его скоро 
проверим!), предположим, что каж- 
дый электрон движется в течение вре- 
мени т под действием внешнего поля, 
а потом, в коротком акте столкнове- 
ния с чем-то, отдает приобретенную от 
электрического поля энергию (т — 
время свободного пробега электрона). 
Так как ускорение электрона равно 
еЕ/т, то прирост скорости за время т 


ет 
равен Е а средний ток есть **) 


(8) 


Сравнивая эту формулу с формулами 
(1) ин (5), находим 


. __ пе 


т 


р=да; и =. (9) 


*) Экспериментальное определение ско- 
ости носителей заряда описано в статье 
. В. Майера «С какой скоростью движутся 

ноны» («Квант» № 4, 1973) 

**) Формулу (8) можно вывести значител ь- 
но более аккуратно. Постарайтесь это сде- 
лать, рассмотрев электроны, пересекающие 
плоскость, расположенную  перпендикуляр- 
но вектору Е. 
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Это — очень важные формулы. Оки 
связывают макроскопические  вели- 
чины (удельное сопротивление, под- 
вижность) с параметрами, характе- 
ризующими движение отдельных 
электронов. Не надо, правда, за- 
бывать, чтот — тоже средняя харак- 
теристика. 

Вместо времени свободного пробе- 
га иногда удобно пользоваться поня- 
тием длины свободного пробега: 


{= иж, (10) 


1 — расстояние, которое проходит (в 
среднем) электрон между двумя столк- 
новениями, <> — средняя скорость 
хаотического движения электронов, 
Для электронного газа, как мы уже 
говорили, <> не зависит от темпе- 
ратуры и температурные зависимости 
Ги т совпадают. 

Теперь проверим, можно ли в дей- 
ствительности считать электроны про- 
водимости свободными. Выше мы под- 
считали подвижность электронов ме- 
ди. Она оказалась равной 6.101? с/г. 
Отсюда и из формул (9) и (10) следует: 


Т => 2. 10-Н с; [= 2.10-6 см, (Ш) 
так как т ^з 10-* г, а 
<и>э3. 108 см/. 


Значения т и Ё полностью подтвер- 
ждают наше представление о свободе 
электронов проводимости: между дву-` 
мя столкновениями электрон прохо- 
дит расстояние, встораз превышающее 
размеры атома! При понижении тем- 
пературы электропроводность метал- 
лов возрастает, возрастает подвиж- 
ность электронов, а следовательно, 
возрастает и время свободного про- 
бега — более отчетливо проявляется 
свобода электрона. 

Можно ли непосредственно изме- 
рить время свободного пробега элект- 
ронов т или их длину свободного про- 
бега [? Отвечая на этот вопрос, мы не 
должны забывать, что в эксперимен- 
те мы всегда имеем дело со всеми элек- 
тронами сразу — просто с образцом 
металла (проволочкой, пластинкой). 
Или, другими словами, следим за 
движением «среднего» электрона, под- 


чиняющегося законам механики Арис- 
тотеля. 


Теплопроводность. 


Мы рассмотрели одну причину, за- 
ставляющую двигаться «средний» элек- 
трон,— действие электрического по- 
ля. Можно заставить двигаться элек- 
троны и другим способом: поддержи- 
вать на концах металлического образ- 
ца разность температур Т, — Т.. 
Электроны устремляются от теплого 
конца к холодному в попытке вырав- 
нять температуру — по металлу по- 
течет ток. В разомкнутом проводни- 
ке возникнет электрическое поле, пре- 
пятствующее движению электронов 
(в разомкнутом проводнике | = 0), 
но если поддерживать разность тем- 
ператур, то тепло будет перетекать, 
и переносить его будут электроны. 

Противоречия в этой фразе нет: 
7 = 0 означает, что от холодного и от 
горячего концов образца движется 
с одинаковой средней скоростью оди- 
наковое число электронов. Но обе 
группы электронов несут различные 
количества тепловой энергии: группа, 
которая движется от нагретого конца, 
несет больше тепла. 

Анализ процесса переноса тепла 
электронами показывает, что козффи- 
циент теплопроводности (коэффициент 
пропорциональности между Иа р 
где [. — длина проводника, и плот- 
ностью потока тепла} равен *) 


х-=-- С1< >, (12) 


где С — теплоемкость электронного 
газа, которая линейно зависит от аб- 
солютной температуры (это еще одно 
проявление квантовых свойств газа 
электронов проводимости). Из формул 





*) Мы говорим только об электронной 
частн коэффициента теплопроводности. Теп- 
ло переносят не только электроны. Через 
диэлектрик (нзолятор), в котором нет сво- 
бодных электронов, тоже распространяется 
тепло, правда хуже, чем через металл. 
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(12), (9) и (10) видно, что из отно- 
шения рх/Г выпадают величины, 
зависящие от температуры *), то 
есть рх/Т не зависит от температуры 
металла: 
2 = соп5(. (13) 
Более подробное рассмотрение по- 
казало бы, что «константа» не за- 
висит даже от сорта металла. Для 
всех металлов она одна и та же. 
Формула (13) была получена на осно- 
вании анализа экспериментальных 
фактов и носит название закона Виде- 
мана — Франца. Ее вывод показы- 
вает, что мы правильно понимаем 
«устройство» металла. 


Заключение 


Ясно, что, заменив хаотически дви- 
жущиеся электроны одинаковыми 
«средними» электронами, мы упрос- 
тили задачу исследования свойств 
металла. Но простота не дается даром. 
За нее надо платить. Чем же мы пла- 
тнм за эту простоту? Во-первых, тем, 
что не всегда получаем точные форму- 
лы (мы специально отмегили это 
обстоятельство после вывода форму- 
лы для поля Холла). Во-вторых (и это 
самое главное), отказом от углубле- 
ния наших представлений. Мы со- 
гласились выражать силу трения 
«среднего» электрона через подвиж- 
ность, выразили подвижность через 
среднее время свободного пробега 
и... остановились. Остановились в 
продвижении к более полному пони- 
манию процессов, происходящих в 
металле при прохождении через него 
электрического тока. Исследование 
поведения всех электронов, их взаи- 
модействия с ионами кристалличе- 
ской решетки металла позволило бы 
нам не только ввести подвижность 
и время свободного пробега, но и вы- 
числить эти величины. Тем самым 
определить, как удельное сопротив- 
ление зависит от температуры. 





*) Напомиим еще раз, что среднее квад- 
ратичное значение тепловой скорости элект- 
ронов «и> не зависит от температуры. 
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(0 наполнении 
и закупоривании 
бутылок 


М. Л. Гервер 





Все успел: обгд разогрел, 
Быстро съел — за уроки сел, 
«Квант» почитал — в футбол 

понграл... 
Милг. «Мисти-фисти, или 
сказки про пострела» 


Человек каждый день много — дел 
разных делает. Идет утром в школу 
(если он школьник), домой вернется 
— обед разогреет и т. д. (см. эпиграф). 
Дела обычно менять местами можно: 
сначала в футбол поиграть — потом 
за уроки сесть, сперва обед съесть — 
потом его разогреть... 

Стоп! С обедом что-то не вышло — 
не все на свете переставлять разре- 
шается. 

Это относится и к совсем серьез- 
ным вещам: высотному крану не- 
чего делать на стройке, пока фунда- 
мент дома не заложен; нельзя «для 
сокращения сроков» пахать, сеять 
и молотить одновременно... 

С тем, что задержка в одном деле 
может помешать начать другие, при- 
ходится считаться при планировании 
— напрнмер, когда оценивают, сколь- 
ко времени потребует большой ком- 
плекс взаимосвязаннык работ. В за- 
метке на шутливом примере показано, 
какого рода математические задачи 
могут встретнться при этом. 





1. Постановка задачк 


Привезли на автоматическую линию р 
бутылки, очень много: № штук. А на 
линии работают 2 автомата: Ги ИП. 
| бутылки наполняет, П — закупо- 1 
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Таблица 1 











Ё4.| 2 4 
= - - 
5 И : 6 
1 
Ч _6 рр ИИ ПИРЕНЕИ эк. } миро = -” . -- „д 


ривает. Бутылки разные: с широким 
горлышком и < узким, высокие, пу- 
затые — нестандартные. Про каждую 
бутылку известно, сколько времени 
уходит на ее наполнение и сколько — 
на ее закупоривание. 

Сколько проработает  автоматн- 
ческая линия с момента. когда начнет 
наполняться первая бутылка, до мо- 
мента, когда будет закупорена но- 
следняя? Это зависит от того, в каком 
порядке бутылки будут в автоматы 
попадать (например, для 6 бутылок 
есть Р.=720 таких норядков). Воз- 
ннкают, таким сбразом, два вс- 
проса: 

Как быстро определить топе поря- 
док, при котором время работы ли- 
нии будет нанменьышим? И как вы- 
числить это наименьшее время? 


2. Численный пример 


Начнем с примера: пусть партня из 
6 бутылок характеризустся таблицей |. 

Попробуем подавать бутылки в 
автоматы именно в том порядке, в 
котором они указаны в таблице: снз- 
чала |-ю, потом 2-ю и так до 6-й. 
Тогда автоматы будут работать так. 


Через 7 секунд наливающий авто- 
мат наполнит 1-ю бутылку (рис. 1), 
через 7 г 9 = 16с. — 2-ю, через 16— 
+3 = 19 с. — 3-ю, через 19-2: 

21 с.— 4-ю, через 21 - И = 32.— 
5-ю, через 32 -- 5 = 37 с.— 6-ю*). 

Закупорнвающий автомат покон- 
чит с 1-й бутылкой через 7 — 10 

17 с. и яшиь тогда сможет заняться 
2-й бутылкой (которая, тем самым, 
простоит наполнепная целую секун- 
ду). Со 2-й бутылкой он покончит 
через 17 -- 8 —25 с. (так что 3-я 
бутылка простоит в ожидании проб- 
ки уже 6 с.). Через 25 - 1 = 26 с. 
будет закупорена 3-я бутылка, через 
26 —4 = 30 с. 4-я. Тенерь заку- 
поривающий автомат мог бы заняться 
5-й бутылкой, но та, как мы знаем, 
сще не наполнена, поэтому автомат 
2 с. простоит без дела. Через 32 — 
-- 6 — 38 с. будет закупорена 5-я 
бутылка, а через ВО 

50 с., наконец, и 6-я. 

Постронм вспомогательную таб- 
лицу 2. 








*) Считается, что, наполнив бутылку, 
автомат может, не теряя ни секунды, начать 
наполнять саедующую. 


Ю 8 4$ 6 12 
к ^—— —д—— жж. 
#------- д —— —————————ч 
7 в Юл 25 30 37 50 
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Таблица 2 





5 ЕЕ 31--10=41 7--41=48 
23-- 8=31 16--31=47 
Ри: вася 
19-- 2=21 18-- 4=22 21--22=43 
| 21-511 =32 12-- 6=18 32-{-18=459] | 


Числа, стоящие в ес первом столб- 
це, уже зпакомы нам; здесь загисано, 
через сколько секунд автомат | на- 
полнит первую бутылку, первые две 
бутылки, первые три бутылки и т. д. 
Этот столбец получается последова- 
тельным сложением (сверху вниз) чн- 
сел, стоящих во втором столбце таб- 
лицы 1. Второй столбец таблицы 2 удоб- 
нее сначала читать снизу верх: в 
таком порядке, чтобы получился этот 
столбец, складывали числа из 
третьего столбца таблицы 1. Третий 
столбец 2 — сумма первых двух ее 
столбцов. 

Второй столбец таблицы 2 имеет 
следующий смысл: ссли бы автомат 
работал без простоев, то он закупорил 
бы все бутылки за 4] с.; если бы он 
закупоривал без простоев все бутылки 
начиная со 2-й, то потратил бы на это 
31 с.; на закупоривание без простоев 
всех бутылок, начиная с 3-й, нужно 
23 с. ИТ. Я. 

В нашем примере автомат П ра- 
ботал без простоев лишь после того, 
как в него попала 5-я бутылка. Она 
была туда подана (см. 5-ю строку 
таблицы 2) через 32 с. после начала 
работы автоматической линии; после 
этого автомат П работал 18 с., так 
что вся работа линии длилась 50 с. 
(см. третий столбец таблицы 2). 

В п. 5 мы вернемся к этому при- 
меру, а теперь покажем, как вычис- 
лить время работы автоматической 
23 


линии в общем случае — при условни, 
что порядок подачи бутылок на линию 
задан. 


3. Время работы 


автоматической линий 


В нашем примере 50 с. — это нан- 
большее число в третьем столбце 
таблицы 2. Это не случайно: спра- 
ведливо следующее 
Утверждение 1. Пусть 
времена наполнения и закупоривания 
бутылок задаются таблицей 3, и 
пусть бутылки попадают в автоматы 
именно в том порядке, в котором они 
указаны в этой таблице. Построим 
по таблице 3 вспомогательную табли- 
цу 4 (подобно тому, как выше, по 
таблице 1 была пострсена таблица 2). 
Тогда время работы автоматиче- 
ской линии равно наибольшему числу 
в третьем столбце таблицы 4. 
Доказательство. Проведем 
две горизонтальные прямые: Г и Ш 
(рис. 2.) На прямой Г отложим (сле- 


с а. а 
ТЕ ВЕ ЗИ 55 


2 р ра А 
5, 5, 5 5 
Р/4 ЕЕ ео 
В, к, И, вен, А, НН, Вы 
С, 
ь°=—щх 
А, А, А, 6 Е 
К и 
с. 


Рис. 2. 
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Таблица 3 





ва направо) отрезки Рь,Р,, Р.Р... 

....Ру-зРм (с длинами а,, а.,..., ах). 
На прямой 1] отложим (тоже слева на- 
право) отрезки Я.К\, Н. К ‚....НюКх 
(с длинами 6), Ь., ..., Ом). Точку Н, 
расположим при этом иа одной вер- 
тикали с Р,, и далее — при любом [, 
1] <:<М, —точку Н; будем распо- 
лагать на одной вертикали с более 
правой из точек Р;и К;_, (это со- 
ответствует тому, что автомат // на- 
чинает закупорнвать очередну:о бу- 
тылку, Когда она наполнена и когда 
закупорена предыдущая бутылка). 
Ортогонально спроектируем на гори- 
зонтальную ось времени # точки Ро. 


Р,...., Рм в точки 0, Л,...., Амин 
точку Кл в точку Тм. Ясно, 
что Т»— время работы — автомати- 


ческой линии в рассматриваемом на- 
ми случае. 

Длину отрезка А.Г» на оси # 
обозначим через С; #=1,..., А; тог- 
да Ти = А, -В С;. 


Е о 


А, = Е 


А. —- @з р’ а 


Ам—з т @м 2 == Ам 
Ам—2 Нам = Ам | 
Ам 1 9 = Ам 





ВЬЬ =В, А-В, 
Ву Ь, = В» } А, ТВ, 
В+ в = В, } ДЕ 


Вм-1 +6 2=Вл 
Вы бы 


ох 


Между отрезками Н,К,,Н.К,,... 

‚ НкКх на прямой // могут быть 
просветы, и точка Н; располагается лн- 
бо на одной вертикали с Р;, либо пра- 
все; поэтому С.>В,=6,-Н 6, + 
-.. о о Ты й, - 
- В; (= .. №). 

И самый правый из про- 
светов между отрезками Я.К,. Пра- 
все сго идут отрезки Н.К,, 
ИА. ‚ НхКх, образующие 
один сплошной (без просветов) отре- 
зок *) длипы В„. Так как Н; ме совпа- 
дает с К„-, (их разделяет просвет), 
то Н,„ лежит на одной вертикали с Р„ 
н А,. Итак, Тл=А,-+ В,. 

Таким образом, т равно макси- 
мальному из чисел А; + В, (1=1, 

‚№). Утверждение | доказано. 


Таблица 4 строится по заданной табли- 
це 3 чрезвычайно быстро: первые два столб- 





*) При этом может случиться, что п==^. 


Таблица 4 









|9 Е 


г =Вм_1 
В; 
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Табяаица 5 





Табанца 5' 





ца ее получаются (каждый) за М — 1 сло- 
женне, третий столбец — еще за № сложе- 
ний (всего, таким образом, ЗМ — ® сложе- 
ния). 


Итак, еслн порядок, в котором 
бутылки попадают на автоматиче- 
скую линию, задан, то время рабо- 
ты линии вычисляется быстро. Оста- 
ется научиться быстро определять по 
таблице 3 «наилучший» порядок по- 
дачи бутылок на линию, то есть та- 
кой порядок, при котором это зремя 
будет нанменьшим. 


4. Наилучший порядок 


Сначала рассмотрим случай, 
бутылок ксего дее. 

Пусть для одной из них времена 
наполнения и закупоривания равны 
аи, а для другой ссответственно с 
и 4. Какой тогда порядок лучше — 
указанный в Таблице 5 нли указанный 
в таблице 5? 

Время работы линни в первом ва- 
рианте (табл. 5) сбозначим чезез #. 
В обозначениях таблицы 4 для М =2 


Я =, В=ф-а 
А. п--- 6, Вы > а. 


когда 


Согласно утвержденею |1 время 
{ равно большему из чисел А, -- В, 
р д э —- Ва 
{ = мах (А, - В,, А. т В.) = 
= гтах (а Ра т ГВК 
Обозначнм сумму а В Тета 
через $. Тогда формулу для { можго 
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перенисать так: 


= тах ($ —с35— 65) = 
=э — ша (6, 6) 


(еслн от $ отнять меньшее из чисел Б 
и с, то получится большее из чисел 
$ —Би$— с. 

Аналогичная формула, разумест- 
ся, справедлива и для Г, где Ё — 
время работы линин во втором вари- 
анте (табл. 5’): 


Е = $ — ша (@, а. 


Итак, если пип (а, а) => 
то > Г. 

Другими словами, при № = 2 луч- 
ший порядок определяется по сле- 
дующему правилу: выберем нанмень- 
шее из чисел а, 6, си а; если это а 
нли а, то лучше первый вариант 
(табл. 5), если же это В или с, то — 
второй (табл. 5’). То ссть при № =2 
в таблице, указывающей лучший по- 
рядок, наименьшее из чисел должно 
стоять либо в левом верхнем, либо 
в правом нижнем целу. 

На случай произвольного № по- 
следнее предложение обобщается так. 

Утверждение 2. «Наилич- 
ий» порядок можно определять по 
следующим правилам. Выберем в тоб- 
лице 3 наименьшее из чисел а, б1,... 

ах, 6\*). Если это число равно ал, 
то В-ю бутылку нужно подавать на 
линию самой первой; если же это число 
равно 6,, то Ё-ю бутылку нужно по- 
давать на линию последней. Выяснив 
таким образом судьбу А-й бутылки, 
ме 5 К-ю строку из таблн- 
цы 3. Среди оставшихся чисел а, 6; 
(1 = 2= М, [= А) снова выберем наи- 
меньшее ь*). Если оно раено а, то Ё-ю 
бутылку отправим в начало очереди, 
а если оно равно 6, то {1-ю бутылку 
стправим в конец очереди (которию 
образуют все бутылки, кроме Е-п). 
И так 90 последней бутылки. 

Мы докажем утверждение 2 в 
п, 6, а сейчас применим утверждения | 
и 2 к нашему примеру. 


пил (5, 9, 





*) Если таких нанменьших чисел не- 
сколько, можно взять любое из них. 
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Таблица 1 





5. Численный пример 
(окончание } 


Нанменьышее из чисел. обозначающих 
времена в таблице |, равно 1. Это вре- 
мя закупоривания 3-й бутылки. По- 
этому отиравим 3-ю бутылку в самый 
конец очереди. Вычеркнем 3-ю строку 
из таблицы | и снова найдем нанимен+ - 
шее число. На этот раз оно равно Я — 
это время маполнения 4-й бутылки. 
По нашим правилам отправляем 4-ю 
бутылку в начало очереди. Продол- 
жая действовать так же, получим 
таблицу |. 

Сколько будет работать линия при 
новом порядке? Составим, как обычно, 
таблицу 2°. 

Максимальное число в ее 3-м столб- 
це равно 44. Это и есть время работы 
линии. По сравнению со старым по- 
рядком мы выиграли 6 секунд. 


Замечание: Переставим в табли- 
це Г последние 18е строки (хо есть поме- 
няем 3-ю и 5-ю бутылки). Первые четыре 
строки в таблииах Г н 2” при этом не нз- 
менятся, а последние двс станут такими, 
как в таблииах 1" и 2” на странице 26. 

Согласно утверждению | время работы 
линин будет по-прежнему равно 43 с. Такнм 
образом, может случиться, что несколько 
различных порядков — «нанлучииие». Утвер- 
жление 2 позволяет быстро найти один из 
ИК. 


6. Доказательство утверждения 2 


Выберем в таблице 3 какие-нибудь 
две строки, стоящие друг за другом, и 
поменяем их местамн (см. табл. 6 
и 6). 

Посмотрим, как изменится при 
этом таблица 4. Если мы переставим 
строки с номерами ги (Е 1), то при 
& < Ги при #>Е- 1 числа Л/ и 


Таблица 9" 











2 374 4—4 | 2541-43 | 

2 5=7 25--12=37 , 74-37 -= 44] 

ПЬ 7 15--10=25 14-25-39 

ПИ денек о ЗИ, ОИ: ко 
14- 9=23 7-85 | Зв 33 

23-11 =34 1 6=7 | ЗА 1=41 

34-- 3=37 ; | 37-+- 1=38 


ыы 
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Таблица |" Таблица 2“ 





23+- 3-28 611=7 { 267—383 | 
Г абеи=з | УР 6 | зб | 


$ посфоииаиинези Цаземяния я 





Таблица 6 Таблица 6" 











1 а | | 

ра | с "а | 
В, не изменятся. Изменения про- ваемых между собой вариантах обоз- 
изойдут только в строках с номерами начим через Т и через 7’. Тогда, 
РиЕ-- 1 (см. табл. 7и7’). согласно утверждению [, 

Тем самым | Т=тах (К, Н+4), 
А, + В, =(А,- 1 В.) нане-а, Т’=тах (К, НЕ). 

. ь— . ПА аа Ясно, что если {> Г,то ТТ”). 

Ар Вр (А-а Вы) Вне В п. 4 мы доказали, что #2 #/, если 

Ань В: = (А; + Виз) ра-нс-На, шт (а, ад =та (6, с. 


В ь Поэтому только что полученный ре- 

Ари-+- Ве (А; --Вуьз) На о -с- . 3 а ее с 

зультат можно сформулировать так: 

Обозначая А;_,--В;:. ВА Н Лемма. Выберем в таблице 3 две 

и используя формулы для {и Г’ из произвольные соседние строки (см. 
п. 4, находим 


тах (А-В, АВ) =Н-Ь 


- ь 1 } # : ь. Е < г 
тах (А; + В;, Ана--Ва) =Н-Е. *) Отметим, что если Ё> Г, то не обя- 
Наиболынее из чисел А, -- В» (при ОН ТР > ры ее 
АУ и КУ 1) обозначим через К. И О ме: 
Время работы линии в двух сравии- больше. 


Таблица 7 














А —1--а== Ар Вере = В А:--В 
А-Я . Ва 9= В: АН-ВЕ-1 
Таблица 7” 
А: + =; Вела -4= В А: В; 
А, -- а=А:_| ВоВ А -- В 





— 
а 


табл. 6). Если для них 
тт (а, а) = та (6,09, 


то эти строки можно переставить 
(см. табл. 6’), и время работы линии 
при этом не увеличится. 

Отсюда уже следует утверждение 2 
из п. 4. Докажем его. 

Начнем с двух простых замечаний. 

1} Порядок, к которому мы при- 
дем, применяя правила п. 4, не за- 
висит от того, в каком порядке бу- 
тылки были расставлены первона- 
чально. Поэтому достаточно дока- 
зать утверждение 2 в том случае, 
когда порядок, указанный в таблице 3, 
уже был «наилучшим» (точнее, од- 
ним из «наилучших» *). 

2) Допустим, что, последователь- 
но применяя правила п. 4, мы ре- 
шили (на некотором шаге) передви- 
нуть какую-то бутылку ближе к 
концу очереди: с Гго места на (= 
- $-е. Тогда это можно сделать в 
$ этапов: сначала переставить выб- 
ранную бутылку на (Е 1-е место, 
потом на (7 + 2)-е ит. д. То же верно 
и в случае, если мы должны передви- 
нуть какую-то бутылку ближе к на- 
чалу очереди: это также можно сде- 
лать в несколько этапов, меняя места- 
ми лишь рядом стоящие бутылки. 
Если убедиться, что на каждом эта- 
пе применима лемма, то тем самым 
будет доказано, что выполнение пра- 
вил п. 4 не увеличивает времени ра- 
боты линии. Согласно предыдущему 
замечанию только в этом и осталось 
убедиться, чтобы доказать утвержде- 
ние 2. 

Случаи, когда какая-то бутылка 
переносится в начало или в конец 
очереди, рассматриваются совершен- 
но англогично. Рассмотрим, напри- 
мер, второй из них. 

Пусть по правилам п. 4 решено на 
некотором шаге перенести какую-то 
бутылку с Ггосна (7 -- 3)-е место, и 
пусть на этом шаге 5-я и (7+ [)-я 
строки задаются таблицей 6. Тогда 
число ф является наименьшим среди 





*) См. замечание в конце п. 5. 
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чисел, обозначающих времена напол- 
нения и закупоривания для всех бу- 
тылок, еще не расставленных к этому 
моменту на свои окончательные места. 
В частности, В = та (а, 6, с, а. 
Тем самым, пит (а, 4) =: пи (6, 6). 
Значит, лемма применима. Точно так 
же доказывается, что она применима 
на любом этапе. Таким образом, до- 
казательство полностью закончено. 


Упражнения 


1. Вп. Змы подсчитали, что если порядок 
подачи бутылок на автоматическую линию 
задан, то время работы линии вычисляется 
за ЗМ — 2 сложения (где № — число буты- 
лок). А сколько действий нужно произвести 
для определения «иаилучшего» порядка? 

Если называть вдействием» выбор наи- 
меньшего числа в таблице из двух столбцов 
ин произвольного числа строк, то потребует- 
ся М действий (см. утверждение 2 в п. 4). 
Пока № невелико, данное определение «дей- 
ствия» разумно, например, можно счнтать, 
что при составлеини таблицы 1" по таблице | 
в п. 5 мы действительно потратили № дей- 
ствий (№ = 6). При больших № нахождение 
иаименьшего числа в таблице явно переста- 
ст быть элементарным актом, так что «дей- 
ствием» разумнее назвать сравнение двих чи- 
сел (и выбор меньшего из них). Сколько та- 
ких действий-сравнений требуется для оп- 
ределения наилучшего порядка? 

2. Можио рассматривать «задачу о бу- 
тылках» не для двух, а для п автоматов. 
(В математической литературе решениая в за- 
метке задача известна под названием «зада- 
ча Джонсона для я = 2».) 

При л> 2 (даже при п == 3) эта зада- 
ча до сих пор не решена. Во многом это объяс- 
няется следующим. При п— 2 добавлеине 
(№ - 1-й бутылкн к № бутылкам, уже рас- 
положенным наилучшим образом, не влияет 
ка взаимный порядок первых ЛМ бутылок, 


. При п>> 2 это перестает быть верным: уже 


при л = №-=3 можно так задать времена 
а, 6, 2 (-=1, 2, 3) обработки трех бу- 
тылок тремя автоматами, что «в присутствии 
3-й бутылки» 1-я бутылка должна подавать- 
ся на линию раньше 2-й, а «в отсутствие 
3-й бутылки», наоборот, 2-я бутылка долж- 
иа подаваться на линию раньше 1-й. Привс- 
днте пример, подтверждающий это. 

3. Проверьте, что при п == 3 бутылки, 
расставленные «наилучшим образом», по- 
даются на каждый из автоматов в одном 
и том же порядке. При п >> 3 это уже не обя- 
зательно так: чтобы сделать время работы 
линии наименьшим, может иногда поналдо- 
биться отставить в сторону очередную бу- 
тылку, обработанную некоторым автоматом 
А, и на следующий автомат В подать се уже 
после бутылки, которая выйдет из автомата 
А позже этой. Приведите соответствующий 
пример, 


РУ 
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С корнем квадратным — 
сквозь историю 


\/2 =1.41421356231309504 





Совокупнссть цифр — эта  бес- 
крайняя азбука весьма выразитель- 
ного языка математики — вот уже 
тысячелетиями поражает воображение 
человечества. Традиция интереса к 
очень крупным числам восходит, по 
крайней мере, к Архимеду, который, 
решив определить, сколько несчи- 
нок может поместиться во Вселенной, 
разработал систему классов и поряд- 
ков арифметических величин. Он да- 
же предложил принципы, с помощью 
которых можно «придумывать» на- 
звания сколь угодно больших чисел. 
Однако интерес к квадратному 
корню из двух, видимо, возник еще 
раньше. В собрании Вавилонских 
исторических — ценностей, храня- 
щехся в Иельском университете 
(Нью-Хейвеси, штат Коннектикут), 
есть круглая глиняная табличка, от- 
нссящаяся к 1750 г. до нашей эры. 
На ней изображен рассеченный дна- 
гоналями квадрат и четкими клино- 
поснымн знаками выписаны три 
цифры (см. фотографию). Когда их 
прочли, стало ясно, что без малого 
четыре тысячи лет назад в Вавилоне 
умели определять днагональ квадра- 
та по его стороне, умножая се длину 
на квадратный корень из двух. Циф- 
ры на табличке как раз н представ- 
ляют собой эту величину, выведенную 
с точностью до пятого знака: 1, 24, 
51, 10. Ну что ж, это совсем непло- 
хое приближевие к истине, ведь 
| -:- 24/60-- 51/60*-- 10/60*- 1,41421. 
Невольно хочется ловторить: это 
подсчитано в ХУП[] веке до нашей 
эры! 
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За пять столетий ‘до нашей эры 
школа Пифагора сделала одно из 
величайших математических откры- 
тий. Пифагорейцы пытались доказать, 
что любое число может быть выведе- 
но путем сложения, вычитания, ум- 
ножения и деления положительных 
целых чисел. А корень квадратный 
из двух — число иррациональное и 
конечным числом таких операций не 
получается. Это и было обнаружено 
последователями Пифагора. Однако 
они любили всяческую секретность 
и «законспирировали» свое открытие 
на долгие годы. 

Его доказательство впервые по- 
явилось в «Началах» Евклида около 
300 г. до нашей эры. А затем прн- 
мерно в 140 г. нашей эры Теону из 
Смирны удалось разработать интс- 
реснейший алгоритм вычисления 
корня квадратного из двух; этот ал- 
горитм стал предтечей всей методики 
нспользования непрерывных дробей. 

В Х[Х веке математик Дж. М. 
Бурман довел вычисление квадрат- 
ного корня из двух до 486-го деся- 
тичного знака. Его победа, добытая 
«голыми руками»,  омрачается тем, 
что в 316-м знаке Бурман допустил 
ошибку, н далее сего вычисление уже 
неверно. 

В последнее время интерес к по- 
добным операциям стал не только 
данью традиции. «Неупорядоченные» 
величины, вроде корня квадратного 
из двух, могут служить для модели- 
рования случайно происходящих мас- 
совых явлений, например возникно- 
вения и исчезновения рыночного 





спроса, характера движения машини 
на шоссе в часы «пик», числа телефон- 
ных вызовов в болыцой сети, для 
составления расписания прибытия са- 
молетов. Все это входит в круг мате- 
матической теории © прозаическим 
названнем «теорня массового сбелу- 
живання». 

Математикам необходимо знать, 
появляются ли где-либо в этой ве- 


личние УЗ такие последовательности, 
как, например, 7, 7, 7, 7, 7 или 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Подобные со- 
бытия теория пока предсказать не в 
силах, так что приходится добиваться 
ответа эмпирически, путем прибли- 
жения и приближения к истине. По- 
этому с момента появления скорост- 
ных электронных  Рычислительных 
машин математики не жалели сил и 


довели вычисление У2 до стотысяч- 
ного знака. Недавинм достижением 
была титаннческая работа сотруднн- 
ка Отдела математических методов в 
инженерном деле при КолумбиЁском 
университете профсссора Жака Дут- 
ки (Нью-Йорк). Он специально раз- 
работал совершенно новый алгоритм 
и подсчитал величину пресловутого 
корня до миллион восемьдесят вто- 
рого десятичного знака! Это наибо- 
лее длинная из всех вычисленных 
величин за всю историю математики. 

Хотя алгоритм профессора Дутки 
и рассчитан на эффективное и быстрое 
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На фотографии вы вндите глиняную таб- 
личку, которой около четырех тысяч лет. 

. Она хранится в Вавилонской коллекции 
Иельского университета. На ней в шести- 
десятиричной системе счислення, принятой 


н Вавилоне, заинсан у’? с точностью до 
пятого знака. 


вычисленуе, мощная ЭВМ «‹ИБМ 
360-91» потратила на эту работу со- 
рок семь с половиной часов машин- 
ного времени. А ведь обычно решение 
даже сравнительно сложных задач 
отнимает у современной ЭВМ если 
не секунды, то лишь минуту. К это- 
му нужно добавить сотни часов, ушед- 
их У групны сиецналистов, состав- 
лявших программу для вычислений. 
В напечатанном виде результат ра- 
боты Дутки занимает книгу в двестн 
одну страиниу сжатого текста — 5000 
десятичных знаков на каждой стра- 
ниЦе. 

Теперь Дутка и его сотрудникв 
намерены заняться числами л — от- 
ношением длины окружности к диа- 
метру — и е — основанием натураль- 
ного логарифма. Этн «орешки» будут 
еще труднее, чем корень квадратный 
из двух, но к л математики испыты- 
вают прямо-таки «историческую неж- 
ность, а е — одна из важнейших 
констант во всей системе исчисления, 
во всей высшей математике. 





{Тре 5сепсез, Аи — Зер\, 1971, с. 25 — 96, 
перевод и переработка Б. Н. Сидкина) 
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Математическия кружок 





дл Ею Площадь под гиперболой, 
логарифм и экспонента 





1. Введение. 
Определение логарифма 


Показательная функциях -—= а* 
изучается в школе после нескольких 
обобщений операции возвышения в 
степень: сначала определяются сте- 
пени с натуральным показателем, за- 
тем с рациональным н, наконец, с 
нррацнональным показателем. ° Ло- 
гарифм определяется затем как функ- 
ция, обратная показательной. 

Мы поступим иначе: начнем сразу 
с определения логарифма, а потом пе- 
рейдем к оСратной функции — «экспо- 
ненте». Определение, которое мы сей- 
час дадим, позволит наглядно изу- 
чить основные свойства этих функций 
и получить оценки, особенно важные 
для физических приложений, а также 
продемонстрировать один из часто 
встречающихся в математике спосо- 
бов построення новых функций по 
уже известным. 

Такой известной функцией послу- 


1 
жит нам функция х———, график 


1 
которой и =-_ — знакомая вам гипер- 


бола. 

Определение. Пусть 6 — 
положительное число. Обозначим че- 
рез |1 Ь число, модуль которого ра- 
вен площади фигуры, ограниченной 


графиком функции у =—-, осью 


абсцисс у=0О и прямыми х-=1 
и х == 6, а знак — плюс, если $ > 1 
(рис. 1, а), и минус, если 6<1 
(рис. 1, 6); если В = 1, то м ф =: 0. 
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Функция 8 — п В называется нату- 
ральным логарифмом. 

Мы увидим скоро, что шф дей- 
ствительно есть логарифм числа 6 
по основанию е, где е =: 2,71828... — 
замечательная математическая кон- 
станта, о которой уже рассказыва- 
лось в «Кванте» (см. статью „Т. Г. Л н- 
манова «О числе еи ль в № 5 за 


1972 г.). 
Для тех, кто знаком с понятием 
интеграла (например, по статье 


Ю. И. Ионина в «Кванте» № 9), наше 
определение логарифма можно сфор- 
мулировать так: 

ел 
—; ах, если >, 


—— 
>" 
— < 


16 = +0, если б=1Т, 


= 4х, есяи 0<$<1. 
Ь 


|= 


Мы будем иногда ссылаться на 
статьи «О числе е» и «Интеграл», но 
лишь для сопоставления: предвари- 
тельного знакомства с ними от чита- 
теля не требуется. Читателю, который 
хотел бы детально и строго просле- 
дить за всеми рассуждениями и ре- 
шить задачи (а в них заключена зна- 
чительная часть содержания статьи), 
потребуется знание основных свойств 
действительных чисел *). Однако ста- 


*) См., например, пробный учебник 
Б. Е. Вейца и И. Т. Демидова 
«Алгебра и начала анализа», 9 класс, М., 
«Просвещение», 1969. 
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Рис. 1. 

тья написана по возможности так, что- 
бы  осцовные факты, касающиеся 
свойств логарифма и экспоненты, мож- 
но было понять, пользуясь лишь нз- 
ивными представлениями о действи- 
тельных числах, непрерывности, пре- 
деле и т. п., не вникая в тонкостн, 
связанные со строгими определения- 
ми этих понятий. 


2. Площадь 


Одно из понятий, которое сле. 
довало бы строго определить, — это 
понятие площади. Действительно, 
нужно объяснить, что мы понимаем 
под площадью «криволинейной тра- 
пеции» (см. рис. 1). Ведь в школе 
речь идет только о площадях много- 
угольника, круга н его частей, а 
наша трапеция с одного бока огранн- 
чена гиперболой. 

Здесь мы ограничимся замечани- 
ем, что площадь — это Фуикция, ко- 
торую можно определить на достаточ- 
но широком классе фигур (в этот 
класс включаются и многоугольники, 
И все выпуклые ограниченные фигу- 
ры, и наша ‘«трапеция») так, чтобы вы- 
полнялись условия: 

1) площадь. любой фигуры — 
число неотрицательное; 

2) площади равных (конгрузэнт- 
ных) фигур равны; 

3) если фигуру разрезать на две 
части, для каждой из которых 
площадь определена, то сумма этих 
площадей равна площадн всей фи- 
гуры, 


Рис. 2. 

4) площадь прямоугольника со 
сторонами а и В равна аё. 

Описывать класс фигур, для ко- 
торых можно определить такую функ- 
цию $, мы не будем, но докажем, что 
условиями 1—4 площадь $5 «кривс- 
линейной трапеции» ах; 0<у< 


1 
= - (рис. 2) определяется однозначно. 


Для этого разделим отрезок {а, 6] 
на п равных частей н построим дЕе 
«лестницы» — ступенчатые фигуры, 
состоящие из прямоугольннков с ос- 


—а 
нованнями —— наоси Ох, из кото- 


рых одна содержит нашу криволнней- 
ную транецию, а другая содержится в 
ней (рис. 2). Пусть 5, и 5$, — пло- 
шади этих «лестниц» *). Ясно, что 





5, <$< 5’. С другой стороны, 
ясно, что 
. . фра, _ Е 
9—5 н= п (а к ет 


то есть при достаточно большюм л 
разность между 5” и $, может быть 
сделана сколь угодно малой. Поэтому 
существует только одно число 5, 
заключенное между 5’ и 5, при всех 
п (отсюда следует также, что обе по- 
следовательности $, и 5’ с ростом п 
приближаются к $, то есть, что $ 
является их общим пределом). 





*) Этн площади мы умеем определять 
с помощью условий Зи 4. 
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Рис. 4. 


Итак, определение площади «тра- 
пеции» под гиперболой, а с ним и 
определение функции у = шх уточ- 
нено. 

Теперь мы выведем основное свой- 
СТЕО натурального логарифма. 


3. Основное свойство 
натурального логарифма 


Это свойство выражается форму- 
лой 
[пхх. = шх, — Шх, (1) 
(при х,>0 и х,>0) 
н означает, что натуральный лога- 
рифм произведения равен сухме 
натуральных логарифмов сомножи- 
телей. 

Прежде чем доказывать формулу 
(1), установим одно важное свойство 
криволинейных трапеций для функ- 

1 


ЦИИ у = а 


Обозначим через $ [А, В] пао- 
щадь криволинейной трапеции с вер- 
шинами А, В (рис. 3). Тогда, если 
Ь >а>0 и А — произвольное по- 
ложительное число, то (рис. 4) 

$ [а, 6] = $ [1а, #1. (2) 

Для доказательства рассмотрим 
преобразование плсскостн, состоя- 
щее в растяженни в А раз от оси Оу 
и в сжатии в А раз к оси Ох, то есть 
преобразование, переводящее точку 


-# рис. 5). Легко 


видеть, что это преобразование пе- 
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(х, 9) в точку (вх, 


Рис. 5. 


реводит красную трапецию в голу- 
бую (рнс. 4). В самом деле, если точка 
(х, у) принадлежит красной трапе- 
ции, то азхзфн О =лху = 1, но 
тогда Ка < Ах Аи 05 (йх)-- <! 

=“) принадлежит 
голубой трапеции. Наоборот, если 
(=. =)- некоторая точка голу- 


то есть точка (>, 


бой трапеции, то (х, и) —точка крас- 
ной. 

Заметим теперь, что при нашем 
преобразовании площадь любой фи- 
гуры не меняется. Действительно, 
так как не меняются площади пря- 
моугольников со сторонами, парал- 
лельными осям координаг (основания 
таких прямоугольников умножаются 


1 
на А, а высоты — на =), то не ме- 


няются и площади ступенчатых фн- 
гур, вписанных в криволинейные тра- 
пеции, н, следовательно, площади са- 
мих криволинейных трапеций. 
Итак, $ [а, 61| = 5$ [Ра, АЁЬ]|*). 
Далее, вы без труда докажете, что 
$ [а, в] = шь — та (рис. 6). Но 





*) Те, кто читали статью про интеграл, 
конечно, заметили, что это равенство сразу 
проверяется с помощью «изменения масшта- 
ба» по х: 


ь 
р и 
х х 


ра 





Рис. 6. 


тогда 

т — па= мА — па. (2’) 

Хотя пока эта формула доказана 
лишь при В >> а, она справедлива для 
любых положительных а и 6: ведь 
при а > 5 верно равенство 

тпа— пё = м Аа — № #6, 
равносильное (7). 

Основное свойство логарифмов 
сразу получается из (2’). Достаточно 
положить б=х,, @=1, =х,. В 
частности, при х, = хр! = х полу- 
чаем | 


} 
шпх —]п а (3) 
Из основного свойства (1) легко 
выводятся следующие формулы: 
7%. Жем. Аб 
= пл, + шх. -+ ... + Шх,, (4) 


х 
шп = 
Х. 


пл, — 11452. (5) 


Они понадобятся нам в дальней- 
щем. : 


4. График функции хх 


Формула (1) позволяет уточнить 
поведение функции у = пх. Прежде 
всего убедимся в том, что |п х кеогра- 
ниченно возрастает при возрастании 
х. Действительно, так как Ш2>0 
нвсилу (4) п 2” = ш (2-2. ... 2) = 
= о-в ИЯ Г =. С Ма 

п т2, то [п 2" при увеличении п 


3 Квант №6 


БЕр:/Куап?.тссте.ги 


а 6! 


возрастает неограииченио, а это и 
означает неограниченное возрастание 
функции и = мх (в самом деле, 
шх>нш2 при х>> 2" — монотон- 
ное всзрастанне функцин шлх вы 
без труда докажете самн). 
Исследуем теперь поведение лога- 
рифма при х, баизких к 0. Так как 


аа — 11 2* = —я 12, 


п 


\ 
то при 0«х<- получаем тхх 


< — п ш2, то есть при достаточно 
малых х значение логарифма может 
быть сделано сколько угодно большим 
по модулю отрицательным числом. 
Теперь мы можем нарисовать 
примерный график и = шх (рис. 7. 





Рис. 7. 
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Рис. 8. 
5. Экспонента 


Можно доказать, что функция, изу- 
ченная намн в предыдущих парагра- 
фах, принимает все действительные 
значения *). Ирн этом каждое зна- 
чение принимается, конечно, ровно 
один раз, то ссть при любом х урав- 
ненне пу = х имеет единственное 
решение. Для числа у, являющегося 
решением этого уравнения, принято 
обозначение 


= ар 
Получившаяся новая’ функция 
х— ехрх, обратная к функции 
х—> шх, называется  экспонентой. 


Заметим, что по определению экс- 
поненты справедливо равенство 

схр (шх) = № (ехрх) = х. (6) 

График у = ехрх  симметричен 
трафику у= шлх относительно пря- 
мой и = х. В самом деле, поскольку 
у = ехр х равносильно у = х, то 
трафик экспоненты получается из гра- 
фика логарифма преобразованием 
плоскостн, при котором точка (х, у) 
переходнт в точку (и, х), а это преоб- 
разование — симметрия относительно 
прямой и =х (рис. 8 **)). 





*) Мы не будем этого доказывать, но 
заметим, что это почти очевндно «из сообра- 
жений непрерывности». Строгое доказатель- 
ство этого факта можно провести примерно 
так же, как доказательство существования 
Иа для любого а 0. 

**) Для того чтобы убедиться в правиль- 
вости этого рисунка, вам следует доказать, 
что т хх при всех х>> 0. 
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Таким образом, экспонента — воз- 
растающая функция, определенная 
на всей числовой прямой — со <х < 
< - © и принимающая положитель- 
ные значения. Кроме того, экспонента 
принимает сколь угодно большие зна- 
чения при неограниченном возраста- 
нинхи стремится к нулю при х, стре- 
мящемся к — 00. 


6. Основное свойство экспоненты 


Это свойство выражается следую- 
щей формулой: 
ехр (ха - х.) = ехр х. - ехрх.. (7) 

Для его доказательства восполь- 
зуемся основным свойством нату- 
рального логарифма ин соотношением 
(6). Так как п уу, = Ши, -—- Шу., 
то для и = ехрх, и у, =ехр х, 
получаем ш уу. = х, -- х., то 
есть 95, - у. = ехр (5х, г х,) или 
ехр х, ‹ ехр х. = ехр !х, + х,). 

Из основного свойства ехр (или из 





соответствующих свойств функции 
11) легко вывестн, что 
ехр (--х) = 
вхрх 
н 
взр МЕ = = 
=ехрх, : ехрх, ... - ехр х,). 


Обозначим число ехр|! через е. 
Доугими словами, е— это решение 
уравнения ше= 1. 

Пользуясь основным свойством 
экспоненты, мы докажем, что для ра- 


т 


Прежде всего при натуральном #1 
ехр ! =ехр (1--14,.. += 
бр, 1 25р 1. сс бр 1 == 
] = 
схрт = "ет = 





и ехр (—1) = 
Итак, ехрт=е”" при любом це- 


лом т. 
Кроме того, при натуральном п 


все оч ИН 


ен...) 


=ехр | =е, 


то есть 
п 


ехр № =Уе. 
п 


Для произвольного рационального 
т 
Хх (где п)>0, ш и п целые) 


получаем 
ш 


: пы, ий А 
ехр == ехрт) = {} 2} =”, 


то есть ехрх=-2* при любом рацио- 
нальном х. 

Если же а. — иррациональное чнс- 
ло, то формулу е?-=зехра удобнее 
всего считать определением степени 
числа г с показателем а. 

Таким образом, для всех х 


ехр х = е*. {8) 


Из последнего равенства и соот- 
ношения (6) следует, что логарифм 
данного положительного числа х — 
это показатель стеиени, в которую 
нужно возвести число е, чтобы полу- 
ЧИТЬ ЧИСЛО х: 


айх — ехр шлх =, 


7. Показательные функции 
и логарифмы 
с произвольным основанием 


Теперь мы можем определить 


у-- а* при любом а>0, а=1, 
и любом х, положив 
а‘ = ехр (х па) = ета, 


а также логарифм числа х>0 ио 
основанню а, положив 


1х 
Тових =: ——. 
Би“ па 


Легко убедиться в том, что для 
этнх функций выполнены 1е же ос- 
новные свойства: 


охеНх а с . ах», 
Оба Хах: == Юл, -- Юва. 
{при х, >0, х, >0) и 
ах -- Хх. 
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Мы предлагаем читателю само- 
стоятельно убедиться в том, что этн 
определения совпадают с традицион- 
ными. Но в дальнейшем мы будем за- 
ниматься такими свойствами лога- 
рифмов и экспоненты, где существен- 
но, что в роли основания берется имен- 
но число е, а не какое-то другое, 


8. Скорость изменения 
показательной функции и логарифма 


До снх пор мы говорили о свой- 
ствах логарифмов н показательных 
Функций, которые известны из школь- 
ного курса. Сейчас речь пойдет о 
таких сеойствах, которые связаны со 
скоростью нзменения этих фулкний н 
которые ссобенно важны для прило- 
жений в физике. 

Начнем с некоторых определений. 
Приращением А функции Хх /() 
на отрезке [х,, х,| называется раз- 
ность АРА) —[РОо, — прира- 
щением аргумента — разность Ах - 
= х,—хо. Отношение а — КО) 

х Хх, — Хь 
естественно называть гредней ско- 
ростью изменения функции Хх -— } (5) 
на отрезке |лхь, х,| {если х — время, 
а {(лх) — путь. пройденный движу- 
щимся телом к моменту х, то < 
средняя скорость движения за про- 
межуток времени от хо до х,). Пусть 
теперь хз фиксировано, а х, прибли- 
жается к хь. Если при этом отношение 
А 


—х стремится к некоторому  пре- 


делу, то это предельное значение — 
«мгновенная скорость» изменения 
функции в точке лх, — называется 
производной функции х-—}(х) в точ- 
ке х, и обозначается через }’ (х.). 


Значение производной — характерни- 
зует поведение функции вблизи 
Точки Хо. 


Производная имеет наглядный гео- 
метрический смысл. Пусть М, — точ- 
ка графика и = } (х), соответствую- 
щая х =- хь, то есть точка с коорди- 
натами (хо, } (хо)), №, — точка (х,. 
Ра )). Проведем прямую А М,. Уг- 
ловой коэффициент этой прямой, 1о 
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Рис. 9. 


есть тангенс угла ее наклона к оси 
Ох равен (рис. 9) 
Го) — Го»). 


Хх: — Хо 


41а = 


Когда точка х, приближается к 
Х‹, секущая стремится к предельному 
положению — к касательной,  про- 
кеденной к кривой у = }(х) в точке 
Хх. Таким сбразом, значение произ- 
водной при х = х, равно угловому 
когффициенту касательной к графику 
в течке (хо, [ (хо). 

Попробуем вычислить «мгновен- 
ную» скорость изменения для функ- 
ции } (х) = шх. Ее приращение на 
отрезке [х,, х,| равно 

д №1 
пх, — Шлхь = п ъ- 
Я — %№ 
= т [1 ти Зе | 
поэтому 


: а-я) з 
ие -& -® 


1х, — хо 
м № 
где 


р 1 — Хь 
Хо 


Ксгда х, стремится К хо, величина 
й стремится к 0. Таким образом, сс- 
тается выяснить, как ведет себя от- 


(1-й) к 
ношение ——^—^ при малых п. 


Из нашего определения логариф- 
ма, как мы вскоре увндим, легко по- 
лучаются оценки, из которых следу- 
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ет, что при приближенни й кнулю ве- 


т (1-- 2 
личина ИЕ приближается к 1, 


то есть 
шт (Е А = 1 (при малых }). (10) 


Эту очень важную для прибли- 


женных расчетов формулу можно пе- 
реннсать еще так: 


ехр Я => 1 -+- А (при малых #). (11) 
Отсюда мы выведем ссновные фор- 


мулы для скорости изменення лога- 
рифма и экспоненты: 


(ху =- (12) 


и 
(ехрх)’ = ехрх. (13) 


9. Оценки натурального 
логарифма вблизи единицы 


Вэг одно из основных свойств 
логарифма: 


р м" 53 
дей |= 


Хх! 





4 
< На(+х)|<|*|. (14) 


Для доказательства этих нера- 
кенств прн х > 0 достаточно срав- 
нить площадь криволинейной тра- 
пеции АВСО с площадямн двух пря- 
моугольнков АО’СВ и АОСВ 
(рес. 10). Действительно, площадь 
криволинейной трапеции равна 
т (1-х), площадь 


х--1 











АД’СВ равна 








Рис. 11|. 
АВ-ВС=Х- площадь АРС’В 
равна АВ . АВ =х-|=х. 


При —1 < х< 0 доказательство 
проведите сами. 

Неравенства (14) позволяют оце- 
нить среднюю скорость изменения ло- 
гарифма (9) так (х, > ху: 


Пе 
^ № = 
хх —х 
[1+9 
№0 | 
А о об 
х1 — № % 


Поэтому при х,, стремящемся к 


1 
Хо, средняя скорость стремится к —. 
© 


Тем самым формула (12) для произ- 
водной логарифма доказана. Итак, 
мы доказали существование касатель- 
ной к графику функции у = шх в 
каждой его точке н обнаружили, что 
при х = х, тангенс угла наклона ка- 


; 1 
сательной равен —. 
о 


Для нахождения углового коэф- 
фициента касательной к графику экс- 
поненты воспользуемся тем, что этот 
график получается из графика лога- 
рифма симметрией относительно пря- 
мой у==х. Из рисунка 11 видно, что 


л ь 
%-+Р=--, а так как ао — угол 
наклона касательной к графику ло- 


гарифма в точке хо, ус, то 1 и =-—- 
з 
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Окончательно получаем 
ыыы д \ 1 у 
ив — (5 — № == а 


то есть угловой коэффициент каса- 
тельной к графику экспоненты при 
любом х равен значению экспоненты 
в точке х. Тем самым мы доказали 
и формулу (13). 

Подчеркнем, что обе эти формулы 
справедливы именно для натураль- 
ных логарифмови показательной функ- 
ции с основанием е. Для других по- 
казательных функций скорость из- 
менения в точке не равна, а лншь про- 
порциональна значению в точке ху 
(см. задачу 8). 

Вернемся еще раз к неравенству 
(14). Из него сразу же вытекают при- 
ближенное равенство (10) и эквивалент- 
ное ему (11); ведь при |х|<1 
величина х” значительно меныше х 
(например, при |#|< 0,1 относи- 
тельная погрешность формул (10) 
и (11) не превышает 1%, то есть 
отношение левой части к правой от- 
личается от |] не более чем на одну 
сотую). 

Из этого же неравенства (14) не- 
трудно вывести замечательную фор- 
мулу для числа е: 


: | [А 
е— ит (1 А | 
п-с 1 


и более общую формулу для экспо- 
ненты 


ехрх — Шт (1 +=) @5) 


(см. задачу 1); другое доказательст- 
во Этих дм было приведено 
в статье «О числе е и м!. 


10. Разложение экспоненты в ряд 


Формула (15) предыдущего пунк- 
та неудобна для вычислений, так как 
для обеспечения достаточной точно- 
сти приходится брать очень большие 
значения п. | 

Здесь мы выведем другое выра- 
жение для экспоненты, представив 
ее в виде суммы бесконечного ряда 
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слагаемых 
х х : 
| - я т 
г 
Ру... (16) 


подобно тому, как бесконечная гес- 
метрическая прогрессия 1-х х? + 


-... представляет при |х]|<1 


функция и -- — 





х 


Такое представление удобно по 
двум причинам. Во-первых, для вы- 
числения экспоненты с высокой точ- 
ностью (например, при, составлении 
таблиц) но формуле еж 1 -х-- 

: Ня 
-= т ааыаНЕ — хватает сравнитель- 
но небольшого числа, слагаемых и, 
во-вторых, это разложение позволяет 
глубже изучить экспоненту (напрн- 
мер, доказать иррациональность чис- 
лае (см. задачи 11, 12). 


Мы ограничимся доказательством 

формулы (16) при х>0. 
х п 

Итак, пусть Г, (х) = +=) и 


5. =-+х+ №... 4-2. Мы 


должны доказать, что 
Ит5, (х) ==ехрх. 
По В бинома получаем 














‚ пп) >, 
(1 += = ВИ = 1-2 пт 
п(1— 1)..." 2, р 
п В ет 
(-=) 
ы -_) п 
д. Хх хх з. -- ы ть . -: 
К ля 1-2 
1 | Е—] 
(1-=)-.-0-—* )_ 
| ны 
р Г ее. 
хп 


Числа, стоящие в правой части 
этого равенства в круглых скобках, 
все меньше единицы. Если их заме- 
нить единицами, то правая часть уве- 
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лнчится, так что 
Та() = (1+ = $. («) (17) 


С другой стороны, отбрасывая 
в правой части неравенства все сла- 
гаемые, кроме Ё первых, получим 


х \" й [ |] \х2 
(1+) >1+%+ (1-ти + 
: Е] 2 
Аа +(1 —п)(! —=). 
т А х^ 
ый в] 
Пои Е постоянном и л, стремя- 
щемся к сю, правая часть этого не- 
равенства стремится к $,(х), по- 


скольку каждый из сомножителей в 
круглых скобках стремится к 1, а так 


холм 
как [1-- = | стремится к ехрх, то 


ехрх_> 5, (х) 


при любом №, то есть последователь- 
ность $, (х) ограничена, н (при х>>0) 
возрастзет. Следовательно, она имеет 
предел, причем 


х2 3 
Рыто За (х) = хе + 
В+ со . . 
а | 
ты о це =ехрх. 


Кроме того, из неравенства (17) 
получаем, переходя к пределу при п, 
стремящемуся к ©°, что 


Им $; (х) 2=ехрх. 


п-с© 
Итак, 
. 1 х? р х” 
ехр х = хе каре - 
Задачи 


1. а) Докажите неравенства 

















< [11 


(х > — п; л — иатуральное). 
6) Выведите из этнх неравенств формулу 


п 


, х 
ехр х = Ни: (1 +=) . 


п-© 


.. тре 
2. Найдите пределы: а) Иту п; 
лп>со 
шп шп 


6) бт; в) ит; г) Им =. 


3. Найдите площади и 
трапеций для функций и = а” иу-= [964 х 
4. Найдите пределы: а) Ит т. 

по" Т 
1 1 \ 
ЕТ} 


ем 
пе ПН 5 + Тизнахи 


5. Докажите, что 


1 | } 
Е МИ 


6. Докажите, что последовательность 
1 | | 


Е р 
— т (п-т [) имест предел. 
| 1 
7.. Докажите, что [— 5+ = 
| О 
а ее = 19. 


8. Найднте угловые коэффициенты ка- 
‹ательных к кривым и == а” ву Юр х 
3. Найдите предел 
. п 
Нти(ра— 1). 
п-х 


10. Используя геометрическое опреде- 
ление логарифма, докажите при х>> 0 ве- 


5 ` 
равенства 9 г <ш(1 1-х) < 5 т т, 


выведите отсюда, чта 


х? . `х 
х—>5 <и0 < х——5 4+2. 


ы 
Докажите, что 0«е* —[1 Хх 





‚ п \ пех 
р -.----^ ] — при х>0. 


2 д {п -- 1! 

12. Пользуясь неравенствами предыду- 
щей задачи, докажите, что число е а) нр- 
рационально; 6) не является корнем пвика- 
кого квадратного уравнения ах? -1- фх-- с -- 
== 0 с целыми коэффициеитами (а >> 0}. 


Бар:ИКуапытссте.ги 


Задачи 


1. На плоскости нарнсован 
треугольник АВС н проведе- 
ны две пересекающиеся пря- 
мые. Точки Ри О движутся 
равномерно по этим прямым, 
причем точку пересечения 
прямых онн проходят не 
одновременно. В каждый мо- 
мент времени строится точ- 
ка К такая, что треугольник 
РО подобен треугольнику 
АВС, причем преобразова- 
ние подобия сохраняет ори- 
ентацию треугольника. 

Найти геометрическое 
место точек К. 

2. Обозначнм через 
Ф (п) количество натураль- 
ных чнсел, меньших л и вза- 
имно простых с л. 

Выразить через ф (п) 
количество правильных 
эвездчатых многоугольни- 
ков (то есть самоперссекаю- 
щихся многоугольников, все 
стороны которых равны и все 
углы равны). 

3. Точка Р лежит на 
окружности, описанной во- 
круг правильного (29 - 1)- 
угольника, причем Р лежит 
между вершинами А, и 

п +1. 

Доказать, что сумма рас- 
стояний от точки Р до вер- 
шин с нечетными индексами 
равна сумме расстояний от 
нее до вершины с четными ин- 
дексами. 

4. В треугольниках 
АВСи ЕР дано, что АВ = 
= РЕ, АС = РЕн«ВАС> 
>> «ЕБРЁЕ. Доказать, что 
< АВС меньше, равен или 
больше, чем <РЕЕ, в зави- 
симости от того, будет ли 
сумма 4 АСВ-- «РЕЕ мень- 
ше, равна вли больше 180^. 

5. Диагонали четырех - 
угольника АВСР пересе- 
каются в точке 0. Дока- 
зать. что если В0-= ОР в 
АВ-- ВС = АР- ШОС, то 
этот четырехугольник или 
является параллелограммом, 
или симметричен относитель- 
но днагонали АС. 
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Лаборатория «Кванта» 





А. А. Варламов, Выращивание 
кристаллов 


Д. В. Казаковцев 





В этой статье рассказывается о работе, проделанной в Киевском Доме пнонеров 
Андреем Варламовым н Дмнтрнем Казаковцевым, когда онн учились в 9 классе школы 


№ 1456 г. Кнева. 


Предлагаем вам самостоятельно проделать описанные опыты. Тем, кто заинтересу- 
ется выращиванием кристаллов, можем порекомендовать прочнтать статью М. О. Клня 
«Как вырастнть кристалл» («Квант» № 5, 1970). 


На рисунке 1 вы видите фотогра- 
фию кристалла, выросшего в естест- 
венных условиях. Этот криеталл со- 
стоит из мелких кристалликов пи- 
рита и кальцида. Многие кристаллы 
имеют довольно причудливую фор- 
му. В природе кристаллы растут на 
протяжении миллнонов лет. А нельзя 
ли ускорить этот процесс? Оказы- 
вгется, можно. Промышленность уже 
давно снабжает технику искусствен- 
ными кристаллами. Тем интереснее 
получить их самсстоятельно. Именно 
такую задачу мы и поставили перед 
собой. 

Теорию рсста кристаллов мы из- 
лагать не будем, с ней можно озна- 
комиться по статье Р. Фуллмана 
«Рост кристалловл («Квант № 6, 1971). 
Перейдем сразу к обзору методов вы- 
ращивания монокристаллов. 

Самый простой, ио очень важный 
метод — рыращивание кристаллов 
из растворов. К нему отнссится, в 
первую очередь, выращивание кри- 
сталлов путем постепенного снижения 
температуры раствора. Этот метод 
сснован на свойстве многих кристал- 
лических веществ изменять свою раст- 
роримость с изменением температуры. 
Он хорош тем, что не требует сложной 
аппаратуры и позволяет выращивать 
кристаллы очень многих веществ. Од- 
нако он прнгоден только для хорошо 
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растворимых соединений. Прн выра- 
щивании кристаллов малораствори- 
мых веществ нужна громоздкая уста- 
новка, чтобы вместить достаточное ко- 
личество раствора. 


Другой способ — испарение раст- 
ворителя. При этом создается не- 
большое пересыщение раствора, за 
счет которого и идет кристаллиза- 
ция. Одним из недостатков этого спо- 
соба является появление кристаллов- 
паразитов там, где стенки сосуда гра- 
ничат с поверхностью испаряющегося 
раствора. Но этот способ очень прост 
и потому широко используется. Под- 
ливая по мере испарения новые порции 
насыщенного раствора, можно выра- 
стить и кристаллы малорастворимых 
соединений. 


Интересен способ, предназначен- 
ный для выращивания кристаллов 
труднорастворимых соединений в том 
случае, если существуют два хорошо 
растворимых компонента, дающих в 
результате реакции интересующее нас 
вещество: Оба компонента растворяют 
в отдельных сосудах. Затем при не- 
прерывном размешивании раствор од- 
ного из них при помощи бюретки вво- 
дится по каплям в раствор второго. 
Образующегося при реакции пере- 
сыщения достаточно для кристалли- 
зации нужного нам вещества. 


Мы выбрали самый простой спо- 
соб — испарение растворителя. Уста- 
новка представляла собой сосуд из 
органического стекла емкостью око- 
ло 750 мл. В него налито примерно 
600 мл насыщенного раствора мед- 
ного купороса. По мере испарения в 
сосуд подливались новые порции раст- 
вора. Верхнюю часть стенок мы сма- 
зали тонким слоем вазелинового мас- 
ла. Поэтому стенки не смачивались 
раствором, и кристаллы-паразиты на 
них почти не появлялись. 

Первоначально из поликристал- 
лической массы медного купороса мы 
отобрали семь кристалликов более или 
менее правильной формы. Каждый 
был опущен на тонкой (0,15 мм) лесе 
в сосуд с насыщенным раствором мед- 
ного купороса. По мере роста удаля- 
лись неудачные кристаллы, обросшие 
паразитами и потерявшие типичную 
для монокристаллов медного купороса 
форму. Через две недели осталось 
только три лучших кристалла, а 
через месяц — всего один. Он был 
уже довольшо велик, поэтому линей- 
ный рост его замедлился из-за боль- 
шой поверхности кристаллизации. 
Вместо обычного в таких случаях 
перемешивания раствора мы решили 
вращать сам кристалл. Для этого под- 
весили его на лесе (длиной около 
0,7 м), конец которой укрепили на 
сси микродвигателя. За 10—12 се- 
кунд работы двигателя леса закручи- 
валась настолько, что после закреп- 
ления оси обеспечивала медленное 
вращение монокристалла в течение 
примерно получаса. Пожалуй, проще 
было бы просто перемешивать раствор 
. вращающейся от микроэлектродви- 
тателя мешалкой. В течение всего 
времени эксперимента сосуд был при- 
крыт целлофаном, чтобы в него не 
попадала пыль. 

Несколько необычно мы получили 
второй кристалл. Во время более ин- 
тенсивного испарения (при пониже- 
ний относительной влажности и по- 
вышении температуры) возникало 
большое пересыщение. Пока сам крн- 
сталл был мал, его рост не мог ском- 
пенсировать испарение. Поэтому на 
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Рис. 2. Искусственно выращенный кристалл 
галида (каменной соли). 


неровностях лесы начинали расти 
кристаллы-паразиты. Один из них нам 
так понравился, что мы вырастили его 
отдельно. В этом случае не было 
затравки, внесенной в раствор извне, 
весь кристалл был выращен в нашем 
растворе. Полученный кристалл имел 
более правильную форму, так как 
он был свободен ‘от дефектов затрав- 
ки. 
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Задачник «Кванта» 





Решення задач из этого номера можно посылать не позднее 30 августа 1973 г. по ад- 
ресу: 117071, Москва, В-71, Ленннский проспект, 15, нздательство «Наука» жур- 
нал «Квант». После адреса на коиверте напишите, решения каких задач вы посылае- 
те, например: «Задачник «Кванта», М206, М207» или «.. Ф218». 

Решення задач ио каждому нз предметов (математике н физике), а также новые за- 
дачи просьба присылать в отдельных конвертах. Оригннальные задачи, предлагаемые 
для публикации, присылайте вместе с вашими решениями этих задач (на конверте по- 
метьте: «Задачинк «Кванта» новая задача по физике» или ‹. .. новая задача по 
математике»). Задачи из разных номеров журнала присылайте в разных коивертах. 

В письмо вложнте конверт с напнсаниным на нем вашнм адресом (в этом конверте вы по- 
лучнте результаты проверкн ваших решеннй). 

Задачн повышенной трудностн отмечены звездочкой. 

После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. Ра- 


зумеется, не все эти задачи публикуются впервые. 


Задачи 
№М206-М210, Ф218-Ф222 


№206. Дана бесконечная  после- 
довательность цифр. Докажите, что 
для любого натурального числа п, 
взаимно простого с числом 190, в 
последовательности можно указать та- 
кую группу стоящих подряд цифр, 
что залписываемое этими цифрами чис- 

ло делится на п. 
В. Уфнаровский 


М207. Даны два треугольника 
А, А.А, и В,В.В,. Опишите вокруг 
треугольника А,А.А. треугольник 
М, Мь„М. наибольшей площади, по- 
добный треугольннку В.В.В. (при 
этом вершина А, должна лежать на 
прямой М.Мь., вершина А, — на пря- 
мой М.М), вершина А. — на пря- 
мой М,М.). 

Н. Д. Нагаев 


М208. Известно, что разность 
между наибольшим и наименьшим из 
вещественных чисел 


Х1: Х2» Хз» +.) Хзо 
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равна 1. Какой 

а) наибольшей, 

6) наименьшей 
может быть разность между наиболе- 
шим и наименьшим из 10 чисел 


Ху -1- Х хм -- хз 
2 ь к: Ар 
ЖЕ Хо 5 
10 р 


т, 


Каков будет ответ, если чисел не 
10, ал? 
В. Б. Пеллер 


М209. Для любого треугольника 
АВС можно вычислить такую сумму: 
$ == 462 Ар + 1? ВР + 4? Ср. 

Докажите, что 

а) $ < 2 для всех остроугольных 
и прямоугольных треугольников; 

6) $>2 для тупоугольных тре- 
угольников с тупым углом, большим 
2 агс и 

в) среди треугольников с тупым 
углом фтаким, что т <<2аге 5 & 


имеются и такие, что $>2, и такие, 
что $<2. 
М. Л. Гервер 


М210*. Рассмотрим последова- 
тельности, состоящие из 3000 цифр 
1 и 2. В такой последовательности 
разрешается поменять местами яю- 
бые две соседние тройки цифр. Две 
последовательности называются экви- 
валентными, если одну из них можно 
перевести в другую несколькими та- 
кими перестановкамн. Сколько всего 
существует неэквивалентных _ после- 
довательностей? 


Г. А. Гуревич 


$ф218. Железнодорожный — состав 
идет с постоянной скоростью я = 
= 72 км/ч по горизонтальному участ- 
ку пути. На сколько должна изме- 
ниться мощность, развиваемая ло- 
комотивом, чтобы состав с той же 
скоростью продолжал двигаться во 
время сильного вертикального дождя. 
Считать, что каждую секунду на со- 
став падает т = 100 кг воды, которая 
затем стекает на землю по стенкам 
вагонов. Измененкем сил трения 
пренебречь. 


С. М. Козел 


$219. В вертикальном вилиндре 
имеется п молей идеального одноатом- 
ного газа. Цилиндр закрыт сверху 
поршнем массы М и площади, $. Внг- 
чале поршень удерживался непод- 
вижным, газ в цилиндре занимал 
объем У, и имел температуру То. 
Затем поршень освободили, и после 
нескольких колебаний он пришел в 
состояние покоя. Пренебрегая в рас- 
четах всеми силами трения, а также 
теплсемкостью поршня и цилиндра, 
найти температуру и объем газа при 
новом положении поршия. 

Вся система теллоизолирована. Ат- 
мосферное давление равно Р.. 


Ф220. Экран  ссВещается парал- 
лельным пучком лучей, перпендику- 
лярным плоскости экрана. Как изме- 
нится ссрещенность экрана, если на 
пути света поставить призму АВС с 
малым углом раствора & и показате- 
лем преломления п, причем грань АВ 
параллельна экрану (рис. 1)? Отра- 
жением света от призмы пренебречь. 
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Рис. 1. 


Ф221. На неподвижном круглом 
цилиндре раднуса Ю лежнт доска, 
как локазано на рис. 2. Толщина дос- 
ки равна й. При каком соотношении 
между Ни Р равновесие доски будет 
устойчивым? Трение между доской и 
цилиндром велико. 


В. Д. Кривченков 





Рис. 2. 


$ф222*. Громоотвод соединен с зем- 
лей при помощи тонкостенной трубки 
диаметром 2 см и толщиной стенок 
2 мм. Цосле удара молнии трубка 
мгновенно превратилась в круглый 
стержень, Объясните это явление и 
оцените силу тока разряда, если из- 
вестно, что при сжатии цилиндриче- 
ский образец диаметром 3 мм, сде- 
ланный из того же -матернала, что и 
трубка, разрушается при силе 140000н. 


Г. Л. Капица 
83 


Решения задач 


М165-М169, Ф183-Ф187 


№165. На окружносты расположено множе- 
ство Е точек, состоящее из 100 дуг. Извест- 
но, что при любом повороте Е окруж- 
ности множество Ю (Е) имеет общую точ- 
кус Е. „(Другими словами, для любого © от 0° 
до 180° в множестве Е можно указать две 
точки, отстоящие друг от друга на ©.) Ка- 
кую наименьшую сумму длин могут иметь 
100 дуг, образующих множество Е? Каков 
будет ответ, если`дуг не 100, а п? 


Решим задачу для п дуг. 
Обозначнм сумму длин л дуг, образую- 
щих множество Р через $ *). 
$ может быть сколь угодно близко к 
180° 
п 


лагаем (п — 1) дугу, длина каждой из-ко- 
о 





. Достаточно привести пример: распо- 


а ь 
торых равна -„- так, чтобы центры любых 


180° 
п з 





двух соседних отстояли на а за 


180% 





{п—1)-й помещаем л-ю дугу с длиной 


так, чтобы расстояние между их ближай- 
180? 
п 





шими концами равнялось 


Легко проверяется, что указанная систе- 





*) Поскольку нас интересует только от- 
носительная длина дуг, мы будем измерять 
ее в’ градусах. 





Рис. 1. 
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ма дуг удовлетворяет условию задачи. При 
соответствующем выборе а” За длин дуг 
180° 





будет как угодно близка к 


Если же точку на окружности считать дугой 
нулевой длины, то, заменив в примере все 
дуги, кроме последней, на точки, получаем 
180° 
п 





множество Е с суммой длин дуг, равной 


{рис. 1). 

Докажем, что сумма $ длинсдуг не мо- 
жет быть меньше этого числа. Представим 
себе, что мы имеем два экземпляра нашей 
окружности, на которых размещены те же 
самые л дуг. Повернем одну из окружностей 
на угол ф, 0 <ф < 360°. Рассмотрим. мно- 
жество (:; всех таких значений ф, для ко- 
торых при таком повороте {-я дуга поверну- 
той окружности пересекается с {-Й дугой не- 
подвижной окружности. Нарисуем отдель- 
НО «контрольную» окружность (с выбранной 
на ней начальной точкой ф == 0 (рис. 2)) и от- 
метим на ней множества Из}; для всех р, | 
от 1 дол. Ясно, что И;) является дугой с дли- 
ной, равной сумме длин #-Й и {-й дуг. 














Рис. 2: 


Отмеченные множества Ш;; должны запол- 
нять всю «контрольную» окружность, так 
как при любом повороте какие-то две дуги 
нашего. множества должны пересекаться, 
поэтому сумма длин всех г; не меньше 360°. 
С другой стороны, эта сумма равна 27 . $, 
так как каждая дуга множества входит в сум- 


му 2л раз. 

т 360° 180? 
сюда получаем, что $ > С 
2п ии 
Нетрудно заметить, что неравенство долж- 
но быть строгнм (если отдельные точки не счн- 
тать дугами), так как любые две области 
Ил и Цй имеют общий участок, содержа- 

щий начало отсчета. 
Ю. П. Лыссв 








№166. а) Школьники одного класса в сентяб- 
ре ходили в два туристских похода. В пер- 
вом походе мальчиков было меньше 2/5 обще- 
го числа участников этого похода и во вто- 
ром — тоже меньше 2/5. Докажите, что 
в этом классе мальчики составляют меньше 
4/7 общего числа учеников, если известно, что 





Рис. 3. 


каждый из учеников был по крайней мере 
8 одном походе. 

6) Пусть в Г-м походе (= 1, 9,..., п) 
мальчики составляли ©; часть общего коли- 
чества участяиков этого похода. Какую наи- 
большую доаю могут составлять мальчики 
на общей встрече всех туристов (ех, кто 
был хотя бы в одном из п походов)? 


а) В первом походе, как видно из усло- 
вия, количество мальчиков было меньше 
2/3 количества девочек — участниц этого по- 
хода. Тем более оно меньше 2/3 общего ко- 
личества девочек — учениц класса. Точно 
так же мальчиков — участников второго по- 
хода — меньше 2/3 общего колнчества дево- 
чек в классе. Поскольку каждый ученик был 
хотя бы в одном походе, всего мальчиков 
в классе меньше 4/3 количества девочек. 
Следовательно, мальчиков в этом классе 
не больше 4/7 общего числа учеников. 

С помощью обозначений, которые ясны 
из рис. 3 (Би — первые буквы английских 
слов фом и 817), наше решение можно за- 
писать так. 

По условию 58, <2 (6, | 8,), отку- 
да 30, 24. = 2 а. Точно так же дока- 
зывается, что 3 в. < 22, = 2 &. Поскольку 
= Ь, —6., получаем 


Зо Зы Зв. < 48, 
откуда 76 <4 (6-1 &). 

6) Эта задача решается аналогичио. 
Пусть : и & — число мальчиков и девочек 
в Г-м походе, Би & — число мальчнков и де- 
вочек на общей встрече. Тогда по условию 





ы=а:(-- а),  скум фа ы = 
— бр: = 0, ПОЭТОМУ если все с; < 1, то 
п 
у ч [о 
< У ы<У = | 
$ 
ф=1 = | 
п 
ЗА Е. № 
а — 1—а:* 
{та | 
откуда 
. . Ш \ к. а 
№ № # Г у Ее 
[1+ Хе чоча У = 


` 1=| 1—1 
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Е] 
(здесь %Х — знак суммирования: 
$71 


п 
ь 
У же ра... 6... жа). 
{ша | 
Итак, мы доказали, что если ©: < | для 
всей г, то мальчики будут составлять не бо- 





лее от общего числа участников похо- 
с 
п 
\ [22 
(9]:] в = 1 Е 
дов, где с = Та 
ф==| 


Нужно еще убедиться в то, что эта гра- 
ница может достигаться. Для этого требует- 
ся, чтобы все написанные неравенства пре- 
вратились в раеелства. „Легко понять, что 
это будет так, если девочки во всех походах 
были одни и те же, а мальчики — разные, 
то ссть каждый из мальчиков был только 
в одном походе. Покажем, что это может 


т т: 
быть при любых о. Пусть 1 _ ИЕ (чис- 
1— [22 м 
[+2 . 
ла ©; и, следовательно, па рациональ- 
й ое 
мые; мы можем записать ——*— в винде дро- 


бей с одиим н тем же зиаменателем). Тог- 
да, если в Гг-м походе № (одних н тёх же) де- 
вочек и 7; (разных) мальчиков, то из встре- 
п 
чу придут М == УХ т; мальчиков и ^ дево- 
ь 1—1 
чек; отношение М к № как раз равно с, а от- 
ношение М к М-- \ равно - . 
—с 
Вернемся для примера к задаче а). 
Если количество походов п = 2 и ©, = 





О — ‚ то точной оценкой доли маль- 


` 











= Я ь 
чиков является число ——, где 
2 р 
т 5 2 2 4 
о ЗВ = а Е 
© р т р] 3 -Ё 3 3? 
Е р 

то есть число —^_ — _4 Здесь РА. 6 

1 В 1 — а; 


2 
=— {{ = 1,2), если в каждом походе были 3 


{одни и те же) девочкя и 2 мальчика (в 
первом походе — одни, во втором — другие}, 
то всего 7 участников, из них 4 мальчика. 
{Если вам кажется, что 7 — слишком малень- 
кое колнчество учеников В классе, то може- 
те умножить одновременио все числа: 3, 2, 
7 и 4, скажем, на 4 или на 5; поскольку нас 
ннтересуют только ‘их отношения, это не по- 
влияет на результат). Таким образом, чис- 
ло 4/7 в условии задачи а} иелъзя замеивть 
меньшим. 


45 


Возвращаясь снова к задаче 6), заме- 
тим, что если я; = | для некоторого | (хо- 
тя бы для одного), то мы уже не можем дать 
никакой (отличной от 1) оценки сверху для 
доли мальчиков на общей встрече (не зная, 
сколько участников в каждом походе). Дей- 
ствительно, если, независимо от другнх по- 
ходов, взять число участников }-Го похода 
очень большим (все они — мальчики), то до- 
лю мальчиков на общей встрече можно сде- 
лать сколь угодно близкой к 1. 


№167. Докажите, что в любой арифметиче- 
ской прогрессии а, а-- 4, а--21,...а- 
-- па, ..., составленной из натуральных чи- 
сел, найдется бесконечно много членов, в раз- 
ложение которых на простые множители 
входят в точности одни и те же простые 
числа. 


Многие чнтатели, как показывают пись- 
ма, не поняли условия задачи. Разберемся 
в нем подробнее. 

Как известно, любое натуральное чис- 
ло № можно разложить на простые множи- 
тели: 


_ а “ 
№ = РЯ ВА». Р., 
ин такое разложение единственно. В задаче 
М! 67 требуется доказать, что в любой арнф- 
метической прогрессии из натуральных чн- 
сел можно выбрать такое бесконечное мно- 
жество членов, что простые множители ру, 
ре, .-..Рг В разложении каждого из них — 
те же самые для всех этнх членов (а степенн 
21, 2.,....@г могут быть, конечио, разны- 
ми). Перейдем теперь к решению задачи. 

Прежде всего заметим, что если первый 
член а и разность 4 прогрессни имеют об- 
щий наибольший делитель $ > 1, то на д 
можио разделить все члены прогрессин. Яс- 
но, что достаточно решить задачу для этой 
новой прогрессии, носкольку если какие-то 
члены новой прогрессии имеют одни и 
те же простые множители, то и 
после умножения на 9 они будут иметь 
одни и те же простые миожители. Итак, мы 
можем считать, что ан @ вззимио просты. 
Верна такая лемма: если НОД (а, а) = 1, 


то существует такое Ё, ито а^ — а делит- 
ся на 4 (мы напомним ниже, как это дока- 
зывается). 

Тогда при любом целом т> 0 


ата = (а^— а) (ай {т-1)-- ай (п-=)-|-...-1) 


делится на 4, то есть а^"— а = па, где 
п — целое число. Таким образом, для каж- 


дого натурального т число а*” = а - па 
входит в нашу прогрессию. Таким образом, 
существует бесконечно много членов прогрес- 
сии, являющихся некоторой степенью ее пер- 
вого члена а. Ясно, что все эти члены имеют 
одни и те же простые множители. 
Доказательство леммы. 
Рассмотрим последовательность чисел а, а°, 
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Рис. 4. 


а3,... В ней найдутся два числа, дающие 
одинаковый остаток при делении на 4. Пусть 
это будут а’ ина! ($ < 1. Тогда их разность 
а' — а* = а°(а" * — 1) делится на й. По- 
скольку а н 4 взаимно просты, то а *”* — 1 
делится на @, поэтому @" 1! — а делится 
на 4, то есть А можно взять равным # — $ - 1. 

Это рассуждение уже приводилось в 
статье «Малая теорема Ферма» («Квант» № 10, 
1972). Там же было сказано, что в роли # мож- 
но взять число Фф (4) — количество чнсел, 
меньших 4 и взаимно простых с ним. («Тео - 


рема Эйлера а?“ — 1 делится 
на @, если МОД (а, а} = 1). 


№168. В правильной усеченной пирамиде 
(рис. 4) точка К — середина некоторой сто- 
роны АВ верхнего основания, [. — середина 
некоторой стороны СЮ нижнего основания. 
Докажите, что проекцич отрезков АВ и СО 
на прямую КЁ равны по даине. 


Если а и $5 — два отрезка (на плоско- 
стн илн в пространстве), то проекцию отрез- 
ка а на прямую, на которой лежит отрезок 
Ь, мы будем обозначать через прьа. Тогда 
(рис. 5) : 

прьа = а с0$ <, (1) 
где х — угол между прямыми, на которых 





Рис. 5. 





Рис. 6. 


лежат отрезкн а и Ь. (В этой и следующих 
формулах а, праВи т. П. означают длины со- 
ответствующих отрезков.) Нанменьшей угол 
между прямымн не превосходит 1/2, поэто- 
му с05@& > 0. Из (Г) следует равенство 

а проб = варю, (2) 
которое пригодится нам при решении задачи. 

Обозначнм через Р центр верхнего, а 
через 4 — центр иижиего оснований пирами- 
ды. Мы докажем следующнй факт, несколь- 
ко более общий, чем нужное нам утвержде- 
ние задачи МЕ68. 

Пусть плоскости двух подобных равно- 
бедренных треугольников АВР и СБО с вер- 
шинами Р и Ч перпендикулярны отрезку РО 
(и, тем самым, параллельны между собой). 
Обозначим отрезок, соединяющий середины 
К и Г. оснований АВ и СО, через ®. Тогда 
(рис. 6). 

прз = пр=/. (3) 

Пользуясь (2), мы вместо (3) можем доказы- 
вать такое равенство; 

Ё прл$ = ри5. (4) 

Теперь воспользуемся тем, что как это сле- 

дует из (1), длина пр 6. не меняется при па- 

раллельном переносе отрезков а и 6. Поэто- 

му мы можем спроектировать отрезок # = АВ 

на плоскость треугольника СРО и получим: 


прла. в КЁ —- Прд. вКЁ = прдвКЁ — 


== Пра5, (5) 





Рис. 7. 
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где А’, В’и К’ — проекцин точек А, Ви К 
на плоскость СРО (рис. 7). Таким образом, 
мы свели задачу к тому случаю, когда оба 
треугольника лежат в одной плоскости (и име- 
ют общую вершину). 

Если отрезкн АВ и СР параллельны, 
то равенство (4) очевидно, поскольку обе 
проекции равны нулю. Если эти отрезки не- 
параллельны, то получаем: 








® _ А’В’_ ОК’ эт 3 ЧЕК 

р г че’ ве 7 юзают, = 
_ | <0$ = КС | приз 
— [<5$ 2 2К’В” | — прьз › 


откуда следует (4). 


№169. Пусть Е «п — натуральные чис- 
ла. Расставыте числа 1, 2, 3, ..., п? в табли- 
цу п Х п так, чтобы в кождой строке чиг- 
ла шли в порядке возрастания и при этом 
сумма чисел в Е-м столбце была а) наимень- 
шей; 6) наибольшей. 

Решим сначала задачу а). 

Если расставить чнсла так, как показа- 
но в таблице |, а — сначала заполнить первые 
Е-столбцов, строку за строкой, числами от. 
1 до &п, а затем оставшимися числами запол- 
нить последнне (п — А) столбцов (как угод- 
но, лишь бы выполнялось условие возраста- 
ния чисел в каждой строке)— то сумма чи- 


Таблица а 





Г: 
1 2... | ВА... 
ЕЕ А... 2 
2АТЕ 22-2... ЗА ЗЕ 
(ПАПЕ .. ПЕ 1 | м]. ма 


ыыы ЗЫ НЫ 
сел в Ё-м столбце будет равна 


п (пт! 
в. „27 ОЗ. (1) 
Мы докажем, что это значение суммы явля- 
ется наименьшим. Сначала докажем, что 
если а, @з, ..., ап — числа А-го столбца, за- 
нумерованные в порядке возрастакия: 

а <а. <... Зач... Зап (2) 

то 
а; >= #. (3) 
Действительно, рассмотрим числа, стоящие 
в тех же строках, где стоят ау, а», ..., ах, 
к в первых # столбцах. Из условия (2) и усло- 
вия, что числа в строках стоят в возрастаю- 
щщем порядке, следует, что эти А! чисел ие пре- 
восходят числа и Следовательно, средн чи- 
сел 1, 2, 3,..., п? имеется по крайней мере 
в чисел, не превосходящих а;. Отсюда вы- 
текает (3). Сложив неравенства (3) по всем 
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[=1, 2, .... №, получим справа сумму (1), 
поэтому 
пт 1) 
а, -— а ее -Г Ч 2 о о. 


Задачу 6) можно решать аналогично, 
начиная с «самых больших» чисел и с самых 
правых столбцов. Но можно просто свести 
ее к уже решенной задаче а). Заменим в таб- 
лице каждое число а на (1*- 1 — а) и за- 
тем переставим числа в каждой строке в об- 
ратном порядке. Ясно, что это — взанмно-од- 
нозначиое преобразование множества таб- 
лиц из чисел 1,2,..., п?, удовлетворяющих 
условию задачи. При этом преобразовании 
каждое чнсло в #-м столбце новой таблицы 
А’ равно числу в той же строке и в (ПГ 1— 
—№Ю-м столбие старой таблицы А; поэтому 
сумма чисел в А-м столбце таблнцы А” рав- 
на п (12| 1) —$, где $ — сумма чисел 
в П-1— А)-м столбие А. Так что доста- 
точио решить задачу а) для столбца с номе- 
ром пП--1—*), ин мы получим решение 
задачи 6) для столбца с номером &; ответ мож- 
но записать так: максимальная сумма в #-м 
столбце равна 

(ПЕ Юн 
5 = 


п (п? -:- }) — 


п ((п— 12-Е Ап 1] 





= 7 : 
Таблица 16. 
Г 
. . ЛЁ—фП | п— (п) |... 
п?—2(п--1- д 
—® +1 |— (+19 
1—3 (п--1— |... 12 
—Ю +! |—2@а+1-— 
ее пе—п-1 „ Ра 
НИ 
Таблица 22. 
$ 
2 4 25 26 
5 67 8 27 28 
эии 12 29 30 
13 14 15 16 31 32 
17 18 №9 20 33 34 
21 22 23 24 35 36 
Сумма: &4 
Таблица 20. 
а авы 
6 Н 18 34 35 3 
3 ив 31 32 33 
и 12 28 29 30 
789 25 26 27 
4 5 6 22 23 24 
123 19 20 21 


Сумма: 159 
43 
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Пример (получающийся при преобразованиях 
А%А', л--1— А из таблицы 1а) 
нзображеи на таблице 16. На таблицах 2, а 
н 2,6 вы видите более наглядные числовые 
ры для П=6б н столбца © номером 

Н.Б. Васильев 


Правильные решения некоторых из за- 
дач М160 — М169 нам прислали (после фа- 
милий указана последняя цифра номеров ре- 
шенных задач): Л. Агаронов (Баку) 7; С. Ак- 
теричев (Магнитогорск) 3; . Али-заде 
(п. Джебраил АзССР) 2; А. Асасян (Камо 
АрмССР) 1; Б. Ашавский (Москва) 3, 6, 7; 
П. Баньковский (Уральск) 3, 4, 7; Г. Бая- 
дян (Кировокан) 7; 0. Багларян {Сиснан 
АрыССР) 3, 7, 9; С. Белолилецкий (Киржач) 
7; А. Блох (Харьков) 2, 3, 6, 7, 9; С. Быше- 
кин (Севастополь). 3; А. Вальков (Ташкент) 
2, 3, 6—9; А. Волков (Челябинск) 1; Г. Вы- 
соцкая (Красноярск) 9; „Т. Генгринович (Таш- 
кент) 3, 4, 7; С. Гераськин (Воронеж) 7; 
Л. и И. Готман (Арзамас) 8; А. Григорян 
(Баку) 1—4, 6—9; В. Гринберг (Москва) 
6—9; Е. Гурвич (Ташкент) 3, 4; Е. Гусев 
(Павлоград) 6; Х. Гусейнов (п. Джебраил 
АЗССР) 1; К. Данильченко (Волгоград) 2, 
6: А. Даниэль (Ленинград) 7; В. Даушев 
(Андижан УзССР) 7; Н. Демчик (Мытищи 
Московской обл.) 8; Н. Денисов (Тейково 
Ивановской обл.) 3; М. Драчинский (Тбили- 
си) 3; Н. Евлампиев (Казань) 2, 3; Р. Его- 
рян (Раздан) 3; В. Железный (Ленииград) 2, 
3: С. Зайцев (с. Судай Костромской обл.) 
2, 3; Г. Заргарян (Тбилиси) 6, Т; В. Зару- 
бин (п. Летний Отдых Московской обл.) 3; 
А. Заславский (Калинин) 2—9, 7, 9; С. 3е- 
нович (Ташкент) 3, 4, 7; Л. Зильберман (Мо- 
сква) 9; Е. Ильтеев (Орджоникидзе) 7; А. Ка- 
луцкий (Иссык Алма-Атииской обл.) 4; Е. Кс- 
лячина (Грозный) 3; А. Корнаух (Белгород) 
3; В. Квесницым (п. Коркино Челябин- 
кой обл.) 3, 8; В. Ковтунец {с. Шостаков 
Ровенской обл.) 1, 3, 7, 8; С. Конягим (Са- 
ратов) 2, 3, 5; В. Колосов (Киев) 1, 3, 4, 
$—8; Е. Кривоносе (Чусовой) 3; М. Левин 
(Витебск) 3; М. Лейдерман (Могилев) 3; 
Б. „Лемберский (Кнев) 7; А. „Титовченко (Бе- 
локоровичи Житомирской обл.) 3, 4; А. Лу- 
кашев (Москва) 1—3; Г. Лутичгер (Черноз- 
цы) 6, 8; А. Макаричев (Львов) 2, 3, 9; 
Г. Малощенок (Львов) 1, 3, 4, 6—8; И. Мед- 
жибовский (Москва) 3; А. Мехович (Влади- 
восток) 3; О. Мясникова {Умань} 4; А. На- 
сакин (Курган) 3; А. Николаев (Москва) 
6, 7, 9; 5. Палатник (Бзку) 2, 3, Т, 8; М. Пан- 
ченко (Бровары Киевской обл.) 4; П. Пара- 
монов (Москва) 1—3, 6, 7; М. Пастухов 
{Свердловск) 3; Е. Печатников 2, А. Печков- 
ский (Москва) 7; Ю. Пинелис (Кзыл-Орда) 3; 
А. Разеуляев (Клин Московской обл.) 2; 
А. Райнин (Москва) 1, 2, 5, 9%; С. Родио- 
нов (Саратов) 1—3, 5; Р. Рожков (Рязань) 
2, 3; Л. Ридицер (Харьков) 2, 3, 6—8; М. Са- 
пир (Свердловск) 3, 6, 7; В. Сац (Киев) Т; 
А. Сбоев (п. Медведок Кировской обл.) 2: 


Т. Седрединов (с. Новый Куруш ДагАССР) 
3: С. Скоков (д. Соковки, г. Слободской) Т; 
В. Слепой (Фрунзе) 3; Б. Слепченко (Челя- 
бинск) 2, 3, 7 9; А. Слесарекко (Рубцовск 
Алтайского края} 2, 3, 6—9; А. Слинкин 
(Москва) 2, 3, 7—9; Е. Слободов (Армавир) 
4; В. Смолко (Кишинев) 4; Я. Сойбельман 
(Киев) 6, 7, 9; Ю. Стецко (Черновцы) 7: 
А. Струков (г. Тейково Нвановской обл.) 3; 
С. Табачныков (Москва) 1—8, 6, 8; А. Таги- 
ев (Баку) 3, 4; Я. Тепер (Ташкент) 1, 3, 
5—7; 9. Тиркевич (Черновцы) 0—2, 79; 
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Д. Тюкавкин (Иркутск) 2, 3, 5; И. Файн- 
‹атейн (Херсон) 2; К. Хачатурян (Москва) 
1, 5, 7 В. Хлебоарос (Киев) 1-3, 6—8; 
М. Хорошин (Чернигов) 6, 7; Н. Чамиурли- 
ев (Тбилнси) 3; Н. Чернов (Кривой Рог) 2--4; 
В. Чертков (Киев) 3; А. Шестюк (Никола- 
св) 2, 7, 8; А. Шляфер (Томск) 1, 2, 7; Ю. Шиме- 
лев (Ярославль) 1—3, 6, 7; И. Шугалев (Мо- 
СКН о | И. Щербине (Днепропетровск) 


Ю. П. „Лысов 





$183. Динамометр, который скользит по 
гладкоми горизонтальному столу, тянут с по- 
стоянной силой Е = 4 н. Что показывает 
дннамометр, если масса вго прижины равна 
массе корпуса и отерадуирован динамометр 
был в горизонтальном положении? 


Возникающая при растяжении пружн- 
ны сила упругости пропорциональна удли- 
нению пружины. Поэтому ноказание Дниа- 
мометра Т равно 

Т = &АЁ, (1) 
где & — жесткость пружины, АЁБ — се уд- 
линение. 

В обычных условиях, когда динамометр 
нелодвижен, сила упругости в любом  сече- 
нии пружины одна и та же, то есть любые 
равные участкн пружины удлиняются прн 
растяженни на одну и ту же величину. 

При движенин дннамометра дело обсто- 
ит не так. Рассмотрнм сеченне пружины, 
хоторое находится на расстоянии х от кон- 
ца пружины, прикрепленного к корпусу ди- 
намометра (рис. 8). Сила упругостн Тх со- 
общаст ускорение корпусу дннамометра ни 
участку пружины длиной х. Масса участка 
пружины длиной х равна 


м 
М; = -тх, (2) 


где А — масса и Ё — длина всей пружины. 


х 


о м 


= тЫ Е 
пи 





Рис. 8. 


Еслн ускорение динамомстра равно а, то, 
согласно второму закону Ньютона, силу уп- 
ругости в сечении х можно записать так: 


{ х 
т, = (м4 м-г о. {3) 
Так как ускорение дннамометру сооб- 
щает сила К, то 
М" 1 
=ммто м. (4) 


Поэтому 
| р м 
в а ты (5) 


Итак, сила Тх непостоянна и меняется 
от сечения к сечению вдоль пружины. 
Для того чтобы найти удлннение пружн- 
ны, мысленно разобъем нерастянутую пру- 
жину на одинаковые меленькие пружинкн 
длнной { такие, что снлу упругостн на про- 
тяжении каждой из них можно считать по- 
стоянной. Пусть таких пружин будет пл (п» 
› 1). Так как некоторая сила, действующая 
на п последовательно соединенных пружин, 
вызывает деформацию, в п раз большую де- 
формации одной такой пружнны *), то жест- 
кость короткой пружинки в п раз больше 
жесткостн пружины динамометра: 


В’ = Ап. 


Будем отсчитызать пружинки от конца 
пружины, нрикрепленного к корпусу днна- 
мометра. Удлниение {-й пружинки равно 


г 
А = 


Но, как следует из формулы (5). 


1 # 1 / г 
теч (1 в)! +}. 


Поэтому 


1 : ` 
= а Ы (1 -|- “= . 


Полное удлиненне пружины равно 
Е: | я _ т 
И Е 
АЕ = АР А р}. 
ТЕ = 
п . 
\ : ы ‚- 
Так как № [1+ — ] представляет 
=“ к 
собой сумму членов арнфметическся прог- 





*) Это следует из того факта, что сила 
упругости всех пружин при таком соедине- 
нии одна и та же. 
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1 
рессии с разиостью прогрессии м: то 


п 


® : Зп-+-1, 


1—1 
н 
Е З1-+1 
а ь " 
Но п»1, поэтому 
РА Эй ЗЕЕ 
Ея са А. 


Подставив это выражение для АЁ в 
формулу (1), найдем показания динамомет- 
ра 


$184. При передаче телевизионного изобра- 
жения на Земяе за одну секунду передается 
25 кадров. Это означает, что один кадр пе- 
редается за 1125 секунды. В то же время, как 
известно, передача одного кадра изображе- 
ния Луны советской автоматической станци- 
ей «Луна» длилась 25 минут. Почему так 
велика разница во временах передачи одного 
кадра изображения в обоих случаях? 


Для нередачи изображення необходимо 

прежде всего преобразовать его в электриче- 
„ский сигнал. Это происходит в передающей 

телевизнонной трубке. Кадр изображения 
проецируется на светочувствительный моза- 
ичный экран. Каждая из ячеек экрана заря- 
жается, причем тем больше, чем больше ее ос- 
вещенность. Так получается электрическое 
изображение передаваемого объекта. Затем 
электронный луч последовательно обегает 
различные участки этого изображения, двн- 
гаясь слева направо (вдоль строки) и свер- 
ху вниз (по строкам); электрическое изобра- 
женне преобразуется в электрический сиг- 
нал. 

Предположим, мы хотим передать кар- 
тнику, показанную на рнсунке 9. Яркость 
картинки по горизонталн меняется по сн- 
нусондальному закону. Пусть число макси- 
мумов яркости равно т; число строк, на 
которое разбивается картинка, равно п, а час- 
тота смены кадров — к. Электрический сиг- 
нал, иесущнй информацию © картинке, 
нмеет форму, показаниую на рисунке 10. 





Рис. 9. 
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Г 


Рис. 5. 


За время передачи одной строки сигнал 
имеет 1 максимумов, за время передачи од- 
ного кадра — пт максимумов, а за |! се- 
кунду — нить максимумов. Значит, циклн- 
ческая частота сигнала @ равна 


О =2л[р= 2 лтпрь. 


Следовательно, частота сигнала ® про- 
порциональна частоте смены кадров 


о —р. 


Величина сигнала меняется со временем 
по сннусондальному закону, который мож- 
но записать так: 
иа= ЦИ М, зт Я = /И- Е зт 90, 


гре = - 
Г 


Для того чтобы передать этот низкоча- 
стотный сигнал на болышие расстояния, нм 
модулируют сигнал высокой частоты ® (®» 
>), величина которого меняется по закону 


и =Ио зп. 6+ 


В результате модуляции амплитуда вы- 
сокочастоткого сигнала уже не постоянна, 
а меняется со временем так же, как модулн- 
рующий низкочастотный сигнал (рис. 11). 





Рис. И. 


Таким образом, 
им = Ч И Е эт 91) зп в 
(и „— велнчина амплитудно-модулированно- 


го сигнала). 
После несяможных тригонометрических 
преобразований получим 


. 1 ” 
им = Чозто Е -- Ао ча (© - 9) 6+ 


ыы 
ю 


Это означает, что в нашем случае ампли- 
тудно-модулированный сигнал представля- 


+ = 0зт (®«— ©) Е. 


ет собой сумму трех синусоидальных сигна- 
лов с частотами ©, ®- @нь-— Я. Если 
же кадр является более сложным, то он 
передается в интервале частот шириной 29. 
Чем больше частота смены кадров, тем ши- 
ре указанный интервал частот. Телевнзнои- 
ный приемник, следовательно, должен при- 
нимать сигналы в некотором диапазоне ча- 
стот. 

Но наряду с сигналом, несущим дан- 
ную информацию, в эфире всегда существу 
ют всевозможные случайные сигналы, назы. 
ваемые шумами. Шумы имеют различные ча- 
стоты и можно считать, что в каждом интер- 
вале частот их энергия примерно одинакова. 
Чем шире полоса частот, восиринимаемая 
прнемииком, тем сильнее шумы или, как го- 
ворят, выше уровень шумов. Если основной 
сигнал слаб, он может забиваться шумами, 
и мы не сможем его распознать. 

На Земле передающие станции облада- 
ют достаточной мощностью, и уровень сигна- 
ла намного выше уровня шумов. Поэтому 
частота смены кадров может быть достаточ- 
но большой (что действительно необходимо 
для осуществления нормального зрительного 
восприятия телепередачн}. 

Иное дело в космосе. Мощности пере- 
датчнков на космических кораблях малы, уро- 
вень основного сигнала низок. Увеличивая 
же время передачи одного кадра, то есть су- 
жая полосу частот, можио существеино умевь- 
щить уровень шумов, что поможет выделить 
сигнал, несущий информацию. 


Ф185. Волейбольный мяч массой 200 г и объе- 
мом 8 л накачан до избыточного давления 
0,2 атм. Мяч был подброшен на высоту 20 м 
и после падения на твердый грунт подско- 
чил почти на ти же высоту. Оцените мак- 
симальную температуру воздуха в мяче в мо- 
мент удара о грунт. Температура норуж- 
ного воздуха 3007 К, теплоемкость воздуха 
при постоянном объеме су = 0,16 кал/2 - град. 


Так как мяч после удара о землю под- 
няяся почти на ту же высоту, с которой он 
падал, потерями энергия при ударе можно 
пренебречь и считать, что сжатие воздуха 
в мяче во время удара происходит аднаба- 
тически. 

Согласно закону сохранения энергии 
(первому закону термодинамнки) изменение 
внутренней энергин газа А равно 


АИ == 9-4, (0) 
где @ — количество тепла, сообщенного га- 
зу, и А — работа, совершенная над газом 
при его сжатии. Так как в данном случае 
О == 0, то 
АЙ = А. (2) 
Как известно, изменение внутренней 
энергии газа не завнснт от процесса и равно 
АИ = сутАТ = сут (Тнах — Т), (3) 


где ТГ — начальная температура газа, т — 
его масса. 
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Работа по сжатию воздуха совершается 
за счет механической энергии мяча. Если 
пренебречь потенциальной энергией дефор- 
мации камеры и грумта. в момент наибольше- 
го сжатня (когда температура воздуха 
максимальна, а мяч покоится), то работа А 
равна 


А == Май, {4) 
где Л! — масса мяча. А — высота, на кото- 
рую он был подброшен. 

Подставив выраження для АЦ и А в фор- 
мулу (2), получим 
сут (Ттах — Т)} -= Май. (5) 
Массу воздуха в мяче можно определить 
из уравнения газового состояния: 


т 
РУ = = АТ, 
к 
где Р = Разм -- Ри (Рати = 1 атм — ат- 


мосферное давление, Ри — избыточное дав- 
ление), И — объем мяча. Отсюда 


(Раты - Ри) Ув 


п то т 50 
Из (5) и {6} находим 
____ Майк. 
Тивх = г м к (Разм -Р — Ри) 9 г 
== 1,02Т == 306° К 


Ф186. При повороте автобуса или автомо- 
биля пассажиров отбрасывает в сторону, 
противоположную направлению — поворота. 
В то ме время поворот самолета совсем не 
ощущается его пассажирами. Объясните эту 
разницу. 


Прин ловоротс автомобиля пассажнр про- 
должает двигаться по инерцин прямолиней- 
но. Он не вылетает из автомобиля только 
нотому, что его удерживает, например, стен- 
ка автомобиля, которая сообщает необхо- 
димое центростремнтельное ускорение илн 
нассажир держится за поручни. Подсчита- 
ем эту удерживающую снлу, действующую 
на пассажира массы т == 50 кг, если ради- 
ус поворота А = 20 м и скорость движения 
автомобиля у == 36 км/ч. 

Согласно второму закону Ньютона 


= 50 ке-100 мс? - 

Е = та =т-р = он =250н, 
что составляет половину веса пассажнра. 
Теперь рассмотрим, что происходит при 
повороте самолета. На горизонтально летя- 
щий самолет в плоскостн, перпеидикуляр- 
ной направлению его полета, действуют две 
силы: сила зяжести Р и аэродимамическая 
подъемная снла М. Прн повороте самолета 
равнодействующая Е этих сил должна быть 
направлена к центру окружности, по кото- 
рой движется самолет. Это означает, что сн- 
ла М не вертикальна, а составляет некоторый 
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Рис. 12. 


угол © с вертикалью (рис. 12). Но сила М — 
это сумма подъемных сил крыльев и она пер- 
пендикулярна крыльям, следовательно, кор- 
пус самолета накаонен в сторону поворота *). 
Скла ЕР сообщает самолету необходимое 
центростремнтельное ускоренне. 
ассажир, находящийся в самолете, дви- 
жется по окружности того же раднуса с тем 
же центростремительным ускореннем. Это 
ускорение сообщает пассажиру равнодейст- 
вующая силы тяжестн тя и снлы реакцин 
самолетного кресла М,. Причем сила реак- 
цин должна составлять с вертикалью тоже 


а 
угол ( би = =] . Отсюда следует, что по- 
1 
ложение пассажираотносительно самолетаточ- 
но такое же, как во время горизонтального 
полета самолета. При повороте меняется 
только величина и направление силы М,. 
При горизонтальном полете снла М; верти- 
кальна и равна по абсолютной величине сн- 
ле тяжести, при повороте она составляет 
с вертикалью угол и равна по абсолютной 


ту? = 
величине И (твое [5 . то сеть уве- 


янчивается на 


ов: 
‘ Га И 
АХ, = | (пе -г ме) — м8 
/ ” 
(с — скорость самолета, А — радиус пово- 
рота). При т = 50 ке, и = 720 ки/чи В = 
= 10 км эта добавка составляет 
АМ, АУ 50 н- 

Она много меньше веса нассажира и почти 
не ощущается им. 





*) Такой наклон самолета получается 
благодаря тому, что при повороте руля на- 
правления из-за давления воздуха на киль 
самолет поворачивается вокруг вертикаль- 
ной осн, проходящей через центр тяжестн 
самолета. При этом одно из крыльев само- 
лета движется быстрее другого относитель- 
но набегающего лотока воздуха. На это кры- 
ло действует большая аэродинамическая 
подъемная сила (она пропорциональна ско- 
ростн движения), и самолет наклоняется 
в сторону поворота. 
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$187. Тонкая металлическая пластинка пло- 
щади $ залита слоем жидкого диэлектрика 
с паотностью р и дизлектрической прони- 
наемостью в так, что толщина этого слоя 
много меньше линейных размеров пластины. 
Что произойдет с жидкостью, если пласти- 
не сообщить электрический заояд -|- 0? 


Заряженная пластина создает электри- 
ческое поле, напряженность которого в ва- 
кууме равна 


9 
ВБ = в, 
° 2505 
ав диэлектрике 
ь 9 
Е= 2еЕ$ ° 


Ослабление поля в днэлектрике связа - 
но с поляризацией диэлектрика. При этом 
в тонком слое около пластины ноявляется 
заряд — @,. а на свободной погерхности 
днэлектрика — заряд — О, (рис. 13). Внут- 
рн же днэлектрика отрицательные и поло- 
жительные заряды диполей компенсируют 
друг друга. Наведенные заряды Оу и — 0, 
создают поле с напряженностью 


и М. 


Е = 


2. аб: 


направленное против поля пластины. 
Согласно принципу суперпозиции 





Е=Е-— Е, 
нлн 
.№. .й 
35055  2%5 5х" 


Из этого уравнения можно найтн ве- 
лнчину заряда @,: 


‚ — | 


На заряд @, свободной поверхности 
жидкости действуют две электрические си- 
лы: снла притяжения к заряду --О1, равпая 

9, 


| 
Г м а 


а ь 


— 5 [№ 


и сила отталкивания от заряда иластины 0, 





Рис. 13. 





равная 
=—1 [8 
Е. == 9 -Бо =: м = 
=—1 
| = ВЫ Е") 


Силы ЁР, н Ё., направлены в прогивополож- 
ные стороны. 

Так как сила Ро больше силы Р, (=> 1. 
то жидкость над пластиной будет поднн- 
маться. Пусть высота поднятия жидкости в 
сосуде равна А. Запишем условие равнове- 
сия поднявшейся жидкости: 


я 02 (2—1) 
С РР р с 
Отсюда 
9 (= —П 
852Е?ре 


И. Ш. Слебедецкый 


Почти все читателн, приславшие реше- 
ния задач Ф178—Ф187, успешно справились 
с задачами Ф179 и $186. Правальные реше- 
ния остальных задач прислалн {жирная циф- 
ра после фамилии — последняя цифра номе- 
ра решенной задачн): С. Алехин (Липецк) 5, 
7; М. Азметов (Уфа) 2, 5, 7; Н. Анциферов 
(Фатеж Курской обл.) 3; А. Амельченко 
(Магнитогорск) 1; С. Алыков (Сельск) 2; 
А. Бушмакин (Иваново Брестской обл.) 2; 
А. Бузулуцков (Новосибирск) 3; А. Боржи- 
евский (Оршино) 3; „7. Брагинский (Фруизе) 
0.2, 4, 5, 7; Н. Василжк (Кобрин) 2; О. Войно- 
ва {п. Кош-Тегирмен Кирг. ССР) 4; Н. Го- 
ловко (Прохладный) 1; Е. Гусев (Павлоград) 
2; А. Григорян (Баку) 3; С. Громик (Дзер- 
жинск) 1; Д. КГабризаян (Белая Калитва Ро- 
стовской обл.) 5; С. Герц (Хуст УССР) 2; 
А. Даценко (Кривой Рог) 0, 8; И. Дубин- 
ский (Киев) 2; И. Демчук (Мытищи) 1; Ж. До- 
рофеева (Цаган Аман) 4; А. Даниза (Москва) 
3; В. Евсеев (Новокузнецк) 2; Р. Егорян 
{Раздан Арм. ССР) 8; В. Жук (Грозный) 5; 
В. Железный (Ленинград) 3; С. Жаров (Ефре- 
мов Тульской обл.) 5, 8; С. Звпесочный (Уж- 
город) 8; В. Зозентаут (Харьков) 1; В. Иг- 
натьев (Волгоград) 5: О. Ильичева (с. Чи- 
берлей Пензенской обл.) 1; „7. Коган (Чернов- 
цы УССР) 2, 5; С. Карпенко (Кисв) 3; Н. Ку- 
лешюв (Кременчуг) 5; Н. Кисловский НЕ 
кутск) 2; С. Корнилов (Грозный) 0. 3, 

С. Кондратьев (Сызрань) 0; А. и 
тов (Хазарасп) 4; В. Колосов (Киев) 0, 4; 
Я. Коган (Глазов УАССР) 4; И. Куцык 
(Ярославль) 5; Ю. Лирье (Грозный) 1, 3, 5 
7. 8; С. Ликацук (Челябинск) 8; А. Львов 
(Саратов) 5; С. Лазебщей (Житомир, п. Озер- 
ное) 5; А. Литовченко (п/о Белокоровичи 
Житомирской обл.) 2; В. Меерсон {Никола- 
св) 2; С. Моргунов (Баку) 4; А. Минибаев 
(Уфа) 1, 2; ИН. Мацяс {Макеевка) 1, 2; Р. Мы- 
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хайлов (Геокчай Аз.ССР) 2; С. Мысотксв 
{Златоуст) 5; А. Марков (Орджоникидзе 5; 
А. Никонов {Актюбинск) 8; А. Николаев (Мо- 
сква) 0, 2, 4; А. Опара (Саратов) 8; Ю. Пер- 
р (Саратов) 2. 8; Я. Певзнер ПН 

Повалсеев (Подольск) 5; Ю. Полонский 
а 5; И. Парнета (Кременчуг) 
2; С. Прокопьева (Темиртау Карагандин- 
ской обл.) 1, 2; А. Погуляй (Уфа) 5; В. По- 
ляков (с. Октябрьское УССР) 3; А. Панин 
{Гомель) 1; А. Резников (Киев) 0, 6; Л. Риу- 
дицер (Харьков) 2; М. Ригмант {Матнито- 
горск) 1, 8; А. Солдатов {п/о Юганец и 
ковской об л.) 4; Я. не (Москва) 1, 
А. Султангалиев (с. Ваныш Башк. АССР 
4, 5; В. Спиридонов (Владимир) 0, 2, 5; В. Со- 
мило (Инта) 3; К. Сеникян (Ереван) 5: А. Сте- 
паняя (Сиснан Лрм. ССР) 5: А. Стрекин 
(Череповец) 2; К). Смоленцев (Ессентуки) 5, 
8: Татаринов (п. Знобь-Новгородское 
ей обл.) 2; О. Геряев {Днепропетровск) 
3; И. Торочкова {Борисов Минской обл.) 
2; О. Торонов (Оренбург) 5; В. Удовыцченко 
(с. Ешень Читинской обл.) 0, 2; Н. Федин 
(Омск) 3, 5, 7, 8; Д. Фишман (Черновцы 
УССР) 5, 7; С. Хоменко (Подольск) 2, 3, 5, 
7, 8; Б. Ходоровский (Днепропетровск) 2; 
Р. Хознев {Глазов УАССР} 1, 4; „Л. Цифер- 
блат (Львов) 5; С. Черемшанцев (Ленинг ад) 
8; В. Чертков (Киев) 0, 8; В. Чистяков (Буй) 
4, 5; М. Шапошников (Рязань) 5; В. Шендрик 
(Алме- Ата) 1, 4, 5, 8; Ф. Шульгин (Калннин) 
1, 2, 8; К. Цварциан (Кишинев) 5; А. Д/то- 
калов (Северодонецк) 2: А. Шумахов (Тула) 
0, 1,2; А. ЦШек (Туапсе) 2: М. Шапиро 
(Горький) . Е. Щемелев (Горький) 2; С. Щу- 
кин {Диепропетровск) 2, 8; Ю. Яковчук (Ни. 
колаев) 3; А. Яценко {Первомайск УССР) 
1, 2. 


С. Г. Семенчинский 
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Практикум абитуриента 





В. В. Пекарскас Геометрия 


комплексных 


чисел 





В «Программе вступительных экзаменов по математике» имеется, в частности, такой 
пункт: «Комплексные числа н арифметическне действия над нимн. Модуль н аргумент 
комплексного числа». Строгого построения теорни комплексных чнсел от поступающих 
не требуется, но они должны владеть правилами действий с этими числами и знать 


них геометрическую ннитерпретацию. 


В этой статье разбирается несколько задач, взятых из опыта приемных экзаменов. 
В каждой задаче по существу используются лншь осиовные определения н геометрни- 
ческая нитерпретацня некоторых понятий, связанных с комплексными числами. 


Задача 1. Изобразить на плос- 
кости течки, сосотеетствующию чис- 
2--1 
И И: 
Решение. Прежде всего пред- 
ставим данное число в алгебраической 


форме: 








5-Е ее) зе. 
2-е 5 с 

ВЕ: 

Е 


Теперь изобразить число 2 на 
комплексной плоскости уже нетруд- 
но — получается точка в третьем 
квадранте (нарисуйте ее самн!). 

Задача 2. Комплексное число 
2 =а-- М изображается — точкой 
М (а, 5. Где находится точка г: — 
=2+3—2Р 

Решение. Имеем 
2+3 —я=@+эЭЗ+- 2). 

Поэтому число 2; = (@+3)+ 
+ (6—2): изображается точкой 
М, (@ - 3, 6 — 2), которая получа- 
ется из точки М сдвигом вправо на 
три единицы и вниз на дее единицы. 

Задача 3. Рассматриваются 
комплексные числа 2 такие, что |2] = 
= 2. Где расположены точки 22 — 
— ЗЕ - 1? 
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Решение. Точки 2, для которых 
|2| = 2, расположены на окружно- 
сти радиуса 2 с центром в точке (0, 0) 
(рис. 1). Тогда точки 22 будут лежать 
на концентрической окружности ра- 
днуса 4. В самом деле, точка 22 ле- 
жит на том же исходящем из начала 
координат луче, что и точка 2, но от- 
стоит от начала в 2 раза дальше, чем 
точка 2. 

Точка 22 + | — 3: получается из 
точки 22 сдвигом вправо на единицу 
и сдвигом вниз на три единицы. Г1оз- 
тому точки 22 -- | — ЗЕ, где |2| = 2, 
сбразуют окружность с центром в 
точке (|, — 3) и радиуса 4. 

Задача 4. Какое множество 
точек комплексной плоскости задается 
условием 2 2 +1- |= 3? 

Решение. Пусть а, =2+ 1— 
— 21; тогда данное условие прини- 
мает вид 


2 < |2, | < 3. (1) 
Точки 2., удовлетворяющие ус- 
ловню |2, | =: 3, лежат на окружно- 


сти раднуса 3 с центром в начале ко- 
ординат. Условию [2 |< 3 удов- 
летворяют все внутренние точки кру- 
та радиуса 3 с центром в начале ко- 
ординат. Условию |2, |>2 удов- 
летворяют все точки, лежащие вне 





Рис. 1. 


круга радиуса 2 с центром в начале 
координат. Таким образом, множество 
точек 2,, удовлетворяющих условию 
(1), есть кольцо между концентри- 
ческими окружностями с центром в 
начале координат и радиусами 2 и 3 
(рис. 2); точки внутренней окружности 
этому множеству не принадлежат. 
Так как а=а, —1- 2, то точ- 
ка 2 получается из точки 2, сдвигом 
на единицу влево н на две единицы 
вверх. Поэтому окончательно полу- 
чается кольшо между концентриче- 
скими окружиостями радиусов 2 и 
3 с центрами в точке (—1, 2) {вмулт- 
ренняя окружность исключается). 
Задача 5 (МГУ, экономиче- 
ский факультет, 1970). Указать точ- 
ки плоскости, соответствующие тем 
комплексным числам, которые идов- 
летворяют условию |2| Е г = 2-|:. 
Решение. Пусть 5 = а + Ы; 
тогда данное условие примет вид 


ПИ --а-- ы Я. 


По определению равенства ком- 
плексных чисел отсюда получаем си- 
стему уравнений 


2—2 
| И -- о Ь=1, 


которая легко решается. В резуль- 
тате находим удовлетворяющее ус- 
ЗИ: 
ловию задачи число 2=2— Е ® 
Задача 6. Найти множество 
точек, изображающих комплексные 
числа 2= хи, для каждого из 
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Рих. 2. 


которых комплексное число в алеебра- 
ической Форме 
Узх—и+ ИИх—Зу (2) 
лежит на окружности радиуса 2 с 
центром в начале координат. 
Решение. Поскольку число 
(2) есть комплексное число в алгеб- 
раической форме, то хи и должны быть 
такими, чтобы УЗх-уи Ух Зи 
принимали действительные значения. 


Следовательно, должны выполняться 
перавенства 

3х—и>0, х— у 0. (3) 

Выделяемую этими неравенствами 
сбласть плоскости хОу удобнее всего 
нзобразить геометрически (рис. 3; 
искомая область отмечена двойной 
штриховкой). 

Так как число (2) должно лежать 
на окружности радиуса 2 с центром 
в начале координат, то 


[ИЗх— я+ЁИх-— Зу|=2, 


Рис. 3. 
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откуда, по определению модуля, по- 
лучаем 


2Их—и=2, 


или 
х—у= 1. 


Таким образом, искомые точки 
(х, 9) должны удовлетворять равен- 
ству х— и = |1 ин лежать в отмечен- 
ной ранее области, — определяемой 
уравнениями (3); легко убедиться, 
что всем этим условиям удовлегворя- 
ют точки отрезка АВ (рис. 3). 

Задача 7. Комплексные чиела 
г удовлетворяют условию 


2+ =рР—1— 4. (4) 


Где расположены точки, изобра- 
жающие эти числа? 

Решение. Как известно, 
[г — 2›| есть расстояние между точ- 
ками, изображающими комплекс- 
ные числа 2, Н 25. Поэтому число 


#2 = |2— (—-2— 
есть расстояние от точки, изображак- 


щей число г, до точки М (—2, —1), 
а число 


е—1—4й = и — (+4 


есть расстояние то точки, изображаю- 
щей число 2, до точки М (1, 4). Усло- 
вке (4) тогда означает, что нскомые 
точки равноудалены от точек М и №. 
Следовательно, искомые точки лежат 
на прямой, перпендикулярной отрез- 
ку ММ и проходящей через его се- 
редину. 

Задача 8. Указать множество 
точек, изображающих те комплекс- 
ные числа, которые сдновременно ц008- 
летворяют двум условиям 


Е д 2п 
[2—2 |= ь —<агв,.2<- . (5) 


Решение. Точки, изображаю- 
щие те комплексные числа, которые 
удовлетворяют первому из условий 
(5), заполняют круг (включая окруж- 
ность) радиуса 3/, с центром в точ- 
ке (0,2) (рис. 4). Второму условию 
удовлетворяют комплексные числа, 
изображающиеся точками, которые 
расположены между лучами, выходя- 
щими из начала координат и состав- 
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Рис. 4. 


п д 
ляющими углы и с осью абсцисс 
(исключая сами эти лучн). Следова- 
тельно, обоим условиям (5) удовлет- 
воряют точки, принадлежащие одно- 
временно двум указанным множест- 
вам (искомое множество на рис. 4 
отмечено двойной штриховкой). 
Задача © (МГУ, ф-т исихоло- 
гни, 1966). Указать, где расположены 
точки, изображающие комплексные 
числа 2, для которых 


8 — а 
ет <. (8 


Решение. Неравенство (6), 
согласно свойствам логарифмов, рав- 
нссильно двойному неравенству 


ва! 


ЕЛ 
ИЕ" 


которое можно переписать (поскольку 
2+ || >0 прн. любом 2) в внде 
0 #2 — +163 |4. 
Но неравенство |2|? — |2| -- 1>0 
справедливо при любом 2 (так как 


дискриминант квадратного трехчле- 
на х*— х | |1 отрицателен), а нера- 


Юз 


венство |2? — [2] +16 РЗ |?|, 
то есть |2" —4 |2] —5<0 выпол- 
няется при |21<5 (неравенство 


х? 4х —5< 0 выполняется при 
—1 < х-5, но [2| =0 при лю- 
бом 2). Поэтому условию (6) удов- 
летворяют комплексные числа 2, удов- 
летворяющие условию |2| < 5; эти 
числа заполняют внутренность круга 
раднуса 5 с центром в начале коор- 
динат. 


Задача 10. Где расположены 
комплексные числа г такие, что нера- 
венство 

[2+ 24—22 2а-+1>0 (7) 
верно для всех действительных зна- 
чений а? 

Решение. Если г —2, то не- 
равенство (7) принимает вид 1>0 
и, очевидно, справедливо для всех 
действительных значений а. Если же 
2-Е —2, то (7) представляет собой 
неравенство второй степени относи- 
тельно о. Так как в этом случае 
]2 т 2} >0, то это неравенство бу- 
дет справедливо для всех а в тех и 
только в тех случаях, когда дискри- 
минант квадратного трехчлена от- 
рицателен, то есть если 


и 2—2 +20. 


Отсюда немедленно получаем двой- 
ное неравенство 


0+2] < 1. 
Учитывая, что и при [2+ 2|- 0 
неравенство (7) выполняется при 
всех а, заключаем, что искомые ком- 
плексные числа заполняют внутрен- 


ность круга радиуса 1 с центром в 
точке (—2, 0). 


Упражнения 


1 (МГУ, геологический ф-т, 1961). При 
каких действительных значениях хи у чис- 
ла — 3+9 и х?-Гу-- 4  изображают- 
ся точками, симметричными относительно 
оси абсцисс? 

2 (МГУ, экономический ф-т, 1970). Где 
расположены комплексные числа 2, удовлет- 
воряющие условню |2{ — 2-= 1-5 22 

Указать, где расположены комплексные 
числа г, удовлетворяющне следующим соот- 
вошениям; 

3. и 1 221 9; 

Е ВИ И И и Вы 

5. [2 — 28 -- 2-2 =: 26, 


гы 5 
6 [2+ 3Зл—л ИЗ | =л, ал. 
7 (МГУ, ф-т психологии, 1966). Где рас- 
положены комплексные числа #1. для кото- 
рых 
ю8:,, [2 — 2] > 106%, |2 
8 (МГУ, филологический ф-т, 1971). Где 


расположены комплексные числа 2, для ко- 
торых 


! 
Тоба (1-1 2* — #1 )-Новв те = 0? 
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Геометрические 
задачи 


1. Найти число  тре- 
угольников, стороны кото- 
рых — натуральные числа, 
не превышающие 2. 

2. Найти число  тре- 
угольннков, стороны кото- 
Рых — натуральные числа, 
не превышающие п. Раз- 
берите два случая: 

а} п = 2р {р — нату- 
ральное); 

6) п = №1 (р — на- 


турально®). 
3. Доказать, что число 
4р? -1- Эр -- 5р 


6 


целое при натуральных р. 

4*. Найти число тре- 
угольников, стороны кото- 
рых — натуральные числа, 
ие превышающие 20, и пло- 
щадь которых — целое число. 

5**. Найти число тре- 
угольников, стороны  кото- 
рых — натуральные числа, 
не превышающие 

а) ?р (р — натураль- 


6) №+1  (р— нату- 
ральное), 

н плошадь которых — целое 
число. 

6. Доказать, что в лю- 
бом  многоугольнике есть 
по крайней мере две сторо- 
ны, отношение которых боль- 
ше или равко | н меньше 2. 

7. Точки Р, 0, ВЮ, 5$ 
делят стороны  четырех- 
угольника АВС так, что 

АР: РВ = ро: 9С=т 
и 
АК : ВР = В5: 5С = п. 

Доказать, что отрезки 
РО и Ю$ делят друг друга 
в том же отиошении. 


ное) 


Н. В. 
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Технические вузы 
с повышенной 
математической 
подготовкой 





Сейчас в ряде вузов страны готовят специалистов по новой специальности синженер-ма- 


тематик», 


Что это за специальность н чем будут заниматься студенты, получившие эту квалифика- 
цию, после окончания института, рассказывает декан факультега прикладной матема- 


тики МАИ профессор В. К. Саульев. 


После статьи В. К. Саульева мы помещаем ниформации о некоторых вузах, в которых 


готовят инженеров-математиков. 


О новой квалификации 
«иНнженер-математик» 


В нынешнюю эпоху научно-тех- 
нического прогресса роль математи- 
ки все более и более возрастает. Ес- 
ли до войны была известна только 
математическая физика, то в после- 
военные годы появились математи- 
ческая экономика, математическая 
лингвистика, математическая биоло- 
гия и так далее вплоть до математи- 
тической электрокардиологии. Эта 
тенденция к математнзации наук бу- 
дет далее расти. 

Появление быстродействующих 
ЭВМ стимулировало развитие са- 
мой математики, особенно ее при- 
кладных направлений. Так, за по- 
следние 20—25 лет созданы матема- 
тическая теория надежности, теория 
информации, математическая теория 
оптимального управления, теория 
принятия решений в условиях неоп- 
ределенности, теория массового об- 
служивания, теория планирования 
эксперимента, математическая тео- 
рия управления запасами, теория 
математического программированяя, 
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теория исследования операции, тео- 
рия статистического моделирования 
ИТ. д, 

Трудно нереоценнть значение 
этих и им аналогичных математиче- 
ских теорий для народного хозяйст- 
ва нашей страны. Однако у нас сей- 
час имеется большой дефицит 
специалистов по прикладной ма- 
тематике, в частности на специа- 
листов по математическому обеспе- 
чению ЭВМ и АСУ. В связи с этим 
в ряде вузов страны организован 
выпуск специалистов по прикладной 
математике, получающих квалифи- 
кацию инженера-математика. 

Как показывает само название, 
инженеры-математики занимают 
промежуточное положение между 
математиками, которых готовят уни- 
верситеты, и традиционными ннже- 
нерами. Тонкая прослойка из такнх 
специалистов в инженерной среде 
безусловно оказывает на нее бла- 
готворное влияние (повышается 
уровень математической культуры, 
используются более точные форму- 
лы для расчетов, резко повышается 
к. п. д. работы ЭВМ). Аналогичную 
роль играют, например, инженеры- 
экономисты. 


Типичная функция ннженера- 
математика: в коллективе он, совме- 
стно с обычными инженерами соот- 
ветствующих профилей, например 
разработчиками АСУ, решает кон- 
кретные технические задачи нли за- 
дачи управления. При этом основ- 
ной творческий вклад инженера-ма- 
тематика состоит в разработке при- 
емлемых вычислительно-аналитиче- 
ских алгоритмов. 

Более сложная ин трудная функ- 
ция инженера-математика состоит в 
построенин математических моде- 
лей, например технологических про- 
цессов. «Разыгрывая» на ЭВМ раз- 
ные варнанты математической моде- 
ли, инженер-математнк может выб- 
рать из них оптимальный, то есть 
нанлучший в данных условнях. Здесь 
знания одной прикладной математи- 
ки уже недостаточно. Необходимы 
некоторые инженерные знания, ко- 
торых не дают университеты, вы- 
пускающие «чистых» математиков. 

И, конечно же, инженер-мате- 
матнк должен в совершенстве уметь 
программировать на ЭВМ. 


В. К. Саульев 


Московский 
авиационный институт 


МАИ имеет семь факультетов. Это фа- 
культет летательных аппаратов, факультет 
установок летательных аппаратов, факуль- 
тет самолетостроения и вертолетостроения 
(специальности: самолетостроение, вертоле- 
тостроение, гидроазродинамика), факультет 
двигателей летательных аппаратов  (специ- 
альность: авиационные двигатели), факуль- 
тет систем автоматического управления де- 
тательных аппаратов (специальиости: авиа- 
приборостроение,  гироскопические прибо- 
ры и устройства, автоматизироваиные систе- 
мы управления, электронные вычислитель- 
ные машины, прикладная математика), ра- 
диотехнический факультет (специальности: 
радиотехника, конструнроваине и производ- 
ство радиоаппаратуры), факультет экономи- 
ки и организации производства летательных 
аппаратов (специальности: автоматические 
системы управления, экономика и органи- 
зация машиностроительной промышленности, 
организация механизированной обработки 
экономической информации). 
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При МАИ имеется подготовительное от- 
деление. 

Ниже мы помещаем типичиые варнанты 
вступительных экзаменов в МАИ по матема- 
тике и физике 1972 года. 


Математика 


Вариант 1 
1. Решить уравнение 
Зх-1. х2 —- х {3х Е 2%) =2 {2х с 3%—1. 
2. Доказать, что в любом треугольни- 
ке АВС 


, 5 т В;2.3тС/2 
= Р с05 А , 
где В. — Высота, опущенная из вершины А, 
2р — периметр треугольника. 
3. Решить уравиенние 


| 
их 4 (13 х — с03 х) = 3. 


4. Расстояние между городами А и В 
равно 60 км. Два поезда выходят одновре- 
менно: один из А в В; другой из Вв А. Поезд, 
идущий из А в В, пройдя 20 км, стоит пол- 
часа, затем отправляется дальше и через 
4 минуты встречает поезд, идущий из ВвА. 
Оба поезда прибывают к месту назначения 
одновременио. Определить скорости поездов. 

5. Вершина правильной четырехугольной 
пирамиды лежит в центре грани куба, а ее 
основаиие — в плоскости противоположной 
грани, причем стороны основания пирамиды, 


равные 2 |/2 см, параллельны диагоналям 
основания куба. Найти объем части пирами- 
ды, находящейся вне куба, если ребро ку- 
ба равно 1 см- 


Вариант 2 
1. Составить квадратное уравнение с дей- 
ствительными коэффициентами, если один 
из его корией 2 == а-|+ & (6 0)  удовлет- 
воряет уравнению й 
(2-20 42 зи = О, 
где =. 
2а-а—ы. 
2. При каких действительных значениях 
$ система 
1х = 0, 
Ду — ах а6 == 0 


имеет действительные решения при любых 
действительных а? 

3. Доказать, что 18 (х -- В) == 4 15 В, ес- 
ли 5 что, = 3 чт (а - 28). 

4. В треугольнике АВС сторона АС рав- 
на 5, сторона АВ равиа с, а биссектриса внут- 
реннего р А пересекается со стороной ВС 
в точке Б такой, что РА = РВ. Найти дли- 
ну стороны ВС. 

5. Сфера касается всех боковых ребер 
правильной четырехугольной призмы и ее 
оснований. Найти отношение площади по- 
верхности сферы, лежащей вне призмы, к пло- 
щади полной поверхиости призмы. 
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Физика 


Варнант |1 


1. В чем состоят явления дифракции 
и интерференции? 

2. Проводник длиной 10 см перемещают 
в однородном магнитном поле с индукцией 
0,1 мм так, что он составляет угол 60° с на- 
правлением поля. С каким ускорением нуж- 
но двигать проводник, чтобы разность по- 
тенциалов на концах проводника возрастала 
равномерно на Ев за | с? 

3. Какой энергией должен обладать про- 
тон, чтобы приблизиться к ядру атома азо- 
та на расстояние 10-18 м? Заряд электрона 
1,6. 10-1 х, порядковый номер азота в таб- 
лице Менделеева 7, #5 = 8,85 - 10-2 ф/м. 

4. При 0°С стеклянная колба вмеща- 
ет 680 г ртути, а при 100°С — 670 г ртути. 
Определить коэффициент линейного расши- 
рения стекла. Коэффициент объемного рас- 
ширення ртути 0,00018 град-1. 

5. В последнюю секуиду свободного па- 
дення тело прошло путь вдвое больший, чем 
в предыдущую секунду. С какой высоты па- 
дало тело? Постройте график скорости от вре- 
мени и укажите на нем рассматриваемые 
пути. 

Р. Н. Молодежникова, И. И. Семенов 


Московский институт 
электронной техники 


Московский институт электронной тсх- 
ники (МИЭТ) является вузом с повышенной 
физико-математической подготовкой. На ос- 
новных факультетах ниститута курс высшей 
математики близок к курсу математики на фи- 
зическом факультете МГУ и почти в два ра- 
за превышает объем курса математики. чи- 
Таемого в технических вузах. На вступятель- 
тых экзаменах математика является профи- 
лирующим предметом, и абитуриеиты-меда- 
листы, получившие оценку «пять» на экза- 
менах но математике (письменном и устном), 
зачисляются в институт без дальнейшей сда- 
чи экзаменов. 

На письменный экзамен по математике 
отводится четыре часа, вариаиты для пись- 
менного экзамена состоят из пятн задач, при- 
чем две из них по алгебре, две по тригоно- 
метрии и одна геометрическая задача. Обя- 
зательно в каждом вариаите имеется пример 
на решение неравенства. Эти задачи подби- 
раются так, чтобы они решались только с по- 
мошью методов и приемов, которые сообща- 
ются учащимся в средией школе. Однако 
при этом требуется, чтобы в процессе реше- 
няя были обоснованы все действия, были про- 
ведены необходнмые исследования величин, 
входящих как в исходные данные задач, так 
и в их решения. 


$0 
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В билет для устного экзамена включа- 
ется два теоретических вопроса (алгебра и 
геометрия); каждому абитуриенту предла- 
гается ряд примеров {как правило, ие ме- 
иее трех) на построение графиков, на реше- 
ние алгебраических и тригонометрических 
уравнений и неравенств, на свойства элемен- 
тарных функций, на комплексные числа или 
пе другим разделам программы. 

В иастоящее время при большинстве ву- 
зов страны, в том числе и при МИЭТ, имеются 
заочные и вечерние подготовительные кур- 
сы, организуются циклы лекций по подго- 
товке в вуз. В нашем институте на заочиых 
и вечерних подготовительиых курсах обу- 
чается около 2300 человек. Слушатели за- 
очных курсов могут получать устные или 
письменные консультации, иа вечерних кур- 
сах — посещать лекции н практические за- 
нятия. Они получают методическую лите- 
ратуру. выполняют коитрольные задания. 

заключение приведем два  вариан- 
та вступительных экзаменов в МИЭТ в 
1972 году. 


Вариант |1 
1. Решить неравенство 


1982х = | 10в, (253). 


2. Известно, что сумма первых п чле- 
нов некоторой числовой последовательности 
при любом п выражается формулой 


$я = 572.2 п. 


Доказать, что эта последовательность — 
арифметическая  прогрессия и найти ее 
20-й член. 

3. Решить уравненне 


22х13 =185х. 


4. Проверить равенство 
9 
с0$ (За р 2) —- $ (4аге 3) = -55-. 


5. Дан равнобедренный треугольник с 
основанием 2а и высотой й. В него вписана 
окружность и к ней проведена касательная, 
параллельная основанию. Найти радиус ок- 
ружности и длину отрезка касательной, за- 
ключенного между сторонами треугольника. 


Вариант 2 
1. Решить систему уравнений 


1 й= ВЕ Д= 4, 


где 5 = х-ф й/ — комплекское число. 

2. При каких х три числа 1 2, 15 (3° — 1) 
и 15 (3% -Ё 3}, взятые в указаином порядке, 
составляют арифметическую прогрессню? 

3. Решить неравенство 


А 10 с05 2х -- 2108. чпх -р 108. с0$ х -- 
--3< 0, 


д 
ссля б<%х< =. 


4. Решить уравнение 
3 (с05 2х Г с 2х) 


СХ — с05 9х — 2 (5$12х -- 1) =0. 


5. Острый угол прямоугольного тре- 
угольника равен ©, радиус окружности, ка- 
сающейся гипотенузы и продолжений двух 
катетов, равен Ю. Найти длину гипотеиузы 
этого треугольника. 

А. В. Ефимов 


Московский институт 
радиотехники, электроники 
и автоматики 


Развитие науки, техники, производства 
ставит перед конструкторами иовые задачи, 
требует инженеров новых специальностей. 
Московский инстнтут радиотехники, электро- 
ники и автоматики — однн из новых вузов 
столицы. Институт готовит инженеров ши- 
рокого профиля по следующим спецнальнс- 
стям, охватывающим основные направления 


новой техники в области радиоэлектроники: 


радиотехника, коиструирование и производ. 
ство радиоаппаратуры, автоматика и теле- 
механика, автоматизированные системы уп- 
равления, электронные вычислительные ма- 
шины, конструирование и производство элект- 
ронио-вычислительной аппаратуры, полупро- 
водниковые приборы, промышленная элект- 
роника, электронные лриборы, электроаку- 
стика и ультразвуковая техника. 

Диевиое отделение МИРЭА имееттри фа- 
культета: радиотехнические системы и устрой- 
ства (РТ), автоматизированные системы уп- 
равления (АСУ), электронные и‘ квантовые 
приборы {ЭКП). 

Ниже мы’ приводим три варнанта всту- 
пительного письменного экзамена по мате- 
матнике 1972 года в МИРЭА. 


Вариант | 
1. Решить систему уравнений 


[1х8 4-43 = 91. 
\х-ну=7 
2, Решить уразнение 
1з (3х — 5) 1 


6 (38125) — 2 - 


3. Решить уравиение 


! Е 
—5 {(©0$ 5х -- с0$ 7х) — 603°2х + Уп? Зх -= 0, 


[1<-—. 


4. В треугольнике АВС на основании 
ВС или на его продолжении взята произ- 
вольным образом точка Ди около тре- 
угольников АСР н ВАР описаны окруж- 
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ностн. Доказать, что отношение радиусов 
этих окружностей есть величина постоян- 
ная. Найти такое положение точки О, для 
которога эти радиусы будут иметь наи- 
меньшую геличину. 

5. Решнть неравенство 


Их: -— 2 хз 0. 
Вариант 2 
1. Решить систему уравнений 


ыы 
3 
РА 
у 


=. 


> 


2. Решить уравнение 

Хх 
— 4-31 = 
3. Решить уравнение 


32. 3 


$1192 .С05 2 — МП 2`60532 = И 12| < 0,2. 


4. Расстояние между центрамн двух 
пересекающихся кругов раднусов А иг 
равно 4. Найти площадь их общей части- 

5. Вычислить 

} 


т 1972 Е \ 
9722 `’”, если а тат! =6. 


Е 


Вариаит 3 
1. Решить систему уравиений 
[1х8 — уз = 124, 
Анжи =. 
2. Решить уравнение 
32—*.02х Е 7 ‚9х 9.3%. 
3. Решить уравнение 
: х ния Ш 
$п 9х == с05* а зи — |х |< $ 
4. Доказать, что во всяком треуголь- 
нике имсет место следующее соотношение: 
а (а-+-с— В) 
В Ее а) — 


5. Найти ]орз 10, если 
Юя. 15 =а, 108 12 =6. 


| — с05 А 
1 — с0$ В* 
известны: 


О. П. Чопенко 
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«Математические досуги» 
Мартина Гарднера 





В «Кванте» № 5 за 1972 год 
мы рассказывали о вышедшей 
кииге яркого и своеобразио- 
го американского популярни- 
затора математики и физики 
Мартина Гарднера 
«Математические головолом- 
ки и развлечения» *). Напом- 
иим, что эта киига содержит 
сорок шесть очерков на все- 
возможные математические 
темы, раиее публиковавших* 
ся в разное время в журнале 
ЗчепИИс Атеисап (раздел 
«Математические — игры»). 

Сейчас издательство 
«Мир» выпустило в свет еще 
тридцать восемь очерков 
М. Гарднера, объединенных 
в одиу книгу под иазвани. 
ем «Математические досу- 
ги» **). Забегая вперед, ска- 
жем, что вторая книга нам по- 
нравилась еще больше, чем 
первая. 

Сначала несколько слов 
о самом М. Гардиере- 

В 1946 году занятия се- 
минара известного амери- 
каиского философа Рудоль- 
фа Кариапа, специализиру- 
ющегося главным образом 
в математической логике, 
теории вероятностей и физи- 
ке, в числе прочих студентов 
посещал некто Мартини Гарлд- 
нер, который спустя несколь- 
ко лет явился к учителю с 
магнитофонными записями 
его выступлений и предложил 
себя в качестве ...редактора, 

Р. Карнап не без дол: 
гих колебаний доверил Гард- 





*) Гарднер М. Мате- 
матические головоломки и 
развлечения. М., «Мир», 1972. 

**) Гарднер М. Ма- 
тематические досуги. М., 
«Мир», 1972. 


62 


неру эту работу н не ошибся. 
М. Гарднер обладает темн 
качествами, которых ие хва- 
тало его учителю: умение 
ясио и четко излагать мысли, 
писать занимательно, ярким 
и простым языком. 

Большое влияние на 
творчество М. Гарднера ока- 
зал известный многим чита- 
телям «Кванта» профессор Ро- 
берт Уильямс Вуд*), ко- 
торый в свободное от основ- 
ной работы время с юиошес- 
ким пылом метал бумеранги, 
решал геометрические зада- 
чи, помогал полиции раскры- 
вать преступлеиия, разоб- 
лачал  псевдоученых, — пи- 
сал  научно-фантастические 
рассказы и стихи, рисо- 
вал... 

Постепенно Мартин Гар- 
днер, который стал писать 
для зрелого, развитого чита- 
теля, не обязательно имею - 
щего специальное математи- 
ческое или физическое обра- 
зование, пришел к иесколь- 
ким творческим установкам, 
которые особенио ясио про- 
слеживаются в его «Матема- 
тических досугах». 

Во-первых, в изложении 
идеи следует опираться лишь 
на то, что широкий читатель 
хорошо знает и что он сумеет 
самостоятельно, без ухищ- 
рений, воспроизвести. Чем 
большую работу читатель вы- 
полняет самостоятельно, чем 
иеожиданней для него ока- 
жутся результаты и выводы, 
тем большее удовлетворение 


ои получит, 
Во-вторых, любой рас- 
сматриваемый факт, поми- 


*) См., например, «Квант» 
№№ 10, Ш, 12, 1971. 


мо того, что он занимателен, 
удивителен, забавен, должен 
быть непременно глубоко по- 
учительным, важным с пози- 
ций науки. 

В-третьих, Мартина Гар- 
днера, как правило, мало 
волнуют проблемы утверж- 
дения своего приоритета. Он 
стремится — продемонстриро- 
вать яркие идем интересных 
авторов, почерпнутые им в 
архиве иаукн. 

Это не означает, впрочем, 
что Гардинер пренебрегает ис- 
торией. Она является прек- 
расным орнаментом в расска- 
зах о задачах, когда, напри- 
мер, оказывается, что даже 
такой замечательный ученый, 
каким был Леонард Эйлер, 
изредка ошибался. (А чита- 
тель может избежать этой 
ошибки и разобраться в су- 
ти дела.) 

Наконец, — в-четвертых, 
математика и физика у Гард: 
нера не выглядят изолиро- 
ванными, а предстают как 
часть мировой культуры. По- 
этому его этюды представля- 
ют особую ценность для об- 
щего политехнического об- 
разования. 

Идеи в книгах Гарднера 
не кажутся приглаженными 
и тщательно  проработан- 
ными во всех деталях, при- 
вводящих к «круглому» от- 
вету. Напротив, благодаря 
умышлеиным — недомолвкам 
оин напоминают в миниа- 
тюре задачи, которые ставит 
сама жизнь. Ясность дости- 
гается за счет подбора образ- 
ных примеров, специально- 
го введения интермедий, под- 
готавливающих читателя к 
переходам мысли, а также 
умеренности пользования 
символикой. 


Даже по неболышим вы- 
доржкам из «Математических 
досугов», которые мы печата- 
ем в 5-м и 6-м номерах «Кван- 
таз, можно судить о том, на- 
сколько широк круг инте- 
ресов Мартина Гарднера. 

Мартин Гарднер по су- 
ществу создал новый жанр 
пояуляриой литературы. Ето 
кииги по праву можно иа- 
звать математическими раз- 
влечениями ХХ века. 

Читая его новеллы, нель- 
зя и? получить удовольствия 
от раскрытия самых неожи- 
даиных связей между разв- 
лечениями и серьезной нау- 
кой и не удивиться остро- 
умному применению — мате- 
матических понятий и вы- 
числительной техники для 
анализа игр и головоломок. 

Трудно да и незачем 
пересказывать содержание 
этой великолепной книгн. 
Ее нужно прочесть. 

В заключение мы при- 
водим несколько отрывков из 
этой книги. 


Казнь врасплох. 
и связанный с ней 
логический парадокс 


Осужденного бросили в 
тюрьму в субботу. 

— Тебя повесят в пол- 
день, — сказал ему судья, — 
в один из семи дней на сле- 
дующей неделе. Но в какой 
именно день это должно про- 
изойти, ты узнаешь лишь ут- 
ром в день казии. 

Судья славился тем, что 
всегда держал свое слово. 
Осужденный вериулся в ка- 
меру в сопровождении адво- 
ката. Как только их остави- 
ли вдвоем, защитник удов- 
летворенно ухмыльиулся. 

— Неужели не понят- 
но? — воскликнул ои. — 
Ведь приговор судьи нель- 
зя привести в исполнение! 

— Как? „Ничего не по- 
нимаю, — пробормотал уз- 
ИК. 

— Сейчас объясню. Оче- 
видно, что в следующую суб- 
боту тебя не могут повесить: 
суббота — последиий день ие- 
дели, и в пятницу днем ты бы 
уже знал наверияка, что тебя 
повесят в субботу. Таким 
образом, о дие казии тебе ста- 
ло бы известно до официаль- 
цого уведомления в субботу 


утром, следовательно, при- 
каз судьи был бы нарушен. 

— Верно, — согласился 
заключенный. 

— Итак, суббота, без- 
условно, — отпадает, — про- 
должал адвокат, — поэтому 
пятница остается последним 
днем, когда тебя могут пове- 
сить. Однако м в пятницу 
повесить тебя нельзя, ибо 
после четверга осталось бы 
всего два дня — пятница и 
суббота. Поскольку суббота 
не может быть днем казнн, 
повесить тебя должиы лишь 
в пятницу. Но раз тебе об 
этом станет известно еше в 
четверг, то приказ судьи 
опять тоже отпадает. Итак, 
последний день, когда тебя 
еще могли бы казнить, это 
четверг. Однако четверг тоже 
не годится, потому что, ос- 
тавшись в среду живым, ты 
сразу поймешь, что казнь 
должна состояться в четверг. 

— Все — поиятно! — вос- 
кликнул заключенный, во- 
спрянув духом. — Точно так 
же я могу исключить среду, 
вторник и понедельник. Ос- 
тается только завтрашний 
день. Но завтра меня навер- 
няка не повесят, потому что 
я знаю об этом уже сегодня! 

И влдруг, к немалому 
удивлению осужденного, в 
четверг утром в камеру явля- 
ется палач. Осужденный, ко- 
цечно, этого ие ждал, мо са- 
мое удивительное, что при- 


говор оказался совершенио 
точиым — его можно привес- 
ти в исполнение в полном со- 
ответствии с формулировкой. 

В чем же здесь противо- 
речне? 
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Проблемы 
уличного движения 
в городе Флойдз-Ноб 


Роберт Эббот предложил вни- 
манию читателей лабирнит, 
изображенный на рисунке 1, 
сопроводив его следующим 
поясиеннем. 

«В городке Флойдз-Ноб, 
штат Индиана, имеется лишь 
37 зарегистрированных авто- 
машин, и мэр городка решил 
назначить своего двоюрод- 
ного брата Генри Стейблза, 
большого шутника, извест- 
ного своей любовью к эксцен- 
трическим поступкам, — на- 
чальником отдела регули- 
рования уличного движения, 
решив, что тот без труда спра- 
вится с возложенными на 
него обязанностями. Вскоре 
мэр пожалел о принятом ре- 
шенин. 

Проснувшись однажды 
утром, — жители городка 
увидели множество новых до- 
рожных знаков. Знаки эти 
были развешены так, что 
движенне на некоторых улн- 
цах стало односторонним, а 
повороты на перекрестках — 
делом весьма сложным и за- 
путанным. 

Жители городка были 
за то, чтобы сорвать все до- 
рожные знаки. Однако на- 
цальник полиции — второй 
двоюродный брат мэра — 
обпаружил, что водители на- 
столько выходят из себя от 
такого обилия знаков, что 
рано или поздно совершают 
запрешщеиный поворот, и го- 
родская казиа получает от 
штрафов за эти нарущення 
больше, чем от штрафов за 





превышение скорости на при- 
городном июссе. 

Кроме того, жители го- 
родка не без злорадства ожи- 
дали, как на следующий день, 
в субботу, через город про- 
следуст Мозес Мак-Адам, са- 
мый богатый фермер вокруге, 
имевший обыкновение про- 
воднть конец недели в заго- 
родном доме. Все надеялись 
позабавиться над Мозесом, 
полагая, что проехать через 
город без единого нарушения 
невозможно. Но Мозес тай- 
ком раздобыл план города 
со всеми дорожными зна- 
ками и хорошенько изучил 
сго. Когда настала суббота, 
он. к удивлению жителей, 
проехал через весь город без 
единого нарушения!» 

Можете ли вы восстано- 
внть маршрут, по которому 
Мозес следовал через город? 
Очутившись на любом перс- 
крестке, вы иместе право дви- 
гаться в направлении одной 
из стрелок, то есть повора- 
чивать в иужную сторону 
разрешается лишь при у©лс- 
вин, если имеется закругле- 
ние, по которому можно свер- 
нуть, а следовательно, пря- 
мо — лишь при условии, если 
в вужную сторову идет пря- 
мая лнния, Поворачивать, 
двигаясь задинм ходом, за- 
прещается. Нельзя  разво- 
рачиваться и на 180°. По- 
кндать перекресток разреша- 
ется только в паппавлении 
какой-нибудь из стрелок. На- 
пример, достигнув первого 
после въезда в город пере- 
крестка, вы должны буде- 
те выбрать одну из двух 
возможностей: поехать на 
север или прямо (то есть на 
восток). 

Еслн вы поедсте прямо, 
то на следующем перекрестке 
сможете либо свернуть на юг, 
лнбо продолжить свой путь 
на восток. Хотя на втором 
перекрестке иместся закруг- 
ление к северу, но стрелкн, 
выходящей из него на север, 
нет, поэтому покидать второй 
перекресток, держа курс на 
север, воспрещается, 


Игра в веревочку 


Достойно сожаления, что ис- 
кусство составления вере- 
вочных узоров не получило 
широкого распространения; 
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особенно полезным оно мог- 
ло бы оказаться в руках учи- 
телей начальных классов, мс- 
днцинских сестер, ухажнваю- 
щих за больтымн, вынужден- 
ными в течение длительного 
времени находиться в пос- 
телн, и психиатров, реко- 
мендующих ручной труд в 
качестве терапни. 

Чтобы удовлетворить 
анпетнты читателей, я объ- 
ясню, как сделать один из 
зростейших и нанболее из- 
вестных ромбических узоров. 
Его называют «ромбы осэд- 
жейз», потому что этот узор 
впервые показал индеец из 
племени ссэджей, однако в 
США его чаще называют 
влестпицей Якова». Читатель 
должен взять полтора метра 
мягкого шнура, связать его 
КОНЦЫ и «показать, на что он 
способен». Немногопопракти- 
ковавшись, вы сможете стро- 
нть «лестницу Якова» менее 
чем за 10 секунд. 


Исходное положение — 
такое же, как и в большин- 
стве веревочных узоров: пет- 
ля надета на большне нальиы 
и мизинцы обеих рук {рис. 2, 
а). Указательным пальцем 
правой руки подденьте учас- 
ток шнура между мнзинцем 
и большим пальцем левой ру- 
ки и, не спуская шнура с 
пальца, отведите правую 
руку вправо. Указательным 
пальцем левой руки под- 
деньте участок шнура между 
мизинцем и большим пальцем 
правой руки (указательный 
палец левой руки должен 
при этом пройти между участ- 
камн шнура, наброшенного 
на указательный палец пра- 
вой руки) и отведите левую 
руку влево. У вас получится 
фигура, показанная на ри- 
сунке 2, 6. Освободнв боль- 
шие пальцы обеих рук и на- 
тянув шнур, вы получите 
фигуру, показанную иа ри- 
сунке 2, в. Поверните руки 
ладонями от себя. чтобы вам 
легче было поддеть кончи- 
камн большнх пальцев са- 
мый дальний участок шнура 
в точках. обозначенных на 
рисунке 2, в буквами А. Под- 
дев. разверните руки в преж- 
нее положение. При этом 
участок, который был самым 
дальиим от вас, пройдет под 
всеми остальными участками 
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шнура и станет самым ближ- 
ним (рис. 2, г). Согните боль: 
шие пальцы над ближайшими 
к ним участкамн шнура и под- 
деньте ими следующий учас- 
Ток в точках, обозначенных 
буквами А на рисуике 2, г. 
Сбросьте петли с мизиниев. 
У вас получится веревочная 
фигура, изображенная па ри- 
сунке 2, 0. 

Согиите тенерь мизинцы 
над бдижайшими к ним участ- 
ками шнура, и тыльной сто- 
роной мизинцев  подденьте 
шнур в точках, обозначенных 
буквами А на рисуике 2, д. 
Освободиз большие пальцы, 
вы получите фигуру, нзобра- 
женную на рисунке 2, г. 
Согните большие пальцы над 
двумя ближайшими к ним 
участками шнура и поддень- 
Те их тыльной стороной сле- 
дующне (третьи от ких) участ- 
ки шнура в точках, 06бо- 
зваченных буквами А на ри- 
сУНяе 2, г. Верните большие 
пальцы в исходное положе- 
ние_ У вас получится фигура, 


изображенная на  рисупке 
2, м. 
Большим и указатель- 


ным пальцами нравой руки 
возьмите шнур в точке А 
(рис. 2, м), потяните на себя 
и наденьте петлю на большой 
палец левой руки. Затем возь- 
мите петлю, которая была 
уже надета на большой иа- 
лец левой руки, в точке В 
(рис. 2, ж) и поднимите ее, 
тем самым вы спустите эту 
нетлю с большого пальца. 
Этот обмен петель часто встре- 
чается в версвочных узорах. 
Левой рукой произведите ана- 
логичный обмен петель на 
больиюм пальце правой рукн. 
{Мастера  веревочных у3зо- 
ров могут обменивать петли 
на обоих пальцах одновре- 
менно без помощн другой 
руки. но начинающему луч- 
ше придерживаться описан- 
ной выше последовательиос- 
тн.) После всех операцнй 


у вас должна получиться 
фигура. показанная на ри- 
сунке 2, 3. 


Теперь всё готово для 
последнего движения. Согнув 
указательные пальцы. вве- 
дите нх кончикн в маленькие 
треугольники, — помеченные 
буквами А на рисунке 2, з. 
Высвободите мизиицы из пе- 


тель и одновремейно повер- 
ните обе руки ладонями от 
себя, как можно сильнее 
растопырив большие и ука- 
зательные пальцы. (Выпол- 
няя заключительную онера- 
цию, следите за Тем. чтобы 
шнур имел достаточно боль- 
шую «слабину», иначе узор 
ие раскроется полностью.} 
Туго иатяннте шнур. Если 
все было сделано правильио, 
вы увидите дорожку из ром- 
бов, изображенную ина ри- 
сунке 2, и. Внезапное появ- 
ление красивых узоров из 
хаоса веревочных  перепле- 
тений принадлежит к числу 
наиболее приятных  особен- 
ностей большинства  мани- 
пуляций с веревочкой. 

Тем, кто в совершенстве 
овладел искусством  состав- 
леиия веревочных узоров, мо- 
жет доставить удовольствие 
выступление В «парном раз- 
ряде», когда одну и ту же 
петлю удерживают двое иг- 
рающих: один — правой, 
другой — левой рукой. Иг- 
рая вдвоем, нетрудно одно- 
временно сплести два оди- 
наковых узора на двух пет- 
лях (первая петля накинута 
на правую руку первого иг- 
рока и на левую руку вторс- 
го, вторая петля — на левую 
руку первого игрока и из 
вторую руку второго). Го- 
раздо труднее одновременно 
сплести два различных узора. 
Такой трюк требует огроу- 
ного мастерства и Точной 
координации движений, 


Еще одна задача 
на взвешивание 


Из пяти даниых предметов 
никакие два не весят одина- 
ково. Эти пять предметов 
надо расположить в ряд по 
мере возрастания их веса. 
У нас есть рычажные весы 
< двумя чашами, ио нет гирь. 
Как решить задачу, произ- 
ведя ие более семин взвеши- 
ваний? 

Ясно, что для двух пред- 
метов достаточно одного взве- 
шивания. Три предмета при- 
дется взвешивать трижды. 
Пускай первое взвешивание 
определит, что А тяжелее, 
чем В. Положим на весы В 
и С. Если В окажется тя- 
желее, то задача будет ре- 
мена с помощью двух взве- 





Рис. 2. 


шиваний;: если же тяжелее 
окажется С. то потребуется 
третье взвешивание, с по- 
мощью которого мы срав- 
ним между собой предметы С 
нА. Если перед вами четыре 
предмета, то можно легко 
обойтись пятью взвешивани- 
ЯМН. 

Когда число предметов 
доходит до пятн, задача пе- 
рестает быть правильной, а 
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с дальнейшим ростом числа 
взвешиваемых предметов 
трудность задачи очень 
быстро увеличивается. На- 
сколько мне известио, пока 
не существует общего ме- 
тода для упорядочения п 
предметов с помощью нан- 
меньшего возможного числа 
взвешиваний. 
В. Н. Березин. 
М. Л. Смоаянский 
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В этом номере мы продол- 
жаем публиковать ачнотао- 
ции на книги, выходящие в 
1973 году и представляющие 
интерес для наших читате- 
деи. 

В ИИ! квартале 1973 го- 
да выйдут в свет следующие 
книги (заказы можно нап- 
равлять через магазины 
«Книга—почтой»): 


Математика 
Издательство «Наука» 


1. Кириллов А. А. 
Пределы. (Объем 5 л., тираж 
100 000 экз., цена 15 к.) 

В книге рассмотрен один 
из самых трудных разделов 
школьной программы — те- 
ория пределов. 

На коикретных, хорошо 
подобраиных примерах, ав- 
тор ясно и очень доходчиво 
объясняет этот столь труд- 
ный раздел программы. 


Книга предназиачена 
для самостоятельно зани- 
мающихся математикой 


школьников 9—10 классов. 
Она также может быть ис- 
пользована учителями ма- 
тематики для  виеклассной 
работы. 

д. Ю. 


2. Панов 

Счетная — лимейка. (Объем 
1| л., тираж 200 000 экз., 
цена 39 к.) 

В наше время умение 
пользоваться логарифмичес- 
кой линейкой необходимо 
каждому школьнику в са- 
мых разнообразных слу- 
чаях. 

Первая часть книги в 
простой и чрезвычайно на- 
глядиой форме учит начина- 
ющих производить простей- 
шие вычисления с помощью 
логарифмической линейки 
(которые, однако, вполие дс- 
статочны для школьных це- 
лей). 

Вторая часть книги слу- 
жит более специальным це- 
лям и предназначена для 
читателей, уже умеющих счи- 
тать на линейке. 

Книга рассчитаиа на 
широкий круг Читателей. 
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Новые книги 


3. Солодовнин - 
ков А. С., КаиторИ. Л. 
Гиперкомплексные числа. 
{Объем 7 л., тираж 35000 экз., 
цена 23 к.) 

Авторы книги в популяр- 
ной форме рассказывают об 
одном из обобщений комп- 


лексных чисел — гиперком- 
плексных числах. 
Книга  рассчитаиа на 


учащихся старших классов; 
она также представляет ин- 
терес для учителей матема- 
тики. ведущих факультатив- 
ные заиятня. 

4. Бескин И. М. 
Деление отрезка в данном 
отношении. (Объем 3 л., 
тираж 50 000 экз., цена 10 к.) 

В этой книге изложены 
некоторые вопросы, связан- 
ные с задачей о делении от- 
резков в данном отношенни. 
В процессе изложения этого 
вопроса автор знакомит чи- 
тателя с некоторыми воп- 
росами аффинной и прсектив- 
ной геометрин. 

Книга рассчитана на уча- 
щихся 8—10 классов. Она 
может быть также полезна 
учителям математики при 
проведении факультативиых 
занятий. 


Издательство «Просвещение» 


5. Виленкин Н. Я., 
Шварцбурд С. И. Мате- 
матический анализ. Посо- 
бие для учащихся  матема- 
тических школ- (Объем 
31,7 л., тираж 100 000 экз., 
цена Гр. 10 к.) 

Книга предназначена, в 
первую очередь, для учащих- 
ся физико-математических 
школ. В достаточно доступ- 
иой форме, однако используя 
осиовные теоретико-миожест- 
векные понятия, авторы из- 
лагают основные понятия ма- 
тематического аиализа, пред- 
ставленные в программе сред- 
ней школы. При изложении 
материала авторы широко 
используют наглядные пред- 
ставлеиня. Большое число 
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задач и упражнений помо- 
гают усвоению материала. 


Физика 
Издательство «Наука» 


1. Коган Б. Ю,, 
Сто задач по механике. (Объем 
5 л., тираж 200 000 экз., 
цена 14 к.) 

Книга представляет со- 
бой сборник нестаидартных 
задач по механике, носящих, 
в основиом, занимательный 
характер. Ко всем задачам 


даны подробиые — решения. 
Книга рассчитана на 
школьников старших клас- 


сов, которые интересуются 
физикой. Она будет также по- 
лезна учителям физики, ве- 
дущим факультативиые за- 
нЯтиЯ. 

7. Физика. Часть [. 
Вселенная. Под редакцией 
Ахматова А. С. (Объем 35 л., 
тираж 100 000 экз., цена Ё р. 


47 к.) 
Эта книга является 
переводом американского 


учебника для средней шко- 
лы по курсу общей физики. 
Полный курс состоит из че- 
тырех частей: «Вселенная», 
«Оптика и волны», «Механи- 
ка», «Электричество и стро- 
ение атома». 

Публикуемая первая 
часть курса «Вселенная» зна- 
комит читателя с фундамен- 
тальными физическими по- 
нятиямн: время, простран- 
ство и так далее, а также с 
путями развития современно 
физики. 

Книга является полез- 
ным дополнением к сущест- 
вующим учебникам по фи- 
зике. Она рассчитана на ши- 
рокий круг читателей: уча- 
щихся школ, студентов тех- 
никумов, лиц, занимающихся 
самообразованием, предстае- 
ляет большой интерес для 


преподавателей физики в 
средией школе. 

8. Бишоп Р. Коле- 
бания. (Объем 10 д., ти- 


раж 15 000 экз., цена 70 к.) 


В популярной и увле- 
кательной форме рассказы- 
вается о колебаниях в при- 
роде и технике. Затрагива- 
ется широкий круг вопросов: 
колебания машин и приборов, 
колебания инженерных со- 
оружений, Термоупругие ко- 
лебания, методы борьбы с 
вредными колебаниями н ис- 
пользование полезных коле- 
баний. Нэложение иллюстрн- 
руется большим  колнчест- 
вом примеров и фотографий. 

Книга предназначена для 
широкого круга читателей, 
интересующихся техникой 
вообще и проблемой колеба- 
ний в частности. 

9. Ферсмаян А. Е. 
Рассказы о самоцветах. (Объ- 
ем 18 л., тираж 20 000 экз., 
цена ТГ р. 10 к.) 

Эта книга написана од- 
ним нз самых крупных зна- 
токов приролы. Основыва- 
ясь на своем богатейшем 
опыте и опираясь на сведе- 
ния, почерпиутые из рус- 
ских летописей, индейских 
и арабских лапидарий, ав- 
тор вводит читателя в слож- 
ный и грекрасный мир цвет- 
ных камней. 

Написанная прекрасным 
языком, богато иллюстриро- 
ванная, она несомненно вы- 
зовет интерес у самого ши- 
рокого круга читателей. 


Издательство «Мир» 


19. Сиборг Г, 
Корлисс У. Человек и 
атом. (Объем 21 л., тираж 
75 000 экз., цеиа 1 р. 26 к.) 

В этой книге изложены 
практически все области 
применения атомной — энер- 
гии — в медицине, биоло- 
гии, энергетике и так далее. 
Популярное изложение ма- 
териала делает эту книжку 


нитересной для широкого 
круга читателей. 
А томиздат 

11. Кюри Е. Мария 
Кюри. (Объем 20 л., тираж 


150 000 экз., цеиа ! р. 20 к.) 

Эта книга иаписана до- 
черью известной  француз- 
ской ученой Марии Кюри. 
Ева Кюри — младшая дочь 
Марии Кюри, — журналист- 
ка — сумела очень ярко и 
занимательно изложить твор- 
ческую биографию и жизнен- 


ный путь Марии Кюри. Ни 
одна женщина в мире не 
пользовалась такой  науч- 
Ной популярностью, как 
Марня Кюри. Она была чле- 
ном шести научных учреж- 
дений, академий и научных 
обществ; она являлась дваж- 
ды лауреатом Нобелевских 
премий (по физике и по хи- 
МИНИ). 

Эта увлекательная кни- 
га, безусловно, будет иин- 
тересна самому широкому 
кругу чнтателей. 


Астрономия 


Издательство «Наука» 

12. Астрономический ка- 
лендарь на 1974 год, под ред. 
П. И. Бакулина. (Объем 
15 л., тираж 20000 экз., 
цена 70 к.} 

Этот ежегодник рассчи- 
тан на участников астронс- 
мнческих кружков, любите- 
лей астрономии. Он содер- 
жит сведения об — астроно- 
мических явлениях в 1974 го- 
ду, статьи, посвященные лс- 
стиженням В различных об- 
ластях астрономни, инструк- 
ции для наблюденнй, ин- 
формацию о различных астрс- 
номическнх_ совещаниях и 
конференциях, — материалы, 
посвященные юбнлейным ас- 
троиомическим датам. 

13. Цесевич В. П. 
Что и как наблюдать на небе. 
(Объем 25 л., тнраж 25 000 
экз., цена 1 р.) 

Книга является — посо- 
бием для любительских на- 
учных наблюдений за небес- 
мыми светилами. Содержкт 
описание звездного неба, ос 
новных понятий астрономии 
н астрофизики, освещает сов- 
ремениые данные о телах 
Солнечной системы — Луне и 


`планетах, Солнце и звездах. 


Систематнчески излагаются 
способы наблюдений, доступ- 
ных любителю астрономии, 
и обработки этих наблюде- 
НИЙ. 


Научная фантастика 


Издательство «Мир» 

Е Лем С. Солярис. 
Эдем. (Объем 21 л., тираж 
100000 экз.. цена 1 р. 
13 к.). 

Творчество Лема, авто- 
ра ряда широко известных 
романов, хорошо нзвестно 
нашему чнтателю. 
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В новом сбориике будут 
опубликованы его  рома- 
ны «Эдем» мн «Солярис». 
В них рассказывается о по- 
кореиии человечеством кос- 
моса, о проблемах, которые 
могут возникнуть перед лю- 
дьми во время космических 
путешествий. 

2. Нежданно-негаданно. 
Сборник научно-фаитастиче- 


ских рассказов. — (Объем 
14 л, тираж 1090000 экз., 
цена 46 к.). 

В сборннк включены 


рассказы, в которых авторы 
юмористически рассматрива- 
ют последствия научных от- 


крытнй, различных  фаита- 
стнческих ситуаций и так 
далее. 

Читатели познакомятся 


с вовымн именамн, с твор- 
чеством Ж. Стернберга. 
Х. Артьенса н других. 

Все рассказы интересно 
н занимательно написаны. 

3. Рассел Э. Ниточка 
к сердцу. (Объем 14 24. 
тираж 100 000 экз... — це- 
на 76 к.). 

Английский инсатель 
Эряк Фрэнк Рассел считает. 
ся одним из лучших фанта- 
стов своей страны. Его твор- 
чествэ характеризуется юмо- 
ром и оптимизмом. лирнч- 
ностью, сюжетной  найря- 
женностью и яркостью в 
обрисовке характеров. Науч- 
но-фантастические рассказы 
Э. Ф. Рассела отличаются 
ВыЫСОКИМН художественными 
достоинствамн. 

4. Фантастика социали- 
стических стран. Сборник 
научно-фантастических рас- 
сказов. (Объем 12? л., ти- 
раж 100 000 —экз.. це- 
на 66 к.). 

В сборнике публикуются 
новые произведения авторов 
соцналистнческих стран. Чи- 
татель познакомится с рас- 
сказами болгарского автора 
С. Славчева, поляка С. Вайн- 
фельда и других. 

Для всех пронзведений 
характерен занимательный, 
напряженный сюжет, нх ав- 
торы предлагают вниманию 
читателей увлекательтые на- 
учно-фантастические — гипо- 
тезы. 


М. Л. Смолянский 
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Нздательство «Знание» уже 
около 20 лет выпускает сс- 
рию брошюр под общим на- 
званием «Физика»,  рассчи- 
танную ка широкий круг 
читателей. Большая часть их 
рассказывает о современных 
проблемах теоретической и 
экспериментальной Физики. 
Авторы этих брошюр — из- 
вэстные ученые, эктивно 
участвующие в разработке 
освещаемых ими проблем. 
Они обычно стремятся дс- 
нести до читателя прежде 
всего основиые физические 
идеи, лежащие в основе ис- 
следований. и потому почти 
ие пользуются сложным ма- 
тематическим аппаратом. Тем 
не менее для полного поии- 
мания таких брошюр иеоб- 
ходимо, как правило, пред- 
варительное — знакомство с 
вузовским курсом абщей фи- 
зики. Но и увлеченные фи- 
зикой старшеклассникн най- 
дут иемало интересных све- 
дений на страницах этих 
брошюр- 

Почти каждый год среди 
брошюр этой серии встре- 


чаются и такие, которые 
вполн> доступны — старше- 
классникам. Приведем не- 


сколько примеров. 

В серии «Физика» вы- 
пускаются биографии выдаю- 
щихся ученых, создавших но- 
вые разделы этой наукн. 
Обычно выход в свет таких 
брошюр связан с юбилейпы- 
мн датами. Так, в работе 
академика Б. М. Пон- 
текорво *«Эярико Ферми» 
{№ 8, 1971) рассказывается 
о жизни и основных научных 
достижениях замечательного 
итальянского ученого. Бро- 
юра тем более интересна, 
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ре мечет 


Брошюры по физике 


что автор ее много лет сотруд- 
ничал с Ферми и был одним 
из самых любимых его уче- 
НИКОВ. 

Брошюра. выпущенная к 
100-летию со дня рождення 
Эрнеста Резерфор- 
да, называется «О физике 
ХХ века» (№ 6, 1971) и сс- 
держит три лекции Резер- 
форда. прочитанные им в 
1909, 1923 и 1936 годах. Эти 
популярные лекции посвя- 
щены атомариому строению 
электричества, строению ато- 
ма и искусственному  прев- 
ращению элементов. Лекци- 
ям предпослано предисловие 
академика П. Л. Капицы, 
который на протяжении почти 
14 лет работал в Кембридже 
у Резерфорда. 


Исключительная роль, 
которую физика играет в 
научно-технической ево- 


люции, вызываст все воз- 
растающий интерес к историн 
этой науки. Некоторые круп- 
ные ученые высказывают мне- 
ние 9 том, что нельзя рас- 
считывать на успех в пред- 
виденни путей развития фи- 
зики в будущем, если мы не 
будем достаточно понимать 
ее прошлое. В связи с этим 
возникла идея создать ан- 
тологию предисловий к вы- 
дающимся трудам ученых 
ХУГ-ХХ веков, Такой сбор- 
ннк «Становление физики» 
{№ 8, 1972) составил профес- 
сор С. П. Катина. Каж- 
дому преднсловию  предлос- 


лана краткая биография его’ 


автора. В брошюре приведены 
целиком или в выдержках 
предисловия к наиболее зна- 
менитым трудам по физике 
русских и ниостранных уче- 
ных: Гильберта, Ньютона, 
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Ломоносова, Гельмгольца, 
Менделеева, Эйнштейна, Пер- 
рена, Планка, Дирака. 
Некоторые брошюры се- 
рии «Физика» помогают чи- 
тателям ориентироваться в 
фактах в событнях, относя- 
щихся к развитию физики и ее 
достижениям. Например. 
брошюра А. И. Бажено- 
ва «Физцки-лауреаты» 
{№ И, 1971) рассказывает 
о физиках-лауреатах Нобе- 
левской премии. Шесть из- 
вестных советских физиков — 
академики И. Е. Тамм, 
И. М. Фраик. П. А. Че- 
ренков, „/. Д. Ландау, 
Н. Г. Басови А. М. Про- 
хоров — были награждены 
Нобелевскимн премиямн. Ос- 
новной раздел брошюры по- 
священ советским физикам- 
лауреатам и тем трудам, за 
которые им были присуждены 
эти премии. В брошюре дана 
также краткая справка о Но- 
белевских премиях и приве- 
ден полный список Нобелев- 
скнх лауреатов по физике 
со времени основания премий. 
Следует упомяпуть и 
о брошюре академика 
П. Л. Капицы, стоящей 
несколько в стороне от ос- 
новной тематики серии «Фи- 
зика». Имеется в виду его 
сборник «Физические задачи» 
{№ 6. 1972). Он был выпущеи 
в связи с пожеланиями мно- 
гих читателей, особеино мо- 
лодых. В этот сборник вошли 
также несколько статей 
П. Л. Капицы на тему о вос- 
интании физнков. 
Помещенные в сборнике 
задачи во многом не похожи 
на обычные задачи по физике. 
Условия эТнх задач часто не 
содержат всех необходимых 


данных. и школьнику надо 
самому дополнять их сведе- 
ниями из справочников и таб- 
лиц. Решение таких задач 
требует не только умения 
оперировать заученными 
формулами, но н глубокого 
понимания существа рассмат- 
риваемых физнческих явле- 
ний. Поясняя причины, по- 
будившие его составнть столь 
необычные задачи, автор пк- 
шет: «Хорошю известно, что 
для слодотворной  иаучной 
работы требуется не только 
знание и понимание, но, глав- 
ное, еще самостоятельное 
аналитическое и творческое 
мышление. Как одно из эф- 
фективных средств воспита- 
ния, выявления и оценки этих 
качеств прн обученни моло- 
дежи н были составлены эти 
задачи». 


Расскажем коротко о 
брошюрах, которые выйдут 
в 1973 году. Первые две 
брошюры содержат популяр- 
ный обзор достижений в раз- 
личных областях физики. Од- 
на из инх написана физиком- 
теоретиком, профессором 
М Н. Кагановым. 
Она. называется «А/агноны и 
плазмоные (№1, 1973) и 
посвящена исследованиям так 








щим був более: 
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Брошюру академика 
А. А. Логунова и 
В. А. Ярба «Серпухов- 
ский ускоритель» (№ 3, 
1973) можно отнести к чис- 
лу нанболее доступных 
школьникам брошюр этого 
года. В ней приводится крат- 
кое описание основных ха- 
рактеристик  серпуховского 
ускорителя протонов с энер- 
гней, достигающей 76 мил- 
лиардов эзлектрон-вольт. Ав- 
торы подробно рассказывают 
о результатах нсследований 
в области физики высоких 
энергий, выполненных на 
этом ускорителе. 

В 1973 году издательство 
«Знанне» намечает выпустить 
в серии «Физика» ряд дру- 
гих брошюр по различным 
вопросам физики {о новей- 
ших достижениях в области 
изучения нейтрнио, о проб- 
лемах гравитации, 06 усис- 
хах и перспективах термо- 
ядерных исследований, о 
проблемах квантовой элек- 
троники, оптики и физики 
атмосферы). — Подготавлива- 
ется также издание брошюры, 
составленной нз статей, по- 
священных научной деятель- 
ности недавно умершего вы- 
дающегося советского физи- 


называемых квазичастии. Ав- ка-тсоретика академика 
тор пишет, что понятие «кна- Иго ря ‹ Евгеньевин - 
зичестица», япервые яыдви- ча Гамма. 


нутое еще ве тридцатых годах 
советским физиком-теоре- 
тнком Я. М. Френкелем, 
оказалось очень плодотвор- 
ным в физнке твердого тела, 
где квазичастица прекрасно 
справляется с тем, радн чего 
она создана: с описанием двн- 





Будет издан очередной 
сборник «Физики о физике», 
содержащий статьи зарубеж- 
ных физиков, опубликован- 
ные в последнее время в ино- 
странной — научно-популяр- 
ной печати. Сборники «Фи- 
знки о физике» выпускаются 


жения атомных частиц в конц- ежегодно и охватывают ши- 





денсированных средах. в -... ЗНАНИЕ рокий круг физических иро- 
В брошюре «Электриче- Е Ре а блем. Так, сборник. ьыпу- 
ские свойства плазмы» (№ 2, ; | щенный в 1972 году (№ 4, 
1973) доктор физико-матема- . 1972) был посвящеи новым 
тических наук В. Н. Цы- | ы } идеям и методам в физике 
тович рассматривает проб- т твердого тела. Тема сбор- 
лемы непользовання плазмы м ннка «Физики о физике» 
как источника сильных | 1973 года — астрофизика и 
электрических полей, в част- `® ‹ Физика плазмы. 
ности, для иовых методов > Брошюры серии «Физи- 
ускорения заряженных ча- каь выходят одни раз в ме- 
стиц. Автор рассказывает о сяц ни распространяются по 
развитии иден академика предварительной — подниске, 
В. М. Векслера об ускоре- хак обычное нодписное из- 
нин ‘сгустков заряженных ик дание.  Стокмость годовой 
частники и перспективах соз- 9 ФИЗИКЕ подлнски —— 1 руб. 30 коп. 
дания новых мощных уско- 9157 ели 
рителей, основанных на нс- ая, ия | 
пользовании плазмы. Ф. Кедрев 
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Л. В. Кованцова Киевская заочная 
физико-математическая 


школа 





Всем известно, как велико значение мате- 
матики для наук, занимающихся изучением 
окружающего нас мира. Ее развитне тесно 
связано с творчеством многих поколений 
ученых-математиков; эта постоянно разви- 
вающаяся наука вызывает все больший ин- 
терес, который с годами не ослабевает, а уси- 
ливается. Особенно радостно видеть, с ка- 
кой заинтересованностью и любовью отно- 
сятся к математике школьники, как тонко 
онн чувствуют и понимают ее. В этом — боль- 
шая заслуга преподавателей, раскрывающих 
перед учащимися загадочный мир математи- 
ки, мир формул и теорем. 

В последнее время очень миого виимания 
уделяется вопросу улучшения форм школь- 
ного образования — введению целесообраз- 
ной методики, использованию вспомогатель- 
ных средств в процессе обучения. Обучение 
в заочной физико-математической школе — 
одна из новых форм изучения математики. 

Первая заочная математическая школа 
была открыта в 1963 году при Московском 
уннверснтете. Затем такие же школы былн 
организованы при Ленинградском и Ново- 
сибирском университетах, а в 1968 году — 
при Киевском уннверситете. В настоящее 
время в Киевской школе насчитывается бо- 
лее 2,5 тысяч учащихся. 

Слециализироваиные — заочные школы 
строят работу независимо от планов, по ко- 
торым работают обычные средние школы. 

В задачах, которые даются в специали- 
зированных заочных физико-математических 
школах, должны быть такие элементы, ко- 
торые создают активный запас математиче- 
ских знаний. Необходнмо, чтобы учащийся, 
решая задачу, смог сам подумать над тем, 
чтобы число вводимых в нее данных не было 
нн нэбыточным, нн недостаточным. 

Какие же темы разрабатывают учащие- 
ся Киевской заочной физико-математической 
школы? 

Это, прежде всего, метод координат, функ- 
ции и их графики, элементы комбинаторики, 
пределы, пронзводная, уравнения и иеравен- 
ства, тригонометрические уравнения, геомет- 
рические преобразовання, неевклидовы гео- 
метрии. 

Эти вопросы охватывают полный курс 
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школьного обучения, и в то же время они 
намного сложнее, объемнее. Так, метод коор- 
динат в наших заданиях нспользуется намно- 
го шире, чем это делается в средней школе. 
Учащиеся знакомятся с такими тонкими воп- 
росами высшей математики, как аксиомати- 
ческий метод, неевклидовы геометрии. Кро- 
ме элементарных форм геометрических пре- 
образований, рассматриваемых в средией 
школе, учащимся сообщаются сведения о бо- 
лее сложных формах — проективных, аффин- 
ных, тэ есть учащиеся знакомятся © теоре- 
тико-групповымн основаниями в геометрии. 

Мы считаем нужиым давать учащимся 
специализированиой школы элементы ком- 
бинаторкки даже при условии, что оии есть 
в программах обычной школы. Это становнт- 
ся тем более необходимым, когда эти элемен- 
ты из программы исключены. Для учащих- 
ся специализированных школ элементы ком- 
бинаторики иужны не как самоцель, а как 
отправная точка для вырабатывания у них 
теоретико-вероятностного подхода к элемен- 
там реальной действительностн. 

ольшую помошь в работе Киевской 
заочной школы оказывает Украинское теле- 
видение, в тесном единении с которым шко- 
ла работает с первых дней своего существо- 
вания. Каждый понедельник в эфир выходят 
передачи для учащихся нашей школы, под- 
готовленные и читаемые профессорами и пре- 
подавателямн Киевского университета, уче- 
ными АН УССР. 

Начиная с этого года, издательство «Ви- 
ща школа» выпускает целую серию брошюр*) 
для учащихся, увлекающихся математнкой. 
Здесь и «Метод координат», и «Геометриче- 
ские преобразования», и «Производная», и 
многие другие. Все брошюры будут выходить 
на украинском языке. 

Назначение такой литературы — закре- 
пить школьные знания, выработаль у школь- 
ника навыки математического мышления, 
а в некоторых случаях вывести читателя 
за пределы шкояьных программ и сообщить 
ему новые сведения, новые методы матема- 
тического рассуждения. 





*) См. «Квант» № 4, 1973, с. 66. 


Ежегодно в январе школа проводит на- 
бор учащихся. В школе три курса. Набор 
проводится на 1-й н 2-й курсы. 

Ниже приводятся задачи вступительной 
контрольной работы, предлагавшиеся в 
1972 году- 


1 класс 


1. Некоторая комиссия собиралась 
40 раз. Каждый раз на заседании присутст- 
вовало по 10 человек, причем никакие двое 
из членов комнссни не былн вместе на одном 
заседании более одного раза. 

Доказать, что число членов комиссии 
более 60. 

2. Плоскость разбита на квадратные 
клетки, в каждой из которых записано не- 
которое натуральное число. Известно, что 
каждое число равно среднему арифметиче- 
скому четырех чисел, стоящих в четырех со- 
седних клетках. 

Доказать, что все числа, вписанные 
в клетки, равны между собой. 

3. Разложить на 4 множителя выраже- 
ние хх 1. 

4. Остаток от деления на 24 квадрата 
простого числа, большего 3, равен единице. 
Доказать это или опровергнуть. 

5. Внутри треугольника найти такую 
точку, что линии, соединяющие ее с тремя 
вершинами треугольника, делят треуголь- 
ник на три части, площадн которых пропор- 
циональны трем данным числам р, д иг. 

6. Найти прямоугольный треугольник 
с заданным острым углом, в котором гипо- 
тенуза выражается тем же числом, что и пло- 
щадь. 

1. Куб, все гранн которого выкрашены 
краской, распилили на 1000 одинаковых куби- 
ков, полученные кубики сложнли в ящик 
и тщательно перемешали. Каковы вероятно- 
сти (доли случаев) вынуть наугад из ящнка 
кубик с одной, двумя и тремя окрашенными 


гранями? 
8. Найти частное от деления а № а? -1- 
о и 


9. Сколько цифр имеет число 2198? 

10. Какое наибольшее число тупых уг- 
лов может быть в пятиугольнике? 

11. В каких пределах может меняться 
угол при вершнне равнобедренного треуголь- 
ника, если основание остается меньше боко- 
вой стороны? 

12. Доказать, что если три угла выпукло- 
го четырехугольннка тупые, то диагональ, 
исходящая из четвертого угла, длинее, чем 
другая днагональ. 

13. При каких значениях параметра 
а дробь 


(@— 1} 
25 — За? -|- 4а3 — 4а? -!- За— | 


нмеет максимальное значение? 
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8 класс 


1. Через точку М на стороне АВ тре- 
угольника АВС провести прямую так, что- 
бы она поделила площадь треугольника по- 
полам. 

2. При каких значениях пл существует 
выпуклый л-угольник, у которого одна сто- 
рона имеет длину |, а длины всех днагона- 
лей — целые числа? 

3. Доказать, что если обе стороны пря- 
моугольника и его днагональ выражаются 
целыми числами, то площадь прямоуголь- 
ника численно делится на 12. 

4. Доказать, что сумма 


‚1 | | 
Е и 


не является целым числом нн при каком це- 
лом Л. 

5. 25 м ленты толщиной в 0,| мм намо- 
тали на картонную трубку. Получился ва- 
лик диаметром в {| дм. Каков диаметр труб- 
ки? 

6. Доказать, что если целое число л не де- 
лится на 17, то п8 — | или л8 | делит- 
ся на 17. 


7. Найти сумму п членов 
З + 33 -+ 333 +... - 333... 3 


8. В трапецин АВОСЬ (ВС 11 42) даны 
АР ==57, ВС -= 33, = ВАР = 60°, Е и Е 
середины сторон ВС и АО. Площадь трапе- 
ции равна 180. Пусть АЕ н ВЕ лересекают- 
ся в точке М, а ЕД и РС пересекаются в точ- 
ке №. Найти площадь четырехугольника 
ЕМЕМ. Какие из даниых задачи можно от- 
бросить, чтобы при этом не изменился ответ? 

9. К какому трехзначному числу мож- 
но приписать такие три цифры слева, что 
получится его квадрат? (Найти все такие 
числа. } 

10. В АВС провести прямую а, па- 
раллельную стороне АВ, так, чтобы пло- 
щадь прямоугольника абса (точки си @— 
основания перпендикуляров, опущенных из а 
и ф на АВ) была наибольшей. 

11. Кусок перфоленты имвет форму пря- 
моугольника со сторонами 30 и 90 см. На нем 
записана некоторая информация в двоичном 
коде, то есть в виде упорядоченной совокуп- 
ности нулей и единиц. Цифры записаны на до- 
рожках, расстояння между которыми | см. 
Расстояние между крайними дорожками и 
краями перфолеиты составляет 1,5 см. Из- 
вестно, что на участке дорожки длинной 3 см 
записаны хотя бы две единнцы. Справедли- 
во лн утверждение, что на всем куске пер- 
фоленты можно насчитать не менее 990 еди- 
ниц? 

12. Доказать, что в прямоугольном тре- 
угольнике АВС имеет место соотношение 
63 — 8 А5, где с — гипотенуза, В — раднус 
описанного круга, $ — площадь треуголь- 
иика. 


я 
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УГ Международная 
олимпиада по физике 





В июле 1973 года состоится очередная 
Международная физическая олимпиада 
школьников. Предыдущая, УГ Международ- 
ная олимпиада, была проведена в 1972 году 
в Румынин, в Бухаресте. Мы помещаем здесь 
короткую информацию об этой олимпиаде, 

Команду Советского Союза представля- 
лн: Вайдман Лев — учащийся 10 клас- 
са спецшколы-интерната № 45 г. Ленингра- 
да_ Пягушнин Сергей — учащийся 
10 класса средней школы № 23 г. Днепро- 
нетровска Мкртчян Рубен — учащий- 
ся 10 класса физико-математической школы 
№ | г. Еревана Плетиев Игорь — 
учащийся 10 класса спецшколы-интерната 
№ 18 г. Москвы, Провоторов ер- 
гей — учащийся 19 класса специколы-нн- 
терната № 45 г. Ленинграда. 

Все участники олимпиады должны были 
выполнить задания теоретического и экспе- 
риментального туров. Для решения четырех 
задач теоретического тура было дано 5 ча- 
сов, для вылолнення экспериментальной зада- 
чи — 4 часа. 

На \1 Международной олимпиаде были 
присуждены всего две первые премии. Одну 
из них (н спецпризы за четкое решение задач 
по механике и электричеству) получил школь- 
ник из Венгрии Золтан Сабо, дру- 
гую — школьник из СССР Сергей Про- 
воторов. По статуту Международной 
физической олимпиады командное первенст- 
во не определяется. 

Результаты выступления участннков ко- 
манды СССР на УТ Международной олимпиа- 
де по физике: 

Провоторов Сергей (54,6 бал- 
ла)— 1 премия и спецприз за четкое решение 
задачи по оптике; 

Лягушин Сергей (45,6 балла) — 
ИТ премия; 

Мкртчян Рубеи (43,2 балла)— 
ПТ премия; 

Плетнев Игорь (37,2 балла)— 
похвальная грамота; 

Вайдман Лев 
похвальная грамота. 

Ниже приводятся задачи Ги И туров 
УТ Международной физической олимпиады. 


Т тур 

1. Три цилиндра одинаковой массы, оди- 
наковой длины н одинакового внешнего радиу- 
са положены на наклоиную плоскость. В на- 
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{36,0 балла)— 


чальный момент они находятся в состоянии 
покоя. Коэффициент трения скольження [ по 
наклониой плоскости задан и одинаков для 
всех цилиндров. 

Первый цилиндр полый (в виде трубы), 
второй — однородный, а третий имеет такую 
же полость, как первый, но закрытую крыш- 
камн пренебрежнмой массы н заполненную 
жидкостью такой же плотности, как и стеи- 
ки. Трением между жидкостью и стенками 
пренебречь. 

Плотность вещества первого цилиндра 
в п раз больше плотности вещества второго 
или третьего цилиндров. Найти: 


1) Линейные ускорения осей цилиндров 
в ТОм случае, когда скольжение отсутствует. 
Сравнить эти ускорения. 

2} Каким должен быть угол наклона 
плоскости 5, чтобы нн один цнлиндр не сколь- 
ЗиЯ. 

3) Взаимные отношения угловых уско- 
рений в случае качения со скольжением всех 
цилиндров. Сравнить эти ускорения. 


4) Силу взаимодействия между жидкостью 
и стенками в случае скольжеиия третьего 
цилиндра. Масса жндкости т известна. 


2. Лва цилиндра А и В одинаковых 
диаметров имеют свободно передвигающиеся 
поршни малой массы с общим стержнем. 
Стержень представляет собой короткую труб- 
ку, снабженную краном, который вначале 
закрыт. Цилиндр А вместе с поршнем тепло- 
изолирован, а цилиндр В находится в термо- 
стате, имеющем температуру Ё= 27° С 
(см. рис. 1). 

Вначале поршень цилиндра А закреплен 
и внутри цилиндра находнтся 32 кг аргона 
под давлением больше атмосферного. Цнлиндр 
В объемом И -= 5,54 м3 содержит некоторое 
количество кислорода под атмосферным Дав- 
лением. 

После освобожнения поршень цилнндра 
А движется достаточно медленно (квазнста- 
тически). В состоянии равновесия объем ар- 
гона увеличился в 8 раз, а плотность кисло- 
рода в цилиндре В увеличилась в 2 раза. 
Известно Количество теплоты 9 = 747,9 х 
х1Ю* дж, переданное термостату. Молекуляр- 
ная масса аргона мц == 40  кг/кмоль. 
Требуется: 

1} Доказать на основании кинетической 
теории газов, учитывая упругие столкнове- 
ння молекул с поршнем, что процесс в 


КЕр:/Куапетссте.ги 





Рнс. 1. 
цилиндре А описывается 
Ту"? == сопз1. 

2) Определить параметры Р, У, Т арго- 
на в начальном и конечном состояниях. 

3) Вычислить конечное давлеине смесн 
газов, получающейся после открытня кра- 
на, соединяющего два цилиндра. 

3. Плоский заряженный конденсатор с 
прямоугольными пластинами установлен 
в вертикальном положенин так, чтобы ниж- 
няя сторона соприкасалась с диэлеклричс- 
ской жидкостью. Расстояние между плас- 
тинамн гораздо меньше линейных разме- 
ров пластин. Известны: напряженность на- 
чального электрического поля Ё заряженно- 
го конденсатора, плотность р и относитель- 
ная диэлектрическая постоянная @ жидко- 
сти, высота пластин конденсатора #.. 

Определить высоту поднятия жндкости 
между пластинами и объяснить это явление. 
Явлением капилярности пренебречь. 

4. Тонкая плосковыпуклая линза диамет- 
ра 2гс радиусом кривизны А и коэффици- 
ентом преломления по установлена в таком 
положении, чтобы слева находился воздух 
(п, =1), а справа—прозрачная среда с коэф- 
фициентом проеломлення п. 5 [ (выпуклая 
сторона обращена к воздуху). В воздухе 
на расстоянии ри от линзы на главной опти- 
ческой оси устанозлен точечный источник 
монохроматического света. 

1) Доказать следующее соотношение меж- 
ду положением изображения, отстоящето 
на расстоянии р, от линзы, и положением 
источника р, В приближении параксналь- 
1 12 
Ро В: <. би 
фокусные расстояния в воздухеи в среде с 
коэффициентом преломления пл, соответст- 
венно. 

2) Лннзу разрезают перпендикулярно 
нлоской грани на две равные части. которые 
затем раздвигают на расстояние @ «г (би- 
линза Бийе). На оси симметрии этой системы 
на расстоянин р, (р.> Н) от оси (см. 
рис. 2) установлен точечный источник све- 
та. Справа от системы на экране Е, установ- 
ленном параллельно линзе на расстоянии 4, 
образуется А интерференционных полос, если 
спраза находится тоже воздух. 


уравнением 





вых пучков: 


Рис. 2. 


Определить число интерференционных 
полос М в зависимости от длины волны #. 

Примечанне. Все коэффициенты 
преломления являются абсолютнымн. 


ПИ тур 
Экспериментальная задача 

Даны два цилнидрическнх тела (оди- 
наковые по внешней геометрической форме). 
изготовленные из одннакового зещества, ли- 
нейка с делениямн, деревянный брусок и со- 
СУА С ВОДОЙ. 

Известно, что одно тело однородно. а 
другое имеет внутреннюю полость со следую- 
щими характеристиками: 

а) форма полости цилиндрическая, 

6) ось полостн параллельна оси тела, 

в) длииа полости практнчески равна 
длнне тела. 

Определить экспериментально и обосно- 
вать теорстнчески: 

1) относительную плотность вещества тел 
(относнтельно воды), 

2) радиус цилиндрической полости, 

3) расстояние между осямн полости и ци- 
линдрического тела. 

Указать источники погрешностей и оце- 
нить, какие из иих оказывают яаиболее су- 
щественное влияние на конечные результаты. 

Попробуйте определить погрешностн (на- 
пример, среднеквадратичные)  колнчествен- 
но. 

Описать все найденные варнанты реше- 
ния задачи с нспользованием только имею- 
щихся у вас средств. 


М. Д. Карасев, Г. С. Тарасюк 
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«Квант» для младших школьников 





ЗАДАЧИ 


1. В кружках треугольника на 
рисунке справа были расставлены все 
числа ст | ло 7 (каждое по одному ра- 
зу), причем сумма чисел вдоль каж- 
дого отрезка пряхой была одна и 
та же. 

Определите, каксе чнсло было за- 
писано в вершине треугольника и 
чему равнялись указанные суммы. 

2. В трех сообщающихся сосудах 
находится вода. Левый сосуд открыт. 
Одинакогое ли давление в точках А, 
Ви С, если они лежат на одной го- 
ризонтали? 

3. На рисунке справа изсбражена 
фигура в виде буквы Т с четырьмя 
стмеченными клетками. Разделите эту 
фнгуру по линиям сеткн на четыре 
одинаковые части, причем так, что- 
бы в каждой из частей было по одной 
отмеченной клетке. 

4. Прыгать с сбрыва в песок без- 
опаснее, чем на твердую землю . ГПо- 
чему? 

5. Как объяснить следующие ра- 
венства: 

09=бЖжэ-Ю-9), 

И о т же 

9= 28-5), 

99 =9х9- (9 +9), 

109 = 0х 9- (0-9, 
1239 = 123 х 9+ (123+9) 
и так далее? 

6. Деревянный и чугунный бруски 
по отдельности уравновешены в воз- 
духе гирей 10 кг. Что произойдет, 
если бруски положить на разные 
чашки весов, а весы поместить под 
стеклянный колпак н откачать воз- 
дух? 
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Пальцы — 
счетная машина 





Считать люди научились давно, и 
антропологам еще предстоит иайти 
первобытное общество, члены кото- 
рого не умели считать. Долгое время 
средн ученых существовало мнение, 
что первобытные племена могли счи- 
тать только до двух, так как для обо- 
значення чисел у них были слова 
«один», «два» и «много». При этом но- 
ражала их сверхъестественная  спо- 
собность, просмотрев стадо овец, ска- 
зать, что одна овца пропала. Объяс- 
няли это феноменальной памятью 
древних людей, которая позволяла 
им запоминать «форму» всего стада 
или каждую овцу по ее виду. Болес 
поздние исследования показали, что 
применение одного слова для всех 
чнсел, больших двух, не означало, 
что люди ничего ие знали о разнице 
между пятью и шестью камиями и 
что обозначение одним словом голу- 
бого и зеленого не означало, что они 
не вндят разницы в цвете между зеле- 
ной травой и голубым небом. Пле- 
мена с ограниченным запасом слов 
нмели тщательно разработанные спо- 
собы счета на пальцах рук и ног. 
Первобытные общества различа- 
лись не только своим выбором основа- 
ния системы счисления, но и манерой 
счета. Так как у большииства людей 
правая рука более активная, то счет 
обычно начинали с болышого лальца 
или мизинца левой руки, лотрагива- 


*) Мы публикуем переработанную статью 
известного американского ученого-популя- 
ризатора М. Гарднера (5$с1еп8 Ис Атегкап, 
9, 1968, с. 218—230). Публикация подгстов- 
лена А. С. Варпаховским. 
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ясь правой рукой до пальцев левой 
руки, либо загибая пальцы левой 
руки, либо отгибая пальцы, ранее 
сжатые в кулак. Известны и другие 
способы счета. Так, например, жите- 
ли островов Бенгальского залива на- 
чинали счет с мизинца, дотрагиваясь 
до своего носа очередным пальцем, 
а на острове между Австралией и Но- 
вой Гвинеей люди считали до пяти, 
постукивая пальцами левой руки, 
а затем переходили не на правую ру- 
ку, а на левое запястье, локоть, плечо, 
левую грудь и т.д. и продолжали 
счет, изменяя этот порядок на обрат- 
ный, но уже с правой стороны тела. 
Математики заметили, что постуки- 
ванне при счете применялось для 
обозначения порядковых чисел (пер- 
вый, второй и т. д.), а когда пальцы 
поднимались сразу. то это обозначало 
количественные числа. 

Хотя подавляющее  болышинство 
систем счета на пальцах имело в ос- 
новании число десять (они были, как 
мы теиерь говорим, десятичными), 
можно также легко считать на паль- 
нах в системах с другими основа- 
ниями. Пальцы особенно удобны для 
счета в самой простой системе — дво- 
ичной *}. Прямой н согнутый пальцы 
можно сравнить с триггером в совре- 
мениых вычислительных машинах, в 
которых нспользуется двоичная сн- 
стема. При счете на пальцах в двоич- 
ной системе прямой палец может о0з- 
пачать единицу, а согнутый — нуль. 
Тогда самое большое число, выражен- 
ное пальцамн обеих рук, будет равно 
ПИИИИ, то есть 28—1 = 1023 в 
десятичной системе, причем самая 





*) Двоичная система--это система, в ос- 
новании которой лежит чнсло 2. В двоичной 
системе участвуют только две цифры — 0 
и 1, а число 2 представляет собой уже едини- 
цу следующего разряда. Так, число 2 записы- 
вается как 10, число 3 как 11, число 4 как 100, 
число 1000 как |1 111 101 000 ит. д. 

Таблица сложения выглядит так: 0 -Е 0= 

- 0; бы ЕТ = 10. 

Таблица умножения имеет следующий 
вид: 0.0=:0; 0.1=0; 1.1= 

Подробнее о двоичиой системе счисле- 
ния вы можете прочитать в книге Фомина 
С. В. «Системы счисления» М., «Наука», 1968. 
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младшая единица соответствует ми- 
зннцу правой руки. Два в двоичной 
снстеме выражается как 10, то есть 
мизинец в согнутом состоянии, а безы- 
мянный палец — прямой. Если еше 
выпрямить и мизинец, то это будет 
означать 11, то есть трн в десятичной 
системе. На рис. | показано, как на. 
пальцах обеих рук представить 500 
в двоичной системе. Если немного 
попрактиковаться, то можно легко 
научиться не только представлять на 
пальцах десятичные чнсла в двоич- 
ной системе, но н осуществлять сло- 
жение н вычитание в этой системе 
единиц. 

Уже в средние века был известен 
метод умножения чисел от 6 до 10, 
то есть чисел, больших 5. В 1492 году 
было определено общее правило. ис- 
пользования дополнения двух Чи- 
сел до 10. (Дополнение числа л рав- 
но 1Ю — 1.) Для умножения 7 на 8 
берутся их дополнения: Зи 2. Раз- 
кость между любым из двух исходных 
чнсел и ему непарным дополнением 
определяет нифру десятков, то есть 
в нашем случае 5, а произведение 
дополнений определяет вторую циф- 
ру результата, то есть 2 Х 3 = 6, 
окончательный результат 50-|-6= 56. 
Применение этого метода к умноже- 
нию на пальцах сводилось к следую- 
щему. Пальцы каждой руки нуме- 
руются от 6 до 10, начиная с мизинца. 
Для умножения 7 на 8 палец под 
номером 7 одной руки соединяется с 
пальцем под номером 8 другой рукн 
(рис. 2). Дополнением 7 являются 
три верхних пальца левой руки, а 
дополнением 8 — два верхних паль- 
ца правой руки. Сумма всех осталь- 
ных пальцев обеих рук определяет 
цифру десятков, то есть 5. К пятиде- 
сяти прибавляем произведение верх- 
них пальцев 2 и 3, ответ равен 56. 
Этот простой способ использования 
пальцев для вычисления произведе- 
ння любой пары чисел от 6 до 10 
широко применялся в пернод Ренес- 
санса ин, говорят, до сих пор ирн- 
меняется крестьянами в некоторых 
районах Европы. Вместо использо- 
вания дополнения до 10 можно пред- 





ставить 7 н 8 в внде биномов (5 -+ 2) 
и (5 т 3), а затем выполнить умно- 
жение 
5-52 
5—3 
25-10 
15-6 
25-1-25-55 = 56 


Слособ умножения на пальцах 
можно легко обобщить и на следую- 
щие полудекады, хотя для всех по- 
лудекгд, оканчивающихся на 5, при- 
меняется несколько другое правило. 
Рассмотрим полудекаду 11—15, и 
пусть надо перемножить 14 и 13. 
Пальцам присваиваются номера от 
|| до 15 и пальцы с номерами пере- 
множасмых чисел  соеднияются 
(рис. 3). Семь нижних пальцев умно- 
жаются на 10 и получают 70. Далее 
определяется произведение нижних 
пальцев 4х3 — 12 и 70+12=82. За- 
тем прибавляют 100. Окончательный 
ответ 182. Можно по-разному объяс- 
нить такоз правило умножения, но 
проще всего это сделать на примере 
перемножения биномов: 


10--3 
10--4 


100-1-30 
40--12 


100-}-70-1-12=182 





Если полудекада оканчивается на 
нуль, то сложение производится по 
первому способу! Для полудекады 
от 16 до 20 каждый нижний палец 
имеет значение 20 и добавлять нужно 
200. Так, при умножении 17х19 
(рис. 4) шесть нижних пальцев умно- 
жаются на 20, что дает 120. Произ- 
ведение верхних пальцев равно 3, 
и, таким образом, получаем 17х19 = 
—=120--3--200= 323. 

На пальцах можно перемножить 
числа и из разных полудекад, но про- 
цедура в этом случае гораздо слож- 
нее, так как одинаковые пальцы каж- 
дой руки имеют разные значения, Но 
всегда можно болышое число разбить 
на малые числа, выполнить несколь- 
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Рис. 4. 


ко умножений, а результат получить, 
просуммировав результаты умноже- 
ний. Например, 9х 13 = (9 хб 
+ Эх 7. 

На первый взгляд может пока- 
заться, что считать на пальцах до- 
вольно сложно. Однако если немного 
попрактиковаться, то думаю, чита- 
тель убедится в том, что епособ сче- 
та на пальцах весьма удобен. 
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Ответы, указания, решения 





К статье «О наполкении и закупориваиии 
бутылок» 


1. Указание. Легко уложиться в А? 
действий (еслн, следуя правилам, указан- 
ным вп. 4, для каждой очередной бутылки 
все сравнения производить заново: наимень- 
шее из чисел а, 8... ах, 6» ищется за 
2№ —1 сравнение, затем строка, содержа- 
щая это число. вычеркивается; мннимальное 
среди оставшихся чисел определяется за 
2№ —3 сравиения и т. д.). Эту оценку мож- 
но, однако, сильно улучшить. Наилучшую 
оценку можно получить, если воспользовать. 
ся методом, описанным в статье «Кто поедет 
в Рио?» («Квант» № 8, 1972). 


К статье «Геометрия комплексных чисел» 

1х1 иу= —4их= фу = 4. 
Указание. Данные комплексные чис- 
ла должны быть комплексно-сопряжеиными. 


3 | 
2. г=—0 —@. 


3. Вие окружности (и на самой окруж- 


ности} раднуса 5 с центром в точке ({—., 
р ) 
Е . 


1 
4. 2=—>. Указание. Если точка 


2 удовлетворяет условию задачи, то она 
равноудалена от точек (0, 1), (0, —1) н (1, 
==. 

5. Окружность радиуса 3 с центром в на- 
чале координат. У казанне. Положить 
= х--й и привести данное соотношение 
к виду х? -- у = 9. 


6. а=-(8-№), (уз аа, 
2. = +) (уз +) 


7. Полуплоскость правее прямой х == 
(исключая эту прямую), за исключением точ- 
ки (2, 0). Указание. Данное иеравен- 
ство эквивалентно неравенству 0 < [2 — 2|< 
< |2. Неравенству [2—2] <|2|  удовлет- 
воряют все такие точки плоскости, расстоя- 
ние от которых до точкн (2, 0) меньше, чем 
до качала координат. 

8. Действительная и мнимая оси. Ука- 
зание. Данное соотношение привести 
к виду [2 —й= |? и, положив 
2= х-- щ, воспользоваться определением 
модуля комплексиого числа. 


К «Геометрическнм задачам» 
см. стр. 57 
1—3. Пусть длина нанбольшей стороны 
равна а. Длины других сторон обозначим 
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через х, у; они должны удовлетворять соот- 
ношениям 0% х=а Оз уж<а х-Риуи> 
>> а. На координатной плоскости этим тре- 
угольникам соответствуют точки в части 
квадрата О= ха, 0 у а, причем хи 
у — целые. Подсчитав число таких точек и 
учитывая, что точек с координатами, удовлет- 
воряющими уравнению х -- у> а, столько 
же, сколько точек, удовлетворяющих уравне- 
нию х Ту < а, причем точкам, симметрич- 
ным относительно Днагоналн квадрата (пря- 
мой у-= х), соответствуют одинаковые тре- 
угольники, получим 


[+ 
а(а--п , 2 


4 из 2 
треугольннков ([ ]-— целая часть числа). 
Просуммировав число треугольников от а = 1 
до а == 2 р, получим искомое число треуголь- 
НИКОВ: - 
4р? -}- Эр? + 5р 
6 


{для п= 2 р-- 1 подсчитайте сумму само- 
стоятельно). 

6. Предположим, что таких сторон нет. 
Расположим стороны по убыванию: г, > 
2 Гас ... 2 гл 0. Тогда гу 2 га, га > 
2> 214, .... Гар 2 гл. Сложив эти неравен- 
ства и приведя подобные члены, получим: 
па го Е Гз-Г -.. гла Эги го -Ё ...-Ёга. 
Это противоречнт тому, что Гл, Ге, -.., Ги — 
стороны многоугольника. 

7. а) Поместить веса в точки А — }, 
В—т, С тп и Р —п и найти двумя 
способами центр тяжести этой системы. 

6) Обозначим точку пересечения Р@ н 
Ю5$ через Т. Выберем точку 02” так, чтобы 
АВСР’ был параллелограммом. Построим 
в нем аналогично точкн 0’, ВЮ’ и Т’. Для не- 
го доказываемая теорема верна (проверьте!), 
далее рассмотрнте отрезок Т”Т” | 901 ЮК’ 
н Докажите, что Т” и Т совпадают. 


К статье «Московский авиационный 
институт» 

Математика 

Варнант 1 

1. Поделив обе части уравнения ка 


3*—1, получим (х +2) х+1—3Зх 


9 \х 
х (3) |=. откуда х, = —@, х, == 1. 


2. Умножить левую часть доказываемо- 


го равенства на с05—2— и преобразовать 


получившееся выражение, учитывая, что 
центр влисанного в треугольник круга ле- 
жнт в точке пересечения биссектрис углов 
треугольника. 


С СЧ . 5 2 . 0 - 
3. 2 - 21п: 12 + 2п; п=0, +, 
Еще 
4. 60 дм, 40 км;ч. 
5. 23/12 смз. 
Вариант 2 


т. 4х5 =0. 
2. 0=6=2. 


4. УРФ-о. 
— 26/2—9_ 
= 


Физика 

2. При движении проводника длиной { 
со скоростью и в магнитном поле с индук- 
цией В ма комцах проводника возникает 
д. Сс нндукции, равная 


Е = Вшозща, (1) 
где а — угол между проводником ин полем- 


Так как движение проводника ускоремиое, 
то 


и=а!. (2) 


Решая совместно уравнения (1) и (2), полу- 
чим 


Е 1 
м 
ВИ та олд ИЗ 


=116 (м/с). 


7-(1 ‚б- 10-18}: 
}.3,14.8,85-10—12.10—8 ^ 


=1,6-10-12 (9ж). 
_ т Е Врто — ть 
> За ва 
0.67 (1 --0,00018-100) — 0,68 
оу - 
=0,00001 (град-*). 


5. В носледнюю секунду свободного па- 
дення тело прошло путь 


[Е | — АЁ)2 





№ — 


> 


Чст 


з 
а в предыдущую секунду — 


Нь= Нд Ном = 





_ в@— 41) в(Е— 246 
в кт: а. 
По условию задачи 
Н; =2Н;, 
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откуда 


ь м 
{ о 2,5 ее. Н, = &—=30,6 м. 


График зависимости скорости тела от 
времени приведен на рисунке. 


К статье «Московский ниститут электронной 
техники» 


Варнант | 





1. 0%х< и х2. 


3 ,— 


и2 


ДЕ, 
р _ 24 УЕ — а) 
8? - 


Вариант 2 





т. 
. # = 6 - 
2. х = юдз 5. 


л 5л л 
3. <*< = и 1< <. 


д пл 
4. к [1 4-5, 


п=0. +В... 
ИА ЮУ? 


2 с05 > с05 (=>) 


К статье «Московский институт 
раднотехинки, электроинки н автоматики» 
Вариант |1 
Ех =З, =, =4, у, = 3. 
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2. х=5. 
2: 
3 хД, #==0, +1. 


4. Воспользоваться теоремой синусоз. 
Радиусы минимальны, когда АР — высота 
треугольника АВС. 


7 
5. х< 5. 


Варнант 2 
7. д =2, у: == 6; Х. = 1, 9: = 3. 


2. Хх, = — 1, х=— 2. 
д 
3. 2= — 16° 


4. Пусть АЮ2>г, Тогда 5 == п? при Е— 
— 724; 5$ = Юя В —2$,, те $5, — 
площадь треугольника со сторонамн К, г, 


—^8_. В= аст СИ при 
Юл га 

В га и В"; при у Киа Ю-г 
надо в выражении для 5 писать д-В 
вместо В. 

5. — 1. Указание, 8 =1, так как 
(комплексные) корнн данного уравнения яв- 
ляются также корнями уравиения 


{а --а-- (а — П== 28 — 1 =0. 
Вариант 3 


4, < = ас 


1. хм = 5, = 1; == |, у» = — 5. 


2 
2. х = |0, —5` 


3 


2‘х 
Указание. Положить у= (=) | 


в 
3. Хх - 


4. Указание. Домножить числитель 
и знаменатель правой части на (а-- 6 — с) 
ин воспользоваться теоремой косинусов. 


_ (8 ПИ @-2—1 
5. 106: ее 


К задачам 
(см. сту. 39} 

1. Точка Ю лежит на прямой. Ука- 
зание. Взять систему координат, свя- 
занную с точкой Р; точка А получается по- 
воротом отрезка Р@ вокруг точки Р на угол 

СА 


САВ и растяжением с коэффициентом ЯВ 
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2. -9® _|.указанне. Разделить 
окружнжть на п равных частей точками 
А,.Аз, .... Ал. Многоугольник имеет вид 

аА гал А+! -.. А {1—1 )741 Алга 

{при этом, если Аг + 1. п, то надо брать 
остаток от деления Аг-- 1 на л, то сесть 
Ану = А Ап. - Я А.-.., а Алга ак А,). 
Чтобы получился именно п-угольннк, г Долж- 
но быть взаимно простым с п. Миогоуголь- 
ники А. А;ч:... Н Ал... совпадают 
(онн отличаются лишь направлением обхо- 
да), а при г= 1 (иг-= и — 1) получается 
не звездчатый многоугольинк. 

3. Воспользоваться теоремой Птолемея. 

4. Указание. Поместить треуголь- 
ники так, чтобы точки А, р и В, Е совпали, 
а СиЕ лежали по одну сторону от АВ. Рас- 
смотреть -х ЕВС. 

5. Дегко показать, что площади треуголь- 
ников АВСи АБС равны. Из формулы Геро- 
на следует, что | АВ — ВС| =: | АВ — ОС|. 
Учитывая, что АВ -|- ВС = АВ ОС, на- 
ходим, что либо АВ -= АР, ВС = ОС, лу- 
бо АВ = С, ВС = АР. 


К задачам «Квант» для младших 
школьинков» 


(см. «Квант» № 5, 1973) 


1. Представить данное выражение в вни- 
де 36 (67 — 1). 

2. Привяжите гирьку на веревочке к дн- 
намометру и медленио опускайте ее пооче- 
редно в каждый сосуд. Ири движении гирь- 
ки в сосуде с кероснном показания дннамо- 
метра не изменяются. Во втором сосуде при 
прохожденни границы керосин — вода си- 
да, которую показывает дннамометр, скач- 
ком уменьшается, так как плотность кероси- 
на меньше плотностн воды. 

3. Сумма цифр нечетных чисел больше 
на 49. 

4. Автомобиль не может проходить каж- 
дый километр на 1 минуту быстрее и, тем 
более, на 2 мннуты быстрее. Если считать, 
что макснмальная скорость, развиваемая 
автомобилем, равиа 180 км/ч, то каждый 
километр можно проходить быстрее на 40 се- 
купл. 

5. 77-713-13 = 713713. 

6. Здесь действует правило рычага: чем- 
меньше плечо, тем большую силу нужно ири- 
ложить. Если бы ручка была лривиичена 
близко к осн вращения дворн, необходимо 
было бы приложить значительно большее 
усилие, чтобы открыть дверь. 





Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфирома 

при Государстренном комитете Совета Министров 
СССР по делам издательств, полиграфии н книжной 
торговли. г. Чехой Московской области 


Рукописи неё возвращаются 
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то да. 


МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ 
`ПЕРВОЙ ЖЕНЩИНЕ-КОСМОНАВТУ 


Десять лет тому назад, 16 мюня 1963 го- 
да, на космическом корабле «Восток-6» 
стартовала с Земли первая  женщина-кос- 
монавт Валентина Владимировна Терешкова. 
Программа ее попета была рассчитана на 
С Е Е 
тельная подготовка м отличное здоровье 
Валентины Терешковой позволим увели- 
чить этот срок втрое. В парном полете с 
«Ястребом» — космонавтом-5 Вапернем Фе- 
доровичем Быковским — «Чайка» — космо- 
навт-6 Терешкова совершила более 48 обо- 
ротов вокруг Земли м пролетела около 
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КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


ЕСВАЗОККЕО 


2 2 \ " С | 
7 тия 
ве РОЗЛА АЕЯАА ПРИОЛАИМА 


Авух миллионов километров. Космонавты 
успешно выполнили обширную программу 
научных исследований. Одиа из основных 
Е С 
Терешковой состояла в том, чтобы изучить 
м сравнмть резакцию мужского м женского 
организмов на сложные условмя космиче- 
хкого полета. Ведь в будущих дальних кос- 
СТ Те 
несомненно будут участвовать м женщины, 
О О О 
стей. 

Отдавая дань глубокого уважения под- 
А О А 
страны выпустилм почтовые маркм, посвя- 
щенные этому полету. Мы воспроизводим 
здесь марки СССР, Болгарии. ГДР, Кубы, 
Польшм нм Румынии, 

7:2. №: {:1771:501.171-4.] 





Продолжается подписка на вто- 
рое полугодие 1973 г. на научно- 
популярный физико-математический 
журнал «Квант». 


Журнал рассчитан в первую очередь 
на учеников 7—10 классов, Он попезен 
также учителям, особенно тем, кто ведет 
кружки илн факультатнианые занятия по 
физике ипи математике, а также всем 
любителям математики и физики. 

Основное содержанне журнала — это 
«физико-математическая школа, т. е. ма- 
териалы. помогающие лучше понять фи- 
зику м математику, научиться применять 
эти маукн для объяснения различных 
явлений и процессов, с которыми мы стал- 
киваемся на практике, научиться решать 
задачи. 
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8 журнале читатель найдет много за- 
дач. Средн них задачи, предлагавшиеся на 
аступительных экзаменах а различные ву- 
зы, задачи, предлагавшиеся на олямпнадах, 
н просто интересные задачи. 

Заметкы с описанмем физических прн- 
боров помогут читатепю поставить м про- 
зестн физический эксперимент. 

Журнал публикует на своих страинцах 
хтатьмн сбзорного характера, рассказываю- 
щие о достижениях науки и проблемах, 
которые еще ждут своего решения, рас- 
сназы об ученых, с том, каи рождаются 
научные открытия. 

Журнал постояино, помещает рецензим 
на книги — уже вышедшие им еще только 
тотовящиеся и изданию. 

Журнал распространяется 
подписке. 

Цена номера 30 коп. При подписке 
ссыпайтесь на наш индекс 7046$. 


только по 
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Наично-попилярный 
и С 


физико-математический 


журнал 





Фотографии, которые вы видите на первой н второй страницах обложкн,.— иллю- 
страцин к статье Л. Г. Асламазова «Поверхностное натяжение». Кажущееся хаоти- 
ческим расположение плеиок в мыльной исне на самом деле строго упорядочено, _ 


причем порядок этот «диктует» поверхностная энергия. Ве... 
учок-водомерка скользит по воде. Почему он передвигается? На него действует 


поверхностное натяжение воды. Подробнее о разлнчных явлениях, в которых 
основную роль нграет поверхностное натяжение. вы узнаете, прочитав статью 


Л. Г. Асламазова. 
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С.Г. Гиндиин СКОЛЬКО существует 
операций 
над множествами? 





Множества могут состоять не только из чисел, но и из людей, мащин, 
животных, растений и т. д. В жизни множества обычно называются по- 
разному. Так, например, говорят не множество коров, а стадо коров, не мно- 
жество лошадей, а табун лошадей, не множество инструментов, а 
набор инструментов и т. д. 


Эти слова взяты из учебника математики для ПУ класса. Вы наверняка 
знаете, что над множествами можно производить операции объединения 
и пересечения, которые иногда называются сложением и умножением 
множеств. Приходилось ли вам слышать о каких-нибудь других операциях 
над множествами? Может быть, вы знаете, что такое разность множеств 
или их симметрическая разность? А много ли вообще существует операций 
над множествами? Конечно или бесконечно их число? Для того чтобы от- 
ветить на эти вопросы, прежде всего надо дать себе отчет в том, что же 
следует называть операцией над множествами? Мы дадим общее опре- 
деление таких операций и расскажем о некоторых их интересных свой- 
ствах. О более трудных вещах рассказывается в тексте, набранном мел- 
ким шрифтом (при первом чтении эту часть текста можно опустить). 


1. Объединение и пересечение 


Напомним, что объединение А |) В 
множеств А, В состоит из элементов, 
входящих хотя бы в одно из множеств 
А, В, а пересечение А [| В состоит 
из элементов, которые входят в оба 
эти множества. Образование объеди- 
нения и пересечения иллюстрируется 
рисунком 1, на котором «круги» сим- 
волизируют множества, над которы- 
ми производится операция, а закра- 
шенная область отвечает множеству, 
которое получается в результате опе- 
рации. Замечательно, что множества 
могут быть самой разнообразной при- 
роды, и тем не менее эти диаграммы 
очень удобны при изучении операций 
над ними. 


2 


Обе рассматриваемые операции об- 
ладают следующими двумя свойства- 


ми: 

АЦВ=ВвВЦА; АПВ=ВПА 
(коммутативность), 

Ау (ВиО = ЦС; 

АП (ВПО) = (АПВ) ПС (ассоциа- 
ТИВНОСТЬ). 

Коммутативность очевидна из 
определений (см. рис. 1). Доказать 
ассоциативность вам поможет рису- 
нок 2. Расстановка скобок предпи- 
сывает порядок, в котором должны 
выполняться операции. Рисунок под- 
сказывает, что в каком бы из указан- 
ных выше порядков не выполнялись 
операции объединения, в результате 
получится множество, состоящее из 
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элементов, входящих хотя бы в одио 
из наших множеств. Аналогично в 
случае пересечения получается мно- 
жество, состоящее из элементов, вхо- 
дящих в каждое из наших множеств. 
Мы советуем читателю провести ак- 
куратные рассуждения, и не исклю- 
чено, что будет не слишком легко пе- 
ревести на язык слов то, что очевидно 
из рисунков. 

Ассоциативность позволяет, напрн- 
мер, в случае объединения при мно- 
гократном проведении операции над 
множествами А,,..., А, не фикси- 
ровать при помощи скобок порядок, 
в котором производятся операции, 
и говорить просто об объединении п 
множеств А, ] А. 0... И А;; это 
Миожество состоит из элементов, со- 
держащихся хотя бы в одном из мно- 
жеств А,, .. А,. Коммутатив- 
ный же закон показывает, что можно 
как угодно менять порядок А,, 
в, А... 

В числовом случае сложение и ум- 
ножение связаны между собой сле- 
дующим соотношением: а(в + о = 
= аб -- ас (дистрибутивность умно- 
жения относительно сложения). Это 
соотношение позволяет выносить об- 
щий множитель за скобку и раскры- 
вать скобки. Для множеств таких 
соотношений два: 

АП (Ви О=АПВу ПО; 
ЛЕВ 

На рисунке 3 приведены днаграм- 
мы, иллюстрирующие эти соотноше- 
ния. Для доказательства, например, 
первого из них достаточно заметить, 
что множество, стоящее и справа и 


Рис. 2. 


слева, состоит из элементов, входящих 
в множество А и по крайней мере в 
одно из множеств В или С. Отметим, 
что в числовом случае второе соот- 
ношение имело бы вид а-+ = 
= @-+- 6) (а + 0), что, разумеется, 
неверно. 

Первое из соотношений (2) показыпа- 
ет, что любую последовательность объеди- 
нений и пересечений можно преобразовать 
в такую последовательность этих операций, 
что сначала выполняются все пересечения, 
а потом объединення. Убедитесь, напрнмер, 
что (А |] В) | (СПР) | 2) можно преобразо- 
ватьв (А ПСП ИМ ПАВ ПСПЭ Ц 
|) {В п Е). Можно сделать и так, что вначале 


будут выполняться все объединения (поль- 
зуясь вторым соотношением). Продумайте 
аналоги этих преобразований в числовом 
случае. 


2. Разность и симметрическая раз- 
ность 


Разностью А^ В множеств А и В 
называется множество, состоящее 
из тех элементов А, которые не 
входят в В (рис. 4). Разность не яв- 













АП(ВУС)= 
"(АПВ (АПС) 


ли(вПС) = 
=(АЦВ)П( АС) | 


Рис. 3. 





Рис. 4. Рнс. 5. 


ляется ни коммутативной, ни ассо- 
циативной операцией. Доказать это 
вам поможет рисунок 5. Заметьте так- 
же, что разность не является опера- 
цией, обратной объединению (кото- 
рое, как мы уже говорили, иногда 
называют сложеннем множеств). Вы 
убедитесь в этом, доказав следующие 
соотношения: 


(АВ) 0 В=АцВ 
(АХ В) 0 А ПВ) = 


Симметрнческая раз- 
ность ААВ множеств А ин В 
состоит из элементов, входящих в одно 
н только одно из множеств А и В 
(рис. 6): ААВ = (АХ В) Ц (ВА). 
Симметрическая разность является 
коммутатнвной и ассоциативной опе- 
рацией. Докажите это, воспользо- 
вавшись рисунком 7. Для симметри- 
ческой разности и пересечения выпол- 
ЕТС дистрибутивное соотношение: 
А П ВАО = АПВАПО 
(см. рис. 8). Однако А Д (ВПО 
может не совпадать с (А ДВ) п 
П А АС (см. рис. 9). Ситуация 
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(А\В)\С 


АВС) 


аналогична числовой. Для этого, как 
мы увидим, имеются глубокие при- 
ЧИНЫ.- 


и 
$ 
_ 


3. Универсальное множество и до- 
полнения множеств т 


Будем предполагать в дальнейшем, 
что все рассматриваемые множества 
являются подмножествами некоторого 
фиксированного множества. 
дем называть его универсаль- 
ным множеством и обозначать через 
Г. Обычно такое множество можно 
выделить естественным образом. Ес- 
ли, например, рассматриваются’ мно- 
жества точек на плоскости, то универ- 
сальным является множество всех то- 
чек на плоскости; если рассматри- 
ваются множества натуральных чисел, 
то универсальным является множество 
всех натуральных чисел. 

Если фиксировано универсальное 
множество /, то можно говорить о 


дополнении А множества А (до [): 


А =1\ А, то есть А состоит из 
элементов /, не входящих в А 


© 


&/` 


я 
; 


Мы бу 


Ад (ВПС) 
Рис. 9. 


(см. рис. 10). Дополнение универсаль- 


ного множества пусто: / = 0 (пустое 
множество). 

Операция дополнения позволяет 
связать операции объединения и пе- 
ресечення следующим образом: 
АПВ =А ПВ. — Действителыю, 
А П В состоит из элементов, входя- 
щих в А и В, то есть не входящих ни 
в Л, ни в В, или, что то же, не вхо- 
дящих в объединение А |) В, что 
н утверждается. Из полученного соот- 
ношения следует, что 


ЛВ =АПВ, АПВ=АЦВ. 
(3) 
Для получения первого НЗ ЭТЫх соОтТ- 


ношений достаточно заметить, что 
из совпадения множеств следует сов- 





падение их дополнений и что С = С 
(дополнение к дополнению совпадает 
с исходным множеством). Для полу- 
чения второго нужно учесть, что 
поскольку А |) В = А П В для дю- 
бых ДА и В, то можно в качестве этих 
множеств взять А, В: А) В= 
= АПВ = А П В. Соотношения (3) 
носят название законов де Моргана. 
Они показывают, что объединение 
можно выразить через пересечение 
и дополнение, а пересечение — через 
объединение и дополнение. 

Отметим, что А \ В = АПВ, а 
значит, АДВ = (АП В) Ц (АПВ). 





4. Закон двойственности 


Изучение операций над множествами со- 
стоит 3 получении различных тождеств, 
связывающих операции. Имеются в внду 
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утверждения следующего вида. Над мно. 
жествами А|,.... Ал Двумя способами вы- 
полняются какие-то послеловательности опе- 
раций и утверждается, что эти комбинации 
операций всегда (для любых Ан..., Ап) 
приводят к совпадающим множествам. Все 
законы (1), (2). (3) являются такого рода 
тождествами. Важно уметь получать из уже 
имеющихся тождеств новые. Например, мы 
уже фактически пользовались тем, что если 


в тождестве заменить АД,,..., Ал на Ан... 


.... Ап или перейти к дополнениям в обенх 
частях тождества, то также получим тож- 
дество. 

Сейчас мы укажем очень важный способ 
преобразования тождеств, содержащих опе- 
рацин объединения, пересечення и допол- 
нения (к только эти операцин). 

Закон двойствениости. Ес- 
лин в тождестве, содержащем только опе- 
рацин объединения, пересечения и допол- 
нения, заменить все пересечения на объеди- 
нения, а все объединения — на пересе- 
чения, то вновь получится тождестно. 

Проверьте, что таким образам из ком- 
мутативности и ассоциативности объединения 
получаклся коммутативность и ассоциа- 
тивность пересечения, и обратно, а из 
одного дистрибутивного соотношения (2) —- 
другое 

Мы не будем приводить здесь доказатель- 
ство этого утверждения, а поясним на ири- 
мере. как оно может быть получено. 

Рассмотрим тождество 


А, п] (9, | Аз) Г (А+ П Аь)) = 
= АГП (9, П 43 (А ПАУ. 


ега легка проверить, пользуясь законами 
де Моргана. Перейдем в обеих частях тож- 
дества к.донолнениям и заменим все Ау... 


ео А. на Е Аь: 
А: П (А И Аз) П (А. П Аь)) = 
= Я ПИ Ц 45) 4049. 


Заменим теперь все операции объединения 
и пересечения при помощи {3). Если мы уп- 
ростим полученное тождество, пользуясь 
тем. что две черты над одним выраженнем 











5 


можно уничтожить, то 
тождество: 


л1 ) (Аз П 29 0 И 0 Ау) = 
ый |] (Аз Аз п (И. Аь), 


Строгое доказательство проводится из та- 
кнх же соображений. 


получим нужное 





5. Что такое операция 
над множествами? 


Попытайтесь сами дать ответ на 
этот вопрос, а затем сравните ваши 
выводы с тем, что рассказывается 
ниже. 

Задать операцию над множества- 
ми — это прежде всего значит ука- 
зать способ по двум заданным мно- 
жествам А и В строить третье множе- 
ство; обозначим его через А О В *). 
Если мы остановимся в определении 
на этом месте, то получим необозри- 
мое количество операций. Но, может 
быть, вам удалось подметить, что во 
всех операциях, которые мы пока 
рассматривали, вопрос о том, входит 
ли какой-либо элемент в АСВ, 
полностью решался исходя только из 
того, в какие из множеств А, В он 
входит, а в какие — нет. Включим 
это требование в определение опера- 
ции. Сформулируем его более по- 
дробно. 

Если заданы два множества Ан В, 
то возникает разбиение универсаль- 
ного множества / на четыре непере- 
секающихся подмножества: множест- 
во А П| В, состоящее из элементов, 
содержащихся в обоих множествах 
Д и В; множество А П\ В, состоящее 
нз элементов, не попавших ни в одно 


из этих множеств; множество Д (\ В, 
состоящее из элементов, попавших в 
В, но не попавших в А, и множество 


А П В, состоящее из элементов, вхо- 
дящих в А, но не входящих в В. Бу- 
дем называть эти множества доль- 
ками. Наше дополнительное тре- 
бование на операцию состоит в том, 
что если два элемента находятся в 
одной дольке, то они или оба входят 





*) Разумеется, АОВ, каки А, 
и В должно содержаться в универсальном 
множестве /. 


$ 
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Рис. 11. 


в АО В, или оба не входят. Другими 
словами, А О В является объедине- 
нием некоторого числа долек. Раз- 
биение на дольки хорошо иллюстри- 
руется диаграммами, которые мы ри- 
совали (на рис. 11 соответствующие 
области окрашены в разные цвета); 
в этом и заключается причина, по 
которой диаграммы удобны при изу- 
чении операций. 


6. Сколько существует операций 
над парой множеств? 


Теперь мы можем легко ответить 
на этот вопрос. Различных операций 
столько, сколько существует различ- 
ных способов выбрать дольки, сос- 
тавляющне А О В. Имеется 4 доль- 
ки, а различных способов образова- 
ния А С В — 16. Столько же имеется 
и различных подмножеств в множест- 
ве из 4 элементов (считая пустое мно- 
жество и все множество). Эти вычис- 
ления можно провести непосредствен- 
но, а можно воспользоваться следую- 
щей комбинаторной леммой, которая 
нам пригодится в дальнейшем. 

Лемма. В множестве из п эле- 
ментов имеется 27 разлинных под- 
множеств. 

Доказательство. Пусть 
№ — такое множество. Занумеруем ка- 
ким-то образом его элементы. Поста- 
вим в соответствие каждому подмно- 
жеству М в М набор из нулей и еди- 
ниц длины п, причем на А-м месте 
мы ставим 1, если А-Й элемент мно- 
жества № входит в М, и О— в про- 
тивном случае. Такие наборы назы- 
ваются двоичными. Между подмно- 


жествами в Л! и двоичными наборами 
длины п возникает взаимно однознач- 
ное соответствие. При этом набору 
нз одних нулей отвечает пустое мно- 
жество, а набору низ одних единиц — 
все множество М. Итак, число под- 
множеств в Л совпадает с числом 
двоичных наборов длины п. Докажем 
по индукции, что это число { (п) 
равно 2”. При п -= 1 это очевидно; 
пусть { (п — 1!) = от. Каждый на- 
бор длины л получается из набора 
длинны п — 1 добавлением О или 1, 
то есть из каждого набора длины 
п — 1 получается два набора длины 

‚ а значи”, [ (п) = 2Р(п— |=”. 

Полагая п == 4, мы получаем, что 
существует 16 подмножеств в множест- 
ве из 4 элементов и, следовательно, 
16 операций над двумя множествами. 
В число этих`операций попадают опе- 
рации А О В = 0 (пустое множество) 
для любых АиВ (А О Вне содержит 
ни одной дольки) и АО В = Г при 
любых Аи В (А О В — объединение 
всех долек). Эти операции мы будем 
обозначать через 0 и 1 соответствен- 
но. В число операций попадут также 
АОВ=А, ДОВ= В, АО В =: 
= А АО В-- В, так как во всех 
четырех случаях множество, стоящее 
справа, является Е двух 
долек (например, =(АпПВи 
и Я пв): = остальные 
операции: 

АВ, АПВ, АМВ, В\А, 
АлВ, АЦВ, АПВ, АХ В, 
ВХ А, АДВ. 

Заметим, что в число операций 
вошли операции образования долек *). 
Из того, что каждая операция являет- 
ся объединением долек, следует, что 
каждая операция может быть выра- 
жена через объединение, пересечение 
и дополнение. 





*) Для представления операций, которое 
мы несколько легкомысленно называем «раз- 
биеннем на дольки», существует вполне 
серьезный термин «совершенная дизъюнктив- 
ная нормальиая форма», а дольки прн этом 
называются «полными правнльными элемен- 
тарными конъюнкциямн», 
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Рис. 12 


Укажем еще одно представление 
операций через указанные три. На- 
зовем дополнение к дольке довес- 
ком. В силу (3) довескам отвечают 
операции А 1 В, АПВ, АПВ, 
А 0 В. (В этом также легко убедить- 
ся, рисуя диаграммы). Задавая опе- 
рацию А О В, можно вместо того, 
чтобы перечислять, какие дольки вхо- 
дят в АО В, указать, какие дольки 
не входят в него, и тогда АО В 
будет пересечением довесков, соот- 
ветствующих этим долькам. Напри- 
мер, А ПВ = (А |) В) П (А ЦВ) П 
П(АЦВ) рассмотрите самостоятельно 
и другие примеры. Представление опе- 
раций в виде пересечения довесков *) 
можно получить из представления в 
виде объединения долек при помощи 
закона двойственности (проделай- 
те это!). 


7. Двоичные таблицы для операций 


Поставим в соответствие каждой 
дольке двоичный набор из двух эле- 
ментов: А П В=> (1, 1, А п В=> 
=>(0, 0), А) В => (0, |, АЦ В=> 
=>(1, 0). Здесь | указывает на то, что 
долька входит в соответствующее мно- 
жество (А или В), а0 — что не вхо- 
дит и, значит, входит в дополнение 
(см. рис. 12). При задании операции 

О В поставим в соответствие 
каждой дольке, закодированной та- 
ким набором, |, если эта долька 


=) И для этого представления есть 
серьезное наименование: «совершенная конъ- 
юнктивная нормальная форма». 
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входит в А О В, и 0, если не 
входит. Все это можно записать в ви- 
де таблицы, в которой строки будут 
отвечать долькам, и строку, например, 
1,0|0 следует воспринимать как за- 
кодированную запись фразы: если не- 
который элемент входит в первое 
множество (А) ин не входит во второе 
(В), то он не входит в А О В. Такая 
таблица называется двоичной или бу- 
левой таблицей операцин, и она пол- 
ностью задает операцию. Выше при- 
ведена сводная двончная таблица всех 
олераций над парой множеств. 

Обратите внимание на столбцы 
таблицы, отвечающие А [1 В, АДВ 
и А. Если (х, и) — набор, отвечаю- 
щий дольке, то в столбце для А П В 
стоит просто ху, в столбце для 
А АВ — остаток от деления х гу 
на 2, а в столбце для А — остаток от 
деления х -- | на 2. Эти действия над 
элементами х, у = 0,1 носят название 
арифметических операций по модулю 
2, и для них сохраняются все основ- 
ные законы обычных арифметических 
операций (коммутативность, ассоциа- 
тивность, дистрибутивность умноже- 
ния относительно сложения) *). Этот 
факт поясняет замеченные нами свой- 
ства симметрической разности. 





*) Об операциях по модулю (арифметике 
остатков) можно прочитать в журнале «Квант» 
№ 5 за М г. 


8. Операции над и множествами 


С такими операциями мы уже фак- 
тически имели дело, но они всегда бы- 
ли выражены через операции над па- 
рами множеств. Сейчас мы дадим 
общее определение. Задать операцию 
над п множествами — это значит за- 
дать закон построения по набору 
низ любых п множеств А, и: 
однозначно определенного множества 
Г(А,,...,А,), причем вопрос о вхож- 
дении некоторого элементав {(А,,... 
..., Аи) полностью определяется тем, в 
какие из множеств А,,..., А„ этот 
элемент входит, а в какие — нет, 
Положим 46 = А прив = Ти 4®° = 
= А при а = 0. Заметим, что мно- 
жество Ат" П АП... П А^” сос- 
тоит из всех элементов, входящих в 
А,, если а; == 1, и не входящих вА,, 
если 0, =0. Операцию АТ“ П 
П 42 П...П А будем, как и при 
п = 2, называть долькой, от- 
вечающей набору (0,0. ..., 9,). 
Долек существует столько, сколько 
существует двоичных наборов длины 
п, то есть (по лемме) 2”. На рисунке 
13 вы видите разбиение на дольки при 
п = 3. 

Из определения операции следует, 
что каждая операция | (А!,..., А,) 
является объединением некоторого чис- 
ла долек. Для задания операции каж- 
дой дольке, закодированной двоич- 


р 
ВУ 


00 


Рис. 13. 


ным набором ©, поставим в соответ- 
ствие | илн 0, смотря по тому, входит 
эта долька в} (А,,..., А,) или нет. 
В результате операции отвечает дво- 
ичный набор длины 2" (столько имеет- 
ся долек), а значит, существует — 2(2”} 
различных операций над множества- 
ми. Поскольку во всех случаях 
Г (А,, -.:., А.) является объедине- 
нием долек, одновременно мы полу- 
чаем, что каждая операция выражает- 
ся через объединения, пересечения и до- 
полнения. Другое представление мы 
получим, если рассмотрим довес- 
ки — дополнения к долькам, они 
имеют вид А?' |)... 0 А”. Вся- 
кая операция может быть представле- 
на в виде пересечения довесков. 

Итак, оказалось, что, во-первых, 
имсется конечное число операций над 
п множествами, а, во-вторых, все 
эти операции могут быть выражены 
через операцин над парами мно- 
жеств — объединение, пересечение и 
дополнение *). Этим и объясняется, 
что во многих вопросах теорни мно- 
жеств ограннчиваются рассмотрением 
этих трех операций. Впрочем, учи- 
тывая (3), можно ограничиться двумя 
операциями: объединением и допол- 
нением или пересечением и допол- 
нением. 

Существуют и другие возможности 
выбирать основные операции, 
через которые выражаются все осталь- 
ные операции. Рассмотрим, напри- 


мер, операцию А П В. Если взять 


*) Дополнение естественно считать опе- 
рацией над одним миожеством (п=1). 
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в качестве А н В одно и то же мно- 


жество С, то мы получим С. Проделав 
последовательно эти две операции, мы 
получим А П В. Но через пересече- 
ние и дополнение можно выразить 
любую операцию. Значит, любую опе- 
рацию можно выразить через един- 


ственную операцию А Г] В. Проверь- 


те, что и через операцию А |} В тоже 
можно выразить все операции. Эти 
две замечательные операцин носят 
название операций Шеффе- 
ра. Докажите, что в качестве систем 
основных операций можно выбрать 


АВ, Силн АЦ В, 0. 


9. Монотонные операции. 


А ве ли операция можно выразить че- 
рез объединения и пересечения, не прибе- 
гая к дополнению? Оказывается, нет. Для 
того чтобы убедиться а этом, надо найти ка- 
кое-то свойство, которым все операции, 
представляющиеся через объединение и пе- 
ресечение, сбладают, ио есть операцни, 
которые этим свойством не обладают. Как 


‚о мы заметили в п. при обсуждении соот- 


ношения (2), всегда можно так изменить 
порядок объединений и пересечений, что 
вначале будут выполняться пересечения, 
а затсм объединения. Возможность такого 
представления накладывает сильное огра- 
ниченне па множество долек, из которых 
может состоять } (Ау, ..-, Ап}, если / (Ар, ... 
.., Ап} выражается через объединения и 
пересечения. Набор этих долек должен быть 
устроен следующим образом: имеются нод- 
множества А1.,..., Мк в множестве № == 
== {1,2,.... м} н долька, отвечающая в 


(01, .... 0л). входнт в [(А,..., Ап) тогда 
и только тогда, когда или в; = | при всех 
ТЕМ, или в,=1 при всех ;ЕМь, 


и так далее. Например, в случае (А, Г] Аз [| 


Пл) ЧА. О А. П А имеем: МУ И, 
3,5}, М. == (4. М, = {2,5}. Нетрудно 
убедиться, что такие совокупиости наборов 
© характеризуются тем, что в них вместе 
с каждым набором с входят все наборы о’, 
у которых на всех тех местах, на которых 
у С стоят единицы, также стоят сдинины 
{будем это символически обозначать так: 
0’ >> в). Теперь ясно, что, например, опе- 


рация АХ В =А ПВ ис обладает этим свой- 
ством: она совпадает с единственной лолькой, 
отвечающей набору (1, 0), а (1, 1) = (1, 0) 
отвечает дольке, ие входящей в А^ В. Опера- 
ция, которые выражаются через объедниения 
и пересечения, а также 0, 1 будем называть 
монотонными. Очевидно, что допол- 
нение — также немонотонная операция: счи- 


тая п = |, мы видим, что А совпадает с доль- 
кой для © ==( 0] = 9” = (1). 


10. Линейные операция 


Всякую операцию можио выразить через 
А ПВ, АЛДВ, !. Действительно, А=АДЬ 
А И В= {4 П РВА(АДВ, вв п. 8 мы 
доказали, что любая операция выражается 
через пересечение и дополнение. Исследуем 
этот факт с точки зрения арифметической 
интерпретации операций. Пусть [(А,., -.. 
..., Ал)— произвольная операция; рассмотрим 
ее двоичную таблицу (см. п. 7). Обозначим 


через } (%1, ..., Ха) значение в этой таблице, 
ствечсющее двоичному набору (хи, ..., хя)- 
Если мы выразим | через А [] В, АДВ, 
{, то для | возиикнет выражение через 
арифметические операции по модулю 2. 
Раскрыв скобки и приводя подобные 
члены, мы получим представление для 


в виде многочлена от х,,..., ха. Учи- 
тывая, что х; принимают значения 0,1, 
а в результате берется лишь остаток от де- 
ления значения миогочлена на 2, мы можем 
сильно упростить вид многочлена. Во-пер- 
вых, можно считать, что все ненулевые коэф- 
фициенты равны 1 (2х делится на 2), во- 
вторых, переменные х; будут входить в од- 
ночлены не выше чем в первой степени 
(х? = х при х= 0,1. 

Исследуем теперь операции такого вида: 
ВА, А», ый Ап) — А, АА. АД... Ан. (В 
записи мы воспользовались коммутатив- 
ностью и ассоциативностью А В; см. п. 2.} 
Полученное в результате множество состоит 
из таких элементов, которые входят в нечет- 
ное число множеств Ау, ..., Ал, а потому 
этн операции будем называть индика- 
торамн нечетности. Проверку это- 
го утверждения легко осуществить непосред- 
ственно (при м == 2, 3, см. рис. 6, 7), и мож: 


но заметить, что в этом случае Тех. Е 


..-, Хн} = Х,--...-- хп по модулю 2. Отсюда 
видно, что через симметрическую разность 
нельзя выразить, например, пересечение 


А ПВ. так как А Г В состоит из элемен- 
тов, попавших в два множества. Если до- 
бавить сперацию Г, то мы получим еще ин- 
дикаторы четности А, АД... Д АА АГ 
им отвечают полиномы первой степени 
х +... Е хп-Р 1. Пересечение мы опять 
выразить не сможем, так как элементы, не 
входящие ни в А, ни в В, не входят и в 


АПВ. Будем называть операции, выра- 
жающиеся через АДВ и Е (то есть инди- 
каторы четиости и иечетности), линейными 
операциями, а остальные операции — не- 
линёйными. Этн термины связаны с отве- 
чающимя этим операциям полнномами. 


11. Описание систем 
основных операций 


Будем понимать под системой основных 
операций такие системы операций, что все 
остальные операции через них выражаются. 
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У нас уже имеется несколько примеров си- 
стем основных операций. Кроме того, в пре- 
дыдущих двух пунктах мы доказали, что 
наборы {А ПВ, АЦ В}, {АД В. ||] нельзя 
принять за системы основных операций. 
При этом мы получили необходимые условия 
на такие системы; они обязательно должны 
содержать нелинейные и немонотонные опе- 
рации. Замечательно, что в таких же Терми- 
нах можно дать необходимые и достаточные 
условия. Мы сделаем это не в самой общей 
ситуации. Будем говорить. что для системы 
операций выполняется предположение О1, 
есяи эта система содержит 0 иТ. 

Теорема Поста. Систему опера- 
ций, удовлетворяющую предположению 01. 
мсжно принять за систему основных опера- 
ций тогда и только тогда, когда она содер- 
жит немонотонную и нелинейную операции. 

Имеется общая формулировка теоремы 
Поста для любых систем (без предположения 
01); при этом число условий возрастает *). 

Что касается необходимости условий 
сформулированиой теоремы, то без предпо- 
ложения 0 они доказаны в пп. 9, 10. Оче- 
видно, что они сохраняются и при условии 
01, так какО и Ё являются монотонными 
н линейными операциями (АД А == 0). 

Достаточность будет следовать из двух 
приводимых ниже задач. 

Задача 1. Доказать, что в предпо- 
ложении 01 из всякой немонотонной опера- 
ции можно получить операцию дополнения. 

Пусть {— немонотонная операция и в 
КА,, ..., Ал) входит долька, отвечающая в, 
а долька, отвечающая @’7206, не входит. 
Тогда, если на /-м месте и в би 0” стоит 0, 
то вместо А; подставляем пустое множество, 
если же и тут и там стот |, то подставляем 
укнверсальное множество /. На остальных 
местах, поскольку 629, в д стоит 0, а 
в 0’— 1. Подставим вместо этих А; одио и 
то же множество А. Тогда долька, отвечаю- 


щая 0, превратится в А, а долька, отве- 
чающая 9’, —в А. Операция ф(А), которая 
получится в результате, будет совпадать 
с А, так как Ф(А) содержит А и не содер- 
жит А. 

Задача 2. Доказать, что в предпо- 
ложении 01 через всякую нелинейную опера- 
цию и дополнение можно выразить пересе- 
чение. 

Эту задачу попробуйте решить само- 
ии Наше решение приведено на 
с. 58. 





*) См. книгу Гиндикин С. Г., Алгеб- 
ра логики в задачах, М., «Наука», 1972. 
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Поверхностное 
натяжение 


Т. Г. Асламазов 





Удивительно разнообразны проявле- 
ния поверхностного натяжения жид- 
костей в природе и технике. Оно со- 
бирает воду в капли, благодаря ему 
мы можем выдуть мыльный пузырь 
и писать ручкой. Поверхностное на- 
тяжение играет важную роль в физно- 
логии нашего организма. Его исполь- 
зуют в космической технике. Почему 
же поверхность жидкости ведет себя 
подобно растянутой упругой пленке? 
Попробуем в этом разобраться. 


Поверхностная энергия 


Молекулы, расположенные в тонком 
слое жидкости вблизи поверхности, 
находятся в особых условиях. Они 
нмеют одинаковых с ними соседей 
только с одной стороны поверхности; 
в отличие от молекул внутри жид- 
кости, окруженных со всех сторон 
такими же молекуламн. Поэтому ре- 
зультирующая сила, действующая на 
молекулу в поверхностном слое, от- 
лична от нуля. Например, на свобод- 
ной поверхности жидкости (рис. 1) 
эта сила направлена внутрь жидкос- 





Рис. 1. 


тн, так как молекула на поверхности 


испытывает значительно большее 
притяжение со стороны молекул 
жидкости, чем со стороны молекул 
воздуха. 


При перемещении молекулы с по- 
верхности в объем жидкости совер- 
шается положительная работа. Это 
означает, что молекулы в поверхност- 
ном слое обладают избыточной потен- 
циальной энергней по сравнению с 
молекулами внутри жидкости. Разу- 
меется, молекулы жидкости паходят- 
ся в непрерывном тепловом движе- 
нии — одни молекулы уходят с по- 
верхности, другие, наоборот, попадают 
на нее. Но можно говорить о средней 
добавочной энергии поверхностного 
слоя жидкости — о поверхностной 
энергин, пропорциональной площади 
поверхности жидкости. 

Известно, что из всех возможных 
состояний системы устойчивым явая- 
ется то, в котором энергия системы 
минимальна. В частности, и поверх- 
мость жидкости ‘стремится принять 
такую форму, прин которой ее поверх- 
ностная энергия будет минимальна. 
Как говорят, жидкость обладает но- 
верхностным натяжением, стремящим- 
ся сократить, уменьщить ее поверх- 
ность. Коэффициентом поверхностного 
натяжения называют поверхностную 
энергию, приходящуюся на единицу 
площади, или силу, приходящуюся 
на единнцу длины границы поверх- 
ности. Легко доказать (сделайте это 
сами), что оба определения коэффи- 
циента поверхностного натяжения эк- 
вивалентны. 






Рис. 2. 


Стремлению поверхностного натя- 
жения уменьшить поверхность жид- 
кости обычно противодействуют дру- 
гие снлы. Например, капля жндкости 
почти никогда не является шаром, 
хотя шар имеет наименьшую из всех 
фигур поверхность при заданном объ- 
еме. Когда капля покоится на непод- 
вижной горизонтальной поверхностн, 
она оказывается сплющенной. Слож- 
вую форму имеет и падающая в воз- 
духе капля. И только.капля, находя- 
щаяся в невесомости, принимает со- 
вершенную сферическую форму. 

Устранить действие силы тяжести 
при нзучении поверхностного натя- 
жения жидкостей впервые догадался 
в середине прошлого века бельгий- 
ский ученый Ж. Плато. Разумеется, 
в то время и не мечтали о настоящей 
невесомости, и Плато просто пред- 
ложил уравновесить силу тяжести 
архнмедовой выталкивающей силой. 
Он поместил нсследуемую жидкость 
{масло) в раствор, обладающий такой 
же плотностью, и, как пишет его био- 
граф, «с удивлением увидел, что масло 
приняло сферическую форму; он тот- 
час же применил свое правило «вовре- 
мя удивляться», и это явление по- 
служило затем для него предметом 
долгих размышлений». 
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Свой метод Плато применил для 
исследования различных явленнй. На- 
пример, он изучил процессе образова- 
ния и отрыва капли жидкости на кон- 
це трубки. 

Обычно, как бы медленно мы ни 
растили каплю, она отрывается от 
трубки так быстро, что глаз не может 
уследить за деталями этого процесса, 
Плато помещал конец трубки в жид- 
кость, плотность которой была только 
немного меньше плотности капли.Дей- 
ствие силы тяжести при этом ослаб- 
лено, можно вырастить очень большую 
каплю и увидеть, как она отрывается 
от трубки. 

На рисунке 2 приведены фютогра- 
фии, на которых показаны различные 
стадии красивого процесса образова- 
ния н отрыва капли (фотографии по- 
лучены современным методом — с по- 
мощью скоростной кнносъемки). По- 
пробуем объяснить это явление. Пока 
канля растет медленно, можно счн- 
тать, что в каждый момент времени 
ола находится в равновесни. Тогда при 
заданном объеме капли ее форма опре- 
деляется из условня, что сумма по- 
верхностной энергии и потенциальной 
энергии капли, обусловленной силой 
тяжести, минимальна. Поверхностное 
натяжение вызывает сокращение по- 


верхности капли, она стремится при- 
дать капле сферическую форму. Сила 
тяжести, наоборот, стремится распо- 
ложить центр тяжести капли как мож- 
ню ниже. В результате капля оказы- 
вается вытянутой. 

Чем больше капля, тем большую 
роль играет потенциальная энергия 
силы тяжести. Основная масса по ме- 
ре роста капли собирается внизу, ну 
канли образуется шейка (вторая фо- 
тография на рисунке 2). Сила поверх- 
ностного натяжения направлена вер- 
тикально по касательной к шейке. 
Она уравновешивает силу тяжести, 
действующую на каплю. Тенерь до- 
статочно капле совсем немного увели- 
читься, и силы поверхностного натя- 
жения уже не смогут уравновесить 
силу тяжести. Шейка капли быстро 
сужается (третья фотография на ри- 
сунке 2), н в результате капля отры- 
вается (четвертая фотография). При 
этом от шейки капли отделяется ма- 
ленькая капля, которая падает вслед 
за большой. Вторичная капелька об- 
разуется всегда (ее называют шариком 
Плато), но так как процесс стрыва 
капли — очень быстрый, обычно мы 
этой вторичной капельки не замечаем. 

Отрыв капли используют для из- 
мерения величины поверхностного на- 
тяжения жидкостей. Когда капля еще 
висит на шейке, сила тяжести урав- 
новешена силами поверхностного на- 
тяжения, действующими по пернмет- 
ру поперечного сечения шейки: 


тя = 210, 


где г-— радиус самого узкого места 
шейки, в котором силы поверхностного 
натяжения нанравлены вертикально, 
с — коэффициент новерхностного на- 
тяжения жидкости. Масса висящей 
на шейке каплн 7, какуже отмечалось, 
практически равна массе отрывающей- 
ся капли. Поэтому, измеряя радиус 
шейки г и определяя массу оторвав- 
шейся калли т взвешиванием, можно 
найти величину поверхностного иа- 
тяжения жидкости: 
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Для большей точности обычно на- 
бирают в сосуд много капель и, раз- 
делив их общую массу на число ка- 
пель, находят среднюю массу капли 
т. Для более точного определения 
раднуса шейки г, при котором капля 
еще не отрывается, ес освещают рас- 
ходящимся пучком света и ио раз- 
мерам тени на экране и коэффиици- 
енту увеличения определяют размер 
шейки. 


Мыльные пленки 


Прекрасным объектом для изучения 
новерхностного натяжения являют- 
ся мыльные пленки. Сила тяжести 
здесь почти не играет роли, так как 
пленки чрезвычайно тонки и их масса 
совершенно ничтожна. Основную роль 
здесь играет поверхностная энергия, 
и поэтому у мыльных пленок форма 
поверхности всегда такова, что ес 
площадь мннимальна. 

Наверное, всем доводнлось вндеть 
мыльные пузыри. Они могут свобод- 
но нарить в воздухе и совершенно 
сферичны. 

Давление внутри пузыря больше 
атмосферного давления, причем чем 
меньше радиус пузыря ®, тем больше 
избыточное давление внутри пузыря. 
Это избыточное давление Арсф (для 
сферического пузыря) определяется 
по известной формуле Лапласа: 
25° 

В’ 
где 9’ = 26 — удвоенный — коэффи- 
циент поверхностного натяжения жид- 
кости (у пленки — две поверхности). 

Величина, обратная раднусу сфе- 


Арсф 


ры, называется ее кривизной: р -= =. 


Написанная выше формула озна- 
чает, что избыточное давление про- 
порционально кривизне сферы. 

Шар — не единственная форма, ко- 
торую можно придать мыльному ну- 
зырю. Если поместить пузырь между 
двумя кольцами, то его можно растя- 
гивать, пока он не примет форму ци- 
линдра со сферическими «планками» 
(рис. 3). 
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Рис. 3. 


Чему равно избыточное давление 
внутри такого пузыря? У цилиндри- 
ческой поверхности кривизна по раз- 
ным направлениям различна. Вдоль 
образующей цилиндра кривизна равна 
нулю (образующая — прямая — ли- 
ния) *), а в сечении, перпендикуля- 
рном осн цилиядра, его кривизна рав- 
на 1/Ю, где ^ — раднус цилиндра. Ка- 
кое же значение 0 мы должны подста- 
вить в предыдущую формулу? Ока- 
зывается, разность давлений по раз- 
ные стороны любой новерхности опре- 
деляется ее средней кривизной. Что 
это за величина? 





*) Что тзкое коивизца плоской кривой? 
Кривизна окружности определяется так же, 
как и кривизна сферы: розр= МЮ, где Ю — 
радиус окружности. Если же кривая ие 
является окружностью, то тем не менсе ее 
отдельные маленькие участки можно приб- 
лиженно считать дугами окружностей опре- 
деленных раднусов. Велнчины, обратные 
этим радиусам, и называются кривизнами 
плоской кривой в различных сс точках. 
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Проведем через нормаль к поверх- 
ности в точке А плоскости. Сечения 
цилиндрической поверхности этими 
плоскостями (они называются нор- 
мальными сечениями) могут быть ок- 
ружеостью, эллилсом или прямой 
(рис. 4). Легко видеть, что кривизны 
этих сечений в точке А различны: 
максимальной кривизной обладает по- 
перечное сечение — окружность, а 
минимальной, равной нулю, — пря- 
мая (продольное сечение). Средняя 
кривизна бсрд Определяется как 
нолусумма максимальной н мини- 
мальной кривизн нормальных 
сечений: 


‚ Фтах -г- Рпит 
Ос ред р. 5 


Это определение годится не только 
для цилиндра, и так можно опреде- 
лить среднюю кривизну в данной 
точке любой поверхности. 

У цилиндрической поверхности в 
любой точке максимальная кривизиа 


1 
тах == -_, ГДе К — радиус попереч- 


ного. сечения цилнидра, а рии = 0. 
Поэтому средняя кривизна фаил = о 


а избыточное давление внутри ци- 
г 


линдрического пузыря Арнил = =. 

Как видно, у цилиндрического 
пузыря избыточное давление — такое 
же, как у сферического пузыря вдвое 
большего радиуса. Поэтому радиус 
сферических «шапок» у цилиндриче- 
ского пузыря будет вдвое болыше, 
чем радиус цилиндра, и они являются 
сфернческими сегментами, а не полу- 
сферами. 

А что если вообще уничтожить 
избыточное давление в таком пузыре, 
заставив, например, лопнуть «шапки»? 
Казалось бы, так как внутри пузыря 
нет ннкакого избыточного давления, 
поверхность его не должна иметь 
кривизны. А тем не менее стенки пу- 
зыря изгибаются внутрь и пузырь 
принимает форму катеноида (от ла- 





Рис. 5. 


тинского слова «катена»— цепь; эту 
поверхность можно получить враще- 
нием вокруг осн кривой, имеющей 
форму подвешенной горизонтально за 
концы цепи — цепной линии). В чем 
же тут дело? 

Присмотритесь к этой поверхности 
(рис. 5). Обратите внимание на се 
узкое место — перехват. Легко вни- 
деть, что этот перехват является одно- 
временно и выпуклым, н вогнутым. 
Его ноперечное сечение — окруж- 
ность, а продольное — цепная линия. 
Кривизна направления внутрь долж- 
на увеличивать давление внутри пу- 
зыря, кривизна же направления на- 
ружу должна уменышать его. (Давле- 
ние под вогнутой поверхностью боль- 
ше, чем над ней). В случае катенонда 
этн кривизны одинаковы но величине, 
и так как направлены они в противо- 
положные стороны, средняя кривизна 
равна ‘нулю. Следовательно, внутри 
такого пузыря нет избыточного дав- 
ления. 





Рис. 6. 
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Существует множество других по- 
верхностей, которые кажутся кривы- 
мн во всех направлениях, но тем ие 
менее их средняя кривизна равна 
нулю, и эти новерхности не произво- 
дят никакого давления. Чтобы полу- 
чить их, нужно лишь взять любую 
гнутую проволочную рамку и погру- 
зить ее в мыльную воду. Вынимая 
рамку, можно увидеть разнообразные 
поверхностн с нулевой средней кри- 
визной, форма которых зависит от 
формы рамки. Однако катеноид — 
единственная, кроме плоскости, по- 
верхность вращения с нулевой сред- 
нен кривизной. 

Одной из задач специальной мате- 
матической науки дифференциальной 
геометрии является отысканне таких 
поверхностей с нулевой  средкей 
кривизной, натянутых на замкнутые 
пространственные кривые. Сущест- 
вует точная математическая теорема, 
утверждающая, что площадь таких 
поверхностей всегда минимальна, и 
она нам нокажется теперь очевидной. 

Мыльные пузыри могут соединять- 
ся друг © другом, образуя пену. Це- 
смотря на кажущуюся хаотичность 
в расположении мыльных пленок в 
пене, всегда выполняется такой за- 
кон: пленки пересекают друг друга 
лишь нод равными углами (см. фо- 
то на обложке). 

Рассмотрим, например, два пузы- 
ря, находящихся в контакте друг 
с другом и имеющих общую перего- 
родку. Избыточные (по сравнению 
с атмосферным) давления внутри пу- 
зырей различны ин определяются фор- 
мулой Лапласа: 


20° 


Ар, : -В, › 


20’ 
Поэтому перегородка должна быть 
такой, чтобы создавать дополнитель- 
ное давление, равное разности давле- 
ний внутри пузырей. Следовательно, 
она должна обладать определенной 
кривизной. Раднус Кз кривизны пере- 
городки определяется из соотношения 
20* 20° 20’ 


То. ^ В, 1 
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то есть 5 
==: 12% 
=. в. 

На рисунке 6 изображен разрез пу- 
зырей в плоскости, проходящей через 
нх центры. Точки А и В представля- 
ют собой точки пересечения с плос- 
костью чертежа окружности, по ко- 
торой соприкасаются два пузыря. 
В любой точке этой окружности ветре- 
чаются три пленки. Так как их по- 
верхностное патяжение одинаково, то 
они могут «уравновесить» друг друга 
лишь в том случас, когда углы, под 
которыми они пересекаются, равны 
между собой и, следовательно, каж- 
дый равен 120”. 


Капиллярность 


Поверхностной энергией обладает 
не только свободная поверхность жид- 
кости, но и граница двух жидкостей, 
поверхность раздела жидкости и твер- 
дого тела, свободная поверхность твер- 
дого тела. Во всех этих случаях мож- 
но говорить о поверхностной энергии 
как о разности между энергией всех 
молекул вблизи поверхности разде- 
ла и той энергней, которую эти моле- 
кулы имели бы, если бы они находи- 
лись внутри соответствующих гра- 
ничацих сред. 

Величина поверхностной энергни 
определяется свойствами обенх сред. 
Например, если на границе воды с 
воздухом коэффициент поверхиостио- 
го натяжения равеи 73 днем (при 
20_С и нормальном атмосферном дав- 
ленни), то у границы воды с эфиром 
от всего около 12 дн/см, а на границе 
воды с ртутью 427 дн/см. Поверхност- 
ное натяжение обычно уменышается 
с увеличением температуры. В част- 
ности, на границе жидкости с се иа- 
сыщенным наром в критической точ- 
ке оно вообще обращается в нуль, 
так как при этом исчезает различие 
между жидкостью и паром. 

Рассмотрим жидкость, находящую- 
ся в сосуде. На краю поверхности жид- 
кости мы имеем дело с соприкоснове- 
нием трех сред — твердой стенки, 
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Рис. 7, 


жидкости и газа. Поверхностные яв- 
лення в этом случае называют явле- 
ниями капиллярности. Полная по- 
верхностная энергия, как обычно, 
стремится быть минимальной. Поэ- 
тому, если поверхностная энергия на 
границе стенки и жидкости меньше, 
чем на границе стенки с газом (на еди- 
ницу ллощади), то жидкость стре- 
мится увеличить площадь контакта 
со стенкой, и ее край поднимается. 
(Такой случай имеет место на границе 
воды ин чистого стекла.) 

Оянако поднятие жидкости сопро- 
вождается увеличением ее потеици- 
альной энергии. Если сосуд широкий, 
то форма поверхности жндкости в 
основном определяется силой тяжес- 
ти. Жидкость приподнимается только 
у краев, а болыная часть ее поверх- 
ности будет плоской и горизонталь- 
ной. Если же сосуд узкий, то искрив- 
ляется вся поверхность жидкости — 
образуется мениск, и жидкость мо- 
жет подняться на иекоторую высоту 
(рис. 7а). Мениск имеет сферическую 
форму, так как прн этом минимальна 
поверхностная энергия на границе 
жидкость — газ (пазвание «мениск» 
происходит от латинского слова «те- 
ик» — маленькая луна). 

На границе стекла и ртути поверх- 
ностная энергия больше, чем на сво- 
бодной поверхности стекла. Поэтому 
ртуть в стеклянном сосуде стремится 
уменьшить площадь контакта со стек- 
лом и у краев опускается (рнс. 76). 
Говорят, что ртуть не смачивает стек- 
ло, а вода, наоборот, его смачивает. 


Величина поверхностного натяже- 
ния на гранние жидкости и твердого 
тела определяется снлой взаимодейст- 
вия молекул жидкости с молехулами 
твердого тела. Если бы молекулы 
жидкости и твердого тела не взаимо- 
действовали между собой, то поверх- 
ностиая энергия граиицы твердого 
тела с жидкостью была бы равна сум- 
ме энергий на границах твердого тела 
н жидкости с газом (на едицицу пло- 
щади поверхности): 
= 0:_г + Обж-с (работа по лереме- 
щению молекулы из объема на новерх- 
ность — одна и та же, граничит ли 
среда с газом или с другой практиче- 
ски не взаимодействующей с ней сре- 
дой). В этом случае в. > 0.-г, 
н жидкость не смачивала бы твердое 
тело. 

Реальло молекулы жидкостн и 
твердого тела всегда притягиваются 
друг к другу. Поэтому’ поверхност- 
ная эиергия границы твердото тела 
с жидкостью меньше суммы энергий 
границ Сс газом: бу-ж = От-ь + 
-- 9«.-;— Ао (вследствие притяжения 
к другой среде работа по пер2восу мо- 
лекулы из объема на поверхность, 
очевидно, уменьшается). Еслн при- 
тяжение между молекулами гранича- 
щих сред достаточно велико, то Аб > 
> 0ж-г. В этом случае 0:—ж < 0.—г, 
н жидкость уже смачивает твердую 
поверхность. 

Прн дальнейшем усилении взан- 
модействия между молекулами жид- 
кости и твердого тела Ас станет рав- 
ным 20._г, И соответственно, 0,_ж= 
= ©.-:-—бж-г. В этом случае тонкая 
пленка жидкости может образоваться 
на всей поверхности твердого тела, 
так как проигрыш в поверхчостной 
энергии вследствие увеличения гра- 
ницы жидкости с газом компенси- 
руется увеличением площади ег кон- 
такта с твердым телом: в„_г = 
—= 0.-г—0._« (увеличение потен- 
циальной энергии при этом ничтожно 
мало, если иленка достаточно тонкая). 
Край жидкости непрерывным образом 
переходит в образующуюся на стенке 
нленку, и угол между поверхностью 
жидкости и стенкой равен нулю. Как 


От = 


© Калит №1 
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Рис. 8. 


говорят, жидкость полностью сма- 
чивает твердое тело. 

Особенно ярко капиллярные явле- 
ния проявляются в невесомости. Пер- 
вым в мире исследовал жидкость в 
состоянии космической невесомости 
космонавт 1]. С. Попович на корабле 
«Восток-3». В его кабине находилась 
стеклянная сферическая колба с во- 
дой. На Земле вода наполовину за- 
полняла колбу. В состоянии невесо- 
мости -— при движении корабля по 
орбите вокруг Земли — вода «распол- 
злась» по всей внутренней поверх- 
ности стенок колбы и замкнула внутри 
себя воздух в виде шара. Поверхнос- 
ти раздела вода — воздух и вода — 
стекло при этом увеличились. Однако 
исчезла граница между воздухом и 
стеклом, и в данном случае это ока- 
залось энергетически выгоднее. 

Наших знаний оказывастся доста- 
точно для того, чтобы объяснить это 
явление. Если жидкость смачинает 
поверхность колбы, то в земных усло- 
виях, как мы уже разобрались, она 
слегка поднимается у краев, образуя 
некоторый краевой угол 0 между 
поверхностью жидкости и стенками 
колбы (рис. 8, а). 

В невесомости поверхность жид- 
кости уже не должна быть плоской. 
Поэтому вода, смачивая стенки колбы, 
будет подниматься, увеличивая по- 
верхность соприкосновения со стеклом 
Однако замечательно, что в равнове- 
сии краевой угол 0 между поверх- 
ностью жидкости и стенками колбы 
должен остаться тем же, каким он был 
на Земле. 
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Рис. 9. 


В самом деле, на единицу длины 
окружности, по которой происходит 
соприкосновение воды со стенками 
колбы, действуют только три силы 
поверхностного натяжения: 
поверхностное натяжение на граннце 
воздуха и воды, в:_› — натяжение 
на границе воды и стекла и 0;_, — 
натяжение на границе стекла с воз- 
духом. В равновесии поверхность жид- 
кости образует такой краевой угол 
со стенкой, чтобы равнодействующая 
этих трех сил не имела составляю- 
щей вдоль стенки: б1-з = 01_» + 
+ в._3с0$ 0 (перпендикулярная со- 
ставляющая уравновешивается силой 
реакции стенки). Поэтому 


6—3 — 


= Пвль 
9:—з 

Мы видим, что краевой угол зависит 
только от природы трех соприкасаю- 
щихся сред, а именно от поверхност- 
ного натяжения на их границах. Он 
не зависит от величины силы тяжести 
и от формы сосуда. 

Поверхность жидкости, гранича- 
щая с воздухом, в невесомости должна 
быть минимальной, а потому сферич- 
ной. Тогда становится ясной конеч- 
ная картина расположения жидкости 
в колбе в невесомости. Сферическая 
поверхность жидкости охватывает воз- 
дух у стенок колбы так, чтобы со- 
хранился краевой угол © (рис. 86). 
Разумеется, понятия верха и низа 
в невесомости отсутствуют, и эту 
картину можно повернуть как угодно. 

Почему же вода в стеклянной кол- 
бе окружала пузырь со всех сторон, 
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отрывая его от стенок колбы? Это 
легко понять — ведь чистая вода пол- 
ностью  смачивает чистое стекло 
(рис. 9, а). Краевой угол равен нулю, 
н жидкость заключает воздух в сфе- 
рический пузырь, который должен 
касаться своей поверхностью стенок 
колбы. Но тогда он может от них отор- 
ваться и расположиться внутри жид- 
кости (рис. 9, 6). 

Конечно, такое исследование но- 
ведения жидкости в невесомости имеет 
только качественный характер, и на- 
стоящие расчеты — сложная физиче- 
ская и математическая задача. Однако 
такое качественное — исследование 
помогло нам правильно представить 
себе поведение «невесомой» жид- 
кости. 


Как моет мыло? 


При растворении даже незначитель- 
ного количества мыла нли стирального 
порошка в воде ее моющее действие 
значительно усиливается. Это свой- 
ство объясняется тем, что мыло, скап- 





Рнс. 10. 
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Рис. 11. 


ливаясь (адсорбируясь) на граннце 
воды с отмываемой поверхностью или 
тканью, значительно уменьшает по- 
верхностное натяжение. В результа- 
те ослабляется прилипание частичек 
жира и грязи к поверхностн. 

Пусть, например, на поверхности 
имеется капелька жира, который сма- 
чивает ее (рис. 10). Краевой угол 9 
определяется, как нам уже известно, 
коэффициентами поверхностного на- 
тяжения на границах раздела. Если 
в воду добавить мыло, то молекулы 
мыла, адсорбируясь на границах во- 
да — жир и вода — поверхность, зна- 
чительно уменьшают коэффициенты 
Оба_ж И б, п. Натяжение с,_и оказы- 
вается меньшим, чем 9„_и, и соответ- 
ственно, со5 0<0, то есть 6> 90° 
Жидкость перестает смачивать по- 
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верхность. Уменынение коэффициен- 
та 0,-„ при этом, как легко видеть, 
также увеличивает краевой угол. 

При краевом угле 6 = 180° жир 
абсолютно не смачивает поверхность, 
и капелька жнра сама отрывается от 
нее. Если же уменьшение поверхност- 
ного натяжения не столь велико, то 
во всяком случае после увеличения 
краевого угла 6 капли легко отры- 
ваются от поверхности при механн- 
цеских воздействиях во время мойки 
или стирки. 

На рисунке 11 показана серия уве- 
личенных фотографий шерстяной ни- 
ти. На первой фотографии — нить, 
испачканная жндким парафином. Три 
следующие фотографин показывают 
очищающее действие раствора стн- 
рального порошка. Ясно видно, как 
увеличивается краевой угол поверх- 
ности парафина с нитью. Парафн- 
новый жир сворачнвается в глобулы 
и уносится водой. Последняя фото- 
графия показывает уже совсем чис- 
тую нить. 

Адсорбированные молекулы мыла 
окружают капельки жира и отмывае- 
мую поверхность плотно заполненным 
одинарным (мономолекулярным) сло- 
ем, который обладает высокой меха- 
нической прочностью. Молекулы мыла 
сильно связаны друг с другом, н ра- 
зорвать пленку очень трудно. Поэтому 
при стирке пленки из адсорбирован- 
ных молекул не разрушаются и пре- 
пятствуют обратному прилипанию уже 
оторвавшихся капелек жира к по- 
верхностн и слиянию капелек друг 
с другом. 

Оторвавшиеся при стирке твердые 
частички грязи также оказываются 
окруженными молекулами мыла, ко- 
торые препятствуют их обратному 
прилипанию к поверхности. Проиг- 
рыш в поверхностной энергни при 
отрыве частицы с поверхности в мыль- 
ный раствор Ё = $ (9._„ + би, — 
— 0,-л) (5$ — площадь контакта 
с поверхностью), очевидно, меньше, 
чем если бы частичка оказалась в 
чистой воде; таким образом, адсорб- 
ция ослабляет прилипание твердых 
частичек к поверхности. Взвешенные 
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в воде частички грязи и капельки 
жира удаляются вместе с ней. 

Интересно, что образование устой- 
чивой пены — это только побочный 
эффект уменышения поверхностного 
натяжения при растворении моющих 
веществ. Пена образуется из пузырь- 
ков воздуха, которые попадают внутрь 
воды (при перемешивании, со струей 
воды). Затем они всплывают к ее 
поверхности и оказываются окружен- 
ными пленкой жидкости. Если по- 
верхностное натяжение невелико, то 
мало и избыточное давление внутри 
пузырька, н он долго не лопается. 
Немалую роль тут, конечно, играет и 
высокая прочность мыльных пле- 
нок. 

Механизм моющего действия, ко- 
торый был здесь разобран, представ- 
ляет интерес и в связи с другими важ- 
ными техническими задачами — по- 
крытием поверхностей лаками и крас- 
ками, склеиванием, окраской тканей 
суспензиями, изготовлением непромс- 
каемых тканей. 

Например, для того чтобы сделать 
ткань водоотталкивающей, ее обра- 
батывают специальным веществом, ко- 
торое образует вокруг каждого волок- 
на тонкую пленку. Эта пленка значн- 
тельно увеличивает поверхностное на- 
тяжение на границе вода — ткань, 
но мало меняет натяжение на границе 
ткань — воздух. Если обратиться к 
формуле для краевого угла @, то легко 
увидеть, что угол 6 при этом возрас- 
тает. В результате вода не смачивает 
ткань, а собирается на ней в капли, 
которые скатываются с матернала. 

Адсорбционные пленки использу- 
ют для уменьшения испарения воды 
с поверхности водоемов, что является 
важной проблемой в засушливых рай- 
онах. Защитную пленку легко создать 
по всей поверхности водоема, так 
как адсорбция всегда уменьшает по- 
верхностное натяжение (в противном 
случае адсорбция вообще не произо- 
шла бы, так как при этом увеличи- 
лась бы поверхностная энергия). На 
границу пленки действует сила по- 
верхностного натяжения чистой воды, 
стремящаяся растянуть пленку, и 
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сила натяжения самой пленки, на- 
правленная в противоположную сто- 
рону. Поверхностное натяжение чнс- 
той воды больше, и в результате плен- 
ка покрывает всю чистую поверхность. 

Для создания защитных пленок 
используют специальное вещество — 
гексадеканол. В обычных условиях 
это — твердое вещество, оно плавает на 
поверхности воды. Если при этом вся 
поверхность воды покрыта адсорбиро- 
ванным мономолекулярным слоем, 
то вещество не расходуется. Однако, 
стоит пленке где-либо испортиться. 
как поверхностное натяжение в этом 
месте увеличится, стянет пленку с 
соседних участков и т. д. В резуль- 
тате нарушается пленка и возле пла- 
вающего кусочка вещества, которое 
и восстанавливает пленку. 

Было найдено, что ‘для создания 
защитной пленки на площади в } га 
необходимо около 20 г гексадеканола, 
а потери в среднем равны 2—3 моно- 
молекулярным слоям в день. Поэтому 
расход вещества для поддержания 
пленки составляет всего около 60 г 
в день на | га, и такой способ оказы- 
вается экономически выгодным. На- 
пример, в Австралии с его помощью 
ежегодно сохраняется около 10 мил- 
лионов литров воды с каждого гектара 
водной поверхности. 


Упражнения 


1- Известно, что некоторые насекомые 
не только удерживаются на поверхности 
воды за счет поверхностного натяжения, 
но и передвигаются по ней, выделяя особую 
жидкость, уменьшающую поверхностное на- 
тяжение воды. Как должно насекомое вы- 
пускать жидкость, чтобы двигаться вперед? 

2. Два одинаковых мыльных пузыря 
ссединены трубкой. Будет ли их равновесие 
устойчивым? 

3. Нарнсуйте график зависимости дав- 
ления от высоты в капиллярной трубке, 
опущенной одним концом а) в воду, 
6) в ртуть. 

4. Почему спички, плавающие на по- 
верхности воды вблизи друг от друга, при- 
тягиваются? Как будут взаимодействовать 
спички, если их предварительно окунуть 
в парафнн? (Вода смачнвает дерево, но не 
смачивает парафнн.) 

5. В сфернческой колбе находится жид- 
кость, не смачнвающая стенки колбы. Кра- 
евой угол равен 6. Как расположится жид- 
кость в невесомости? 


(У) 
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Решения задач 
вступительной контрольной работы 


ВЗМШ 1973 года 





В этом номере мы публикуем решения наиболее интересных задач из 
вступительной работы в ВЗМШ 1913 года (см. «Квант» №1, 1973, с. 49). 


Задача 2. Сицествуют ли це- 
лые числа такие, что при зачеркива- 
нни первой цифры они уменьшаются 
в 57 раз? 


Пусть нам удалось найти такое 
{& -- -значное число. Обозначим 
первую его цифру через х, а число, 
оставшееся после ес зачеркивания, — 
через у. Тогда исходное число равно 
10^ х-!- и. Оно совпадает по условию 
с 571: 


10^х -= 5бу. 


Поскольку 56 делится на 7, то х де- 
лится на 7. Но х — цифра, значит, 
Ат, ай -= 10118. 

При А = 3 число у получается 
целым. Полагая й = 3, получаем один 
из возможных ответов: 


Юх у =: 7115. 


Задача 5. На доске было на- 
писано 4 числа. Нх сложили всевоз- 
можными способами по два и получили 
следующие шесть суми: 2, 4, 9, 9, 
14, 16. Какие числа были написаны 
на доске? 

Обозначим нанменьшее из иско- 
мых чисел через А, следующее по 
величине — через В, следующее — 
через С, самое большое — через О. 
Итак, А >= В >С > ВБ. Тогда между 
их суммами по два заведомо имеются 


следующие неравенства: 


9 
й | 
— 
А+-В=: Рот - | втр« 
{<8В--С=<| 
, н | 
2 4 9 14 
=С+р-16 


Пользуясь этими неравенствами, 
легко однозначно распределить между 
суммами числовые значения, данные 
в условии, что и сделано. Из четы- 
рех из них находим ответ: 


-А= 1,5; В= 3.5: 


С == 5,5; О =- 10,5. 


Необходимо проверить, что осталь- 
ные две суммы — тоже такие, как 
сказано в условни. 

Задача 6. Можно ли расста- 
вить 9 чисел: 1, 2,3,4,5,6, 1, 8, 9 по 
круги так, чтобы сумма любых трех 
чисел, стоящих подряд, делилась бы 
на 3 и была: а) больше 9; 6) больше 12? 

а) Можно. Например: 1, 9,2, 
тэ. 0. Я, 6; 8. 

6) Нельзя. Пусть сумма в каж- 
дой тройке соседних чисел не меньше 
15. Тогда, поскольку сумма всех де- 
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вяти чисел от 1 до 9 равна 45, сумма 
в каждой тройке равна 15. Но тогда 
числа, отстоящие на три места, долж- 
ны быть равны, что невозможно- 

Задача 7. Треугольник АВС 
после поворота около вершины А за- 
нял положение АВС. Докажите, 
что если прямая АС делит пополам 
отрезок ВВ., то прямая АВ, делит 
пополам отрезок СС. 

Обозначим через ‘М точку пере- 
сечения прямых АС и ВВ,. Рассмот- 
рим два случая. 

а) М совпадает с Д. Тогда А — 
центр отрезка ВВ., и, значит, угол 
поворота составляет 180”. Но тогда 
А — центр отрезка СС,, и, конечно, 
АВ, делит СС, пополам. 

6) М не совпадает с 4. Тогда 
ДА АВМ = АЛВ,М по трем сторо- 
нам. Поэтому МАВ = х МАВ.. 

Если точка С лежит с тон же сто. 
роны от А, что и точка М, то углы 
Х САВ их. САВ, совпадают с этн- 
ми углами. Если точка С лежит с 
противоположной стороны, то углы 
Х. САВ и х. САВ, — смежные с ни- 
мн. В обоих случаях 

САВ, = Х. САВ = Х.С.АВ\, 
то есть АВ, — биссектриса угла А в 
А САС,. Поскольку он равнобедрен- 
ный, то АВ, — также ин медиана, 
что ц требовалось доказать. 

Задача 8. Представьте число 
203 в виде суммы нескольких положи- 
тельных слагаемых так, чтобы про- 
изведение этих слагаемых тоже рав- 
нялось 203. 





Рис. 1. 
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Искомые числа можно даже взять 
целыми: 





203 =2947+1... +1= 
167 раз 
—=29-7.1.. 2, 
167 раз 


(С нецелымн числами существует н 
много других ответов). 

Задача 10. На сколько частей 
моет делигаь плоскость 4 различные 
прямые? Для каждого случая нари- 
суйте пример. 

Если все прямые параллельны, то 
частей пять. Докажем, что во всех 
остальных случаях частей не меныине 
восьми. Проведем такую болыную 
окружность, чтобы все точки пере- 
сечения оказались внутри нее (см. 
рис. |, где все, что внутри окружно- 
сти, для ясности не проведено). Из 
нее выходят наружу восемь непере- 
секакицихся лучей; оци делят все, 
что вне окружности, на ‘восемь об- 
ластей. Докажем, что все этй области 
принадлежат разным частям. До- 
пустим, что две области принадлежат 
одной части (области А и В на рис. 1). 
Тогда четыре луча, их ограничиваю- 
щие, принадлежат двум параллель- 
ным прямым (см. рис. |}. Но тогда 
какая-то другая прямая их пересе- 
кает и все же отделяет А от В. 

Оценим теперь наибольшее возмож- 
ное число частей. Будем проводить 
прямые по очереди. Проще рассуж- 
дать в общем внде: пусть на плоскостн 





Рис. 2. 
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Рис. 3. 


уже проведено л прямых и мы про- 
водим п -- 1-ю. Очевидно, на ней не 
более чем п точек псресечення, деля- 
щих ее не более чем на л -|- | кусок. 
Каждый кусок делит какую-то часть 
на две. Таким образом, число частей 
увеличивается ие более чем ная -- }. 
Для одной прямой частей всегда две, 
поэтому для четырех прямых частей 
не больше 
+2 -3-+4=иИ. 

Итак, частей либо пять, либо не 
менее восьми и не более одиннадцати. 
Примеры на рисунке 2 показывают, 
что все эти случан возможны. 

Примечание. Возможны 
другне способы решения: тот или 
нной перебор случаев. Наши рассуж- 
дения без труда переносятся на слу- 
чай п прямых и позволяют доказать, 
что число частей либо равно л -| 1, 
либо не меньше 2л и не больше 


1 
—- (п? п 2). Однако дая боль- 


ших я уже не все числа в этом про- 
межутке возможны. (И то, какие 
числа возможны, а какие нет — не 
известно). 

Задача 11. Умром Коля и Оля 
решали полить огород. Коля открыл 
кран, наполнил свою лейку, и сразу 
вслед за ним Оля подставила свою 
лейку под струю. Колина лейка на- 
полняется за 15 с, а Олима за 10 с. 
Наполнив свою лейку, каждый из 
детей тут же начинает поливать 
огород. Из Колиной лейки вода выли- 
вается 60 с, а из Олиной — 45 с. Как 
гполько лейка оказывается пустой, 
каждый из них мгновенно подставляет 
ее под струю воды, а если в этот мо- 
мент набирает воду другой, то до- 
жидается, пока кран не освободится, 


и сразу же начинает наполнять свою 
лейку. Когда никто не набирает 
воду, она льется в бочку, стоящую 
под краном. Если бы никто не заби- 
рал воду, бочка наполнилась бы за 
15 мин. За сколько времени — после 
включения крана наполнится бочка, 
если Коля и Оля все это время поли- 
вают огород? Кто первый будет на- 
бирать воду после того, как вода 
польется через край бочки? 

Эту задачу удобно решать х по- 
мощью графика. Начертим график 
действий Коли и Оли. Наполнение 
лейки будем обозначать синим, полн- 
вание — красным, ожидание — чер- 
ным. Масштаб удобно взять такой: в 
одной клеточке 5 секунд. Начало 
графика изображено на рисунке 3. 
Если вы достроите график до 50-й 
клетки, то заметите, что 48-я клетка 
совпадает по существу со 2-й (Коля 
5 с наполняет лейку, а Оля ждет); 
49-я совпадает с 3-ей; 50-я — с 4-й н 
так далее. Поэтому действия Коли и 
Оли будут периодически повторяться 
через каждые 46 клеток (230 ©). Из 
графика вндно, что в теченне одного 
периода вода льется в бочку на про- 
тяженин 29 клеток. Поскольку 15 мин 
соответствуют 180 клеткам, а 180 = 
= 6. 29 -- 6, то должно пройти 6 
полных периодов и часть седьмого, 
пока бочка заполнится. 

Пользуясь графиком первого ие- 
риода, определяем, что эта часть 
составляет 11 клеточек. Всего, пока 
бочка наполнится, пройдет 6. 46 + 
-- 11 = 287 клеточек, то есть 23 мин 
55 с. Пользуясь тем же графиком, 
видим, что первой после наполнения 
бочки воду в лейку будет набирать 
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задачник аоанта 


В этом номере мы публикуем задачи, которые предлагались на УЦ 
Всесоюзных олимпиадах школьников по математике и физике. 
Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 30 сен- 
тября 1973 года по адресу: 117071, В-71, Ленинский проспект, 15, изда- 
тельство «Наука», журнал «Квант». После адреса на конверте напи- 
шите, решения каких задач вы посылаете, например: «Задачник 
«Кванта», М 206, М 207 или ....Ф 218». 

Решения задач по каждому из предметов (математике и физике), а 
также новые задачи, просьба присылать в отдельных конвертах. Ори- 
гинальные задачи, предлагаемые для публикации, присылайте вместе 
с вашими решениями этих задач (на конверте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по физике или ... новая задача по математи- 
ке»). Задачи из разных номеров журнала присылайте в разных кон- 
вертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем вашим адре- 
сом (в этом конверте вы получите результаты проверки ваших реше- 
ний). 

После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Задачи повышенной трудности отмечены звездочкой, 


тальные — настоящие, причем узнал, 
какие именно фальшивые, а какие — 
настоящие. Суд же знает только, что 
фальшивые монеты кесят одинаково, 
настоящие монеты весят одинаково 
н фальшивые легче настоящих. Экс- 
перт хочет тремя взвешиваниями на 
чашечных весах без гирь доказать 
суду, что все обнаруженные им фаль- 
шивые монеты действительно явля- 
ются фальшивыми, а остальные — 
настоящими. Сможет ли он это сде- 
лать? (8, 9 кл.) 


Задачи 
М211-М215; Ф223-Ф?227 


 М211. Дано п точек, п>>4. До- 
кажите, что можно соединить их 
стрелками так, чтобы из каждой точ- 
ки в каждую можно было попасть, 
пройдя либо по одной стрелке, либо 
по двум (каждый две точки можно 
соединить стрелкой только в одном 
направлении; идти по стрелке можно 
только в указанном на ней направ- 
лении). (8 кл.) Р. В. Фрейвальд 


Г. Ш. Фридман 
М213. Дан угол с вершиной О 


М212. На суде в качестве веще- 
ственного доказательства предъявле- 
но 14 монет. Эксперт обнаружил, 
что семь из них — фальшивые, ос- 
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и окружность, касающаяся его сто- 
рон в точках А и В. Из точки А па- 
раллельно ОВ проведен луч, пере- 
секающий окружность в точке С 


Отрезок ОС пересекает окружность в 
точке Е, а прямые АЁ и ОВ пересе- 
каются в точке К. Доказать, что 
ОК = КВ. (9, 10 кл.) 


Е. В. Саллинен 


М214. Квадратный трехчлен }(х) = 
= ах фх--с таков, что уравнение 
Кх) = х не имеет вещественных кор- 
ней. Доказать, что уравнение }К(х))-=- 
= х Также не имеет вещественных 
корней. (10 кл.) 

Ю. И. Ионин 


М215.* На бесконечном клетчатом 
листе белой бумаги п клеток закра- 
шено в черный цвет. В моменты вре- 
мени Ё#=1, 2... происходит одно- 
временное перекрашивание всех кле- 
ток листа по следующему правилу: 
каждая клетка К приобретает тот 
цвет, который имело в предыдущий 
момент большинство из трех клеток: 
самой клетки К и ее соседей справа 
и сверху {если две или три из этих 
клеток были белыми, то А становится 
белой, если две или три из них были 
черными, — то черной). 

а) Доказать, что через конечное 
время на листе не останется черных 
клеток. 

6) Доказать, что черные клетки 
исчезнут не позже, чем в момент вре- 
мени Ё=п. (10 кл.) 

А. Л. Тоом 


$223. Модели корабля толчком со- 
общили скорость % = 1Ю м/с. При 
движении модели на нее действует 
сила сопротивления, пропорциональ- 
ная скорости: Е = —А\. а) Найти 
путь, пройденный моделью за время, 
в тедение которого ее скорость умень- 
шилась вдвое. 6) Найти путь, прой- 
денный моделью до полной остановки. 
Считать Ё = 0,5 кгс. Масса модели 
т = 0,5 кг. (8 кл.) 

$224. По деревянным сходням, об- 
разующим угол © с горизонтом, втас- 
кивают за веревку ящик. Коэффициент 
трения ящика о сходни и. Под каким 
углом к горизонту следует направить 
веревку, чтобы с наименьшим уси- 
лием втаскивать ящик: а) равномер- 
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но, 6) с заданным ускорением а? 
(8, 10 кал.) 

Ф225. В стакан налиты две не- 
смешивающиеся жидкости: четырех- 
хлористый углерод СС]; и вода. При 
нормальном атмосферном давленин 
СС: кипит при 76,7°С, вода — при 
100° С. При равномерном нагревании 
стакана в водяной бане кипение на 
границе раздела жидкостей начина- 
ется при температуре 65,5°С. Опре- 
делить, какая из жидкостей быстрей 
выкипает при таком «пограничном» 
кипенин и во сколько раз. Давление 
насыщенных паров воды прн 65,5°С 
составляет 192 мм рт. ст. (9, 10 кл.) 


Ф226. Электромотор постоянного 
тока с независимым возбуждением 
(< постоянным магнитом) поднимает 
груз со скоростью и, при помощи 
нити, наматывающейся на ось мотора. 
В отсутствие груза кевесомая Нить 
поднимается со скоростью #. С какой 
скоростью будет опускаться тот же 
груз, есяан в цепи якоря произойдет 
замыкание, в результате которого 
обмотка якоря окажется замкнутой 
накоротко? Трением в подшипниках 
пренебречь. (10 кл.) 


Ф227. На тороидальный сердечник 
из феррита с магнитной проницае- 
мостью р = 2000 намотаны две 
катушки: первичная, содержащая 
п, = 2000 витков, и вторнчная с 
п, = 4000 витков. Когда на первич- 
ную катушку было подано напря- 
жение (/, = 100,0 в, на разомкнутой 
вторичной было Ц, = 199,0 в. Найти, 
какое напряжение будет на разомкну- 
той вторичной катушке, если сердеч- 
ник заменить на сердечник того же 
размера, но из феррита с в’ = 20. 
Рассеяние магнитного потока и поте- 
ри в сердечнике ие учитывать. {10 кл.) 
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Решения задач 


М170—М173; Ф188—Ф192 


М0. а) Петь М и М — точки каса- 
ния окружности, вписанной в треугольник 
АВС, со сторонами АВ и АС, Р — точка 
пересечения прямой ММ с биссектрисой 
угла В. Докажите, что угол ВРС прямой. 

6). Докажите более общий факт: если 
точка О, расположенная внутри треуголь- 
ника, такова, что ХВОС — ВАО = 90°, М 
и_М^ — основания перпендикуляров, опущен- 
ных из точки О на стороны АВи АС, Р- 
точка пересечения прямых ВО и ММ, то 
УВРС =- 90? (рис. 1). 


Задача а), действительно, частный слу- 
чай 6): если О — центр вписанной окружно- 
сти, то ВОС в сумме с углами ОСВ и ОВС 
равен 180°, а ХВАО в суммес теми же угла- 
ми равен половине суммы углов треуголь- 
ника, то есть 90°. 

Поэтому решим сразу задачу 6). Пусть 
для определенности точка Р лежит на про- 
должении отрезка МА за точку М, как на на- 
шем рисунке. (Другие случаи разбираются 
аналогично, вы без труда справитесь с иими 
самостоятельно.) По условию 4 ОМА = 
А = 90°, поэтому вокруг четырех- 
угольника ОММА можно описать окруж- 
ность, следовательно, 


ХОУМ 4 ОАМ = УВАО. 
Покажем теперь, что точки О, М, Ри С ле- 


— 4 


В 
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жат на одной окружности. Действительно, 
ЖСМР = УММА = 90° — ХММО = 
= 90°— 4 ВАО, $ СОР == 180° — у ВОС. 


Используя условие задачи; у ВОС— У ВАО 
== 90°, получаем 
УСМР = У СОР. 
Наконец, из того, что четырехугольник СОМР 
вписанный, следует нужное нам равенство 
$ СРО = #См0 =. 
И. Ф. Шарыгин 


МЕТ. На плоскости парисован правияьный 
шестнугольник, длина стороны которого рав- 
на 1. При помощи только линейки построить 


отрезок длины /7. 


Вы без труда докажетс, что длина крас- 
ных отрезков на рисунке 2 равна 7. 





Рис. 2. 


М!72. Докажите, что при любом простом 


чаОлОА И. Г. 922 ЧУ "Зы За а. 
—— — и 


р р р 
.. 99...99 — 123456789 делится на р. 
р 


Введем следующие обозначения: 
123456789=А, 11...11 22...22 33...3... 
——ы— —— 


—.-—— 


р р р 
5199, 9=8-Г 0... 02 0... 303 = 


—_.[`— 


р р р 
...0...08 0... 09=1082--2.107Р-3 -108Р-- 
—— 


—— 


р р 
+... 8. 2-9 = С, Я 
р 
Ясзо, что В = Е. С-—А= 


С, 
= (10*Р — 108) 2 (107Р — 107) + 
+ 3 (10%2 — 10°)-- ... + 8(10Р — 10), 
10Р — 10 = 9$-Е+ ПП — Ю=9(Е— 1: 
Согласно малой теореме Ферма (см. 
«Квант» №10 (1972)) число пР — п делится на 
р при любом простом р и любом натураль- 


ном п. В частиости, 102 — 10, 1032 — 10?,... 
... , 108Р — 108 делятся на р. Значит, С — А 
делится на р, и 9 (Е — 1} делится на р. 

Так как сумма цифр числа А равна 45, 
то А делится на 9, и значит, А (Е— 1) делится 
на 9 (Е — 1). Следовательно, А (Е — 1) де- 
лится на р. 

Тем самым, В — А = ЕС — АЕ-- 
АЕ А=Е{С-А-А(Е—\) де 
лится на р, что и требовалось доказать. 


М. Л. Гервер 


М М!73. В квадратной таблице 4 Х 4 расстав- 
лены числа 1, 2, 3,..., 16 так, что сумма 
четырех чисел в каждой строке, в каждом 
столбце и на каждой из двух диагоналей равна 
одному и тому же числу, причем 1 и 16 стоят 
в противоположных углах таблицы. Дока- 
жите, что в этом «магническом квадрате» 
сумма любых двух чисел, расположенных 
симметрично относительно центра квадра- 
та, — одна и та же. 


Легко сообразить, что в любом магиче- 
ском квадрате 4 х 4 сумма чисел, стоящих 
в каждой строке, столбце или диагонали, 
равиа 34. Действительно, общая сумма всех 


стоящих в квадрате чисел равна те 





== 34 Х 4, асуммы чисел, стоящих, например, 
в строках, равны между собой. 

Поэтому нам нужно доказать, что в квад- 
ратах, удовлетворяющих нашему условию 
(числа [и 16 стоят в противоположных уг- 
лах), сумма чисел, симметричиых относи- 
тельно центра, равна 17. Для чисел | и 16 
это так по условию. Будем считать, что 
1 стоит в верхнем левом углу, а 16 — в пра- 
вом нижием, тогда два других числа иа этой 
же днагонали — обозначим их через а иа’ — 
удовлетворяют равенству а-- а’ == 17. 
Условимся всегда Число, дополняющее 
число х до 17, обозначать через х’: д’ = 
= 17 —х. Г 

Воспользуемся теперь обозначениями, 
приведенными на рнсунке 3 (5; обозначают 
суммы чисел в соответствующих клетках). 

Верны следующие рапенства: 

За с а-- аа’ $, + $. - 
ное Ра а г ЗВ 
2 тета о= 34-6 


Рис. 4. 
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(это — сумма чисел в двух средних столб- 
цах, двух средиих строках и дважды — 
по днагонали)}, 


Е $. 2-Рь-- 53-2 16 -- 
- К 16- $ Нее+ $. + 1= 34 -4 


(это — сумма чисел в первой строке, в чет- 
вертом столбце, в четвертой строке и в пер- 
вом столбце). 


Из этих равеиств мы — получаем, 
что 4 (с 4 = 34-2. Значит, с == 
== 17, а поэтому и в + е = 17, то есть 4 = с’, 
е= 2". 

Перейдем теперь к рисунку 4. Ясно, 
что ух’, поскольку 6 32 1’. Теперь мы 
хотим убедиться, что х’или у’ не может стоять 
ни в красной, ни в желтой клетке. Заметим, 
что х’ и не могут попасть на одноцветные 
клетки; если эти клетки — красные, то, скла- 
дывая числа в первой строке и первом стояб- 
це, мы получим, что 


34.2 = 34 2-11, 


а если эти клетки — желтые, то, складывая 


числа в первой строке и четвертом столбце, 
мы получим, что 


34-2 = а 6 - ИП 


— оба эти равенства неверны. Пусть теперь 
х’ стоит в красной клетке (случай, когда в 
нее попадает у’, разбирается аналогичио), вто- 
рое число в красной клетке обозначим че- 
рез г. Тогда, складывая число в первой стро- 
ке и в первом столбие, получим ЗА 2= 2 
7-Е -у-+ 2, откуда и + = 39, что 
невозможно, Таким образом, ии х’, ни у’ 
не может попасть в красиую клетку, а вме- 
те они не могут попасть в желтые клетки. 
Значит, либо х’, либо и’ стоит на месте и 
или ©. Пусть это х’ (случай, когда туда по- 
падает у’, разбирается аналогично). Но х’ 5 
5 и, поскольку а э с, значит, х’= о, тогда 
У = цы, а числа, стоящие в желтых клетках, 
дополняют числа, стоящие в красных клет- 
ках (проверьте). 

В заключение има рисунке 5 приведен 
пример магического квадрата, удовлетворяю- 
щего условию задачи (из наших рассужде- 
ний существованне такого квадрата, разу- 
меется, ие следует). 


7. Г. Лиманов 





АЕ, 





6) АЕ, 
Рис. 6. 


$188. Холодильник мощностью Р за время т 
превратил в лед п литров воды, которая пер- 
воначально имела температуру Г С. Какое 
количество тепла выделилось в комнате за 
это время? 


Из принципа работы любой холодиль- 
ной установки следует, что в тепло переходит 
как вся энергия, потребляемая холодиль- 
инком от сети, так и та энергия, которую от- 
дают охлаждаемые продукты (в данном слу- 
чае — вода). Это означает, что количество 
тепла, выделившегося в комнате за время т, 

О = Ре сьтьР - Ать, 
где т, = п — масса воды, выраженная в 
кг, са — удельная теплоемкость воды и А — 
удельная теплота плавления льда. 


И. Ш. Слободецкий 


$189. Заряд 9= 10-8 к равномерно рас- 
пределен по дуге окружности радиуса ВЮ == 
= | см с углом раствора а} п радиан, 6) #3 п 
раднан. Определите напряженность элект- 
рического поля в центре окружности. 


а) Разобьем дугу на п равных частей, 
каждая из которых имеет заряд 4/1. При 
достаточно большом п (лВ/т< Е) эти заря- 
ды можио считать точечиымя. Каждый из 
зарядов создает в центре окружности поле 


с напряжениостью ДЕ;, равной по вели- 
чине 
9 
АЕ = пре 


где А = де = 9.10% нм?}к?. Направлеиня 


векторов А Е; показаны на рисунке б,а. 
Чтобы иайти напряженность суммарно- 


п 
го поля Е= № АЕ, будем последова- 
= 1 

тельно складывать эти векторы, приставляя 
начало каждого из векторов к концу пре- 
дыдущего (рис. 6,6). Точность определения 
величины Е тем выше, чем больше п. 

Легко заметить, что при достаточно 
большом п ломаную, которую образуют при 
сложении векторы АЕ;, можно заменить 
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Рис. Т. 


полуокружностью, причем величииа векто- 
ра Е численио равна ее диаметру. Длина 
полуокружности { равна 


29 кй 
ГПА пра = д. 
С другой стороны, [=л ЕД. 
Отсюда 
21! 229 
== пре = 5,7. 108 в/м. 


6) Задача для дуги с произвольным уг- 
лом раствора ф решзется аналогично. В этом 
случае вектор Е является хордой дуги ок- 
ружности (рис. 7,6). Длина дуги {=пАЕ;, 
центральный угол — ф (229) (ф— макси- 
мальный угол между векторами АЕ). 

Обозначим радиус окружности г и вы- 
разим через него длину дуги [{ и хорды Е: 


1=уф, Е = 2гэт ©. 


р О 
Но {=пАЕ; = А4/В?, следовательно, 
24. Ф 
Е = 25 р чт —7°. 


При ф = 2/3 п получим 
Е =7,4. 108 в/м. 
В. Г. Светозаров 


$190. Груз привязан на веревке к брусу квад- 
ратного сечения с ребром а (рис. 8). Длина 
веревки {| = па (п — целое число). Гриузу сооб- 
щена скорость У в направлении, перпендику- 
лярном веревке. За какое время вся веревка 
намотагтся на брус? 


Рассмотрим случай, когда в начальный 
момент веревка параллельна одиой из боко- 
вых граией бруса (а = 0). Груз вачинает 
двигаться вокруг ребра А по окружиости 
раднуса { с лннейной скоростью ТИ. Через 
четверть оборота веревка коснется грани 
бруса, груз станет двигаться с прежней 
линейной скоростью по окружности радиу- 
са {— а. Еще через четверть оборота ра- 
диус окружности станет { — 24 и Т. д. 


Веревка иамотается на брус за время 


2х1 
и а ть 
1 25(— а). 2 (и Па] _ 


ли [ 


=4и т —("— Уи 


Если в начальный момент веревка со- 
ставляет с плоскостью боковой грани бруса 
угол © (рад), как показано на рисунке 8, 
то время { равпо 


дп 
= 9(п +1). 





лл сап 
Ё = зи а (п -- у 


Ф191. —С какой максимальной постоянной 
скоростью может двигаться автомобиль по 
лосту с радиусом кривизны Е, если длина 
люста | и коэффициент трения шин о доро- 
гу К? 


Так как автомобиль движется с постояи- 
ной скоростью, то составляющая снлы тяже- 
сти, касательная к окружности, должна быть 
равна по абсолютной величине силе трения 
вокоя шин о дорогу (рис. 9) 


тв $та = Р:ар- 
Но Ртр = = Ё№, где М№ — сила реакции лдо- 
роги. Следовательно, 


р зто = АМ. (1). 


Так как автомобиль движется по окруж- 
ности, то он имеет центростремителыь ое ускс- 
рение а == У?/К, которое ему сообщает рав- 
нодействующая силы № и радиальной сгс- 
тавляющей силы тяжести, то ееть 


туит/Ю. 


Найдем отсюда силу ^, подетавим ее 
значеннс в неравенство (1} н получим 


= И= (Е со5а 5). 


тв с0$ @ — № - 


{ 
При а- а; -- 2 змачение зита мак- 


симально, а ©0905“ минимально. 





Рис. 8. 
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Рис. 9. 


Поэтому максимальная скорость, с кото- 
рой может двнгаться автомобиль, равна 


Уулах == И ЕЕ сова, 
58! Г 1 
ут 58). 


Ф192. По водопроводной трубе течет вода 
се скоростью и-- 10 м/с. Каким бидет дав- 
ление на кран, если его быстро закрыть? 


{2 с08 <, — зта,) - 


Для простоты будем считать, что кран 
представляет собой круглую заслонку с 
площадью 5, равной площади сечения трубы. 
При закрывании такого крана частицы воды, 
понавшие на заслонку, останавливаются, 
передавая свой импульс заслонке. В резуль- 
тате этого у заслонки образуется область с 
повышенной плотностью, в которой вода 
покоится. Граница этой области перемеща- 
стся по трубе со скоростью звука с (с этой 
скоростью распространяется любое упругое 
возмущение в жидкости}. Значит, за время 
А: остановятся те частицы, которые иахо- 
дятся в объеме И ЗС 


Масса этого объема воды т  р$А\ 
(2 — нлотность воды), изменение скорости 
Ао-= 9, а изменение импульса А (то) - 


=- р о су АЕ. 
Следовательно, на воду (согласно |1 за- 
кону Ньютона} подействовала сила 


А 
Е = 8 — р $65. 


Такая же по абсолютной величиие сила дей- 
ствует со стороны воды на заслонку, ноэтому 
давленне на заслонку равно 


р - 
= - со. 
Подставляя значения р-= 10% кг’лЗ, 
с = 1500 ме и и— 10 м/, получим 


=- 1,5 + 107 н/м*. 
Н. Ш. Слободецкий 
29 


Вир: ИКуапьтесте.ги 





Закон 
сохранения энергии 








Закон сохранения ин превращения 
энергии — один из фундаментальных 
законов природы. Он утверждает, что 
энергия не возникает и не ‘исчезает; 
в любых физических процессах она 
только превращается из одного вида 
в другой или переходит от одних тел 
к другим. Можно сказать, что этот 
закон устанавливает условие энер- 
гетического баланса физических про- 
цессов. | 

Закон сохранения энергии не яв- 
ляется следствием каких-либо дру- 
гих физических законов. Он полу- 
чен в результате обобщения всей 
совокупности опытных фактов, кото- 
рые охватывают как грандиозные яв- 
ления космических масштабов, так и 
события, происходящие в мире мо- 
лекул, атомов и элементарных частиц. 
Факты, характеризующие — механи- 
ческие, тепловые, электромагнитные, 
ядерные, химические, биологические 
процессы, не дают оснований сомне- 
ваться в справедливости закона со- 
хранения энергин. 

Математически в наиболее общей 
форме этот закон можно запнсать так: 


АЕ + М =А+ 0. (1) 


Здесь АЕ — изменение механи- 
ческой энергии системы, равное сум- 
ме изменений кинетической и потен- 
циальной энергий тел, входящих 
в рассматриваемую систему; АУ — 
изменение — внутренней энергии 
тел системы; А — работа внешних 
сил; @- тепло, — иолучаемое си- 
стемой. 

При рассмотрении каких-либо кон- 
кретных процессов закон сохранения 
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энергни часто записывается в более 
простой форме. Так, при решении 
механических задач обычно не при- 
нимается во внимание теплопередача 
(9 = 0). В этом случае выполняется 
равенство: 


АЕ АИ = А. 


Если, кроме того, рассматривае- 
мая система изолирована (А = 0), 
то можно записать 


АЕ -- АИ = 0. 


Примером такого процесса, в ко- 
тором механическая энергия превра- 
щается во внутреннюю, является не- 
упругий удар. 

Если в системе действуют меха- 
ннческие силы, зависящие только от 
взаимного расположения тел, то 


АЕ == А, 
ав изолированных системах 
АЕ = 0. 


Два последних равенства могут 
быть получены непосредственно из 
законов Ньютона. (Рассмотрите, на- 
пример, свободное падение тел в поле 
тяжести, как это сделано в школьном 
учебнике физики для 8 класса). По- 
этому можно сказать, что закон со- 
хранення энергии в механике не 
является самостоятельным, хотя об- 
щий закон сохранения и превраще- 
ния энергни (заметим это еще раз) 
нельзя вывестн ии из какнх других 
физических законов. 

В теории тепловых процессов 
обычно рассматриваются такие за- 
дачи, в которых можно пренебречь 
изменением механической энергии си- 


стемы. Из этого следует, что 
АИ = АТ 4. 


Закон сохранения энергии в таком 
виде называют первым началом тер- 
модинамики *). Для теплоизолиро- 
ванных систем @ = 0, и потому 


АИ = А. 


В некоторых задачах на электро- 
магнитные явления также упроша- 
ется запись закона сохранения энер- 
гни, Например, когда АЁ = 0 илн 
@ = 0. При этом следует помиить, 
что энергия электрического и маг- 
нитного полей, существующих в Дан- 
ной системе, входит во внутреннюю 
энергию системы. 

Закон сохранения энергин (на- 
ряду с законом сохранения импульса 
и другими известными в физике за- 
конами сохранения, которые в сред- 
ней школе ие изучаются) — мощное 
орудие для решения физических за- 
дач. Главная причина этого состоит 
в том, что закон сохранения энергии 
справедлив всегда, независимо от хо- 
да процесса и от характера действую- 
щих сил. Этот закон может быть ис- 
пользован и тогда, когда ход процесса 
вообще неизвестен — известны лишь 
начальное и конечное состояния си- 
стемы. Так обстоит дело, например, 
в физике элементарных частиц. 

Теперь разберем несколько задач, 
в которых применение закона сохра- 
нения энергин позволит разобраться 
в ситуации, в которой динамические 
закономерности приводят к весьма 
сложным математическим выкладкам, 
а иногда и вовсе заводят в тупик. 

Все задачн взяты из. письменных 
работ на приемных экзаменах в 
МФТИ в 1970—1972 годах. 

Задача 1. /]о наклонной пло- 
скости с высоты й скатывается без 
проскальзывания тонкий обруч. Опре- 
делить Его скорость в конце наклон- 
ной плоскости. 

Эту задачу можно решить, ис- 
пользуя только законы Ньютона. Но 





*) Часто первым началом называют бо- 
лее общее соотношение {\). 
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Рис. 1. 


такое решение в рамках школьного 
курса практически неосуществнимо. 

Воспользуемся законом сохране- 
ния энергин. 

Вначале обруч обладал — потен- 
циальной энергией тей (т — масса 
обруча); к концу путн по наклонной 
плоскости вся эта энергия перешла 
в кинетическую, которая складыва- 
ется из энергии поступательного 


по ‘ 
движения —- (и — конечная ско- 


рость центра масс обруча) и энергии 
вращательного движения. Так как 
обруч не проскальзывает, динейпая 
скорость всех его точек равна ско- 
рости поступательного движения 
обруча как целого, то есть 9. Поэто- 
му  книетическая энергня враща- 
тельного движения, как и поступа- 
210? 

че. 

Таким образом, 


тельного, равна 


пи? 


2.—>- = тей 


Б) 
И 


о — у 28. 


Задача 2. Два сообщающихся 
сосуда с площадью сечения 5, = 
= 100 см? и $. = 200 см? заполнены 
водой и закрыты легкими поршнями. 
Система находится в равновесии. В 
этом положении на больший поршень 
помещают гирю массы т = 1 ке. 
Определить, сколько тепла выделится 
в системе при переходе в новое поло- 
жение равновесия (рис. \). 
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л чи 
о Под действием веса груза вся си- 
стема придет в движение. Можно 
непосредственно подсчитать количе- 
ство тепла, выделившегося при дви- 
жении, но для этого необходимо знать 
много дополнительных данных — ко- 
‚личество воды, се вязкость, форму 
‘соединитеслыюй трубки, характер 
движения воды и т. д. Решение су- 
щественно упрощается, если восполь- 
зоваться законом сохранения энер- 
гии. 

Поскольку в начальный и конеч- 
ный моменты и вода и гиря покон- 
лись, тепло может выделиться только 
за счет уменьшения потенциальной 
энергии системы № 


19) = У, > №. (1) 


где №, н №, — начальное и конеч- 
ное значения потенциальной энергии. 
Нетрудно видеть, что потенциальная 
энергия гирн уменьшилась, а воды — 
увеличилась. 

Запишем выражения для \, н 
\к (за нулевой уровень примем дно 
сосудов): 


12 | | 
№ = 08-5 (51 +3.) + тай (2) 


(Ё — начальный уровень воды в обонх 
сосудах). 


1 
ТР =ра-- 5+ рр. ы Ь <, ЕЙ, (3) 
(Я, им А, — конечные уровни воды в 
первом и втором сосудах соответст- 
венно). 

Величины й, и А. можно пайтя 
из условий равновесия системы и нЕ- 
низменности массы воды: 


СЕЙ = рай, 5, (4) 


ой, 5, - ой.5 


Решая 
найдем 


ой (5, - $5). (5) 
(1)—4(5), 


систему уравненнй 


а пи $, 


= позы: ^^ 708 02 


Задача 3. Какое тепло выде- 
лится в цепи, изображенной на ри- 


32 


НИр://Куап тссте.ги 





Рис. 2. 


сунке 2, 


при переключении ключа К 
из положения [ в положение 2? 


Эта задача, на первый взгляд не 
„меющая ничего общего с предыду- 
щей, очень похожа ие иее своим ре 
шением. 

При нервом положении ключа ле- 
вая пластина конденсатора была за` 
ряжена отрицательно, правая — по- 
ложительно, а при втором положен- 
нин — наоборот. Следовательно, про- 
нзошел процесс нерезарядки конден- 
сатора, н по цени прошел электриче- 
ский ток. Еслян известиы сопротив- 
ления проводов п источников тока, то 
можно определить ток как функцию 
времени и вычислить выделившееся в 
цени тепло. 

Закон сохранения энергии позво- 
ляет нолучить ответ, даже не знач 
величин сопротивлений. По . окон- 
чании процесса заряд, а значит, и 
энергия конденсатора не низменнлись 
{в первом случае, как и во втором, 
суммарная э. д. с. источинков, заря- 
жающих кондегсатор, раена ЕЁ). Пс- 
этому вся работа, совершенная источ- 
никами тока, должна перейти в тенлс, 
А работу эту подсчитать нетрудис. 
Истосник, облалающий э. д. с. 2Ё, ни- 
какой работы не совершает, так как 
в положении 2 он отключен от цепи. 
Источник же сэ. д. с. Е совершает 
работу по  перенесению заряда 
9 = 2СЕ. 

Таким образом, 
цепи тепло равно 

0=А = Е -2СЕ = 2СЕ»Х: 

Задача 4. Конденсатор ем- 
костью Су = 1 мкф заряжен д0 раз- 
ности потенциалов Ц. = 3008. К 


выделившееся в 





Рис. 3. 


нему через диод р и индуктивность [. 
подключают незаряженный  конден- 
сатор емкостью С, = 2 мкф (рис. 3). 
До какой разности потенциалов он 
зарядится после замыкания ключа К? 
Сопротивление проводов пренебрежи- 
мо мало. — Сопротивление диода в 
прямом направлении можно считать 
равным нулю, а в обратном — беско- 
нечно большим. Величина индуктив- 
ности Г. достаточно велика, так что 
процесс перезарядки происходит мед- 
ленно- 

В начальный момент заряжен- 
ный конденсатор обладает запасом 
се 

т. 


электрической энергии 





После замыкания ключа в цепи воз- 
никает электрический ток; заряд, а 
значит, н энергия первого конденса- 
тора уменьшаются, а второго — уве- 
личиваются. По окончании процесса, 
когда ток в цепи прекратится, кон- 
денсаторы будут обладать электри- 
Си 620 
ЯР 


со- 





ческой энергией 





ответственно. 

Тепловыми потерями в системе во 
время процесса можно пренебречь, 
так как ничтожно мало сопротивле- 
ние цепи. Излучение энергии в про- 
страчство пренебрежимо мало, так 
как процесс перезарядки происходит 
медленно в связи с наличием в цени 
большой индуктивности. 

Поэтому закон сохранения энер- 
гин можно записать в таком виде: 








9 => (1) 
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Кроме того, в системе, конечно, 
сохраняется заряд, то есть 
СИ: + С.И» = СИ в. (2) 
Из системы уравнений (1} и {2} по- 
лучим искомую величину 


а 
Б-р = 200 в. 


Замечание. Подсчитайте на- 
пряжение на первом конденсаторе 
И, н объясните полученный  ре- 
зультат. 

Задача 5. Тепловой фото- 
приемник (рис. 4) представляет собой 
полую камеру с площадью внутрен- 
ней поверхности $=2 см?, имею- 
щую неболыншое отверстие площади 
с = | мм?. Внутренняя поверхность 
камеры незначительную часть света 
а (коэффициент поглощения 
№ = 0,01), а остальчию часть рассеи- 
вает. Какая часть светового потока, 
попадающего на входное отверстие ка- 
меры, выходит через него обратно? 

Качественно поведение светового 
излучения внутри камеры можно опи- 
сать так. Свет попал на стенку, один 
процент его энергни  поглотился, 
остальная энергия рассеялась. Часть 
рассеянного света выйдет через от- 
верстие, остальное вновь упадет на 
поверхность фотоприемника, причем 
один процент от этой энергии (уже 
меньшей, чем начальная) поглотится, 
а 99 процентов рассеется, и т. д. 

Так как отверстие мало и мал 
коэффициент поглощения, то каждая 
небольшая «порция» света, прежде 
чем она выйдет обратно через отвер- 
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Рис. 4. 
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Рис. 5. Рис, 6. 


стне или будет поглощена стенками, 
как правило, много раз пересечет 
по различным направлениям полость 
приемиика. Поскольку направление 
рассеяния света определяется слу- 
чайными факторами, потоки энергин 
по различным направлениям должны 
выровняться. В камере возникает изо- 
тропное (равномерно распределенное 
по всем направлениям) излучение. 
Запишем условие энергетического 
баланса для такого излучения. Пусть 
в камеру понадаст световой поток 
(энергия в единицу времени) Р., 
выходит обратно поток Р, и погло- 
щается — Р.. Согласно закону со- 
хранения энергни 
= РРР. (1) 
Выразнм Р., через Р,. Так как 
излучение изотроино, то на любую 
площадку падает световой поток, про- 
порциональный величине этой пло- 
щадки. Если Через отверстие пяло- 
щадью о выходнт поток Р,, то на 
стенки камеры площадью $ — о при- 


< [2 
ходится поток. равиый В — 0). 


Поэтому а 
5 Г 
Р.=-- (5—0) = АР; —. (2) 


Из (Г) и (2) ваходим искомую вели- 
чнну 
2: 1 
р 3 
Е-- А ге 
В заключение предлагаем решить 
самостоятельно задачн, аналогичные 
разобранным в статье. 





а 
а 
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Упражнения 


1. Два одннаковых сосуда сечения 
$ == № см? заполнены до высоты Ден м 
иссмешипаклцимися жидкостями (рис. 5). 
Плотность жидкостн в одном из сосудов 
р:=1 г/см, в другом р,==2 г/см3. В тонкой 
трубке, соединяющей сосуды, открызают 
кран. Какое количество тепла выделится 
при персходе системы в положение равно- 
весия? 


2. Какое тепло выделится в цепи, изоб- 
раженной на рисунке 6, при переключении 
ключа К из положения 1 в пояожение 23 


3. В схеме, изображенной на рисунке 7, 
конденсатор емкостью С заряжен вначале 
зарядом 9 (знак заряда указан на рисунке). 
До какой разности потенциалов зарядится 
конденсатор, если замкнуть ключ К? Э. д. с. 
базереи равна Е. Внутреннее сопротивление 
батарен и сопротивление проводов пренебре- 
жимо малы. Диод О можно считать ндеаль- 
ным — в прямом направлении его сопротив- 
ление ничтожно мало, в обратиом — бес- 
конечно велико. Иидуктивность С достаточно 
велика, так что процесс зарядки идет 
медленно, 
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Движение 


заряженных частиц 
в электрическом поле 





Характер движения тела (вид его 
траектории, формулы, выражающие 
зависимость перемещения и скорости 
тела от времени и т. д.) не зависит 
от природы действующей на тело 
силы. Он определяется только тем, 
как эта сила зависит от координат 
тела и от времени. Поэтому различ- 
ные по внешнему виду задачи, в ко- 
торых зависимости силы, например, от 
координат, одинаковы, решаются со- 
вершенно одинаково. Это позволяет 
при решении многих задач на дви- 
жение заряженных частиц в электри- 
ческом поле воспользоваться тем, что 
нам известно о движении тел в дру- 
гих «аналогичных» полях. 


Рассмотрим, например, следую- 
щую задачу. 
Задача 1. На расстоянии 4 


от. бесконечной плоской тонкой го- 
ризонтальной равномерно заряжен- 
ной пластины скорость электрона 
была равна о, причем вектор 9% со- 
ставлял угол о с вертикалью (рис. 1). 
Плотность заряда пластины равна о. 
Какова траектория движения элект- 
рона, если пластина проницаема 
для него? Какой будет скорость элект- 
рона, когда он будет находиться на 
расстоянии Ь ниже пластины? 





Рис. 1, 


При решении задачи пренебречь 
силой тяжести и влиянием электрона 
на распределение заряда по пластине. 

Решение. Бесконечная пло- 
скость, заряженная равномерно с по- 
верхностной плотностью зарядов ов, 
создает однородное поле с напряжен- 
ностью 

[* 

Е= `2в. › (1) 
причем выше и ниже пластины вектор 
напряженности поля будет направ- 
лен в разные стороны. Поэтому, рас- 
сматривая движение электрона, удоб- 
но отдельно рассмотреть движение 
электрона выше и ниже пластины. 

В однородном электрическом поле 
с напряженностью Е на электрон 
действует постоянная сила 


Е =еЕ, 
(где е= — 1,6. 10- к — заряд 
электрона). Эта сила сообщает элект- 
рону постоянное ускорение 


Е е 
а=— =— Е, 
т т 
е ва 
а (2) 


(т — масса электрона). Но, как мы 
знаем, с постоянным ускорением дви- 
жется частица вблизи поверхности 
Земли, где силу тяготения можно 
считать постоянной. Поэтому элект- 
рон в нашем случае будет двигаться 
так же, как движется частица, бро- 
шенная с Земли под углом к гори- 
зонту. В частности, это означает, что 
траекторией движения электрона бу- 
дет парабола. Точнее, не парабола, а 
две параболы, составленные вместе: 
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Рис. 2. 


одна — выше плоскости, а другая — 
ниже. Роль ускорения свободного 
падения р играет ускорение а. Для 
того чтобы ответить на другие вопросы 
задачи, нужно рассмотреть два слу- 
чая: а) пластина заряжена отрица- 
тельно и 6) пластина заряжена поло- 
жительно. 

Рассмотрим случай а). В этом 
случае вектор напряженности эдект- 
рического поля направлен к пластин- 
ке, а ускорение а электрона — 
от пластины. Несколько возможных 
траекторий движения электрона (для 
разных значений 0) показаны на 
рисунке 2. Если ускорение «свобод- 
ного ладения» а велико, то электрон 
может и ие достигиуть пластины. 
Так как вертикальная составляющая 
начальной скорости электрона равна 
0, = 60 60$ а, то максимальная вы- 
сота Л ето «подъема» равна 


2 
| ЗВВТАИИ (96 С05 2) (9060$ 91) 20т 
2а — 24 7 & 


(3) 
Если Н < @, то это значит, что 
электрон не долетит до пластины. 
В этом случае минимальное расстоя- 
ние, на которое электрон приблизится 
к пластине, равно 
Ир с0$ <) = рт 
мн УЛЬНЫ = 58 "о 
еб 
При Я = 4 траекторня электрона 
касается пластины, а при На 
электрон пролетит пластину. Ниже 
пластины - траекторией движения 
электрона будет другая парабола. 
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И так как здесь ускорение направлено 
от пластины, то электрон будет все 
время удаляться от нес. 

Найдем, в какой точке электрон 
пролетит церез пластину и скорость 
его в этот момент времени. Для этого 
запишем уравнения движения элект- 
рона. Проекция скорости электрона 
ка ось Х (рис. 2} лостояяна и равна 
9, = изта. Поэтому координата х 
электрона меняется со временем по 
закону 


== па. [. {4) 

Так как ускорение электрона а 

направлено вдоль оси У, то коорди- 
ната у меняется со временем так: 


(2 ы 
у = 00605 -Ё 4-5, (5) 


В момент времени &=(,, в кото- 
рый электрон пересекает пластину, 
у=и =@4 и х--х,. Подставив эти 
значения #, Хх и ув уравнения (4) 
и (5), получим: 


= 6 ЭТ 


1 
4 = №С050 1, т-—5—. (6) 


Решая эту систему уравнений, най- 
дем 
а > 
— 20 С0$ © -|- т с0$* а -|- 2а4 ) 
И К АО НЕА 
а 


В = 


(7) 


72 
— 0 с05а-- ©0605 @-|-2а4 





= ИА ©. - 





*) Решая второе ‘из уравнений (6), мы 
отбросили второй, больший корень для &,. Это 
уравнение позволит определить те моменты 
времени, хогда частица имела координауу р, 
равную &. Если бы пластина находилась 
далеко и электрон не перссекал бы ее прн 
своем движенин, то это значение у повторя- 
лось бы дважды: первый раз, когда электрон 
«поднимался», и второй раз, когда. — «Па- 
дал». Значению координаты и=4 при «возвра- 
щения» электрона и соответствует второй 
корень для #, равный 





Г 2 
— 65 с05 @ — У 90605? © -|- 2а4 
&З 


При Н=а (2а4 = —05 со5? ©) траек- 
тория электрона касается пластины 








ие 1 2 С0$ © 
‘в точке У г = 
% эт 2“ 
а: Эго — половина дально- 


сти полета телё, брошениого под 
углом к горизонту. 

Для того чтобы найти скорость 
электрона в любой момент времени, 
нужно найти только вертикальную 
составляющую и, его скорости в этот 
момент, так как о, =соп$ё. Величи- 
на и, меняется со временем ио фор- 
муле 


Чу = 90 <0$ © - а. 
В момент времени {= 1, 
Эу = 40 С0$ © -- аЁ; = 
== Их 0$? в -- 2а4. 


Скорость электрона в этот момент 
равна 


Е Е О 
9; ЭТ 9х -- би =Ё + 2аа -- 


т ее (8) 

Для того чтобы найти скорость 
электрона, можно было бы посту- 
ить и иначе — воспользоваться тем, 
что изменеине кинетической энергии 
тела всегда равно работе действую- 
щей на тело силы. Это означает, что 








тт ей, . Бе. 9 
а. е (5) 
Отсюда 
у о 2Ее4 / 2 204 
а р о - ря 9 ] 6+ т 


Эга скорость составляет с верти- 
калью угол В такой, чго 


у =, Ио 

УП == КЕ: 

В ит | „2, 04 
т 


Точно так же можно найти ско- 
рость и’ электрона в тот момент, 
когда он находится ниже пластины 
на расстоянии 6 от нее. Так как ниже 
пластины сила, действующая на элект- 


ша. 
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Рис. 3. 


рон, направлена от пластины и рабо- 
та этой снлы равна — Ееб, то 





2 тг 
о = Дей — Ееб. (10) 
Отсюда 
1/2, ЗЕ; 
и Ин+зЕв., 
$и1 В” = и, 
НХ ЗЕЕ. 1% 
= 


Теперь, когда мы столь подробно 
разобрали эту задачу, вам будет не- 
трудно самостоятельно разобрать слу- 
чай, когда пластина заряжена по- 
ложительно. Две возможные‘траекто- 
рии движения электрона для этого 
случая показаны на рисунке 3. 

Решим еще одну очень распростра- 
ненную задачу. 

Задача 2. Электрон влетает в 
середину плоского — конденсатора со 
скоростью и.,, направленной парал- 
аельно  обкладком — конденсатора. 
Расстояние между обкладками кон- 
деясатора равно 4, длина пластин [.. 
Ца какое расстояние { относительно 
первоначального направления движе- 
ния сместится электрон при вылете 
из конденсатора, если конденсатор 
заряжен 00 разности потенциалов 
И? Какой 6 удет скорость о электрона 
при вылете из конденсатора? Силой 
тяжести пренебречь. 

Решенне. Поле конденсатора 
однородно. Поэтому внутри конден- 
сатора электрон движется так же, как 
движется тело, брошенное горизон- 


37 





Рис. 4. 


тально в однородном поле тяжести. 
Ускорение свободного падения на- 
правлено вдоль оси У (рис. 4) 
равно 


--(Е< 0). 


Вдоль ося Х электрон движется с 
постоянной скоростью и,-=%. По- 
этому электрон вылетит из конден- 
сатора через время 
=. 
Чо 
Вдоль оси У за это время ои сме- 
стится на расстояпие 
2 ИИ А 
Че = | ь 
Скорость электрола в момент вы- 
лета из конденсатора найдем, вос- 
пользовавшись законом сохранения 
энергии: 
р 


туё _ и 
о 


о, 384 
о — бог т = 


-Уз+ 2 ( (О. 


та 
Вектор скоростн у составдяет с иа- 


правлением вектора У угол В та- 
кой, что 


= Ее, 














оо ба 
Сс05 А и —— 
В у У г [450 2 
бо \ то, 
Как видите, задача о движенин 
заряжениой частицы в конденсаторе 
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ничем не отличается от рассмогрен- 
ной нами ранее задачи. В кондеиса- 
торе поле тоже однородно, и па 
заряженную частицу в любой точке 
действует одна и та же сила. 

Рассмотрим теперь движение за- 
ряженной частицы в неоднородном 
электрическом поле. Частный случай 
такого поля — это поле точечного 
заряда О. В этом поле на заряд @ 
согласно закону Кулона действует 
снла 





где г — расстояние между зарядами. 
Эта сила направлена вдоль линии, 
соедипяющей заряды, и сообщает 
заряду д ускорение 


г 04 


4ле) гт 








@& = 


(т — масса заряда 4). 

Сила ЕР обратно пропорциональна 
квадрату расстояния между зарядами. 
Но точно так же зависит от расстоя- 
ния сила всемирного тяготения. Это 
означает, что в поле закрепленного то- 
чечного заряда заряженная частица 
движется так же, как движется тело 
в поле тяготення па большом рас- 
стояини от притягнвающего центра — 
по окружности, эллиису, параболе 
нли гиперболе в зависимости от ско- 
рости частицы. 

В подавляющем большинстве за- 
дач, которые могут встретиться на 
экзаменах, траектория движения — 
окружность. Решать такие задачи 
нужно точно так же, как и любые 
другие задачи на движение тела по 
окружности — записать уравнение 
двнжения (уравнение | закона 
Ньютона), воспользовавшись ‘тем, что 
при движении тела по окружности 
радиуса Ю со скоростью я его центро- 
стремительное ускорение равно 


уе * 
Рассмотрим пример. 
Задача 3. В модели атома 


водорода Бора — Резерфорда злект- 
рон вращается по окружности вокруг 


&а = 





Рис. 5. 


положительно заряженного ядра. За- 
ряд ядра ||. Определить скорость и 
ускорение электрона в атоме, если ра- 
диус атома водорода г = 0,5-10-1° м. 
Решенне. Запишем уравнение 
движения электрона: 
1 е из 
Зе 
где и’— масса электронаи %® — его 
скорость. Отсюда найдем 





= р Е 22,2. 108 м/с. 


41 тг 


0 
а=— = 9,7. 10% м/са. 


Задача 4. Два одинаковых то- 
чечных заряда 4 движутся по ок- 
ружности радиуса КЮ вокруг заряда 
Ч. При этом заряды д находятся на 
концах одного диаметра (рис. 5). 
Найти угловые скорости вращения 
зарядов 9 и отнощение общей кине- 
тической энергии зарядов к потен- 
циальной. 

Решение. Заряды © и 4 дол- 
жны иметь различные знаки, иначе 
заряды 4 разлетятся. На каждый 
из зарядов 4 действует сила 


и ГЕ Ч 
4лг, | Ю ^ (2Ю)}? |- 
Эта сила сообщает каждому заряду 
центростремительное ускорение, рав- 
у ь 
ное < -°®К, где ®« — угловая ско- 
росгь вращения. Поэтому 


1_/ 099 Я Ве. 
“ЗПЕЬ (=- вт) — то?Ю. 
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Отсюда 





= Ук: (к) як 
Ук 499-47). 


Кннетическая знергия системы 
равна сумме кинетических энергий 
зарядов 4: 





ин =2 = ибо = 


1 
= 1бле В. (4049 — 4"). 


Потенциальная энергия системы 
численно равна работе, необходимой 
для переноса зарядов 9 из бесконеч- 
ности на расстояние РЮ от заряда 0. 
Для переноса одного из зарядов в по- 
ле заряда @ необходимо совершить 
работу 

1 

нач 29, 
(< — потенциал поля заряда @ на 
расстояние ^ от заряда), а для пере- 
носа второго заряда (теперь уже 
в поле зарядов @ и 9) необходимо 
совершить работу 


О Я 
А; = — ль К 9 + ав ЭК 9 


Поэтому потенциальная энергия 
системы равна 








Й пот == А, =Н: Я — 
т Ди: К, 
— 41% \2К вм 
| 
\ хин =. ВЕНЕ 
"пот 2х" 


Задача 5. Заряженная частица 
массы т вращается вокруг закреплен- 
ного точечного заряда @ по эллипти- 
ческой орбите (рис. 6). Заряд частицы 
равен 9. Минимальное расстояние 
между зарядом @ и частицей равно г, 
а максимальное — ВЮ. За какое время 
Т чаетица делает полный оборот 
вокруг заряда (? 

Решение. Сила, с которой за- 
ряд @ действует на частицу с заря- 
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дом 4, обратио пропорциональна 
квадрату расстояния между ними. 
Таким же образом зависит сила при- 
тяжения между планетой и Солнцем 
от расстояния между ними. Соглас- 
но ПП закону Кеплера квадраты 





Рис. 6. 


периодов обращения планет вокруг 
Солнца относятся как кубы больших 
полуосей орбит. Очевидно, закон 
Кеплера справедлив и для движения 
зарядов вокруг тяжелого или закреп- 
лениого заряда @. Таким образом, 
если мы найдем период вращения 
заряда по окружности любого задан- 
ного радиуса, то сможем найти от- 
вет на задачу. 

Очевидно, Что частицы, траекто- 
рии которых имеют одинаковые боль- 
шие полуоси, имеют одинаковые пе- 
риоды обращения по этим траекто- 
риям. Эго означает, что пернод об- 
ращения частицы в нашей задаче 
равен. периоду обращения к 


по окружности радиуса “+ . Най- 


дем его. 
Если заряд д движется по окруж- 














ности радиуса —- то центростре- 
мительное ускорение ао" | к. 
ему сообщает сила Е= =: х 
Ио 

94 у 
х Е Поэтому 

2 { 

2/ А 1 94 
то ( 5 |= ЕЕ 
| ( 5—| 

Отсюда 


204 
^ и Левой (Юг)? 


© 
ОР ЕЕ лест! (В 2 7% 
Т = = 2я 50% 
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Во многих задачах на движение 
заряженных частиц в неоднородном 
электрическом поле требуется при 
заданных начальных условиях (ко- 
ординаты, скорости) определить ско- 
рости частиц, когда они занимают 
определенное положение, или найти 
положение частиц, когда они имеют 
определенные значення скоростей. Та- 
кие задачи лучше всего решать, поль- 
зуясь законами сохранения энергии 
и импульса. 

Рассмотрим примеры. 

Задача 6. На металлический 
изолированный шарик радиуса В пу: 
стили «протяженный» пучок заряжен- 
ных частиц, имеющих массы т и 
заряды 49. Скорости частиц очень 
далеко от шара равны и, и направлены 
к центру шарика. Сколько частиц 
смогут достигнуть поверхности ша- 
ра, если при попадании на шар части- 
ца «прилипает» к нему? 

Решение. Частицы незсмогут 
достигнуть поверхности шара, когда 
заряд шара @„„х будет создавать та- 
кое электрическое поле, что кинетиче- 
ская энергия зарядов далеко‘от шара 
будет меныше их потенциальной энер- 
гии на поверхности шара, то есть 


пи = тах 9 
2 = Але, В° Й 


Отсюда найдем, что 





> 
летов 
ие == 28 ` 


Этот заряд создают «прилипишие» 
к шару частицы, число которых равно 





Отах _ _2е зов : 
я — и ы 
9 9" 1 


В заключение решим еще одну 
задачу. 

Задача 7. В однородное элек- 
трическое поле с напряженностью Е 
помещены неподвижный заряд +9 





*) Приведенное решение верно при 
Отах > 0. В противном случае необходимо 
учитывать действие частиц пучка ма распре 
деление «прилипшего» заряда на шаре. 


и на расстоянии [{ от него заряд 
+94 (рис. Т). Заряд 9 отпускают. 
Какую максимальную скорость он 
получит? 

Решение. На заряд 49 дейст- 
вуют две силы — сила Ё, взаимодей- 


Ася Е. 
ствия с зарядом @: Га = че, 9 
(х — расстояние между зарядами), и 
сила Р, взаимодействия с полем Е: 
Е. =В9. 
Если в начальный момент РЁ, >Р., 
ТО ССТЬ Е 49 > Ед, то после того, 
= Ё 
как заряд 49 отпустили, ои будет 
двигаться вправо, а если РЁ < ЕЁ. — 
влево. Рассмотрим для определен- 
ности случай Р,>Р.. Равнодейст- 


вующая сил Е, и Е, сообщает заряду 9 
, = Е, ЕР. 
ускорение а = ——=- 
ное в начале движения по линии 


ь Е. —Е 
действия силы Е .( =. бе 








‚  цаправлен- 


ла Р., не зависит от положения за- 
ряда, а сила Р, убывает с увеличе- 
нием расстояния между зарядами. 
Когда величина Ё, станет меньше 
величины Р., равнодействующая сил 
Е, и Е, будет направлена к заряду @ 
и будет вызывать уменьшение ско- 
рости заряда 49. Очевидно, что ско- 
рость заряда 4 максимальна, когда 
ЕР: = Р.,. то есть при 

= - 9 — кц. 

во ху 
Расстояние между зарядами 9 и 9 
в этот момент равно 





с 
Чле, В“ 
Чтобы найти скорость заряда 49 в 
этот момент времени, воспользуемся 
законом сохранения энергии: 
=— А № пот в АМ ин 


Е 


ИЛИ 
2 


(<. —$-)9 = } 





где ф,, $. — нотенциалы точек х=ф 
нА, НО 


ф! — 9. = —В (м - И 
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Рис. 7 
р (аня ня) з 
В (-Е+ ты ох ие 
(И (Е +- иг). 
Поэтому 
Е ЕТ 
5=И (У-ым=-йх 





и 
1 (Е 
х =— => 
| В+ 1 2. 
Упражнения 


1, Во сколько раз изменится пернод 
колебаний математического маятника, если 
его шарик массы т зарядить зарядом 9 
в маятник поместить в одиородное элект- 
рическое поле с напряженностью Е (поле 
вертикально или горизонтально)? 

2. При какой минимальной относитель- 
ной скорости протоны, находящиеся на рас- 
стоянин = 65 см друг от друга, могут 
сблизиться до расстояния [, = 10-%* см? 

$. Одна из пластин нлоского конденса- 
тора с расстоянием между пластинами 
4 = 10 мм сосвещается» рентгеновскими лу- 
чамн, вырывающимн из нёбе фотоэлектроны, 
имеющие скорость и = 10° м/с: Электроны 
собираются на второй пластнне. Через ка- 
кое время фототок прекратится, если с 
каждого квадратного сантиметра пластины 
вырывается л = Ю'3 электронов в секунду? 

4. В заряженной закрепленной сфере 
радиуса Ю имеется маленькое отверстие, 
через которое в нее влетаст заряд 4, лви- 
жущийся вдоль радиуса сферы. Какую ско- 
рость будет иметь этот заряд в цеитре сфе- 
ры, если на расстоянии Ё от сферы его ско- 
рость равна э и заряд сферы равен (? 
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Телевизионнные 
физико-математические курсы 
для поступающих в вузы 


В мае этого года для слушателей курсов 
проходили очные зачеты по физике и мате- 
матнике. 

В этом номере мы публикуем некоторые 
задачи, предлагавшиеся на зачетах. 


Физика 

1. Определить ток, текущнй через ис- 
точник Е», В схеме, указанной на рисунке 1, 
если 

Е; == № 8; г, == 2,5 ом; 

Ез = 8,0 в; г. = 10 ом; В = № ом. 

2. Проводник длиной РЁ = 80 см и со- 
противлением А == 3,5 ом движется с по- 
стоянной скоростью У перпендикулярно си- 
ловым линиям однородиого магнитиого поля, 
индукция которого В = 0,45 тл (рис. 2). 
Проводиик ссединен с источинком тока гиб- 
кими проводами, сопротивлением которых 
можно пренебречь. В цели течет ток [== 
= 4,0 а. Определить У. 

3. Электрон, пройдя ускоряющую раз- 
ность потенциалов {/, влетает в однородное 
магнитиое поле, индукция которого В =: 
— 0,80 тл (лянии индукции перпендикуляр- 
ны иаправлению движения электрона), и 
описывает в нем окружиость раднуса К = 
= 1,5 см. Найти (. 

4. Рассчитать положение изображения“ 
точки А в системе двух собирающих и од- 
иной рассеивающей тонких линз. Главные 
оптические оси линз совпадают. Фокусные 
расстояния линз равны: РЁ, = 10 см, 
Е. = 15 сми Р. = —Ю см соответствек- 
но, а расстояния между лиизами равиы: 
0,0. = 20 см‘ и 0.0. = 8 см. Точка А 
расположена на главной оптической оси 





Рис. 1]. 
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слева от первой 
АО, == 15$ см. 

5, Точечный источиик света находится 
на главной оптической оси двояковыпуклой 
линзы с фокусным расстоянием Ё = 15 си 
на расстоянии 4 == 30 см от линзы. После 
того как линзу передвинули вправо на {== 
= 5,0 см и, разрезав, раздвинули ее поло- 
винки симметрично относительно сси, рас- 
стояниемежду двумя изображениями источни- 
ка света стало равиым Ё = 6,0 см. Найти 
расстояние $, на которое раздвинуты поло- 
вникн линзы. 

6. На дие сосуда, заполнениого водой 
до высоты Н == 6,0 см, иаходится точеч- 
ный источиик света. На поверхности воды 
плавает круглая непрозрачная пластинка, 
радиус которой К = 10 см. Цеитр пластин- 
ки находится над источником света. На по- 
верхность воды наливают слой масла. Оп- 
ределить толщину этого слоя й, при которой 
луч от источника выйдет из масла. Плот- 
ность материала пластинки меньше плот- 
ностн масла. Показатель преломления воды 
п, -= 1,39, масла — л, = 1,51. 

7. Перпендикулярно главной оптической 
осн двояковыпуклой линзы расположен пред- 
мет на расстоянни & == 16 см от линзы. Пред- 
мет погружен в тонкостенный сосуд с жид- 
костью, коэффициент преломлеиия которой 
п = 1,5. Расстояние ст лиизы до стенок 
сосуда а = 12 см. Главиая оптическая ось 
линзы перпеидикулярна стенкам сосуда. 
Полученное изображение находится на рас- 
стояиии }{ = 8,0 см от линзы и имеет лиией- 
ный размер Г = 3,0 см. Определить лнией- 
ный размер предмета { 


линзы на расстоянии 







Е =126, г*0500м 


Рис. 9. 


Математика 


Контрольная работа №1 
Решить уравнения и системы уравнений: 


Е] 
1. 1юбзах х + 108, И х =3; 
к] 
2. 2.6 2-1. 5х -|- 4000 =0; 
ХЗ — х?у — 4хуз -|- 4,8 —0, 
СА 2х ув == 12; 


3.1 
5451081 И 


413 3 ей. 
2105 (х + у) = 108, (х8 — 2) =2. 
3 


5. Найти шестизначное число по сле- 
дующим условиям: если вместо первых трех 
цифр поставить число 1130, то получится 
число в 9 раз больше искомого; логарифм 
по основанию 5 числа, получающегося при 
отбрасываинн послединх трех цифр, на еди- 
ницу больше логарифма по основанию 25 
числа, остающегося при отбрасыванни гер- 
вых трех цифр. 

6. Площади боковых граней трехгранной 
пирамиды равны ЁР,, Р, Ез; площадь осно- 
вания равна Р.. Длины перпендикуляров, 
опущенных из вершины пирамиды иа сторо- 
ны основания, равны между собой. Найти 
объем пнрамнди. 

Контрольная работа №2 

1. Около шара опнсаи усеченный ко- 
пус, основания которого являются большими 
кругами двух других шаров. Определить 
площадь полной поверхностн усеченного ко- 
нуса, если сумма площадей поверхностей 
трех шаров равна 5. 

2. Определить объем тела вращения, 
полученного вращением треугольника во- 
круг прямой, лежащей в плоскости этого тре- 
угольника, но не пересекающей его, если 
площадь треугольника равна 5, а расстоя- 
ние от точки пересечения его медиан до оси 
вращения равно г. 

3. В конус вписан шар. Радиус окруж- 
ности, по которой боковая поверхность 
конуса касается шара, равна г. Радиус ша- 
ра, проведенный в точку этой окружиости, 
наклонен к ее плоскости под углом. Най- 
тн объем конуса. 

4. Прямая, соединяющая серсдииы скре- 
щивающихся ребер правильного тетраэдра, 
служит осью цилиндра, окружности осно- 
ваний которого касаются граней тетраэдра 
в их центрах. Найти отношение объема ци- 
линдра к объему тетраэдра. 

5. Шар касается всех ребер куба. Найти 
отношение объема той части шара, которая 
находится вне куба, к объему куба. 


В. И. Давыдов, И.А. Дьяконов, 
П. Т. Дыбов, И. И. Наслузов 


Ребусы 


1. Вагон 
++ Вагон 
Вагон 
Состав 
(1 решение) 





2. Доска 
-+- Доска 
Доска 
Лодка 

{1 решение) 





3. Цветок 
- Цветок 
Цветок 
Букетик 
(1 решенне) 


4. Атака 
Удар 
Удар 
Нокаут 
(1 решение) 


5. Домна 
++ Домна 
Домиа 
Завод 

(1 решение) 


6. Парус 
Парус 
Парус 
Парус 
Регата 
{1 решение) 


7. Слово 
Слово 
Слово 

-ЕСлово 
Слово 
Слово 
Слово 
Фраза 

{1 решение) 
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Вступительные 
экзамены в вузы 





В этом номере мы продолжаем публиковать информацию о ряде инсти- 
тутов и университетов и предлагаем вниманию читателей варианты 
вступительных экзаменов по физике н математике в эти вузы. 


Московский 
энергетический институт 


В Московском ордена Ленина энер- 
гетическом институте (МЭИ) имеется 
девять факультетов, готовящих спе- 
циалистов для работы во всех отрас- 
лях современной энергетики. 

Студенты изучают различные спо- 
собы получения энергии, вплоть до 
атомных электростанций и МГД-ге- 
нераторов; технику передачи энер- 
гии, включая кибернетику болыних 
энергетических систем, охватываю- 
щих всю страну или даже ряд стран. 

Не менее важны проблемы исполь- 
зования энергии в промышленности, 
на транспорте и в других областях 
народного хозяйства. Это — создание 
всех видов электродвигателей (от мик- 
родвигателей до сверхмощных мото- 
ров), получение высоких и низких 
температур, применение сверхпрово- 
димости и т. д. Из неэнергетических 
специальностей следует назвать ра- 
диотехнику, автоматику, вычисли- 
тельную технику, промышленную 
электронику, электронные приборы, 
светотехнику. 

Ряд специальностей носит инже- 
нерно-физический характер: инже- 
нерная электрофизика, инженерная 
теплофизика, радиофизика и оптико- 
электронные приборы (при кафедре 
физики). 
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Характерным для МЭИ является 
широкое привлечение студентов к 
научно-исследовательской работе на 
кафедрах. Для подготовки к этой ра- 
боте уже много лет в учебный план 
включаются — учебно-исследователь- 
ские работы, выполняемые под руко- 
водством преподавателей. 

Ежегодно организуются студен- 
ческие научные конференции и кон- 
курсы на лучшую работу. 


Ниже мы приводим билеты устного 
вступительного экзамена по физике 1972 года, 


Билет 1 

1. Вывод уравнения равнопеременного 
движения. 

2. Магнитное взаимодействие  провод- 
ников с током. Сила, действующая на про- 
водник с током, помещенный в магнитное 
поле, 


Индукция магнитного поля. Единица 


измерения индукции магнитного поля В 
системе СИ. 
3. Баллон, содержащий 1 мг азота. 


при испытании взорвался при температуре 
350°С. Какое количество водорода {в грам- 
мах) можно хранить в этом баллоне при 
20° С. имея пятнкратный запас прочности. 

Плотность азота при нормальных ус- 
ловиях равна 0,00125 г/см3, плотность во- 
дорода при  мормальных условиях — 
0,00009 2/смз. 


Билет 2 

1. Последовательное соединение провод- 
ников в цепи постовиного тока. Последо- 
вательное соединение источников тока. За- 
кон Ома для полной цепи. 

2. Законы преломления света. Мнимое 
нзображение, даваемое линзами. Построение 
В Применение формулы линзы 
Лупа. 





Рис. 1 


3- По наклонной плоскости снизу вверх 
пускают тело с начальной скоростью из = 
= 2 м/с. Поднявшись на некоторую высоту, 
тело соскальзывает по наклонной плоскости 
вниз. Какова будет скорость тела, когда 
оно вернется в исходную точку? Коэффи- 
циент трения тела о плоскость равен 0,6. 
Угол наклона плоскости © = 45°. 


Бнлет 3 

|. Закон всемирного тяготения. Уско- 
рение силы тяжести. Искусственкые спут- 
ники Земли. 

2. Напряженность электрического поля. 
Силовые лннии. Поле точечного заряда. 
Однородное электрическое поле. 

3. Тонкий однородный цилиндрический 
стержень верхним концом крепится к шар- 
пиру. Снизу под стержень подводится ванна 
с водой. Стержень наклоняется так, что 
в воде находится ноловина сго длины (рис. 1). 
Определить плотность материала стержня. 


Билет 4 

1. Работа силы. Механическая энергия. 
Связь работы с изменением энергии тела. 
Единицы измерения энергии и работы. 

2. Строение атома. Составные частн атом- 
ного ядра. Электронная оболочка. Погло- 
щение и излучение энергии атомом. Фотон. 

3. Каково должно быть сопротивление А, 
включенное в схему, изображенную на ри- 
сунке 2, чтобы напряженность электроста- 
тического поля в плоском коняенсаторе бы- 
ла Е = 2250 в'м. Э. д. с. батареи Е == 56, 
внутреннее сопротивление г-== 0,5 но Рас- 
стояние между пластинами плоского кон- 
денсатора 4 = 0,2 см. 





Рис. 2. 
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Билет 5 

1. Насыщенные пары. Условия их по- 
лучения и свойства. Изотермы насыщенных 
паров. Сопоставление зависимости давления 
от температуры для насышенных и нена- 
сыщенных паров. 

2. Дисперсия света. Ход лучей в спект- 
роскопе. Спектры и их характеристики. 
Спектральный анализ. 

3. На какую длину волны настроен ко- 
лебательный контур, если он состоит из 
катушки, индуктивность которой [= 
= -10-3 гн, и плоского конденсатора? Рас- 
стояние между пластинами конденсатора 
4 = | см, диэлектрическая проницаемость 
вещества, заполнившего пространство меж- 
ду пластинами, # = 3, | и площадь пластин 
$ = 800 см“. 


В. М. Камшилана 


Московский институт 
электронного 
машиностроения 


Московский институт электронного 
машиностроения (МИЭМ) является од- 
ним из самых молодых вузов Москвы; 
он создан в 1962 году и готовит высо- 
коквалифиинрованных специалистов 
для электронной и радиопромышлен- 
ности. Его создание — следствие бур- 
ного развития радиоэлектронной тех- 
ники, потребовавшего значительного 
количества специалистов, сочетаю- 
щих глубокие инженерные знания 
с серьезной физико-математической 
подготовкой. 

МИЭМ имеет факультеты  полу- 
проводникового и электровакуумного 


машипостроения, автоматики и вы- 
числительной техники, радиотехни- 
ческий, прикладной — математики, 


вечерний и два снециальных факуль- 
тета прикладной математики и авто- 
матизированных систем управления. 

Факультет полупроводникового и 
электровакуумного машиностроения 
готовит  инженеров-механиков для 
работы по созданию и эксплуатации 
нового технологического оборудова- 
ния электропной  нромышленности, 
а также по разработке прогрессивных 
методов изготовления нриборов авто- 
матизации производственных процес- 
сов. Сиециалисты, окончивише этот 
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факультет, могут также самостоятель- 
но решать современиые задачи сва- 
рочного производства изделий элект- 
ронной техники. 

Факультет автоматики н вычисли- 
тельной техники выпускает инжене- 
ров-электриков, специализирующихся 
в области проектирования ЭВМ, 
систем телеуправления и телеконтро- 
ля, ннформационно-измерительных ав- 
томатических устройств с примене- 
нием современных вычислительных 
машин дискретного и непрерывного 
действия. Инженеры, окончившие 
МИЭМ по этой специальности, могут 
рассчитывать и конструировать эле- 
менты ЭВМ, в том числе создавать 
н использовать машинные методы рас- 
чета элементов. Они также могут 
проводить исследование технологи- 
ческих процессов изготовления эле- 
ментов с целью понска оптимальных 
режимов. 

Радиотехнический факультет гото- 
вит инженеров-конструкторов радио- 
аппаратуры. Окончившие этот фа- 
культет могут работать инженерами- 
конструкторами и технологами на 
предприятиях радноэлектронной про- 
мышленности, вести разработку и ор- 
ганизовывать выпуск средств радиоиз- 
мерительной техники в ОКБ, институ- 
тах и на заводах, работать инженера- 
ми-технологами при создании и про- 
изводстве радиоанпаратуры и элемен- 
тов в микроминиатюрном исполнении. 

Расскажем несколько подробнее 
о факультете и специальности «при- 
кладная математика». Московский ин- 
ститут электронного машиностроения 
является первым в нашей стране ин- 
женерно-техническим вузом, в соста- 
ве которого в 1967 году был органн- 
зован факультет прикладной мате- 
матики с дневным и вечерним отделе- 
ниями. Вслед за МИЭМ факультеты 
прикладной математики были орга- 
низованы в МФТИ, МАИ, МИФИ 
и во многих университетах. 

Учебный план специальности «при- 
кладная математика» предусматрива- 
ет подготевку инженеров-математиков 
по математическому обеспечению 
электронных вычислительных машин, 
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автоматизированных систем управ- 
ления (АСУ) и по применению средств 
вычислительной техники. 

На факультете прикладной мате- 
матики МИЭМ имеются кафедры ал- 
гебры и анализа, прикладной мате- 
матики, теории вероятностей и мате- 
матической статистики, кибернетики, 
механики. Кафедры факультета име- 
ют тесную связь с отраслевыми НИИ 
и ведут интенсивную научную работу 
по проблемам математического обес- 
печения ЭВМ и АСУ, а также по 
использованию ЭВМ в народном хо- 
зяйстве. На факультете работают на- 
учные семинары по математике и ее 
приложениям, в которых активное 
участие принимают студенты факуль- 
тета; издаются тематические сборни- 
ки научных трудов молодых ученых 
факультета; ведется подготовка ас- 
пирантов по математике и киберне- 
тике. 

В настоящее время на факультете 
прикладной математики МИЭМ обуча- 
ется свыше тысячи студентов; основ- 
ная масса из них специализируется 
по математическому обеспечению 
ЭВМ, их комплексов и АСУ, а также 
по применению средств вычислитель- 
ной техники, а сотни выпускников 
МИЭМ уже работают в организа- 
циях, разрабатывающих ЭВМ, АСУ 
или применяющих средства вычисли- 
тельной техники в определенных от- 
раслях науки и техники. 

Расширяется на факультете и под- 
готовка инженеров-системотехников 
по специальности «автоматизирован- 
ные системы управления», включаю- 
щей три специализации: 

1) проектирование и эксплуата- 
ция АСУ; 

2) проектирование и эксплуатация 
средств передачи информации; 

3) проектирование и эксплуатация 
средств отображения информации. 

Основной принцип подготовки нн- 
женеров-математиков и инженеров- 
системотехников на факультете при- 
кладной математики МИЭМ состоит 
в сочетании фундаментального и прни- 
кладного характера образования, 


предусматривающего высокую мате- 
матическую подготовку и глубокие 
знания специальных дисциплин. 

Современные ЭВМ представляют 
собой сложный комплекс: они спо- 
собны реализовать в короткий срок 
не только сложнейшие вычислитель- 
ные, но ин логические операции, осу- 
ществлять упорядочивание массивов 
информации и классифицировать ин- 
формацию. Но для эффективного ис- 
пользования возможностей ЭВМ не- 
обходимо задать машине программу, 
обеспечивающую автоматическое пла- 
нирование работы ее отдельных уст- 
ройств и организацию ее работы в це- 
лом. Для этого необходимо разраба- 
тывать математическое обеспечение 
ЭВМ, представляющее собой сово- 
купность трансляторов, операцион- 
ной системы, библнотеки стандартных 
подпрограмм и других программных 
элементов. 

Характерной особенностью плана 
подготовки инженеров-математиков и 
инженеров-системотехников является 
то, что с первых же дней обучения 
в институте студент, наряду с класси- 
ческими разделами математики, изу- 
чает программирование для ЭВМ, 
математическую логику, методы реше- 
ния задач на ЭВМ и целый ряд спе- 
циальных математических дисциплин. 
Этот план предусматривает возмож- 
ность уже на первом курсе выполнять 
семестровый практикум по численным 
методам и алгоритмам, включающий 
в себя решение задач на применение 
вычислительных методов линейной ал- 
гебры, интерполирование функций, 
вычисление корней алгебраических 
и трансцендентных уравнений. При 
этом вычислительные методы и алго- 
ритмы обсуждаются с точки зрения 
их реализации на ЭВМ. 

Существующая в МИЭМ система 
математического образования инжс- 
неров-математиков и системотехников 
является фактором, определяющим 
повышенную математическую  подго- 
товку студентов всех специальностей 
института. 

Естественно, что это обстоятель- 
ство учитывается при отборе абиту- 


пар:/Куапьтесте.ги 


риентов на вступительных экзаменах. 
Но не надо думать, что варианты 
письменных или вопросы устных эк- 
заменов выходят за рамки школьной 
программы. Напротив, с ними может 
успешно справиться любой абитури- 
ент, твердо усвоивший школьную 
программу. 


Ниже приводятся варнанты, предла- 
гавшиеся на письменном вступительном эк- 
замене по математнке в 1972 году. 


Вариант |1 

1. Две фабрики должны совместно пе- 
реработать некоторое колйчество сырья. Ес- 
ли бы производительность труда на второй 
фабрике повысилась вдвое, то время, необ- 
ходимое фабрикам для выполнения работы, 
уменьшилось бы на /,„ части времеви, необ- 
ходимого для выполнения работы одиой 
первой фабрикой. На какой из фабрик про- 
изводительность выше и во сколько раз, 
если известно, что каждая фабрика пере- 
работала не меньше одной третьей частн 
сырья. 

2. Решить уравнение 


$14 х — с05 х = а (тв х — с058 Хх). 
3. Найти область определения и область 
значений функции 


Зх--1 
у= = -2). 


4. Решить неравенство 





1 
2 
(9 —2.3* — 3) 1082 (. —=) =. 


5. Через вершину правильной треуголь- 
ной пирамиды и середины двух сторон ос- 
нования проведена плоскость. Определить 
площадь сечения, зная сторону @ основания . 
пирамиды и угол а, образованный сечеинием 
с плоскостью основання. 


Вариант 2 
1. Найти натуральные решения системы 
т=п-2, 
тп = 17, 
п 1 1 
те < ° 
2. Решить неравенство 
(42° — 2.4 — 3) (4.3% — 9): < 0. 


3. Найти значения ф, при которых сум- 
ма квадратов корней уравнения 


1 
ж-1- ($тф— х— —5 со Ф =0 
будет наибольшей. 
4. Решить уравнение 


улех -- с058 х = аз 4х. 
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5. Основанием лирамнды служит рав- 
нобедренный треугольник с боковой стороной 
а и углом © при основанни (а _> 45°). Бо- 
ковые ребра наклонены к плоскости основа- 
ния под углом В. В этой пирамнде проведена 
плоскость через ее высоту и вершину одного 
из углов ©. Найти площадь сечения. 


А. Н. Рублев, В. А. Тонян 


Московский институт 
стали и сплавов 


Московский институт стали и сплавов 
является ведущим вузом страны по 
подготовке инженерных и научных 
кадров и проведению исследований 
в области металлургии и автоматиза- 
ции производства черных, цветных, 
редких и радноактивных металлов, 
обработки металлов и сплавов и физи- 
ки металлов. 

В институте обучается 5800 сту- 
дентов, в том числе 4300 на дневном 
отделении. За время обучения сту- 
денты получают большую физяко- 
химическую и математическую подго- 
товку, необходимую для овладения 
наукой о металлах и сплавах и полу- 
проводниковых материалах, освоения 
теорни и практики современных мето- 
дов производства обработки черных, 
цветных и редких металлов, автомати- 
зации управления металлургическими 
процессами. 

Институт ведет также подготовку 
кадров через аспирантуру, которая 
является одной из самых крупных 
в стране — в ней обучается 548 че- 
ловек. 

В институте имеются факультеты: 
металлургии черных металлов и спла- 
вов (МЧМиС), металлургии цветных 
и редких металлов и сплавов 
(МЦРМиС), физико-химический (ФХ), 
полупроводниковых материалов и 
приборов (ПМП) и вечерний факуль- 
тет. При институте имеется дневное 
подготовительное отделение и вечер- 
ние подготовительные курсы в Моск- 
ве и в пяти промышленных центрах: 
Бекабаде, Запорожье, Орске, Усть- 
Каменогорске, — Череповце. При 
институте работают  физико-мате- 
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матическая школа, воскресный лек- 
торий. 

На факультеты ФХ и ПМП посту- 
пающие сдают математику (письмен- 
но и устно), физику (устно), русский 
язык и литературу (письменно); на 
факультеты МЧМиС, МЦРМИиС ин ве- 
черний — математику — (письменно), 
физику (устно), химию (устно), рус- 
ский язык и литературу (письменно). 


Ниже приводятся тнпончные варианты 
вступительного письменного экзамена по 
математике 1972 года, 


Факультет ФХ н ПМП 


Вариант 1 

1. Определить объем пнрамиды, зная, 
что ее высота Я лежит вне пирамиды, а две 
противоположные грани — равнобедренные 
треугольники, составляющие с ее квадрат- 
ным основаннем углы а и В, 

2. Упростить выражение: 


и 
а-у2+ 5. У (9—415} 
аб 3, 3 
у? — У5-у 9+4 1/5 — Иа? -- Ка 
3. Найти все значения а, при которых 
неравенство | 
10бза +1 (2х — 1) -- Юва (х + 3) < 0 
одновременно выполняется при х=]| и 
х = 4. 
4. Решить уравнение: 


[т (= с0$ 2л *) = |3. 
} 


Вариант 2 

1. Основание прямой треугольной приз- 
мы — равнобедренный треугольник, у ко- 
торого стороны, равные @, образуют угол а. 
Диагональ грани, противолежащей этому 
углу, образует с другой боковой гранью 
угол ф. Найти объем призмы. 

2. Упростить выражение: 





4 
18-2 В 
а 9 — У 
У2-+ У? 
е- в [ 
8—2 ыы 
зу : 
у2—=у? 


3. Известно, что неравенство: 
Тоба (хх 2) <Цюва (2х3 — 18) 


удовлетворяется при х == —3,5. Решить не- 
равенство. 
4. Решить уравнение: 
2х 
ЕТ = У 


Факультет МЧМаС н МИРМиСс 


Варнант 3 

1. Апофема правильной треугольной пи- 
рамиды равна а, а боковые грани наклонены 
к плоскости основания под углом &. Найти 
боковую поверхность пнрамнды. 

2. Решить уравиение: 


( И м 1 Ца 
(хх? м к. (+ 5) 2. 
3. Решить неравенство: 
хж--х—6 
= 
а хз — 16 


{0,73 < 


4. Доказать тождество: 


1 -- со$ (2о - 6302) + зт (2% - 810°) 
| — с0$ (2% — 630°) -!- зп (2а -+ 6307) — 


=: ва. 


Вариант 4 

1. Основаннем пнрамиды служит квад- 
рат; две боковые грани этой пирамиды пер- 
пендикулярны к плоскости основания, две 
другие ее боковые грани образуют с плос- 
костью основания двугранные углы, каждый 
нз которых равен ©. Высота пнрамиды рав- 
на №. Определить боковую поверхность пи- 
рамиды. 

°2. Решить неравенство: 


12 + (4—9 +1. 


3. Четыре числа составляют арифме- 
тическую прогрессию. Если к ним соответ- 
ственно прибавить 1, |1, Зи 9, то получим 
геометрическую прогрессию. Найтн эти числа. 

4. Решнть уравнение: 


Е я д Е -- эт 2х 
8 Гена, Н а с 
$05 (= аа (+ «= г . 


В. В. Гольдберг 
7. Г. Дымбицкая 


Московский институт 
инженеров железнодорожного 
транспорта 


Московский институт инженеров же- 
лезнодорожного транспорта является 
одним из старейших вузов Советского 
Союза, а сейчас и одним из ведущих 
технических вузов страны. 
Научно-техническая революция, 
происходящая по всей стране и в част- 
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ности — на железнодорожном тран- 
спорте, определила качественный ска` 
чок в развитии МИИТа и открыла 
новые широкие перспективы перед 
выпускниками института, которым 
приходится решать важные как инже- 
нерные, так и научные задачи: уве- 
личение объема перевозок, резкое 
повышение скоростей движения, раз- 
работка и внедрение новых современ- 
ных конструкций вагонов, теплово- 
зов, электровозов, внедрение совре- 
менных методов и средств строитель- 
ства железнодорожных путей, инже- 
нерных сооружений, мостов и тонне- 
лей, изменение характера управле- 
ния процессом перевозки грузов, ши- 
рокое внедрение автоматики, телеме- 
ханики, электроники, счетно-решаю- 
щей техники и математических мето- 
дов планирования и оптимизации ле- 
ревозок. В связи с широтой профиля 
выпускаемых специалистов МИИТ 
превратился по существу в крупней- 
ший политехнический институт. 

В институте 10 факультетов, гото- 
вящих специалистов по 19 специаль- 
ностям: автоматизированные системы 
управления; автоматика и телемеха- 
ника (в промышленности); автоматика, 
телемеханика и связь на железно- 
дорожном транспорте; бухгалтерский 
учет; вагоностроение и вагонное хо- 
зяйство; локомотивостроение; мосты 
н тоннели; организация механизи- 
рованной обработки экономической 
информации; прикладная математика; 
промышленная теплоэнергетика; про- 
мышленное и гражданское строитель- 
ство; строительство железных дорог, 
путь и путевое хозяйство; строитель- 
ные и дорожные машины и оборудо- 
вание; тепловозы и тепловозное хо- 
зяйство; экономика и организация 
железнодорожного транспорта; эко- 
номика и организация строительства 
(на железных дорогах); эксплуатация 
железных дорог; электрификация же- 
лезнодорожного транспорта; элект- 
ронные вычислительные машины. 

Абитуриенты сдают следующие эк- 
замены: математику (письменно и уст- 
но), физику (устно), русский язык 
и литературу (письменно). 
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Вступительный экзамен по мате- 
матике на всех факультетах МИИТа 
состоит из письменной работы, на 
выполнение которой отродится четыре 
астрономических часа, и устного эк- 
замена. Исключение составляет спе- 
циальность «бухгалтерский учет», где 
проводится только устный экзамен 
по математике. 

Как показывает опыт, именно 
письменный экзамен наиболее тру- 
ден для абитуриентов, несмотря на то, 
что экзаменационная комиссня вклю- 
чает в билеты задачи, требующие 
лишь твердых и прочных знаний 
школьного курса математики. 

Билеты устных экзаменов состоят 
из двух теоретических вопросов по 
алгебре, геометрии или тригономет- 
рин и одной задачи на решение алгеб- 
раического уравнения, неравенства 
или системы уравнений, тригономет- 
рического уравнения или тождества, 
исследования функции или построе- 
ния графика. 

Варианты письменных работ и за- 
дач устного экзамена делятся по 
сложности на три концерна, в зави- 
симости от требований к знаниям 
основ математики на разных спе- 
циальностях. Наиболее трудные зада- 
чи предлагались на специальности 
«прикладная математика». Это впол- 
не понятно, к будущим инженерам- 
математикам предъявляются более 
высокие требования в знании оснсв 
математики. 

Следующие по трудности варианты 
предлагались на специальностях: ав- 
томатизированные системы управле- 
ния, электронные вычислительные ма- 
шины, автоматика и телемеханика 
в промышленности. 

Варианты третьего концерна, а их 
было большинство, предлагались аби- 
туриентам всех остальных специаль- 
ностей. 


Ниже приведены варианты 1972 года. 


Вариант 1 


(специальности: промышленное и граж- 
даиское строительство, эксплуатация тран- 
спорта, экономика строительства, экономика 
транспорта, строительство железных дорог, 
мосты и тоннели). 
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1. Двое рабочих одновременно начали 
выполнять некоторую работу. Через 2 часа 
они прекратили работу и подсчитали, что 
оставшуюся часть работы один из них может 
выполнить, работая отдельно, за 3,2 часа, 
а другой — за 4,8 часа. За сколько времени 
каждый из них сможет выполнить данную 
работу работая в отдельности? 

2. Решить систему уравнений: 


а 10 
Уф 
Иху = 16. 


3. Определить объем правильной че- 
тырехугольной пнрамнды, если площадь ее 
днагонального сечения равна 5, а боковое 
ребро образует угол с плоскостью основа. 
ния. 

4. Решить уравнение: 


У? созх-сфе х -1- бб созх — Чех = 3, 


Вариант? В 

(специальности: автоматика, телемеха. 
ника и связь, электрификация транспорта, 
локомотивостроение, автоматизированные си- 
стемы управления). 

1. о наклонной плоскости некоторой 
длины катятся два цилиндра, один из ко- 
торых имеет окружность #2 см, другой — 
3 см. Первый цилиидр сделал на 10 оборотов 
больше, чем второй, скатившись по наклон- 
ной плоскости. Окружности обоих цилинд- 
ров были увеличены на одно и то же число 
сантиметров, после чего один из них сделал 
на 3 оборота больше, чем второй. Какова 
длина наклонной плоскости и па сколько 
были увеличены длины окружностей ци- 
линдров? 

2. Решить снстему уравнений: 

у 


же =а-+ >, 


ЮЕз (х--2и) + 1081 (х — 25) = 1. 
3 


3. В прямоугольном треугольнике даны 
острый угол а и расстояние а от вершины 
другого острого угла до центра вписанного 
круга. Определить площадь треугольника. 

4. Найти со$ (70° -- <), если чт (40° -- 
--®) =Ьи 0 ах 45°. 


Вариант 3 

{специальности: прикладная математика, 
электронные вычислительные машины, мате- 
матическая обработка экономической инфор- 
мации). 

1. Несколько человек взялись сделать 
определенную работу и если бы работали 
вместе, то закончили работу через 8 часов. 
Однако они приступали к работе один за 
другим через равиые промежутки времени 
и каждый продолжал работу до ее окончания. 
Последняя часть работы (начиная с момента 


приступления к работе последнего рабочего) 
продолжалась только половину указанного 
выше промежутка времени. Производитель- 
ность каждого рабочего одна и та же. Сколь- 
ко времени продолжалась работа, если пер- 
вый приступившнйя к работе проработал 
в 7 раз больше, чем последний? 

2. В равкобедренном треугольнике АВС 
(АВ = ВС) проведена биссектриса АД. Пло- 
щади треугольников АВР и АБС равны 
51 и 5$.. Найти длину основания. 

3. Решить уравнение: 

юра х? -- 2 юба (х + 2) = 1. 

4. Решить уравнение: 

Зтх-{ с0$ Хх) = 25 2%. 


В. И. Малахов 


Уральский государственный 
университет 
имени А. М. Горького 


Уральский государственный универ- 
ситет имени А. М. Горького — один 
из крупнейших учебных и научных 
центров Урала; он был открыт в ок- 
тябре 1920 года по декрету, подпи- 
санному Владимиром Ильичем Ле- 
НИНЫМ. 

В настоящее время в Уральском 
университете 8 факультетов, в том 
числе математико-механический и фи- 
зический. 

Математико - механи- 
ческий факультет готовит 
высококвалифицированных — матема- 
тиков-вычислителей, способных ре- 
шать прикладные задачи, а также спе- 
циалистов, которые могут вести само- 
стоятельные научные исследования, 
разрабатывая и решая чисто матема- 
тические проблемы. 

На первых двух курсах все сту- 
денты факультета осваивают обще- 
теоретические дисциплины, с третьего 
курса начинается специализация, на 
пятом курсе студенты факультета 
проходят длительную производствен- 
ную практику в крупных вычисли- 
тельных центрах и научно-исследова- 
тельских институтах страны, в лабо- 
раториях и конструкторских бюро за- 
водовВ. 
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Математико-механический факуль- 
тет предоставляет своим студентам 
широкие возможности для изучения 
теории и ее приложений. Под руко- 
водством ведущих ученых студенты 
приобретают навыки самостоятель- 
ного исследования. В процессе обу- 
чения они активно участвуют в науч- 
ной жизни всех шести кафедр факуль- 
тета. 

При факультете работает Вычис- 
лительный центр. На современных 
вычислительных машинах студенты 
решают задачи прикладного харак- 
тера. 

Выпускники  математико-механи- 
ческого факультета распределяются 
на работу в вычислительные центры, 
в научно-исследовательские институ- 
ты, в лаборатории и конструкторские 
бюро крупных заводов, на препода- 


вательскую работу в вузы н тех- 
никумы. 

изический  факуль- 
тет университета, имеющий ка- 


федры теоретической физики, физики 


твердого тела, физики магнитных 
явлений, оптики полупроводников 
и  радиоспектроскопии, а также 
кафедру астрономии и геодезии, 
выпускает специалистов широкого 
профиля. 


Кафедра теоретической физики го- 
товит физиков-теоретиков, в основном 
занимающихся проблемами физики 
твердого тела. Во время учебы сту- 
денты знакомятся с применением сов- 
ременных математических методов для 
решения физических и технических 
задач в указанной области физики. 
Часть студентов-теоретиков проходит 
производственную практику и выпол- 
няет курсовые и дипломные работы 
непосредственно в теоретическом отде- 
ле и лабораториях Института физики 
металлов АН СССР. 

Кафедра физики твердого тела 
готовит физиков для работы в об- 
ласти теоретических и эксперимен- 
тальных исследований. Будущие спе- 
циалисты знакомятся с различными 
методами анализа состояний твердых 
тел и изменений, происходящих в них. 
Особое место занимает обученне рент- 
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теноструктурному и рентгенографи- 
ческому анализам, а также различ- 
ным методам испытаний механических 
и других свойств металлов и их спла- 
ВОВ. 

Кафедра физики магнитных явле- 
ний готовит специалистов в области 
магнитных явлений в металлах и спла- 
вах, имеющей большое научное и про- 
мышленное значение. С использова- 
нием магнитных материалов связано 
развитие электротехники, радиотсх- 
ники, автоматики ни т. п. 

Кафедра оптики полупроводников 
ни радиоспектроскопни готовит спе- 
цналистов для работы в области 
радиоспектроскопии, атомной и молс- 
кулярной спектроскопин и физики 
полупроводников. 

При кафедрах имеются лаборато- 
рии, оборудованные современными ап- 
паратами и приборами, где студенты 
старших курсов приобретают опыт 
научно-исследовательской работы, 
участвуют непосредственно в выпол- 
ненин научной программы кафедр. 

Кафедра астрономии и геодезии 
готовит астрономов широкого профи- 
ля. Здесь имеются обсерватория и раз- 
личные лаборатории: астрофизики, 
астрометрии, службы времени ин дру- 
гие. 


На отделенин астрономни специа- 
лизация начинается с первого курса, 
а на остальных кафедрах факуль- 
тета — с третьего. 


На первых курсах студенты полу- 
чают хорошую математическую подго- 
товку, которая затем углубляется 
специальными математическими дис- 
циплинами на старших курсах. Все 
студенты знакомятся с методами сов- 
ременной вычислительной техники нс 
работой на электронно-вычислитель- 
ных машинах. 


Выпускники физического факуль- 
тета работают в научно-исследователь- 
ских институтах, конструкторских 
бюро, в заводских лабораториях, а 
также преподают физику в вузах, 
техникумах и средних школах. 


Ниже мы помещаем варианты вступи- 
тельных экзаменов 1972 года. 
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Математико-механический факультет 


М зтематика 

1. Уз аэропорта к центру города выехал 
автомобиль-такси, н одновременно из центра 
города в аэропорт выехал автобус-экспресс. 
Когда автомобиль-такси проехал половину 
пути, автобусу оставалось до конца марш- 
рута 19,2 км, а когда автобус проехал по- 
ловину пути, таксн оставалось до конца 
маршрута 12 км. Найти отношение скоростей 
такси и автобуса, если эти скорости на всем 
путн одинаковы. 

2. Диаметр шара является высотой пра- 
внльного тетраздра с ребром а. Какая часть 
площади поверхностн тетраэдра содержится 
внутри шара? 

3. Решить неравенство 

ы “ 1 
Тех — ха 1х 12|. 
4. При каких значениях 5 система 
{ 8 505 х с95 и с0$ (Хх — и +1=0, 
хтиуи-а 
имест решение? 


Физика 

Билет 1 

1. Равномерное движение по окружности. 
Линейная и угловая скорости. Центростре- 
мительная сила н центростремнтельнос ус- 
корение (примерь). 

2. Электрический ток в газах. Мониза- 
ция газов через столкновения. Различные 
вилы разрядов в газах. 

3. Источник света расположен на двой- 
ном фокусиом расстоянии от собирающей 
линзы на се оптической оси. За линзой 
перпендикулярно оптической оси помещено 
плоское зеркало. Лучи света, пройдя через 
линзу, отражаются от зеркала, вторично 
проходят через линзу и выходят из нее па- 
раллельным пучком. Определить расстоя- 
ние от линзы до зеркала. 


Билет 2 

1. Испарение и конденсация. Насьща- 
ющие н ненасыщающие пары, их свойства. 
Зависимость давления паров от температуры. 

2. Формула лнизы. Построение изоб- 
ражения в линзах. 

3. Резиновый мяч массы т и радиуса К 
погружают в воду па глубниу А и отпускают. 
На какую высоту от поверхности воды под- 
прыгнет мяч? Сопротнвление воды и воздуха 
не учитывать. 


Билет 3 

1. Первый закон Ньютона. Примеры, 

2. Передача электроэнергии на расстоя- 
ние. Трансформатор, принципы его устрой- 
ства и работы. 

3. Барометр дает неверные показання 
из-за присутствия небольшого количества 
воздуха иад столбиком ртутн. При давлении 
155 мм рт. ст. он показывает 748 мл, 
а при давлении 740 мм — 736 мм. Найти 
длину трубки барометра, считая от поверх- 
ности ртути в сосуде. 





Рис. 3. 


Билет 4 


1. Плавление, Удельная теплота плав- 
ления. 

2. Световой поток. Сила света. Осве- 
щенность. Единицы измерения этих величин. 

3. Какую относительную ошибку со- 
вершают, вычисляя сопротивление А по по- 
казаниям вольтметра и амперметра (рис. 3) 
без учета силы тока, идущего через вольт- 
метр? Амперметр показывает 2,4 @, вольт- 
метр — 7,2 в. Сопротивление вольтметра 
1000 ом. 


Фнзический факультет 
Математика 


1. Из сосуда емкостью 64 д, наполнен- 
ного спиртом, отлили некоторую часть, 
а затем сосуд долили водой до прежней ем- 
кости. Далее, отлили такое же количество 
смеси и снова долили сосуд таким же ко- 
личеством воды, Затем процедуру перели- 
вания повторили еще раз, после чето в со- 
суде осталось 27 л спирта. Сколько спирта 
отлили в первый раз? 

2. Отношение радиуса основания пря- 
мого кругового конуса к радиусу вписан- 
ного в конус шара равно 5. Найти отношение 
объема конуса к объему шара. 

3. Реншить неравенство: 


2-1 1юви (9+1 -- 7) < ю81 (3+1 -- 1). 
2 2 


4. Решить систему уравиений: 
Г япх-г ви =: “п хи), 


С МЕРЫ 


Физика 


Билет |1 

1. Давление. Закон Паскаля для жид- 
костей и газов. Закон сообщающихся со- 
судов. Принини устройства гидравлическо- 
го пресса. 

2. Какими  способамн можно размаг- 
витить намагниченный кусок железа? 

3. Из стекла с показателем преломления 
1,6 необходимо изготовить двояковыпуклую 
линзу с фокусным расстояинем 20 см. Какс- 
вы должны быть радиусы кривизны новерх- 
ностей линзы, если одии из них в 1,5 раза 
больше другого? 
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Билет 2 

1. Магнитный поток. Электромагнитная 
индукния. Э. д. с. индукции. Закон Леица. 
Устройство генератора переменного тока. 

2. Из двух часовых стекол склеили 
выпуклую лнизу. Как будет действовать 
эта линза на пучок лучей в воде? 

3. При изготовлении некоторого физи- 
ческого прибора оказалось необходимым обес- 
печить постояиство разности длин железного 
и медного цилиндров при любых изменениях 
температуры. Какой длины должны быть 
эти цилиндры при 0°С, чтобы разность их 
длин при всех температурах была равна 
10 см? Коэффициент линейного расшире- 
ния железа равен 1,2.10-8 град-\, меди —- 
1,7.10-8 град-". 


Билет 3 

1. Удельная теплоемкость и единицы 
ее измерения. Определение удельной теп- 
лоемкости опытным путем. Теплотворная 
способность топлива. Коэффициент полез- 
ного действия нагревателя. 

2. Почему не удается встать со стула, 
не наклоняя вперед корпус тела? 

3. Протон, летящий по направленню 
к ядру атома гелия, в некоторой точке поля, 
образованного этим ядром, где напряжен- 
ность равна 100 всем, имест скорость 
106 смс. На какое расстояние протон 
сможет приблизиться к ядру? 
(о = 8,85.10-12 ф/м; тр= 1,67.10-# 2; 
Фр = 1,60- 10-1 к). 


Билет 4 

1. Законы Бойля — Мариотта, Гей-Люс- 
сака, Шарля. Графики этих законов. Абсо- 
лютная температурная шкала. Объеднчен- 
ный закон Бойля — Мариотта — Гей-Люс- 
сака. 

2. Какую нужно приложить силу, что- 
бы оторвать от диа озера тело кубической 
формы с длиной ребра 2, имеющее плотность 
р. если глубина озера №? 

3. Вольтметр со шкалой, рассчитанной 
на 106, имеет внутреннее сопротивление 
400 ом. Определить величину добавочного 
сопротивления, которое необходимо  под- 
ключить к вольтметру, чтобы измерять 
напряжения до 100 в. 

3. А. Голубов 


Московский государственный 


педагогический институт 
имени В. И. Ленина 
(математический факультет) 


Московский ордена Ленина и ордена 
Трудового Красного Знамени госу- 
дарственный педагогический институт 
имени В. И. Ленина является ста- 
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рейшим высшим педагогическим учеб- 
ным заведением страны. Институт 
создан на базе Высших женских кур- 
сов, организованных в Москве в 
1872 году. 

Факультет готовит учителей сред- 
ней школы по двум специальностям: 
учитель математики и учитель мате- 
матики с правом преподавания на 
иностранном языке (английский, 
французский). 

При факультете имеется вечернее 
отделение, которое готовит препода- 
вателей математики средней школы. 
Срок обучения на дневном и вечернем 
отделениях — 5 лет. 

В состав математического факуль- 
тета входят кафедры: математическо- 
го анализа, алгебры, геометрии, тео- 
рии чисел, вычислительной матема- 
тики и программирования, методики 
преподавания математики и физики 
для нефизических специальностей. 

На отделении «математика» гото- 
вятся учителя математики для ГУ— 
Х классов средней школы; на отделе- 
нии «математика на иностранном язы- 
ке» готовятся учителя математики для 
специальных средних школ с препода- 
ванием на английском и франиузском 
языках. 

Студенты этих двух отделений про- 
ходят педагогическую практику в 
средних школах Москвы и производ- 
ственную практику на электронных 
вычислительных машинах. 

На всех кафедрах факультета соз- 
даны специальные кабинеты и лабора- 
тории. При кафедре вычислительной 
математики и программирования 
имеется электронно-вычислительный 
комплекс. 

За годы обучения на факультете 
студенты изучают дифференциальное 
и интегральное исчисление, алгебру, 
геометрию (аналитическую, диффе- 
ренциальную, прсективную, основа- 
ния геометрии и др.), теорию чисел, 
математическую логику, теорию алго- 
ритмов, теорию функций действитель- 
ного и комплексного переменного, тео- 
рию вероятностей, вычислительные 
машины и программирование, урав- 
нения математической физики, мето- 
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дику преподавания математики, об- 
щую физику, теоретическую механи- 
ку и т. д. Студенты изучают также 
общественно-политические и психоло- 
го-педагогические дисциплины. 

Студенты математического факуль- 
тета участвуют в спецсеминарах и слу- 
шают спецкурсы по различным разде- 
лам общей алгебры, линейному про- 
граммированию, — функциональному 
анализу, днфференцируемым много- 
образиям, теории групи, теории Га- 
луа, ассоциативной алгебре, алгеб- 
раической теории чисел, общей и ал- 
гебранческой тонологии, многомер- 
ной геометрии, теории относитель- 
ности, квантовой теорни поля, теорин 
случайных процессов и др. 

На факультете работает студенче- 
ское научное общество. Студенты фа- 
культета привлекаются к научной 
работе по математике и ведут научно- 
экспериментальную работу по вопро- 
сам преподавания математики в сред- 
ней школе. Лучшие студенты, про- 
явнвшие способность к научно-иссле- 
довательской работе, как правило, 
рекомендуются в аспирантуру. Под- 
готовка аспирантов ведется на всех 
кафедрах факультета. 

Вступительный экзамен по мате- 
матике на математическом факультете 
состоит из письменной работы и уст- 
ного экзамена. 

В письменную работу включаются 
четыре задачи, требующие хорошего 
н сознательного владения школьной 
программой и, конечно, определенных 
способностей к математике. В билеты 
устного экзамена включаются по два 
теоретических вопроса в соответствии 
с программой по математике для 
средней школы. 


Чтобы дать представленне о содержанин 
и характере письменной работы по матема- 
тнке, ниже приводятся варнманты 1972 года. 


Варнант | 
1. Решить неравенство: 


1—1 < 2. 
2. Решить уравнение: 
1 
эх‘ 





СЫ (п-|-х) --2.с0$х = 2-- 


3. Дана правильная п-угольная пира- 
мида 5А:А.... Ап, боковые ребра которой 
образуют угол < с плоскостью основания. 
Вычислить тангенс половины двугранного 
угла, образованного смежными боковыми 
гранями пирамиды. 

4. Группа студеитов решила купить маг- 
нитофон ценой от 170 до 195 рублей. Однако 
в последиий момент двое отказались участ- 
вовать в покупке, и поэтому каждому из ос- 
тавшихся пришлось внести на 1 рубль больъ- 
ше. Сколько стоил магнитофон? 


Варнант 2 
1. Решить неравенство: 


1обз (4.3“—1) > 2х-Е 1. 
2. Решить уравнение: 


с0$ Зх 
сх — 


3. Трехгранный угол образован тремя 
плоскостями а, Ви 1. Две плоскости а и В 
перпендикулярны к плоскости у, а между 
собой оин образуют угол ф. Сфера $ каса- 
ется плоскости } и пересекает плоскости 
о и В по окружиостям радиуса г. Расстояние 
иентра сферы от вершины трехгранного 
угла равно [. Определить радиус сферы Ю 

4. Изделие высшего сорта на столько 
же дороже изделия первого сорта, на сколько 
нзделие первого сорта дороже изделия вто- 
рого сорта, ио эта разница в цене не превы- 
шает 40 процентов от цены изделия первого 
сорта. Предприятие заплатило 9600 рублей 
за изделия высшего сорта и столько же за 
изделия второго сорта. Общее количество 
всех этих купленных изделий составило 1400. 
Известно, что цена изделия каждого сорта 
выражается целым числом рублей. Сколько 
стоит изделие первого сорта? 


Вариант 3 
1. Решить неравенство: 


Ювьчвх (— 2 — 3х) > 2. 
2. Решить уравнение: 
5тх -- с0$х — зт 2х -|- с05 2х — с0$ Зх == |. 


3. В основаиии пирамиды лежит пря- 
моугольный треугольиик с острым углом @. 
Каждое боковое ребро равио К н иаклоинено 
к плоскости основания под углом В. Найти 
объем пирамиды. 

4. На листе клетчатой бумаги, клетки 
которой — квадраты со стороной 0,5 см, иа- 
рисоваи прямоугольник. Стороны его идут 
по линейкам, а вершины расположены в уз- 
лах клеток. Периметр прямоугольника ра- 
вен 74 см, а площадь больше 270 см?, но 
меньше 280 см?. Найти стороны прямоуголь- 
ниха. 





25тх — 


Е. В. Веретенникова, 
В. И. Крупич 
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Новые 
автоморфные числа 


В «Кванте» № 1 за 1973 год 
{стр. 33) было рассказано 
об автоморфных числах н 
приводнлось 100-значное ав- 
томорфное число. Примене- 
ние ЭВМ позволяет без тру- 
да получать гораздо боль- 
шие автоморфные числа. 
Нами с помощью ЭВМ 
«Минск-32» была вычислена 
пара  1035-значных — авто- 
морфных чисел и 1035 стар- 
ших разрядов их каадратов. 
Вычисления заняли 1,5 ми- 
нуты. Программа позволяет 
находить 45000-значные ав- 
томорфиые числа, предпола- 
гаемое время счета — 1,5 ча- 
са. Вот одно из 1035-знач- 
ных автоморфных чнсел. 


611190197744642421025136748 
701117131278125400133690086 
034889084364023875765936821 
979626181917833520492704199 
324875237825867148278905344 
897440142612317035699548419 
499444610608146207254036559 
998271588356035049327795540 
741961849280952093753026852 
390937562839148571612367351 
970609224242398777007574955 
787211559767413458997537695 
515862718887941516307569668 
816352155048898271704378508 
028434084412644126821848514 
157729916034497017892335796 
684991447389566001932545827 
678000618329854426232827257 
556110733160697015864984222 
291255485729879337147866323 
172405515756102352543994999 
345608083801 190741530060056 
055744818709692785099775918 
05007541642852770816201 1350 
246806058163276171676765260 
9375280568442 14486193960499 
834472806721906670417240094 
234466197812426690787535944 
616698508064636137166384049 
029219341881909581659524477 
861846140912878298438431703 
248173428886572737663146519 
104988029447960814673760503 
957196893714671801375619055 
462996814764263903953007319 
108169802938509890062166509 
580863811000557423423230896 
109004106619977392256259918 
212890625. 


И. М. Блих, Б. К. Ивик 
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«Ивант» для младших школьников 








Художник Э. В. Назаров 


1. У двух рыбаков спросили: 
«Сколько рыбы в ваших корзинах?» 

«В моей корзине половина числа 
рыб, находящихся в корзине у него, 
да еще 10», — ответил первый. «А у 
меня в корзине столько рыб, сколько 
у него, да еще 20», — сказал второй. 
Сколько же рыб у обоих? 


2. Ветер уносит воздушный шар 
в северном направлении. В какую 
сторону при этом отклоняется фла- 
жок, прикрепленный к вершине гон- 
долы? 


3. К треугольнику на рисунке 
пристроили равнобедренный треуголь- 
ник так, что получился новый тре- 
угольник. Сколькими способами это 
можно сделать? 


4. Даны два совершенно одннако- 
вых длинных железных стержня. Один 
из них намагничен. Как определить, 
какой из двух стержней намагничен, 
не пользуясь никакими другими пред- 
метами? 


5. В кладовке я нашед кусок фане- 
ры прямоугольной формы, расчер- 
ченный на 64 клетки (см. рисунок). 
«Хорошо бы из нее сделать шахмат- 
ную доску» — подумал я. Но как? 
Помогите мне разрезать этот кусок 
фанеры на 2 части так, чтобы из них 
можно было склеить шахматную дос- 
ку. 

6. Из тающего снега снежки ле- 
нить легко, а когда температура сне- 
га намного ниже 07 С, снежки лепятся 
очень плохо. Почему? 
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Огонь в решете 





Опыт, который мы предлагаем 
вам проделать, — почти фокус. Что- 
бы показать’ этот фокус, вам понадо- 
бится гладкий металлический стер- 
жень, бумага, свечка и спички. 

Вырежьте узкую полоску бумаги 
н намотайте ее винтом на металли- 
ческий стержень. Сделать это надо 
так, чтобы бумага везде плотно при- 
легала к металлу. Теперь зажгите 
свечку н внесите в ее пламя стержень, 
обмотанный бумагой. Бумага ие го- 
рит! Уже руке горячо держать стер- 
жень, а бумага все пе горит. И прой- 
дет достаточно времени, пока она 
загорится. 

В чем же дело? Ведь бумага «сама 
по себе» прекрасно горит. 

Объясняется этот «фокус» высокой 
теплопроводностью металла. Метал- 
лический стержень быстро «отнимает» 
тепло у бумаги и в течение несколь- 
ких минут не дает ей нагреться до 
такой температуры, при которой она 
может загореться. 

Свойство металлов хорошо прово- 
дить тепло очень наглядно демонст- 
рируется и таким опытом. Возьмем 
сделанную из медной проволоки сет- 
ку (в местах переплетения проволочки 
должны соприкасаться очень плот- 
но). Поместим эту сетку над газовой 
горелкой. Если при открытом кране 
горелки вы зажжете газ над сеткой, 
то таз под сеткой не воспламенится. 
Если зажечь газ под сеткой, то через 
сетку пламя не «просочится». 

Теперь вы, вероятно, уже сами 
сможете объясиить, почему это про- 
исходит. 

В те времена, когда еще не было 
электрических шахтерских лампочек, 
шахтеры пользовались так называе- 
мой лампой Дэви. В самом простом 
виде — это свеча, «посаженная» в ма- 
ленькую металлическую клетку. И да- 
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же еблн шахта полна легковоспламе- 


няющимися газами, горящая лампа 
Дэви не вызовет взрыва — пламя не 
«выходит» за пределы лампы благода- 
ря металлической сетке. 

Т. С. Петрова 
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Ответы, указания, решения 
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К статье «Сколько существует операций 
над множествами?» 
Пусть Ё— нелинейная операция; рас- 


смотрим отвечающий ей мпогочлен |(х, ... 
..., Хп). В него обязательно будут входить 
одночлены выше первой степени. Их может 
быть несколько. Выберем один из чих, ко- 
торый имеет минимальную степень (но ббль- 
шую 1). Пусть это ху... ж, #22. Под- 
ставим вместо Аз, Ау, -... Ак универсальное 
множество /, а вместо Ану, .--, Ая — пустое 
множество 0. Возникнет операция над парой 
множеств А:, Аз, которой будет отвечать 
многочлен вида хих» -- ах, -- 9х. с, „где а, 
Ь, с могут принимать значения 0, 1 (" Ё нуж- 
но подставить хз == Х. = ... == Хи = |, Ха == 
=... = и == (0; покажите, что при этом все 
одночлены выше первой степени, отличные 
от х...- Хь, обратятся в 0 ввиду миннмаль- 
ностк степени #). Подставляя в случае необ. 
ходимости А, = В, А, = В» (соответственно 
хм =ш-ЕЬ х=и-1) мы можем обра- 
тить в нуль коэффициенты ан 6, то есть 
получим или В; [] В. или В, [| В.. В по- 
следнем случае можно или, воспользовав- 
шись дополнением, получить операцию 
В: П 6», нли вспомнить, что функция Шеф- 


фера АПВ позволяет выразить через неё 
все операции (п. 8}. 


К статье «Поверхностное натяжение» 


1. За собой. Тогда на участок поверх- 
ности воды, на котором находится насекомое, 
будет спереди (перед насекомым) действовать 
большая сила поверхностного натяжения 
ЧИСТОЙ Воды. 

2. Предположим, что в снлу каких-то 
случайных прнчин радиус одного пузыря 
уменьшился, а раднус другого увеличился 
{рис. 1, а). Тогда согласно` закону Лапласа 
давленне в меньшем пузыре станет большим, 
и воздух начнет перетекать в больший пузырь. 
Меньший пузырь будет дальше умень- 
шаться, оставаясь при этом частью сфери- 
ческой поверхности. С того момента, когда 
радиус этой сферы станет равным раднусу 
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трубочки, дальнейшее уменьшение объема ма- 
ленького пузыря будет вызывать увеличение 
его радиуса кривизны. Этот процесс будет 
продолжаться до тех пор, пока радиусы кри- 
визн обоих пузырей ие сравняются (рнс. 1, 6). 
Это положение будет положением устойчи- 
вого равновесия. 

3. См. рисунок 2. 

4. В случае смачивання (рис. 3, а) во- 
да между спичками поднимается на боль- 
шую высоту, чем у внешней стороны спички. 
Давление на спичку со стороны поднявшейся 
воды меньше атмосферного (см. зад. 3). По- 
этому на внешнюю сторону спички действует 
большая сила, чем на внутрениюю, и спички 
притягиваются. В случае несмачивания по- 
верхность воды примет форму, показанную 
на рисунке 3,6, и аналогичное рассуждение 
приводит к тому же ответу. 

5$. См. рисунок 4. 


К статье «Закон сохранения энергии». 


138? = 1,25 дж. 


| 


ев 


-®@ = 
2. 9 СЕ?. 

Фо Чо 
(И = 2Е— 1 [при Е> ©). 


К статье «Движение заряженных частиц в 


электрическом поле» 
= 2 и й 
а 


1. То = 2л Е 
‚ если вектор Е вертикален, 


где а =а+-= = 
а Ие+ (4 т ‚ если вектор Е го- 
т 


т у = Г. 
изонтален: = |/ 8. 
р т, 


—Ь = ь. 
ть 


3. Электроны ве будут попадать на 
пластину, когда заряд конденсатора станет 


то? о 04 


таким, что == —0, где © = — == 


2. = 


с 65’ 
ли бей 
то есть при —5— = —&5. Отсюда @ == 
ту?5 г, 20 ли? 
а = = — 125 ни СЕНЕ В я 


4, Из закона сохранения энергии сле- 
99 _ ти 94 
ЕР => 2 = ` 


Отсюда и’ = у"-ч в ЕЮ 
т в К° 











дует, что "5 
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К статье «Московский энергетический 
институт » 


Бнлет 1 

тяз31 г. 

Примечание. При решении задачи 
можно воспользоваться или объединенным 
газовым законом, или уравнением Клапей- 
рона—Менделеева. 


Билет 2 
— т Асща м;с. 
У уреаеа | 
Бнлет 3 
3 
р = = Ра» 
где рв — плотность воды. 
Билет 4 
Баг 
ВЕ — РА =: ом. 
Бнлет 5 


Але ИЕ лв м 


(с = 3-108 м/с — скорость света). 


К статье «Московский институт электрон- 
ного машиностроения» 

Варнант 1 

1. Нас интересует лишь отношение про- 
изводительностей труда, поэтому можно при- 
нять общий объем работы за 1, время, иеоб- 
ходимое фабрикам для ее выполнения (до 
повышения производительности), тоже за 
|, а производительиости обозначить через 
и, в 02. По условиям задачи 


и ы=\, 
2 1! 
(01 + 2%) (1-5 РО =1. 


Каково же отношенне & = и, : #7? Под- 
ставим из = Ат: в первое уравнение. Полу- 


1 
, = 1, откуда Е 
Ё | 
ГР. ЕЯ 


чим о, -- Ки 





Подставляя из = 


во второе уравненне, находим: 


Е - зар 
(ева тв) ((-* 15 


откуда 442 — 9-2 —=0, Е, =2, № = 


— 


Далее, поскольку каждая фабрика пе- 
реработала не менее 1/3 сырья (тоесть пер- 
вая фабрнка переработала от 1/3 до 2/3 
сырья}, имеем ограничение на #: 


| о 
ЕЕ =, 


откуда 1/2 А =2. Следовательно, #=3. 

Проверка показывает, что все величнны, 

входящие в условие задачи, имеют смысл. 
Ответ: 0›:%, =2. 


2. Имеем: 
= (510 х — 6058 х) (9112 х | с05? х) = —5052х; 


$1%х — с0%х = 


$118 х — с058х = (31% х — с05%х) 
($14 х -- с054 х); 
51% Х -- 605% х == (п? х - 05 х)2 — 
. 1 
— 2518 х Х с058 х=1 ео" $18 2х == 
| К 1 
=! —-4 (1! — с0$ 4х) = -4- (3-+ с0$ 4х). 
Исходное уравнение приводнтся к виду: 
1 
С0$ 2х = 4.05 2х--4- (3-2 со$ 4х). 
Остается рассмотреть два случая: 
1) соз2х = 0; 
2) а (3 - с0$ 4х) = 4. 
Ответ: если а>2 илна< 1, то х= 


2. №. пл 
А + 2; если а = 1, то =-5`, 
ыы Рл 


ха о если 1<а<?, то х== 


1 4 Е 

= +-р ео —3) +" х=--+ 
Ел 

---2 (всюду Ё, п=0, +1, 2,...). 


3. Область определения мы находнм из 
УСЛОВИЯ 
3-1 





Отсюда получаем: х> 8 или х< — 5. 
х-5 

При этих значениях х функция 2 = к 
принимает любые положительные значения, 


22-5 
кроме 1|так как х = $1 | а потому ш 2 


принимает любые значения, кроме 0. 
в вет; область определения: х>8 илн 
х< — 5; 


область зиачений: любые дейст- 
внтельные числа, кроме 0. 
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4. Неравенству удовлетворяют все зна- 
чения х, для которых: 


] 
а) 9% —2.3* —3=0, х— > >0; 


1 
6) 1053 (.- =) =0. 


1 
В первом случае — 155 3% 3, >, 


х> 
1 3 
откуда —5- < х = 1; во втором х = -5`, 
- 
2 


1 
Ответ: -57 <х=! ИДИ Хх = 


81 
Б. Ответ: УЗ 
48 со & 


Вариант 2 

1. Из первого н третьего условий имеем: 
вт! 1 р 
24 <^2 , откуда 2(й т < 1-14, 
п<2. Проверка показывает, что п = 1, т= 
—3—единственное решение. 

2. Рассматриваемое неравенство равно- 
сильно следующей смешанной енстеме: 

42 — 2.4“ —3< 0, 
| 4.37 —9 50. 

Из первого условня получим: — со < 
<х<ов. 3; из второго нмеем: х5Ё2 — ]08з 4. 

Теперь необходимо проверить, попадает 
ли число 2 —1034 в интервал (— ©, 


1ойз 3}. С этой целью воспользуемся очевид- 
ным  неравенством 108.3 № 10934 > 2 


1 
+-->» если а>0 ная |. Отсюда 
2— 1о9з 4 < 08, 3. 
Ответ: — оо<х<Чов, 3; х52—ювз 4. 
3. Обозначим корнн данного квадратно- 


го уравнения через х, и х.. Тогда имеем, 
согласно теореме Внета, 


1 
м х =1—аф, ху-х, = и с05? Фф- 
Преобразуем сумму квадратов корией сле- 
дующим образом: 
х? +2 = (ха + хз} — 2х. = 2 — 251$. 


Отсюда видно, что эта сумма будет 
наибольшей при “п ф = — 1. Легко прове- 
рить, что при этом уравнение имеет два 
действительных корня. 


Ответ: = 52, Е—0, 1, 
ЕО. 


1 
4. Ответ: еслн |а|<-_, то реше- 


ний нет; 


1 ы 
ЕК 


3 1 
Хх агсзп —5 ; если а= — >, т х= 


я вл х се 
ве В, 


1 
если а> 5, тх= 4 (— 1" х 
. 5 | 
х агс9п Убе 9 * 
1 } 3 .. Пи 
а от 4: 


1 1 
если а< = то х=—4 х 


640" - 9 4 
ВЕНЕ РЕ 
бла? -- 9 


пл 
а (п =0, И, == 25-2). 


\ (—1)п агсят у +—- 


] 
---4_ асыт —- 


а? со а 18 В 


Ба 2с0$ За 


К статье «Московский институт сталн 
и сплавов» 


Варназнт 1 
ф — 23 51? (о -:- В) 
И 512 а-я? В ‘ 


з 3 
2. —Иа—1. Указание. У2— /5= 


= Ув ри НЕ т. к. 


2—5 < 0, и {2-- У@— У)=-ь. 

3. 112 <а<!. Указание. Подста- 
вив х ==1 в неравенство, получите, что 0< 
«а<!. Отсюда 2а-!-! > 1. Далее перей- 
дите к основанию 7. 


] 
4. х= +6 тп =0, И, =2,...). 
Указание. Из уравнения вытскает. что 
1 
с0$ 2х = 5 ЗА, где & == 0, 1, -2..., 
Покажите, что К -= 0. 
Вариант 2 
& . 
аз $т —5- та 


ни= х 


;зтф 
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х У = (+++) <= (+5) : 
2. —\%. 


3. —4<х<—3; 3<х< 5. Указа- 


ние. Подставив х = — 3,5, убедитесь, что 
О<%а< 1. 
1 
4. х, = — 2; д. = 5; ж4а= 
ЕЕ. хь = 1. Указание. 
Получив 
„7—3 + У@— 38): — 4(38— 1) 
23—10 ' 
где. Ё =0, -=1, +2,..., убедитесь, что дей- 
ствительным х будет только при & = —1,0,1. 


Варнант 3 


1. $бок = За? УЗ соза. 
2. х--1. ОДЗ: х—1, 


3. —-3<х<—'7; Уз <х<2. 
Вариант 4 


212 Ча л [2 
|. 560к = эта "99 (+ 72 =). 


2. 2<х<4. 


3. 1,3, 5, 7. Указание. Чнсла, сос- 
тавляющне геометрическую прогрессию, за- 
пишите в внде а; 29; а9*; а93. Тогда в силу 
условий задачи числа 2—1, 9—1, @9?—3, 
043 —9 составляют арифметическую про- 
грессию. Далее воспользуйтесь основным 
свойством арифметической прогрессин. 


ДЁ 1 „1 
4. х1 ==; х: = 5 (— 17 агс мп 5; Е 


Указание. 


1 
+ пя, где Ё, п=0, +1, 2, ... 


К статье «Московский институт 
ниженеров железнодорожного транспорта» 


Вариант 1 


1. Однн может выполнить работу 


8 
за 615 часа, другой — за 9— часа. 


2. Х\ == 4, у; = 64, хо =- 64, У = 9. 
Указание. Необходимо представнть 


х —у как (И=— У ({Их- уу и далее 


воспользоваться теоремой Внета, 


2 у 5 
3 и=— $ Е 
и 3 а 
Указание. Выразить площадь диага- 


нального сечения $ и высоту пирамиды Й 
через сторону основания. 
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л р _п. 
4. хе 27, х= — фл, 


где Ё и п-— любые целые чнсла. 
Варнант 2 


1. Длина наклонной плоскости 60 см, 
увеличение длины окружности на 2 см. 
2. х=2, у== 1/2. 


рт [2 
3. а с0$ © СВ 2: 





4. > (уза в). 


Указание. Представнть 70° -!- © как 
(20° + о) - 30°. 

Варнант 3 

т. 14 часов. 

Указание. Зах часов обозначить вре- 
мя выполнения всей работы одинм рабочнм, за 
{ часов — промежуток времени, чарез который 

{ 


приступалн рабочие к работе, тогда те = 


время работы последнего рабочего. 
И $+ (51 -[ $) 


ея 
и 452 — 52 


1 — Иа, 


3. При 0«<а<1 ри Иа 
х=— 1+ У! — Ца, ж=—1+У 1+ а, 


при а>! х-- а Рену, 


Указанне. Перейти к уравнению в 


форме 2108. |х|-- 2 Юва (х +2) = 1 
1 л 
4. х=(-— 1) +1 агсат ЛА, 
( ) 1 о 1/5 4 + 
где Ё—любое целое число. 
Указание. Наиболее просто уравне- 


ние решается, если использовать равенство 
тах = (5тх -|- со х)? — 1. 


К статье « Уральский государственный 

укиверситет » 

Математико— механический факультет 
Математика 


Е: 


4: 
›. 2(2 ИЗ л+9) 
81 | 


3. хх — 2; — 2 — ра: 


1 Е] 
ка И 

7<х< х р 

1, 


4. а=лл, п= 0, 31, 32,... 
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Физика 

Бнлет 1 

#=1,5 Р. 

Билет 2 

4 

н=# (3 де. 
Бнлет 3 

{ —= 764 мм. 

Бнлет 4 


АВ 
6 = 2 100% = 0,3%. 


Физический факультет 
М атематика 


1. бл. 
ие 
м а Я 


3. хх х>0. 


1 1 1 1 
в. (+. -3); (-+. 1): 
{—1, 0); (0, 1; © —1}; 9,0 


Физика 
Билет 1 

В, = 30 сл; №. 
Билет 2 

[ = 34 см; 15 = 24 см. 
Билет 3 

Го 2 5,5 - 10-? см. 
Билет 4 

Клоб —= 3600 ом. 


20 см. 


К статье «Московский государственный 
педагогический инстнтут имени 
В. И. Ленина» 


Вариант | 


1. 3<х<4, х>5. 
5з 


Л =————_ 
в — —= №271, Е 
+ 2Ел, п, В — любые целые числа. 


д 
И 
3. В = И 


4. Пусть х— стоимость магнитофона 
(в рублях), у- число студентов. Тогда: 





5; 2х — уж 


= У! 2х, так как у = 1 — И 2х<® 


и, следовательно, ие подходит. Значит, и — 
натуральное число, удовлетворяющее двой- 
ному неравенству: 

1+ 73411 -+ 1391. 


Едииствениым подходящим значением 
является у —= 20. Значит, 2х -= 360: х = 180. 


Вариант 2 
1. — 150. 
2. х=(— 17 агс5т УИ + 


т 
пл, п — любое целое число. 


Ряпя и +“ 


3. = — а 
у г зе 9 


3. Пусть х — цена изделия лервого сор- 
та (в рублях); у — разница в цене (в руб- 
2 


лях). По условию у 5х. Где хиу — це- 
Ва ‚ 9600 
лые числа. авим уравнение: хи == 


9600 
++ и 1400. Отсюда: 96х = 7(х? — ц2), 


значит, 7х? — 96х — 7у?. Кроме этого урав- 
нения удовлетворяются еще два иеравенст- 


2 
ва: ух, значит, 0< 72? — 96х < 


2 \2 
=7 (-5- х] . Из неравенства 7х — 96х > 0 


получаем: х (7х — 96)>>0, и так как х>0, 
то 7х— 96>0, 7х>96, а Из неравен- 


2 
стяа 7х1 — 9бх7 —_х| получаем: 147х*— 


—96-25х=0, х(147х—96-25)=0, и так как 
х>0, то 147х—96.25<0, х= 6. 

Значит, возможными значениями х бу- 
дут числа 14, 15, 16. Однако у получает 
целое значение Только при х =- 14, так как 
Ту? = 7х—96х. Поэтому изделие первого 
сорта стоит 14 рублей. Впрочем, последнюю 
часть рассуждений можно сократить, если 
заметить, что из неравенства х (7х— 95) == Ту? 
следует, что х должио делиться на 7. Зна- 
чит, х = 14. 


Вариаят 3 
5 3 
о" 


Ри 
х=-3 + 3 , 





2. х= 2пл, 





л 5пл 
х=— + 2пл, х=—6 -- 27 л, п— лю- 


бое целое число. 
КЗ 
3. У = -5 эт 2а-53т 28 -с05 В. 
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4. Пусть х — длина одной из сторои 
прямоугольника {в см), тогда (37 —х) — 
длина другой стороны. При этом х должно 


быть равно —5- ‚где # — натуральное число 


(но условию). Тогда получаем: 


270 < х (37 —х)< 280, 
270 < 37х — хз <. 280. 


Отсюда: 


{ х? — 37х-- 20 < 0, 
х* — 37х - 280 >> 0. 


Из этой системы неравенств следует, что 
заведомо 10< х< 11 нли 96< хх 77. Ус- 
ловню задачи удовлетворяют только два зна- 
чения: х = 10,5 и х=- 26,5. 


К статье « Телевизнонные физико- 
математические курсы для поступающих 


в вузы» 
Физика 
1 1 — ал В.К — ВВ _, 
о пафаВ ев ^^ 


1 
2. У = тв 1-Е) = ИЕ м/с. 





еВ?А? 
= р 10? 
3 = сре = 1,26-107 в. 
4. с см. 
Г(а+1—[) 
5. а жа см. 





ее о: 
6. де. 1/8 — кН] = 
У» 1 И 


2=4,3 см. 


7. [225,4 см. 


Математика 
Контрольная работа № 1 


# 

1. 27; 393. Указаиие: При реше- 
нии удобно перейти к логарифмам по осно- 
ванию х. 

2. х=- 3. 

3. Первое уравнение раскладывается на 
множители: 


(ху (2—2) = 0. 


Остается решить совокупность трех систем 
уравнений: 


х= у, х = 35, 
| 2х? -4- у? = 12, | 2х2 -|- у? = 19, 
х= — 39, 
| 2х2 4 у? = 19. 
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бе 5 ( 


о р НА ыы 
уз): (--ух: —уз): (уж 
же 1 ВИ 
-55: (9:9) 

4. х=5; иу=4. 

5. 125625. Указание: Если обозначить 
через х первые три цифры, а через у — по- 


следние три цифры искомого числа, то ус- 
ловням задачи соответствует система 


1130000 -- и = 9 (1000х - у). 
юйз х — 08% и = 1. 





6. у--УА (Е? — 0) х 


4 
х У (Е — 22) (Р те 228), 


где Р=Е, -+- Е. + Ез. Указание. Из ус- 
ловий задачи следует, что высота пирамиды 
проходит через центр окружности, впнсан- 
ной в треугольник, лежащий в основании 
пирамиды. 


Контрольная работа № 2 
5 


1. полн = = . 


2. И =2 г. 


л [2 
Эл гЗ с (=- >) 


4-Й = 3с05 @-5т 24 


ы 
4. в. Указание. Следует постро- 


ить сечение тетраэдра плоскостью, проходя- 
щей через ось цилиндра н боковое ребро 
тетраэдра, пересекаемое этой осью. ры 
доказать, что: а) две из четырех точек ка- 
сання цилиндра с тетраэдром лежат на сто- 
ронах треугольника, получившегося в сече- 
нии, они будут концами днаметра круга, 
являющегося одним из основаннй цилиндра; 
6) центр круга, который является одним из 
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оснований цилиндра, совпадает с точкой 
пересечения медиан этого треугольника. И, 
наконец, выразнть обремы цилиндра и зетра- 
эдра через длинну ребра тетраэдра. 


5 й(4 УеЕе5) 
я 


К ребусам 


1. 94 1833 =282 549. 
3. 834 970-3==2 504 910. 4. 93 9897 492+ 
+7492 =108973. 5. 12607.3=37 821. 6. 
26 159-4 = 104 636. 7. 13606-7 =95 242. 


«Квант» для младших школь- 


2. 29750-3 = 89 250. 


К задачам 


НИКОВ» 
(см. «Квант» № 6, 1973) 


1. Четыре. Указание. Сложить 
чнсла на всех прямых; получится удвоенная 
сумма чнсел от | до 7 плюс число в вершине. 
С другой стороны, эта сумма должна делить- 
ся на пять. 

2. Давления в точках А, Ви С различны. 


Рис. 5. 


3. См. рисунок 5- 
4. При прыжке в лесок скорость га- 
сится за более продолжительное время. 


5. 101 9=л-9- (1-9). 


6. В воздухе весы уравиовешены. Еслн 
же воздух откачать, перевеснт та чашка, на 
которой лежит дерёвянный брусок, так 
хак по закону Архимеда в воздухе на него 
действовала большая выталкивающая сила 
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ВУ ЗУ. 7. 
СПУТНИКИ СВЯЗИ 
«МОЛНИЯ» 


Усиенное разнитие кос- 
мичиской техники помолило 
иктявить ид сжоу свя 
инерчестйенные СПУТНИК Н 
Земли. Восемь аст тому ча 
зад. 23 ииреля 1905 гола в 
Советеком Соне был осу- 
тщести. ен АЯ нерного 
спутинки свяаи с Мелния-}» 

Сиутннь был выведен на ор- 
оит\, с которой ой разв сут- 

кн Ил свиленя о мовремен 

но иг Москвы и Владиво 

това пе Время сеансов 

СВЯЗН про ОЛ НТО ЛЬНоХ ТЬЮ 
волес Я часов кажлый. В это ВетугАпь в С 

СЕТЬ кг 

преми он ретранелирокал те- поитА- 
‚свизионные передачи (чер- : 
но-ветые во ныстные), теле И 
фонные переговоры,  теле- Учи: 
рафные ни фототелеграф- 
ные * поищи я Запусьх 
ЭТОО СНУ  ПовАцЕены 
и'оорлженные  злекь чарки 
СССР. Бо.иарии. Веверии и 
Монголии. 

С тех пор зануськи ие- 

кУсственных СНУТИИКОВ 
Молиня» произналятся рё- 
зулярио по свециальной иро- 
прамме. На изображенной 

весь совегекой майке нокх- 
О О В 
рни, запущенный ЭЙ октября 
1956 гола. 

К Птн реятон годов- 
пипе Великой Октябрьской 
Сопнилистнческой — Револкы- 
иин и илиеи сграие начала 
раоотать ссть специальных 

гавний «Орбита». осу щест- 
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Цеитральиоко — телевиления 
на ЗИ миллимия человек 
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КРОССВОРД 


Йо горизхитали 





3. Расплавленная минервльная 4. Исследо- 
ватель Арктики. 6. Мера неопределеиности. 8. Ис 
точиик звука. 13. Неожиданная неудача. 15 Един 
ннца давления. 17. Кристаллы воды. 19. Онтиче 
ское атмосфериос явленне. 20. Погрешность. 21. Ос 
повное понятие, используемое при измеренин и 
счете. 22. Французский математнк ХУИН| зека, 
написавший первую научную работу в № лет. 
23. Множество действительных чиссл. 25. Вывод. 
26. Сисиналист в одной из молодых областей ма- 
гсматики. 27. Крупиики минералов. 31. Мера дли- 
ны. 32. Воздействие силы иа поверхность. 37. Ав- 
лийский физнк, один нз осиователей квантовой 
мсханнки. 39. Вид энергии. 41. Древиегреческий 
математик. 343. Вид протнзорсчня. 45. Заданные 
условня работы прибора. 46. Набросок. 47. Англнй- 
ский математнк, который ввел знак равенства. 
48. Разделение ядра на составные частн. 49. На 
града победителю. 50. Немецкий физик. 51. Гео- 
метрическая фигура. 656. Итальянский физнк 
Х1Х вска. 57. Пояюс гальваническога элемента. 
58. Выдающийси немецкий философ. 59. Группа 
Фоветских учсных и инженеров. нзучавших в 1932— 
НЗ гг. рсактивное движение. 











По вертикали 























|. Минерал. 3 Знак длн завнсн чисел. 3. Русский Г. 
физик, носледоваюший персход электрической энер- т 
гии з тенловую. 5. Результат. 7. Предсказание 
9. Путь следования. 10. Вспомогательные вычис- ы 
лення И. Дробная часть дссятнчикто логарифма. 
12. Сходство. 13. Квантовая хэрактеристика эле- 
мситарной частицы. 14. Шлюи для мстеорологиче 
ских наблюденнй, ностроеиный в Россини в ХХ ве- 
ке. 16. Внд изменения. 18. Едниица измерсния ча- 
стоты колебаний. 23. Постоямная. 24. Изменение 
параметров зысокочастотиых колебаний для ра- 
дносвязи. 27. Упорядоченное множество из локо- 
мотнва и вагонов. 28. Гипотегическая частица с 
дробным зарядом. 29. Английский ученый. один 
из создателей волновой теорин свста. 30. Фраицуя- 
ский физик ХЕХ века. неследователь магнитного 
поля. 33. Качество. исобходимое для творческой 
деятельности. 34. Изобретатель громоотвода. 
35. Мехавический компас. 36. Летательный аппа- = 
рат. 38. Единнца намерения углов. 40. Металличе- 
ский баромстр. 41. Электрические батареи нли ак- 
кумуляторы. 42. Марка телевнаора. 44. Круг, разе 
делениый по окружности на градусы, 52. Колеба- 
нне. восорннимаемое на слух. 53. Одно. на я 
открытий Человсчс Понижение 
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УН ВСЕСОЮЗНАЯ 


ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 
ПО МАТЕМАТИКЕ 


Заключительный тур УЦ Все- 
А - математической 
олимимады школьников про- 
ходня в Кныммеве с 11 го 
4$ апреля 1973 года. Под- 
робную ниформацию о нем 
мы поместим в следующем 
номере нешего журнала. 
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27 мая 1973 года скончался член редакционной коллегии журнала 
«Квант», один из крупнейших советских ученых, выдающийся орга- 
низатор науки и общественный деятель, Председатель Верховного 
Совета РСФСР, вице-президент Академии наук СССР, заместитель 
директора Института атомной энергии им. И. В. Курчатова, заме- 
ститель председателя Совета по координации деятельности акаде- 
мий наук союзных республик, главный редактор журнала «Вестник 
Академии наук СССР», председатель научного совета по комплекс- 
ной проблеме «Методы прямого преобразования тепловой энергии 
в электрическую», Герой Социалистического труда, лауреат Ленин- 
ской и Государственных премий, академик Михаил Дмитриевич 
Миллионщиков. 


Пар:ЛКуапетесте.ги 


Михаил Дмитриевич МИЛЛИОНЩИКОВ 


М. Д. Миллионщиков родился 16 января 1913 года в городе Грозном. 
В 1932 году он окончил Грозненский нефтяной институт, а в 1938 году — 
аспирантуру Московского авиационного института. В дальнейшем он 
работал в Центральном аэрогидродинамическом институте имени 
Н. Е. Жуковского, а с 1949 года и до последних дней жизни — в Институ- 
те атомной энергии имени И. В. Курчатова. 

Михаил Дмитриевич рано начал самостоятельные научные исследова- 
ния. Еще в двадцатилетнем возрасте он исследовал ряд проблем теории 
фильтрации нефти и газа в пористой среде, непосредственно связанных 
с нуждами развивающейся нефтяной промышленности Советского Сою- 
за. В период учебы и работы в Московском авиационном институте 
М. Д. Миллионщиков начал заниматься теорией турбулентности под 
руководством академика А. Н. Колмогорова. Турбулентное движение 
жидкостей и газов является весьма распространенным природным явле- 
нием. При таком движении частицы среды движутся неупорядоченно, 
образуя вихри. Турбулентное движение играет важнейшую роль во мно- 
гих технических процессах (обтекание крыла самолета или корпуса ко- 
рабля, движение жидкостей по трубам и т. п.). Однако теоретический 
анализ такого движения связан с большими трудностями. М. Д. Мил- 
лионщиков разработал тонкий математический аппарат, который по- 
зволил существенно продвинуть вперед изучение турбулентности. 

В 1949 году, по приглашению академика И. В. Курчатова, М. Д. Мил- 
лионщиков включился в разработку проблем использования ядерной 
энергии. Проведенные им исследования внесли существенный вклад 
в развитие советской атомной техники. В частности, им были получены 
очень важные результаты в области создания высокотемпературных 
атомных реакторов. 

М. Д. Миллионщиков много занимался вопросами магнитной гидро- 
динамики, то есть изучением движения проводящих газов в магнитном 
поле. Исследования этих вопросов имеют большое значение при разра- 
ботке методов прямого преобразования тепловой энергим в электриче- 
скую. 

В работах М. Д. Миллионщикова счастливо сочетались интуиция 
инженера с глубокой математической культурой. 

Учитывая крупный вклад, внесенный М. Д. Миллионщиковым в науку, 
Академия наук СССР избрала его в 1953 году своим членом-корреспон- 
дентом. В 1962 году он был избран академиком и вице-президентом 
Академии. 

Более тридцати лет М. Д. Миллионщиков преподавал в ряде высших 
учебных заведений, занимаясь подготовкой научных работников. 

Международной известностью пользовалась деятельность М. Д. Мил- 
лионщикова на посту Председателя Верховного Совета РСФСР, а также 
на посту председателя Советского Пагуошского комитета, объединяю- 
щего ученых в борьбе за мир, разоружение и разрядку международной 
напряженности. 

Светлая память о Михаиле Дмитриевиче Миллионщикове навсегда 
сохранится в сердцах советских людей. 
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Блез Паскаль (1623—1662) 


БЛЕЗ 
ВАЛЬ 


ан 


к З5О-ЛЕТИЮ 
СО ДНЯ 
РОЖДЕНИЯ 


С. Г. Гиндикин 


Паскаль носил в дише водоворот без дна. 
Ш. Бодлер. «Пропасть» ® 


19 июня 1973 года исполняется 350 лет 
со дня рождения Блеза Паскаля — 
одного из самых знаменитых людей 
в истории человечества. Паскаль вхо- 
дит в число великих французов, пор- 
треты которых воспроизведены на 
ассигнациях (наряду с Корнелем, Ра- 
сином, Вольтером и Пастером). Очень 
внушительно выглядит собрание вы- 
сказываний великих людей о Паска- 
ле, и соблазнительно хотя бы пере- 
числить некоторые из них, но нас 
останавливает предостережение са- 
мого Паскаля: «...когда мы цитируем 
авторов, мы цитируем их доказа- 
тельства, а не их имена...». Мы лишь 
заметим, что разные люди в разные 
времена воспринимали Паскаля — 
мыслителя и писателя — как сво- 
его современника. 

Правильно оценить Паскаля — ма- 
тематика и физика — можно лишь 
в исторической перспективе. Сегод- 
ня об открытиях Паскаля рассказы- 
вается на страницах школьных учеб- 
ников. Для того, чтобы понять ве- 
личие этих открытий, нужно научить- 
ся удивляться тому, чему удивлялись 
его современники. Заодно мы можем 
заметить, сколь различаются ско- 





*) Перевод К. Бальмонта. 
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рости «старения» естественно-научных 
и гуманитарных открытий. 

Упомянем еще об одной грани на- 
следия Паскаля — его практических 
достижениях. Некоторые из них уло- 
стоились высшего отличия — сегодня 
мало кто знает имя их автора. Мно- 
гим ли известно, что самую обыкно- 
венную тачку изобрел Паскаль (а не 
безымянный умелец в Древнем Егип- 
те или Китае)? А еще Паскалю при- 
надлежит идея омнибусов — общедо- 
ступных карет (за 5 су») с фикси- 
рованными маршрутами — первого 
вида регулярного городского тран- 
спорта. 


1. Палочки и монетки 


Когда мы учимся рисовать графи- 
ки, то в калейдоскопе безымянных 
кривых иногда появляются кривые, 
имеющие какое-то название или но- 
сящие чье-то имя: спираль Архиме- 
да, трезубец Ньютона, конхоида Ни- 
комеда, лист Декарта, локон Ма- 
рии Аньезе, улитка Паскаля (рис. 1)... 
Редко, кто усомнится в том, что это 
тот же Паскаль, которому принад- 
лежит «закон Паскаля». Однако в 
названии замечательной кривой 4-го 
порядка увековечено имя Этьена Пас- 
каля (1588—1651) — отца Блеза Пас- 
каля. Э. Паскаль, как было принято 
в роде Паскалей, служил в парла- 
менте (суде) города Клермон-Феррана. 
Совмещение юридической деятельно- 
сти с занятиями науками, далеки- 
ми от юриспруденции, было делом 


г 


и 


нередким. Примерно в это же время 
посвящал математике свой досуг со- 
ветник тулузского парламента Пьер 
Ферма (1601—1665). Хотя собствен- 
ные достижения Э. Паскаля были 
скромными, его основательные поз- 
нания позволяли ему поддерживать 
профессиональные контакты © боль- 
шинством французских математиков. 

С великим Ферма он обменивался 
трудными задачами на построение 
треугольников; в споре Ферма с Ре- 
не Декартом (1596-1650) о 
задачах на максимум и минимум 
Паскаль выступал на стороне Ферма. 
Б. Паскаль унаследовал добрые от- 
ношения отца со многими матема- 
тиками, но вместе с тем к иему пе- 
решли и напряженные отношения 
с Декартом. 

Рано овдовев, Этьен Паскаль по- 
свящает себя главным образом вос- 
питанию своих детей (кроме сына, 
у него были две дочери — Жиль- 
берта и Жаклина). У маленького 
Блеза очень рано обнаруживается 
поразительное дарование, но, как это 
часто бывает, в сочетании с плохим 
здоровьем. (Всю жизнь с Б. Паска- 
лем случались странные происшест- 
вия; в раннем детстве он едва не 
погиб от непонятной болезни, со- 
провождавшейся припадками, кото- 
рую семейная легенда связывает с 
колдуньей, сглазившей мальчика.) 

Этьен Паскаль тщательно продумы- 
вает систему всспитания детей. На 
первых порах он решительно исклю- 
чает математику из числа предметов, 
которым обучает Блеза: отец бояя- 
ся, что увлеченность математикой по- 
мешает гармокичному развитию, а не- 
избежные напряженные размышления 
повредят слабому здоровью сына. Од- 
нако 12-летний мальчик, узнав о су- 
ществовании таинственной геометрии, 
которой занимался отец, уговорил 
его рассказать немного о запретной 
науке. Полученных сведений оказа- 
лось достаточно для того, чтобы на- 
чать увлекательную «игру в геомет- 
рию», доказывать теорему за теоре- 
мой. В этой игре участвовали «мс- 
нетки» — круги, «треуголки» — тре- 
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угольники, «столы» — прямоугольни- 
ки, «палочки» — отрезки. Мальчик 
был застигнут отцом в тот момент 
когда он обнаружил, что углы тре- 
уголки составляют столько же, сколь- 
ко два угла стола. Э. Паскаль без 
труда узнал знаменитое 32-е предло- 
жение первой книги Евклида — тес- 


рему о сумме углов треугольника. 
Результатом были слезы на глазах 


отца и доступ к шкафам с матема- 
тическими книгами. 


История о том, как Паскаль сам пс- 
строил евклидову геометрию, известна по 
восторженному рассказу его сестры Жиль- 
берты. Этот рассказ породил очень распро- 
страменное заблуждение, заключающееся в 
том, что раз Паскаль открыл 32-е предло- 
жение «Начал» Евклида, то он открыл перед 
этим все предыдущие теоремы и все аксио- 
мы. Нередко это воспринималось как аргу- 
мент В ПОЛЬЗУ того, что“аксиоматика Евклн- 
да — единственно возможная. На самом же 
деле, вероятио, гсометрия у Паскаля нахо- 
дилась на «доевклидовском» уровне, когда 
интуитнвио неочевидные утверждения дока- 
зываются. путем сведения к очевидным, при- 
чем набор последних никак не фиксируется 
и не ограничивается. Лишь на следующем, 
существенио более высоком уровне делает- 
ся великое открытие, что можно ограничить- 
ся конечным сравнительно небольшим набо- 
ром очевидных утверждений — аксиом, пред- 
положив нстниность которых можно осталь- 
ные геометрические утверждения доказать. 
При этом, наряду с неочевидными утвержде- 
ниями (такими, как, например, теоремы о 
замечательных точках треугольника), при- 
ходится доказывать «очевидные» теоремы, 
в справедливость которых легко поверить 
{например. простейшие признаки равенства 
треугольников}. Собственно 32-е предло- 
жение — первое неочевидное в этом смысле 
предложение «Начал». Нет сомнения, что 
у юного Паскаля ие было ни времени для 
огромной работы по отбору аксном, ни, ско- 
рее всего, потребности в ней. 

Это интереско сопоставить со свидетель- 
ством А. Эйнштейна, который в те же 12 лет 
в значительной степени самостоятельно по- 
стигал геометрию (в частности, иашел дска- 
зательство теоремы Пифагора, о которой 
узнал от дяди): «Вообще мне было достаточ- 
но, если я мог в своих доказательствах опн- 


ратьея на такие положения, справедли- 
вость которых представлялась мне бес- 
спорной». 


Примерно в 10 лет Б. Паскаль сде- 
лал первую физическую работу: за- 
интересовавшись причиной звучания 


фаянсовой тарелки и проведя пора- 
зительно хорошо организованную се- 
рию экспериментов при помощи под- 
ручных средств, он объяснил заин- 
тересовавшее его явление колебани- 
ем частичек воздуха. 


2. «Мистический шестивершинник» 
илн «великая паскалева теорема». 


В 13 лет Б. Паскаль уже имеет 
доступ в математический кружок Мер- 
сенна, в который входило болынин- 
ство парижских математиков, в том 


числе Э. Паскаль (Паскали жили 
в Париже с 1631 года). 
Францисканский монах Марен 


Мерсенн (1588—1648) сыграл в 
истории науки большую и своеобраз- 
ную роль ученого-организатора*). Его 
основная заслуга состояла в том, 
что он вел обширную переписку с 
большинством крупных ученых ми- 
ра (у него было несколько сот кор- 
респондентов). Мерсенн умело кон- 
центрнровал информацию и сообщал 
ее заинтересованным ученым. Эта дея- 
тельность требовала своеобразного да- 
рования: умения Сыстро понимать 
новое, хорошо ставить задачи. Обла- 
дающий высокими нравственными ка- 
чествами, Мерсенн пользовался до- 
верием корреспондентов. Наряду 
с заочным коллективом корреспон- 
дентов существовал и очный кру- 
жок — «четверги Мерсенна», — в ко- 
торый и попал Блез Паскаль. Здесь 
он нашел себе достойного учителя. 
Им был Жерар Дезарг (1593— 
1662), инженер и архитектор, созда- 
тель оригинальной теории перспек- 
тивы. Его главное сочинение «Чер- 
новой набросок вторжения в область 
того, что происходит при встрече 
конуса с плоскостью» (1639 г.) наш- 
ло лишь нескольких читателей и сре- 
ди них особое место занимает Б. Пас- 
каль, сумевший существенно прод- 
винуться вперед. 





*} При оценке деятельности Мерсениа 
надо иметь в виду, что первый научный 
журнал — «Журнал ученых» — был осио- 
ван в 1665 году. 
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Блез Паскаль в юности 
Рисунок Жана Доха. 


Хотя в то время Декарт прокладывал 
в геометрии совершенно новые пути, созда- 
вая аналитическую геометрию, в осиовном 
геометрия едва достигла уровня, на котором 
она находилась в Древней Греции. Многое 
из наследия греческих геометров оставалось 
неясным. Это прежде всего относилось к тео- 
рии конических сечений. Самое выдающееся 
сочинение на эту тему — 8 книг «Копа» 
Аполлония — было известно лишь частично. 
Предпринимались лолытки дать модернизи- 
рованные изложения тсории, среди которых 
наиболее известное принадлежит Клоду 
Мидоржу (1585—1647), члену кружка 
Мерсенна, но это сочинение фактически не 
содержало новых идей. Дезарг заметил, что 
систематическое применение метода пер- 
спективы позволяет построить теорию кони- 
ческих сечений с совершенно новых позиций. 


Рассмотрим центральную проек- 
цню из некоторой. точки О картинок 
на плоскости © на плоскость В (рис. 2). 
Применять такое преобразование в те- 
ории конических сечений очень ес- 
тественно, поскольку само их опре- 
деление — как сечений прямого кру- 
гового конуса — можно перефрази- 
ровать так (рис. 3): все они получа- 
ются при центральном проектирова- 
нии из вершины конуса на различные 
плоскости одного из них (например, 
окружность). Далее, заметив, что при 
центральном проектировании пересе- 
кающиеся прямые могут перейти или 
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в пересекающиеся или в параллель- 
ные, объединим два последних свой- 
ства в одно, считая, что все парал- 
лельные друг другу прямые пересе- 
каются в одной «бесконечно удален- 
ной точке»; разные лучи параллель- 
ных прямых дают разные бесконечно 
удаленные точки; все бесконечно уда- 
ленные точки плоскости заполняют 
«бесконечно удаленную прямую». Ес- 
ли принять эти соглашения, то две 
любые различные прямые (уже не 
исключая параллельных) будут пере- 
секаться в единственной точке. Утвер- 
ждение, что через точку А вне пря- 
мой т можно провестн единственную 
прямую, параллельную т, можно пе- 
реформулировать так: через обычную 
точку А и бесконечно удаленную 
точку (отвечающую семейству пря- 
мых, параллельных т) проходит един- 
ственная прямая — в результате в но- 
вых условиях без всяких ограниче- 
ний справедливо утверждение, что 
через две различные точки проходит 
единственная прямая (бесконечно уда- 
ленная, если обе точки бесконечно 
удалены). Мы видим, что получа- 
ется очень изящная теория, но для 
нас важно то, что при Центральном 
проектировании точка пересечения 
прямых (в обобщенном смысле) пе- 
реходит в точку пересечения. Важно 
продумать, какую роль в этом утвер- 
ждении играет введенке бесконечно 
удаленных элементов (при каких ус- 
ловиях точка пересечения переходит 
в бесконечно удаленную точку, ког- 
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Рис. 3. 


да прямая переходит в бесконечно 
удаленную прямую, и обратно}. Не 
останавливаясь на использованни это- 
го простого соображения Дезаргом, 
мы расскажем о том, как замечатель- 
но применил его Паскаль. 

В 1640 году Б. Паскаль напеча- 
тал свой «Опыт о конических сече- 
ниях». Небезынтересны сведения об 
этом издании: тираж — 50 —экзем- 
пляров, 53 строки текста напечатаны 
на афише, предназначенной для рас- 
клейки на углах домов (про афишу 
Паскаля достоверно не известно, но 
Дезарг заведомо рекламировал таким 
способом свои результаты). В афише, 
подписанной  инициаламн автора 
(В. Р.), без доказательства сообща- 
ется следующая теорема, которую 
ныне лазывают теоремой Пас- 
каля. Пусть на коническом сече- 
нии Г. (на рис. 4 [ — парабола, 
на рис. 5 — эллинс) произвольно выб- 
раны и занумерованы 6 точек.Обозна- 
чим через Р, ©, К точки пересе- 
чения трех пар прямых (1, 2) и (4, 5}; 
(2, 3) и (5, 6); (3,4) и (6,1). При 
проспейшей нумерации (по поряд- 
ку» — рис. 5) — это точки  пере- 
сечения противоположных сторон шес- 





Рис. 4. 


тиугольника. Тогда точки 
лежат на одной прямой *). 

Паскаль вначале формулирует тео- 
рему для окружности и ограничива- 
ется простейшей нумерацией точек. 
В этом случае это элементарная, 
хотя и не слишком простая зада- 
ча **). А вот переход от окружности 
к любому коническому сечению очень 
прост. Нужно преобразовать при по- 
мощи центральной проекции такое 
сечение в окружность и воспользо- 
ваться лем, что при центральном 
проектировании прямые переходят в 
прямые, а точки пересечения (в обоб- 
щенном смысле) — в точки пересс- 
чения. Тогда, как уже доказано, 
образы точек Р, @, К при проекти- 
ровании будут лежать на одной пря- 
мой, а отсюда следует, что и сами 
точки Р, О, Ю обладают этим свой- 
ством. 


ВИ @. Ю 





*) Сформулируйте самостоятельно след- 
ствия, получающиеся из этой теоремы, ког- 
да иекоторые из рассматриваемых точек 
являются бесконецио  удалечными, 

**) Ее решение можно найти в статье 
Лоловок Л. М. Вписанный шести- 
угольннк. «Квант» №1, 1973, с. 18. 
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Теорема, которую Пескаль назвал 
теоремой о «мистическом шестивер- 
шиннике», не была самоцелью; он 
рассматривал ее как ключ для по- 
строения общей теории конических 
сечений, покрызающей теорию Апол- 
лония. Уже в афише упоминаются 
обобщения важных теорем Аполло- 
ния, которые не удавалось получить 
Дезаргу. Дезарг высоко оценил те- 
орему Паскаля, назвав ее «великой 
паскалевой»; он утверждал, что в ней 
содержатся первые четыре книги 
Аполлония. 

Паскаль начинает работу над «Пол- 
ным трудом о конических сечениях», 
который в 1654 году упоминается как 
оконченный в послании «Знаменитей- 
шей Парижской математической ака- 
демии». От Мерсенна известно, что 
Паскаль получил около 400 следствий 
из своей теоремы. Готфрид Виль- 
гельм Лейбчиц (1646—1716) был 
последним, кто видел трактат Паскаля 
уже после его смерти, в 1675—1676 го- 
ду. Несмотря на совет Лейбница, 
родные не опубликовали рукопись, 
а со временем она была утеряна. 

В качестве примера приведем од- 
но из самых простых, но и самых 
важных следствий из теоремы Паска- 
ля. Коническое сечение однозначно 
определяется любыми своими пятью 
точками. Действительно, пусть {1, 2, 
3,4, 5} — точки конического сече- 
ния (рис. 6) и т — произвольная 
прямая, проходящая через (5). Тог- 
да на т существует единственная 





Рис. 5. 





/ 
Рх 


Рис. 6. 


точка (6) конического сечения, от- 
личная от (5). В обозначениях тео- 
ремы Паскаля точка Р является точ- 
кой пересечения (1, 2) и (4, 5), 9 — 
точка пересечения (2,3) ит, В — 
точка пересечения (3, 4) ин РО, а тог- 
да (6) определится как точка пере- 
сечения (1, Ю) и т. 


3. «ПЛаскалево колесо» 


2 января 1640 года семья Паскалей 
переезжает в Руан, где Этьен Пас- 
каль получает место интенданта про- 
винции, фактически ведающего все- 
ми делами при губернаторе. 


Этому назначению предшествовали лю- 
бопытные события. Э. Паскаль принял актив- 
ное участие в выступлениях парижских 
рантьеров, за что ему грозило заточение в 
Бастилию. Они был вынужден скрываться, 
но в это время заболела оспой Жаклина, и 
отец, несмотря на страшную угрозу, наве- 
щает ее. Жаклина выздоровела и даже уча- 
ствовала в спектакле, иа котором присут- 
ствовал кардинал Ришелье. По просьбе 
юной актрисы кардинал простил ее отца, ис 
одиовременно назначил его иа должность. 
Бывший смутьян должен был проводить в 
жизнь политику кардинала (читателей «Трех 
мушкетеров» это коварство, наверное, не 
удивит). 


Теперь у Этьена Паскаля было 
очень много счетной работы, в кото- 
рой ему постоянно помогает сын. 
В конце 1640 года Блезу Паскалю 
приходит мысль построить машину, 
чтобы освободить ум от расчетов 
«с помощью пера и жетонов». Основ- 
ной замысел возник быстро и оста- 
вался нензменным на протяжении 


10 


БЕр:ЛКуап.тссте.ги 


всей работы: «...каждое колесо или 
стержень некоторого разряда, совер- 
шая движение на десять арифмети- 
ческих цифр, заставляет двигаться 
следующее только на одну цифру». 
Однако блестящая идея — это толь- 
ко первый шаг. Несравненно боль- 
ших сил потребовала ее реализация. 
Позднее в «Предуведомлении» тому, 
кто «будет иметь любознательность 
видеть арифметическую машину и 
пользоваться ею» Блез Паскаль 
скромно напишет: «Я не экономил 
ни время, ни труд, ни средства, что- 
бы довести ее до состояния быть те- 
бе полезной». За этими словами стоя- 
ло пять лет напряженной работы, 
которая привела к созданию машины 
(«паскалева колеса», как говорилн 
современники), надежно, хотя и до- 
вольно медленно, -° производившей 
четыре действия над пятизначными 
числами. Паскаль изготовил около 
пятидесяти экземпляров машины; 
вот только перечень материалов, 
которые он перепробовал: дерево, 
слоновая кость, эбеновое дерево, 
латунь, медь. Он потратил много 
сил на поиски лучших ремес- 
ленников, владеющих «токарным стан- 
ком, напильником и молотком», и ему 
много раз казалось, что они не в со- 
стоянии достичь необходимой точно- 
сти. Тщательно продумывается систе- 
ма испытаний, в их число вклюзает- 
ся перевозка на 250 лье. Паскаль 
не забывает и о рекламе: он заруча- 
ется поддержкой канцлера Сегье, до- 
бивается «королевских привилегий» 
(нечто вроде патента), много раз де- 
монстрирует машину в салонах и да- 
же посылает экземпляр шведской ко- 
ролеве Христине. Наконец налажи- 
вается производство; точное число 
произведенных машин неизвестно, но 
до настоящего времени сохранилось 
восемь экземпляров. 

Поражает, как блестяще умел де- 
лать Паскаль самые разные вещи. 
Сравнительно недавно стало извест- 
но, что в 1623 году Шиккард, друг 
Кеплера, построил арифметическую 
машину, однако машина Паскаля 
была гораздо совершенней. 


4. «Боязнь пустоты» и «Великий 

эксперимент равновесия жидкостей» 
В конце 1646 года до Руана дока- 
тилась молва 06 — удивительных 
«нтальянских опытах с пустотой». 
Волрос о существовании пустоты в 
природе волновал еще древних гре- 
ков; в их взглядах на этот вопрос 
проявлялось присущее древнегрече- 
ской философии разнообразие точек 
зрения: Эпикур считал, что пустота 
может существовать и действительно 
существует; Герон — что она может 
быть получена искусственно, Эмпе- 
докл—что ее нет н ей неоткуда взять- 
ся, и, наконец, Аристотель утвер- 
ждал, что «природа боится пустоты». 
В средние века ситуация упрости- 
лась, поскольку истинность учения 
Аристотеля была установлена прак- 
тически в законодательном порядке 
(еще в ХУП веке за выступление про- 
тив Аристотеля во Франции можно 
было попасть на каторгу). Класси- 
ческий пример «боязни пустоты» де- 
монстрирует вода, ФПоднимающаяся 
вслед за поршнем, не давая образо- 
ваться пустому пространству. И вдруг 
с этим примером произошел казус. 
При сооружении фонтанов во Фло- 
ренции обнаружилось, что вода «не 
желает» подниматься выше 34 фу- 
тов (10,3 метра). — Недоумевающие 
строители обратились за помощью 
к престарелому Галилео Гали- 
лею (1564—1642), который сострил, 
что, вероятно, природа перестает 
бояться пустоты на высоте, превышаю- 
щей 34 фута, но все же предложил ра- 
зобраться в странном явлении своим 
ученикам Эванджелиста Тор- 
ричелли (1608 — 1647) и Вин- 
ченцо Внвиани (1622—1703). Ве- 
роятно, Торричелли (а, возможно, 
и самому Галилею} принадлежит 
мысль, что высота, на которую мо- 
жет подняться жидкость в насосе, 
обратно пропорциональна ее удель- 
ному весу. В частности, ртуть долж- 
на подняться на высоту в 13,3 раза 
менылую, чем вода, т.е. на 76 см. 
Опыт приобрел маситабы более бла- 
гоприятные для лабораторных усло- 
вий и был проведен Вивиани по ини- 
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циативе Торричелли. Этот опыт хо- 
рошо известен, но все же напомним, 
что запаянная с одного конца метро- 
вая стеклянная трубка заполняется 
ртутью, открытый конец  зажима- 
ется пальцем, после чего трубка пе- 
реворачивается и опускается в чаш- 
ку с ртутью. Если отнять палец, то 
уровень ртути в трубке упадет до 
76 см. Торричелли делает два утверж- 
дения: во-первых, пространство над 
ртутью в трубке пусто (потом его 
назовут «торричеллевой пустотой»), 
а, во-вторых, ртуть из трубки не вы- 
ливается полностью, поскольку это- 
му препятствует столб воздуха, ла- 
вящий на поверхность ртути в чаш- 
ке. Приняв эти гнпотезы, можно все 
объяснить, но можно получить объяс- 
нение и введя специальные довольно 
сложно действующие силы, препят- 
ствующие образованию вакуума. При- 
нять гипотезы Торричелли было не- 
просто. Лишь немногие из его сов- 
ременников смирились с тем, что 
воздух имеет вес; некоторые, исходя 
из этого, поверили в возможность 
получения вакуума, но поверить, что 
легчайший воздух удерживает в труб- 
ке тяжелую ртуть, было почти не- 
возможно. Упомянем, что Галилей 
пытался объяснить этот эффект свой- 
ствами самой жидкости, а Декарт 
утверждал, что кажущийся вакуум 
всегда заполнен «тончайшей мате- 
рней». 

Паскаль с увлечением повторяет 
итальянские опыты, придумав много 
остроумных усовершенствований. Во- 
семь таких опытов описаны в тракта- 
те, опубликованном в 1647 году. 
Он не ограничивается опытами с 
ртутью, а экспериментирует с водой, 
маслом, красным вином, для чего 
ему потребовались бочки вместо ча- 
шек и трубки длиной около 15 м. 
Эффектные опыты выносятся на ули- 
цы Руана, радуя его жителей. (До 
сих пор гравюры с винным баромет- 
ром любят воспроизводить в учеб- 
никах физики.) 

На первых порах Паскаля более 
всего интересует вопрос о доказа- 
тельстве того, что пространство над 


ртутью пусто. Была распространена 
точка зрения, что кажущийся ваку- 
ум заполняет матерня, «не имеющая 
свойств» (вспоминается подпоручик 
Киже из ловести Ю. Н. Тынянова, 
«не имеющий фигуры»). Доказать от- 
сутствие такой материи просто не- 
возможно. Четкие высказывания Па- 
скаля очень важны в плане псстанов- 
ки более широкой проблемы о харак- 
тере доказательств в физике. Он пи- 
шет: «После того как я доказал, что 
ни одна из материй, которые дсступ- 
ны нашим чувствам и которые нам 
известны, не заполняет это простран- 
ство, кажущееся пустым, мое мне- 
ние, пока мне не докажут существо- 
ваиие какой-то материи, заполняю- 
щей его, — что это пространство в 
самом деле пусто и лишено всякой 
материи». Менее академические вы- 
сказывания содержатся в письме уче- 
ному-иезуиту Ноэлю: «Но у нас 
больше оснований отрицать ее (тон- 
чайшей материи. — С. Г.) существо- 
вание, потому что нельзя ее доказать, 
чем верить в нее по той единственной 
причине, что нельзя доказать, что 
се нет». Итак, необходимо доказы- 
вать существование объекта и нельзя 
требовать доказательства его отсут- 
ствия (это ассоциируется с юридиче- 
ским принципом, состоящим в том, 
что суд должен доказать виновность 
и не вправе требовать от сбвиняемо- 
го доказательств невиновности). 

На родине Паскаля в Клермоне 
жнла в это время старшая сестра 
Б. Паскаля Жильберта; ее муж Фло- 
рен Перье, служа в суде, свободное 
время посвящал наукам. 15 ноября 
1647 года Паскаль отправляет Перье 
письмо, в котором просит сравнить 
уровни ртути в трубке Торричелли 
у подножия и на вершине горы 
Пюи-де-Дом: «Вы понимаете, если 
бы высота ртути на вершине горы 
оказалась меньшей, чем у подошвы 
(я так думаю по многим сснованиям, 
хотя все, писавшие сб этом предмете, 
придерживаются другого мнения), то 
из этого можно было бы заключить, 
что единственная причина явления -—— 
тяжесть воздуха, а не пресловутый 
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Воггог уаси! (боязнь пустоты — С. Г.). 
Ясно, в самом деле, что внизу горы 
воздух должен быть сгущеннее, чем 
наверху, между тем как нелепо пред- 
полагать в нем больший страх пусто- 
зы у подножия, нежели на вершине». 
Эксперимент по разным причинам 
откладывался и состоялся лишь 19 
сентября 1648 года в присутствии 
пяти «уважаемых жителей Клермона». 
В конце года вышла брошюра, в ко- 
торую были включены письмо Паска- 
ля и ответ Перье с очень скрупулез- 
ным описанием опыта. При высоте 
горы около 1,5 км разница уровней 
ртути составила 82,5 мм; это «по- 
вергло участников эксперимента в 
вссхнщение и удивление» и, вероят- 
но, было неожиданным для Паскаля. 
Предположить существование пред- 
варительных оценок вевозможно, а 
иллюзия легкости воздуха была очень 
велнка. Результат был столь ощу- 
тим, что уже одному из участников 
эксперимента аббату де ла Мару 
приходит в голову мысль, что ре- 
зультаты может дать эксперимент в 
куда более скромных масштабах. И, 
действительно, разница уровней рту- 
ти у сснования и наверху собора 
Нотр-Дам-де-Клермон, имеющего вы- 
соту 39 м, составила 4,5 мм. Если бы 
Паскаль допускал такую возмож- 
ность, он не стал бы ожидать десять 
месяцев. Получив известие от Перье, 
он повторяет эксперименты на са- 
мых высоких зданиях Парижа, по- 
лучая те же результаты. Паскаль 
назвал этот эксперимент «великим 
экспериментом равновесия жидкостей» 
(это название может вызвать удивле- 
ние, поскольку речь идет о равно- 
весии воздуха и ртути и тем са- 
мым воздух назван жидкостью). В 
этой истории есть одно запутанное 
место. 

Декарт утверждал, что именно он 
подсказал идею эксперимента. Веро- 
ятно, здесь произошло каксе-то не- 
доразумение, так как трудно пред- 
положить, что Паскаль сознательно 
не ссылался на Декарта. 

Паскаль продолжает эксперимен- 
тнровать, ислользуя наряду с баро- 


метрическими трубками большие си- 
фоны (подбирая короткую трубку так, 
чтобы сифон не работал); он описыва- 
ет разницу в результатах эксперимен- 
тов для различных местностей Фран- 
ции (Париж, Овернь, Дьели). Пас- 
каль знает, что барометр можно ис- 
пользовать как высотомер (альти- 
метр), но вместе с тем понимает, 
что зависимость между уровнем рту- 
ти и высотой местности — не простая 
и ее не удается пока обнаружить. 
Он замечает, что показания баромет- 
ра в одной и той же местности зави- 
сят от погоды; сегодня предсказа- 
ние погоды — основная функция ба- 
рометра (прибор для измерения ‹из- 
менений воздуха» хотел построить 
Торричелли}. А однажды Паскаль 
решил вычислить общий вес атмо- 
сферного воздуха («мне хотелось до- 
ставить себе это удовольствие и я 
провел расчет»). Получилось 8,5 трил- 
линона французских фунтов. 

Мы не имеем возможности оста- 
навливаться на других опытах Па- 
скаля о равновесин жидкостей н га- 
зов, поставивших его наряду с ТГа- 
лилеем и Симоном Стеви- 
ном (1548—1620) в число создате- 
лей классической гидростатики. Здесь 
и знаменитый закон Паскаля, и идея 
гидравлического пресса, и существен- 
ное развитие принципа возможных 
перемещений. Одновременно он при- 
думывает, например, зрелищно эф- 
фектные опыты, нллюстоирующие от- 
крытый Стевином парадоксальный 
факт, что давление жидкости на дно 
сосуда зависит не от формы сосуда, 
а лишь от уровня жидкости: в одном 
из опытов наглядно видно, что тре- 
буется груз в 100 фунтов, чтобы 
уравновесить давление на дно со- 
суда воды весом в одну унцию; в про- 
цессе опыта вода замораживается, 
и тогда хватает груза в одну унцию. 
Паскаль демонстрирует своеобразный 
педагогический талант. Было бы хо- 
рошо, если бы и сегодня школьника 
удивляли те факты, которые поража- 
ли Паскаля и его современников. 

Физические исследования Паска- 
ля были прерваны в 1653 году в ре- 
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зультате трагических происшествий, 
о которых мы ргсскажем ниже. 


5. «Математика случая» 


В январе 1646 года Этьен Паскаль 
во время гололеда вывихнул бедро, 
и это едва не стоило ему жизни. 
Реальность потери отца произвела 
ужаснсе впечатление на сына, и это 
прежде всего сказалось на его здо- 
ровье: головные боли стали невы- 
нссимыми, он мог передвигаться лишь 
на костылях и был в состоянии про- 
глотить только несколько капель тег- 
лой жидкости. От врачей-костопра- 
вов, лечивших отца, Б. Паскаль у3з- 
нал сб учении Корнелия Ян- 
сения (1585—1638), которое в то 
время распространялось во Франции, 
противсстоя иезуитизму (исследний 
существовал к тому времени пример- 
но сто лет). На Наскаля произвел 
наибольшее впечатление побочный 
элемент в учении Янсения: допусти- 
мо ли бесконтрольное занятие нау- 
кой, стремление все познать, все 
разгадать, связанное прежде всего 
с неограниченной пытливостью чело- 
веческого ума или, как писал Ян- 
сений, с «похотью ума». Паскаль 
воспринимает свою научную деятель- 
ность как греховную, а выпавшие 
на его долю беды — как кару за 
этот грех. Это событие сам Паскаль 
назвал «первым обращением». Он ре- 
шает отказаться от дел «греховных 
и противных богу». Однако это ему 
не удается: мы уже забежали вперед 
и знаем, что вскоре он каждую мину- 
ту, которую ему оставляет болезнь, 
посвятит физике. 

Здоровье несколько улучшается, 
и с Паскалем происходят вещи, ма- 
ло понятные для его близких. Он 
мужественно переносит в 1651 году 
смерть отца, и его рационалистиче- 
ские, внешне холодные рассуждения 
о роли отца в его жизни резко кон- 
трастируют с реакцией пятилетней 
давности. А потом‘у Паскаля появи- 
лись знакомые, мало подходящие для 
янсениста. Он путешествует в сви- 
ле герцога де Роанне и знакомится 
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там с кавалером де Мере, человеком 
высоко образованным и умным, но 
несколько самоуверенным и поверх- 
ностным. С де Мере охотно общались 
великие современники, и только поэ- 
тому его имя сохранилось в истории. 
При этом он умудрился писать Па- 
скалю письма с поучениями по раз- 
ным вопросам, не исключая и ма- 
тематики. Сейчас все это выглядит 
наивным и, по словам Сент-Бева, 
«такого письма вполне достаточно, 
чтобы погубить человека, его писав- 


шего, во мнении потомства». Тем не: 


менее довольно длительнсе время 
Паскаль охотно сбщался с де Ме- 
ре, он оказался способным учени- 
ком кавалера по части светской 
ЖИЗНИ. 

Мы переходим к истории о том, 
как «задача, поставленная перед су- 
ровым янсенистом светским челове- 
ком, стала источником теории веро- 
ятностей» (Пуассон). Собстеенно, за- 
дач было две и, как выяснили исто- 
рики математики, обе они были из- 
вестны задолго до де Мере. Первый 
вопрос состоит в том, сколько раз 
нужно кинуть две игральные кости, 
чтобы вероятность того, что хотя 
бы один раз выпадет две шестерки, 
превысит вероятнссть того, что две 
шестерки не выпадут ни разу. Де Ме- 
ре и сам решил эту задачу, но, к со- 
жалению... двумя способами, дав- 
шими разные ответы: 24 и 25 бросков. 
Будучи уверенным в одинаковой до- 
стоверности обоих способов, де Мере 
обрушивается на «непостоянство» ма- 
тематики. Гаскаль, убедившись в 
том, что правильный ответ — 25, да- 
же не приводит решения. Осиовные 
его усилия были направлены на ре- 
шение второй задачи — задачи 
«о справедливом разделе ставок». Про- 
исходит игра, все участники (их чис- 
ло может быть больше двух) вначале 
делают ставки в «банк»; игра разби- 
вается на несколько партий, и для 
выигрыша банка надо выиграть не- 
которое фиксированное число пар- 
тий. Вопрос состоит в том, как сле- 
дует справедливо разделить банк меж- 
ду игроками в зависимости от числа 
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выигранных ими партий, если игра 
не доведена до конца (никто не вы- 
играл числа партий, достаточного 
для нолучения банка). По сло- 
вам Паскаля, «де Мере.. даже не 
смог подступиться к этому вопро- 
ВУ, 


Никто из окружения Паскаля не 
сумел понять предложенное им реше- 
ние, но все же достойный собеседник 
нашелся. Между 29 июля и 27 октября 
Паскаль обменивается письмами с 
Ферма (при посредничестве Пье- 
ра Каркави, унаследовавшего 
функции Мерсенна). Часто считают, 
что в этой переписке родилась тео- 
рия вероятностей. Ферма решает за- 
Дачу о ставках иначе, чем Паскаль, 
и первоначально возникают некото- 
рые разногласия. Но в последнем 
письме Паскаль констатирует: «Наше 
взаимопонимание полностью восста- 
новлено», и далее: «Как я вижу, исти- 
на одна и в Тулузе и в Париже». 
Он счастлив тем, что нашел великого 
единомышленника: «Я и впредь хо- 
тел бы по мере возможностей делиться 
с вами своими мыслями». 


В том же 1654 году Паскаль опуб- 
ликовал одну из самых популярных 


’ своих работ «Трактат об арифмети- 


ческом треугольнике». Теперь его на- 
зывают треугольником Паскаля, хо- 
тя оказалось, что он был известен 
еще в Древней Индии, а в ХУ] ве- 
ке был переоткрыт Штифелем. В ос- 
нове лежит простой способ вычислять 
число сочетаний С® индукцией по п 
(по формуле С®-= С + СЁ). 
В этом трактате впервые принцип 
математической индукции, который 
фактически применялся раньше, фор- 
мулируется в привычной для нас 
форме. 


В 1654 году Паскаль в послании 
«Знаменитейшей Парижской матема- 
тической академии» перечисляет ра- 
боты, которые готовятся им к пуб- 
ликации, и в их числе трактат, ко- 
торый «может по праву претендовать 
на ошеломляющее название «Мате- 
матика случая». 


6. Луи де Монтальт 


Вскоре после смерти отца Жаклина 
Паскаль уходит в монастырь, и Блез 
Паскаль лишается присутствия очень 
близкого человека. Какое-то ‘время 
его привлекает возможность жить, 
как живет большинство людей: он 
подумывает о том, чтобы купить долж- 
ность в суде и жениться. Но этим 
планам не суждено было сбыться. 
В середине ноября 1654 года, когда 
Паскаль переезжал мост, передняя 
пара лошадей сорвалась, а коляска 
чудом задержалась у края пропасти. 
С тех пор, по словам Ламетри, «в об- 
ществе или за столом Паскалю всег- 
да была необходима загородка из 
стульев или сосед слева, чтобы не 
видеть страшной пропасти, в которую 
он боялся упасть, хотя знал цену 
подобным иллюзиям». 23 ноября про- 
исходит необычный нервный припа- 
док. Находясь в состоянии экстаза, 
Паскаль записывает на клочке бу- 
маги мысли, которые проносятся в его 
голове. Позднее он перенес эту запись 
на пергамент; после его смерти обе 
бумаги обнаружили зашитыми в его 
камзоле. Это событие называют «втс- 
рым обращением» Паскаля. 

С этого дня, по свидетельству Жак- 
лины, Паскаль чувствует «огромное 
презрение к свету и почти непрео- 
долимое отвращение ко всем принад- 
лежащим ему вещам». Он прерывает 
занятия и с начала 1655 года посе- 
ляется в монастыре Пор-Рояль, доб- 
ровольно ведя монашеский образ 
ЖИЗНИ. 

В это время Паскаль пишет «Пись- 
ма к провинциалу» — одно из вели- 
чайших произведений французской- 
литературы. «Письма» содержали кри- 
тику незуитов. Они издавались от- 
дельными выпусками — «письмами», — 
начиная с 23 января 1656 года до 
23 марта 1657 года (всего 18 писем). 
Автора — «друга провинциала» — зва- 
ли Луи де Монтальтом. Слово 
«гора» в этом псевдониме (1а топ- 
{авпе) уверенно связывают с воспо- 
минаниями об опытах на Пюи-де- 
Дом. Письма читали по всей Фран- 
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цин, незуиты были в бешенстве, но 
не могли достойно ответить (коро- 
левский духовник отец Анна пред- 
лагал 15 раз — по числу написанных 
к тому времени писем — сказать, что 
Монтальт — еретик). За автором, ока- 
завшимся смелым и талантливым кон- 
спиратором, охотился судебный сле- 
дователь, которого контролировал сам 
канцлер Сегье, когда-то покровитель- 
ствовавший создателю — арифметиче- 
ской машины (по свидетельству сов- 
ременника, уже после двух писем 
канцлеру «семь раз отворяли кровь»), 
и, наконец, в 1660 году гссударствен- 
ный совет постановил сжечь книгу 
«мнимого Монтальта». Но это было 
по существу символическим мероприя- 
тием. Тактика Паскаля дала порази- 
тельные результаты. «Делались по- 
пытки самыми различными способами 
показать иезуитов отвратительными; 
Паскаль сделал больше: он показал 
их смешными», — так оценивает 
«Письма» Вольтер. «Шедевром шутли- 
вой логики» назвал их Бальзак, «кла- 
дом для комедиографа» — Расин. Об- 
разы Паскаля предвещали появле- 
ние мольеровского Тартюфа. 
Работая над «Письмами», Паскаль 
ясно понимал, что правильное вла- 
дение логикой важно не только ма- 
тематикам. В Пор-Рояле много ду- 
мали о системе образования, и су- 
ществовали даже специальные янсе- 
нистские «маленькие школы». Паскаль 
активно включился в эти размышле- 
ния, сделав, например, интересные 
замечания о первоначальном обуче- 
нии грамоте (он считал, что нельзя 
начинать с изучения алфавита). 
В 1667 году посмертно вышли два 
фрагмента работы Паскаля «Разум 
геометра и искусство убеждения». 
Это сочинение не является научной 
работой; его назначение более скром- 
но — быть введением к учебнику гео- 
метрии для янсенистских школ. Мно- 
гие высказывания Паскаля произ- 
водят очень сильное впечатление, и 
не верится, что такая четкость фор- 
мулировок была достижима в сере- 
дине ХУП века. Вот одно из них: 
«Все должно быть доказано и при до- 
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казательстве нельзя использовать ни- 
чего, кроме аксиом и ранее доказан- 
ных теорем. Никогда нельзя злоупот- 
реблять тем обстоятельством, что раз- 
ные вещи нередко обозначаются од- 
ним и тем же словом, поэтому опре- 
деляемое слово должно быть мыслен- 
но заменено определением». В дру- 
гом месте Паскаль замечает, что обя- 
зательно существуют  неопределяе- 
мые понятия. Исходя из этнх высказы- 
ваннй, ЖакАдамар (1865—1963) 
считал, что Паскалю оставался ма- 
ленький шаг, чтобы произвести «глу- 
бокую революцию во всей логике — 
революцию, которую Паскаль мог бы 
осуществить тремя веками раньше, 
чем это действительно случилось». 
Вероятно, здесь имеется в виду тот 
взгляд на аксноматические теории, 
который сложился поеле открытия 
неевклидовой геометрии. 


7. Амос Деттонвилль 


«Я провел много времени в изу- 
чении отвлеченных наук; недостаток 
сосбщаемых ими сведений отбил у 
меня охоту к ним. Когда я начал изу- 
чение человека, я увидал, что эти 
отвлечения ему несвойственны и что 
я еще больше запутался, углубляясь 
в них, чем другие, не зная их». Эти 
слова Паскаля характеризуют его 
настроение в последние годы жизни. 
И все же полтора года из них он 
занимался математнкой 


Началось это весной 1658 года 
как-то ночью, когда во время страш- 
ного приступа зубной боли Паскаль 
вспомнил одну нерешенную задачу 
Мерсенна про циклоиду. Он заме- 
чает, что напряженные размышления 
отвлекают от боли. К утру он: уже 
доказал целый ряд результатов о 
циклоиде и исцелился от зубной 
боли. Поначалу Паскаль считает слу- 
чившееся грехом и не собирается запи- 
сывать полученные результаты. Позд- 
нее, под влиянием герцога де Роанне, 
он изменяет свое решение; в течение 
восьми дней, по свидетельству Жиль- 
берты Перье, «он только и делал, что 
писал, пока рука могла писать». 
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А затем в июне 1658 года Паскаль, как 
это часто делалось тогда, организо- 
вал конкурс, предложив крупнейшим 
математикам решить шесть задач 
про циклонду. Наибольших успехов 
добились Христиан Гюйгенс 
(1629—1695), решивший четыре зада- 
чи, и Джон Валлис (1616—1703), у 
которого с некоторыми пробелами бы- 
ли решены все задачи. Но наилучшей 
была признана работа неизвестного 
Амоса Деттонвилля. Гюйгенс призна- 
вал позднее, что «эта работа выполне- 
на столь тонко, что к ней нельзя ни- 
чего добавить». Заметим, что «Ато$ 
РецопуШе» состоит из тех же букв, 
что «[.01$ Че Мо{аЦе». Так был прни- 
думан новый псевдоним Паскаля. 
На премиальные 60 пистолей труды 
Деттонвилля были изданы. 

Теперь несколько слов © работе. 
Прежде всего приведем слова Паска- 
ля о кривой, называемой циклоидой 
или рулеттой: «Рулетта является ли- 
нней столь сбычной, что после прямой 
и окружности нет более чёсто встре- 
чающейся линии; ... ибо это ни что 
иное, как путь, описываемый в возду- 
хе гвоздем колеса, когда оно катится 
своим движением с того момента, как 
гвоздь начал подниматься от земли, 
до того, когда непрерывное качение 
колеса не приводит его опять к земле 
после окончания целого оборота, 
считая, что колесо — идеальный круг, 
гвоздь — точка его — окружности, 
а земля — идеально плоская» 
{см. рис. 7). Паскаль считал, что цик- 
лоиду открыл Мерсенн, хотя на самом 
деле это сделал Галилей. Первона- 
чальный интерес к этой кривой стиму- 
лировался тем, что ряд интересных 
задач для нее удалось решить элемен- 
тарно. Например, по теореме Торри- 
челли, чтобы провести касательную 
к циклоиде в точке А (рис. 8), нужно 
взять соответствующее этой точке 
положение производящего  (катя- 
щегося) круга и соединить его верх- 
нюю точку В с А (попытайтесь это 
доказать!). Вот еще одна теорема, 
которую Торричелли и Вивиани при- 
писывают Галилею: площадь кри- 
голинейной фигуры, ограниченной 
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аркой циклоиды (на рис. 9 она за- 
крашена), равна утроенной площади 
производящего круга. 

Задачи, рассмотренные Паска- 
лем, уже не допускают элементарных 
решений (площадь и центр тяжести 
произвольного сегмента ииклоиды, 
объемы соответствующих тел вра- 
щения ит. д.). На этих задачах Пас- 
каль разработал по существу все, что 
необходимо для построеиня диффе- 
ренциального и интегрального ис- 
числения В общем виде. Лейбниц, 
который делит с Ньютоном славу 
создателей этой теории, пишет, что, 
когда, по совету Гюйгенса, он озна- 
комился с работами Паскаля, его 
«озарило новым светом», он удивился, 
насколько был близок Паскаль к по- 
строению общей теории, и неожидан- 
но остановился, будто «на его глазах 
была пелена». 

Для работ, предвосхищавших по- 
явление дифференциального и ин- 
тегрального исчисления, было харак- 
терно то, ЧТО ИНТУИЦИЯ ИХ авторов 
сильно опережала возможности про- 
вести строгие доказательства; матема- 
тический язык был недостаточно раз- 
вит, чтобы перенести на бумагу ход 
мыслей. Выход был найден позднее 
путем введения новых понятий и спе- 
циальной символики. Паскаль не 
прибегал ни к какой символике, но 
он так виртуозно владел языком, что 
временами кажется, что у него в этом 
просто не было потребности. Приве- 
дем высказывание — Н. Бурбаки: 
«Валлис в 1655 году и Паскаль 
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Рис. 8. 


Рис. 9. 


в 1658 году составили каждый для 
своего употребления языки алгеб- 
раического характера, в которых, 
ке записывая ни единой формулы, 
они дают формулировки, которые 
можно немедленно, как только будет 
понят их механизм, записать в фор- 
мулах интегрального исчисления. 
Язык Паскаля особенно ясен и точен; 
и если не всегда понятно, почему он 
отказался от применения алгебраи- 
ческих обозначений не только Декар- 
та, но и Виета, все же нельзя пе 
восхищаться его мастерством, кото- 
рое могло проявиться лишь на основе 
совершенного владения языком». Хо- 
чется сказать, что здесь Паскаль- 
писатель помог Паскалю-мате- 
матику. 


8. «Мысли». 


После середины 1659 года Паскаль 
уже не возвращался ни к физике, 
ни к математике. В конце мая 1660 го- 
да он в последний раз приезжает 
в родной Клермон; Ферма пригла- 
шает его заехать в Тулузу. Горько 
читать ответное письмо Паскаля от 
10 августа. Вот несколько выдержек 
из него: «... в настоящее время я за- 
нимаюсь вещами, столь далекими от 
геометрин, что с трудом вспоминаю 
о геометрии... хотя Вы тот человек, 
кого во всей Европе я считаю самым 
крупным математиком, не это качест- 
во привлекает меня; но я нахожу 
‘столько ума и прямоты в Вашей бе- 
седе и поэтому ищу общения с Вами... 
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я нахожу математику наиболее воз- 
вышенным занятием для ума, но 
з то же время я знаю, что она столь 
бесполезна, что я делаю малое раз- 
личие между человеком, который 
только геометр, и искусным ремеслен- 
ником. Поэтому я называю ее самым 
красивым ремеслом на свете, но в 
конце концов это лишь ремесло. 
И я часто говорил, что она хороша, 
чтобы испытать свою силу, но не для 
приложения этой силы...». И, нако- 
нец, строчки, говорящие о физическом 
состоянии Паскаля: «Я так слаб, что 
не могу ни ходить без палки, ни ездить 
верхом. Я не могу даже ехать в экн- 
паже более двух или трех лье...». 
В декабре 1660 года Гюйгенс дважды 
посетил Паскаля и нашел его глу- 
боким стариком (Паскалю было 
37 лет), который не в состоянии 
вести беседу. 

Паскаль отдает последние годы 
жизни «изучению человека». Ему так 
и не удалось завершить свою глав- 
ную книгу. Оставшиеся материалы 
были изданы посмертно в разных 
варнантах под разными заглавиями. 
Чаще всего эту книгу называют 
просто «Мысли». 

Блез Паскаль скончался 19 авгус- 
Та 1662 года. 
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Разглядывая 
сквозь щель 


В этой задаче вам предстоит 
объяснить результаты экспе- 
римента, который вы самн 
же должны проделать. На 
рисунке | показана  решет. 
ка из вертикальных и гори- 
зонтальных линий. Возьмите 
кусок картона, проведите по 
нему лезвием бритвы и по- 
смотрите на рисунок одиим 
глазом через образовавшую- 
ся в картоне тонкую щель. 
Щель держите рядом с гла- 
зом и расположите ее гори- 
зонтально. Расстояние от гла- 
за до рисунка должно быть 
30—40 см. Вы обнаружите, 
что в решетке сохранились 
только вертикальные линии, 
а горизонтальные исчезли. 
Куда ©ени девались? 





У вас не получился экс- 
леримент? Вы видите всю 
решетку? Мли, наоборот, ии- 
чего не видите? В первом 
случае у вас слишком широ- 
кая щель, во втором — слнш- 
ком узкая. Надо немиого 
повозиться: попробуйте слег- 
ка сгибать картон, чтобы 
ширина щели менялась (онтн- 
мум — порядка 1—10 мик- 
рон). Опыт лучше удается, 
если решетка сильно осве- 
щена, а обращенная к глазу 
сторона картона не освещена 
совсем. 

Ну, вот, наконец, у вас 
получилось. Не правда ли, 
несколько странное зрели- 
ше? 


{Окончание см. с. 21) 
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Блез Паскаль Трактат 
о равновесии жидкостей 





Мы помещаем здесь первую главу из трактата Паскаля, в котором он 
сформулировал свой знаменитый закон об условиях равновесия жидкости, 
обосновал принцип действия гидравлических машин и разъяснил так 
называемый гидростатический парадокс (все эти проблемы рассматри- 
ваются в курсе физики для шестого класса). Полное название этого со- 
чинения звучит следующим образом: «Трактаты о равновесин жидкостей 
и весе массы воздуха, содержащие объяснение причин различных явле- 
ний природы, которые до сих пор не были достаточно известны и, в 
частности, тех, которые приписывают боязни пустоты». Оно было опуб- 
ликовано в 1663 году, то есть через год после смерти автора. Паскаль 
написал его в 1651—1653 годах. 

На русском языке этот трактат в переводе А. Н. Долгова опубликован в 
книге «Начала гидростатики; Архимед, Стэвин, Галилей, Паскаль», 
изданной в 1933 году Государственным технико-теоретическим издатель- 
ством. Приведенные в статье рисунки заимствованы из трактата. 
Публикацию подготовил В. А. Лешковцев. 


ГЛАВА 1 


О том, что жидкости имеют вес, 
соответствующий высоте их стояния 


Если прикрепить к стене не- 
сколько сосудов, один такой, как 
на рисунке первом, другой наклон- 
ный, как на втором, затем более ши- 
рокий, как на третьем, потом узкий, 
как на четвертом, затем такой, кото- 
рый представляет собою не что нное, 
как узкую трубку, примыкающую 
внизу к широкому, но не имеющему 
почти высоты сосуду, как на рисунке 
пятом, наполнить их все водой до 
одинаковой высоты, сделать у всех 
внизу одинаковые отверстия, како- 
вые закрыть пробками, чтобы удер- 
жать воду, то опыт нокажет, что 
нужна одинаковая сила для того, 
чтобы воспрепятствовать этим ироб- 
кам выпасть, хотя вода в этих раз- 
личных сосудах находится в весьма 
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Происхо- 
дит это потому, что вода имеет оди- 
наковую высоту во всех сосудах, 
и мерой указанной силы является 
вес воды, содержащейся в первом 
сосуде, однородном по своей форме. 


различных количествах. 


И если это количество воды весит 
сто фунтов *}, то нужна снла в сто 
фунтов, чтобы удержать каждую из 
пробок, ‘даже и у пятого сосуда, хотя 
вода, заключенная в нем, не весит 
и одной унции**). 

Чтобы проверить это точно, надо 
закрыть отверстие пятого сосуда 
круглым куском дерева, обернутым 
прядью, как поршень насоса. (Пор- 
шень должен входить в отверстне 
н проходить через него с такой. точ- 
ностью, чтобы не застревать н в ТО же 
время препятствовать выходу Воды.) 
Затем прикрепить к середине этого 
поршня нитку, которая проходила бы 
через эту тонкую трубку, привязать 
ее к одному плечу коромысла весов, 
а на другое плечо повесить груз в сто 
фунтов. Тогда мы увидим полное 
равновесие этого груза в сто фунтов 
с водой в тонкой трубке, которая 
весит одну унцию. Если же хоть 
немного уменьшить груз в сто фун- 
тов, то вода опустит поршень, а сле- 





*) | фунт равен 453,6 2. 
**) |1 униния равна 28,35 2. 
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довательно, н то плечо коромысла 
весов, к которому он прикреплен, 
н поднимет то, на котором. висит груз 
немного менее ста фунтов. Если же 
эта вода замерзнет, а лед не присты- 
нет к сссуду, то, чтобы удержать его 
в равновесии, достаточно будет иметь 
на другом плече коромысла весов 
всего лишь одну унцию. Если же 
приблизить к сосуду огонь и расто- 
пить лед, то понадобятся уже сто 
фунтов, чтобы уравновесить тяжесть 
этого льда, расплавленного в воду, 
хотя мы располагаем всего только 
одной унцией ее. 

То же произойдет, если отверстия, 
которые закрываются пробками, будут 
сбоку или же в верхней части сосу- 
дов; проверить это будет еще легче, 
именно следующим образом. 

Надо взять сосуд, закрытый со 
всех сторон, сделать в верхней части 
его два отверстия, одно очень узкое, 
а другое более широкое, и укрепить 
над тем н другим трубки такого же 
размера, как н отверстия (рис. УП. 
Если вставить теперь в широкую 
трубку поршень, а в тонкую налить 
воды, то легко видеть, что на поршень 
надо будет положить большой груз, 
чтобы вес воды в тонкой трубке не 
вытолкнул его вверх, подобно тому 
как в первых опытах нужна была 
сила в сто фунтов, чтобы воспрепят- 
ствовать выталкиванию поршня вниз, 


Чен Ч 
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когда и отверстие находилось внизу. 
Если бы отверстие находилось сбоку, 
то нужна была бы такая же сила, 
чтобы вес воды не вытолкнул пор- 
шень в сторону. 

И если бы трубка, заполненная 
водой, была во сто раз шире или во 
сто раз уже, но вода стояла бы во всех 
случаях на одной высоте, то всегда 
понадобился бы один и тот же груз, 
чтобы уравновесить воду. Как только 
груз этот будет уменьшен, вода опус- 
тится и поднимет уменьшенный груз. 

Если же налить воду в трубку 
на двойную высоту, то для уравнс- 
вешивания воды понадобится действие 
на поршень двойного груза. Точно 
так же, если сделать отверстие, в 
которое вставлен поршень, вдвое боль- 
шего размера, то надо будет удвоить 
и силу, необходимую для удержания 
удвоенного поршня. Отсюда видно, 
что сила, нужная для того, чтобы 
воспренятствовать воде вытекать из 
отверстня, пропорциональна высоте 
стояния воды, а не ширине сосуда. 
и что мерой этой силы всегда является 
вес воды, заключающейся в колонне 
ее с высотой, равной высоте стояния 
воды, и основанием, равным величн- 
не отверстия. 

То, что я сказал о воде, относится 
и ко всем другим видам жидкостей. 
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Разглядывая 
сквозь щель 


({Окомчение. Начало см.с 18) 


А теперь поверните щель 
на 90° и вы увидите, что 
исчезли вертикальные линии 
решетки и лоявились гори- 
зонтальные. Для того чтобы 
разобраться в увиденном, 
советуем посмотреть еще на 
кольцо. При вертикальвой 
щели вы увидите размытыми 
левую и правую стороны 
кольца, при горизоиталь- 
ной — верхнюю и нижнюю 
{рис. 2). Повторите опыт 
при разиых наклонах щели. 
Оказывается, что всегда 
размываюлся те участки 
кольца, которые идут вдоль 
щели, и сохраняются иду- 
щие поперек. 


Рис. 2. 


Если, однако, у вас все 
наоборот (сохранились ли: 
нии, Параллельные щели, и 
исчезли перлендикулярные), 
то это значит, что вы не соб- 
люли условий (у вас слишком 
широкая щель н вы слишком 
приблизились к решетке). 
'Теперь, согнув картон так, 
чтобы щель разошлась до 
0,5—1 мм (или прореза в 
новую щель нужной шири- 
ны), приблизьтесь с нею к 
решетке на расстояние 5— 
7 см. И вы увидите обратное 
тому, что было в предыдущей 
задаче: при горизонтальном 
положении шели отчетливо 
будут видны горизонтальные 
линии, при вертикальном — 
вертикальные! 

Видимо, это тоже можио 
объяснить. Но сделать это 
надо так, чтобы не пострадала 
наша дяфракционная теория. 
Иначе вам придется заново 
объяснять предыдущий ре- 
зультат. А он ведь протино- 
положен данному. 
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А.Д Бдкю» Золотое сечение 





Иоганн Кеплер говорил, что геомет- 
рия владеет двумя сокровищами — 
теоремой Пифагора и золотым сече- 
нием. И если первое нз этих сокровищ 
можно сравнить с мерой золота, то 
второе — с драгоценным камнем. 

Теорему Пифагора знает каждый 
школьник, а что такое золотое сече- 
ние — далеко не все. Вот мы и ре- 
шилн рассказать читателям об этом 
драгоценном камне. 


Что такое золотое сечение? 


Говорят, что точка С производит 
золотое сечение отрезка АВ, если 
АС: АВ = СВ: АС. (1 
Итак, золотое сечение — это такое 
деление целого на две неравные части, 
при котором бблышая часть так от- 
носится к целому, как меньшая — 
к большей. В геометрин золотое сече- 
ние называется также делением от- 
резка в крайнем и среднем отношении. 
Если длину отрезка АВ обозна- 
чить через а, а длину отрезка АС — 
через х, то длина отрезка СВ будет 
а -—х (рис. 1), и пропорция (1) при- 
мет следующий вид: 
х:а = @—х:х (2) 
Из этой пропорции видно, что 
при золотом сечении длина большего 
отрезка есть среднее геометрическое, 
или, как часто говорят, среднее про- 


А с В 


——х 





Рис. 1. 
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порциональное длин всего отрезка 
и его меныней части: 


У 


Легко сообразить, что верно и об- 
ратное: если отрезок разбит на два 
неравных отрезка так, что длина 
большего отрезка ебть среднее гео- 
метрическое длин всего отрезка и его 
меньшей части, то мы имеем золотое 
сечение данного отрезка. 

Геометрически золотое сечение от- 
резка АВ можно построить следующим 
образом: в точке В восставляем 
перпендикуляр к АВ (рис. 2) и на 
нем откладываем ВР = 0,5 АВ; далее, 
соединив точки А и О, откладываем 
РЕ = ВР и, наконец, АС = АЕ. 
Точка С является искомой — она 
производит золотое сечение отрезка 
АВ. В самом деле, заметим, что по 
теореме Пифагора 


{АЕ т ЕР)? = АВ? -- ВО? 
н по построению 
АЕ = АС, ЕШБ =: ВО = 0,5 АВ. 
Из этих равенств следует, что 
АС? -- АС-АВ -= АВ?, 
а отсюда уже легко получается ра- 
венство (]}. 


Решая уравнение (2) относнтель- 
но х, мы находим, что 


Х== И а^—0,62а. 


Значит, а — х 2 0,38 а. Таким об- 
разом, части золотого сечения состав- 
ляют приблизнтельно 62 % н 38 % всего 
отрезка. 


Немного истории 


Древнейшим литературным  памят- 
ником, в котором встречается деле- 
ние отрезка в отношении золотого 
сечения, являются «Начала» Евкли- 
да (И в. до н. з.). Уже во 1! книге 
«Начал» Евклид строит золотое се- 
чение, а в дальнейшем применяет 
его для построения некоторых пра- 
вильных многоугольников и много- 
гранников. 

Но золотое сечение было известно 
н до Евклида. В частности, знали о 
нем Пифагор и его ученики (УТ век 
АО н. э.). В философской школе Пи- 
фагора помимо философии и матема- 
тики изучали и гармонию. Занимаясь 
теорией гармонии, пифагорейцы прин:- 
ли к заключению, что качественные 
отличия звуков обусловлены коли- 
чественнымн различиями между дли- 
намн струн. Это вдохновило их, и они 
постарались пойти далыше — вы- 
разить все закономерности мира через 
числа, полагая, что в основу мирового 
порядка бог положил именно число. 
Поэтому пифагорейцы в числах и их 
отношениях (а последние рассматри- 
вались как отношения отрезков} ис- 
кали магическое, сверхъестественное. 
И в геометрии не обошлось без мисти- 
кн. Здесь особо следует отметить 
любовь пифагорейцев к звездчатому 
пятнугольнику, составленному из диа- 
гоналей правильного пятнугольника. 

Вот что пишет об этом известный 
математик и историк математики 
ван дер Варден в своей превосходной 





Рис. 2. 
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книге  «Пробуждающаяся наука»: 
«Эта фнгура, символ здоровья, слу- 
жила опознавательным знаком для 
пифагорейцев. Когда на чужбине один 
нз них лежал на смертном одре и не 
мог заплатить человеку, который уха- 
живал за ним вплоть до его кончины, 
то он велел ему изобразить на своем 
жилище звездчатый многоугольник; 
если когда-нибудь мимо пройдет пи- 
фагореец, то он не преминет осведо- 
мнться 0б этом. Действительно, не- 
сколько лет спустя один пифагоре- 
ец увидел этот знак, и хозяин 
дома получил богатое вознагражде- 
ние» *). 

Звездчатый пятиугольник для нас 
интересен в первую очередь тем, что 
каждая из пяти линий, составляющих 
эту фигуру, делит другую в отноше- 
нии золотого сечения. В самом деле, 
так как треугольники АСО и АВЕ 
подобны (рис. 3), то АС: АВ = 
= АР: АЕ. Но АР = ВС, а АЕ = 
= АС, и поэтому — АС: АВ = 
= ВС: АС — уже известная нам про- 
порция золотого сечения. Именно это 
свойство звездчатого пятиугольника 
и могли использовать пифагорейцы 
для построения правильного пятн- 
угольника, ибо строить золотое сече- 
ние они, безусловно, умелн. 

К началу эпохи Возрождения усн- 
лился интерес к золотому сечению. 


*) Б. Л. ван дер Варден. *Про- 
буждающаяся наука». М., Физматгиз, 1959, 
с. 139. 





Рис. 3. 
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Лука Пачоли (около 1445 — позже 
1509) — итальянский математик, написав- 
ший трактат о золотом сечении «Божествен- 
ная пропорция». 


Монны Лизы 


Портрет 
был написан Леонардо да Винчи (1452— 


{Джоконды) 


1519) — гениальным итальянским худож- 
ником и ученым эпохи Возрождения. Кар- 
тина привлекла внимание исследователей, 
которые обнаружили, что композиция рисун- 
ка основана на «золотых треугольниках» 
(точиее, на треугольниках, — являющихся 
т правильного звездчатого пятнуголь- 
пика). 
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Он был вызван, в первую очередь, мно- 
гочисленными применениями золотого 
сечения как в самой геометрии, так 
и в искусстве, особенно в архитек- 
туре. Следствием этого явилось появ- 
ление книги «Божественная пропор- 
ция», автором которой был крупней- 
ший математик ХУ\У века итальянец 
Лука Пачоли. В своем труде Пачоли 
приводит тринадцать свойств золотого 
сечения, которое он снабжает такими 
эпитетами, как «исключительное», 
«несказанное», «превосходнейшее», 
«замечательнейшес», — «сверхъестест- 
венное» и так далее. Впрочем, назва- 
ние книги само говорит об отношении 
автора к описываемому предмету. Не- 
безынтересно, что иллюстрировал кни- 
гу один из инициаторов ее написа- 
ния, друг Пачоли, великий Леонардо 
да Винчи. Между прочим, именно 
он ввел сам термин «золотое сече- 
ние». 

Наблюдения показывают, что с 
эстетической точки зрения золотсе 
сечение имеет определенные достонн= 
ства. Это подтверждается экспери- 
ментом, который был проведен в кон- 
це прошлого века: из десяти прямо- 
угольников, средн которых был и :30- 
лотой» (со сторонами, отношение длин 
которых давало золотое сечение), 
испытуемый должен был выбрать 
один. И вот, около 99 % общего числа 
испытуемых выбрало именно «золо- 
той прямоугольник». Нельзя обойгн 
молчанием и то, что книги, почтовые 
открытки, бумажники, шоколадные 
плитки н множество других предме- 
тов имеют форму золотого прямо- 
угольника. Отметим здесь же, что 
если ОТ «золотого» прямоугольника 
отрезать квадрат или к большей сто- 
роке «золотого» прямоугольника при- 
стронть квадрат, то получится. сно- 
ва «золотой» прямоугольник. 

Широкое применение — находит 
золотое сечение в архитектуре и нс- 
кусстве. Множество архитектурных 
шедевров построено по пропорции 
золотого сечения. Эта же пропорция 
лежит в основе многих бессмертных 
творений Фидия, Тициана, Леонардо 
да Вннчи, Рафаэля. 


Отдали дань золотому сечению 
также композиторы и поэты. Извест- 
но, например, что на золотом сечении 
строил многие свои произведения вы- 
дающийся венгерский композитор 
Бела Барток. Что же касается поэтов, 
то здесь в первую очередь следует 
назвать гениального грузинского 
поэта Шота Руставели. Как показали 
новейшие исследования академика 
Г. В. Церетели, в основе строения 
поэмы Ш. Руставели «Витязь в тиг- 
ровой 1шкуре» положены симметрия 
и золотое сечение. В частности, из 
1587 строф поэмы больше половины — 
863 — построены по пропорции золо- 
того сечения (см. стр. 34, 53). 

Золотое сечение встречается ин в 
природе. На рисунке 4 повторено 
нзображение раковины, помещенное 
на первой странице обложки. Точка 
С делит отрезок АВ приблизительно 
В «золотом отношении». 


Отношение золотого сечения 
и его замечательные свойства 


Если в пропорции (2) положить х = 
— ат, то относительно т получится 
следующее уравнение: 


4 +%—1=0 (3) 





Рис. 4. 
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скульптор Леохар 
н.э.) создал статую Аполлона Бельведер- 
ского, воплотившетго представления древних 
греков о мужской красоте. Линин, проведен- 
ные на снимке, определяют основные препор- 
ции тела. Эти пропорции связаны с золотым 
сечением. 


Греческий (4-в. до 


Положительный корень этого урав- 
нения равен отношению золотого се- 
чения: 

М <= _ 1 


т=— == ь 





а х У 
Это поистнне замечательное число, 
обладающее рядом интересных 


свойств. Вот некоторые из них. 
1. Непосредственные вычисления 
показывают, что 


т-0,618033989...,-Г—1,618033989... 


— число, обратноет, на единицубольше 
самого х. Легко проверить, что это — 
едннственное положительное число, 
обладающее таким свойством. В са- 
мом деле, если положительное 2 удов- 


1 ' 
летворяет соотношению —- = ] +2, то 
2 должно быть корнем уравнения 22-|- 
+2—1=0. Но это уравление име- 


ет единственный положительный ко- 
рень: 2==т. 
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2. Переписав равенство (3) в ви- 


1 
де Ея и нодставив в правую 
1 
часть этого равенства Е вместо т, 
получим: 
1 
= 


1 
"РТ 


Этот процесс подстановки можно 
продолжить. В результате мы полу- 
чнм следующее представление числа 
т в виде бесконечной цепной дро- 
би*): 


ия брак (4) 


т 
Е. 


Нельзя не отметить предельную про- 
стоту этого представления! 

3. Вот еще одно представление 
числа т: 


ты ЕН ЗЕНННЬЕ (5) 


У 1-- ут И.Г. 
Чтобы придать смысл равенству 
{5}, изучим последовательность 





г ‚— == 
КБУЕУЬ У1туечиг, 


ину а. 
общий член которой (обозначим его 
через ф„) содержит п радикалов. 

Непосредственно видно, что {ф„|— 
возрастающая — последовательность. 
Кроме того, она ограничена. В са- 
мом деле, так как $. =1< 2 и ф‚+, = 
-\У1-- Ч», то из ф„< 2 следует, что 
4+1 УЗ < 2, и по индукции зак- 
лючаем, что ф„<2 для любого (на- 
турального) п. 





*) О ценных дробях рассказано в статьях 
-Н. М. Бескина («Квант» № |, 8, 1970). Бо- 
лее подробное изложение можно найти в 
книге Хинчин А. Я. «Целные дроби» 
{М.. Физматгиз, 1961), а также в учебном го- 
собин для 9-х классов средних школ с ма- 
тематической — специализацией — «Алгебра» 
Виленкина Н. Я. и др. (М.. «Просве- 
щение», 1968). 
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Итак, [ф»„| — возрастающая, огра- 
ниченная последовательность. А как 
известно, такая последовагельность 
является сходящейся. —Обозначив 
предел носледовательности ф„ через 
Ф*, можно написать: ф=:Итф‚-= 


=ИТУГКУРГ. 


С другой стороны, переходя к 
пределу в равенстве ф„,, — УТ-ф», 
получим: ф= УТ ф. 

Таким образом, (положительное) 
число ф является корнем квадратно- 
го уравнения ‹* — ф— | =-0, а число 

| | \2 
р = — -—- корнем уравнения (5 Ее 
р = - корнем ур = 
1 э 
еты 1=0, нли умножая на — 1, 


, 1 
4$ +ф—1=0, откуда ф=т, ф —- 
нолучаем равенство {5}. И здесь бро- 
сается в глаза предельная простота 
представлення! 


Приближение числа т 
рациональными числами 


Представление (4) очень удобно для 
приближения иррационального числа 
т рациональными числами. С этой 
целью обратимся к «подходящим» 
дробям: 


1 1 
т 
+-- 1+ 





1 
ны т. = 





и вообще для любого п 


Последовательность этих дробей 
имеет пределом число т, и поэтому 
каждое т„ является приближением 
этого числа. Непосредственные вы- 
числения показывают, что 


1 2 3 
тео, Е. 


ТТ. = — зо 


Этот ряд дробей построен по очень 
простому закону: числитель каждой 
дроби равен знаменателю предыду- 
щей дроби, а знаменатель — сумме 
числителя и знаменателя той же 
дроби. А как будет дальше? Сохра- 
няется ли эта закономерность? Лег- 
ко доказать, что это так. В самом 
деле. как видно из формулы (6), со- 
седние подходящие дроби т» и Ти+, 
связаны соотношением 





Тат — р-р та › 


т 
и поэтому из равенства т„==-р- сле- 


Е: 
дует, чго Тл+1 - НЕЕ" 

Этот простой закон образования 
подходящих дробей числа дает воз- 
можность легко выписать их последо- 
вательность: 


| | 2 3 5 8 3 Л 


Е а 

Из теорин цепных дробей извест- 
но, что подходящие дроби с нечетны- 
ми номерами убывают и приближают- 
ся к порождающему эти дроби числу 
справа, а дроби с четными номерамн 
возрастают и приближаются к тому 
же числу слева. Применяя это свойст- 
во в нашем случае, можно написать: 


р 
<<<“ <.< 
аки. 


Связь с числами Фибоначчи 


Последовательностью Фибоначчи на- 
зывается последовательность, первые 
два члена которой равны |, а каждый 
последующий — сумме двух преды- 
дущих *). Таким образом, эта последо- 
вательность {обозначим ее через {и„}) 





*) Воробьев Н.Н. 
боначчи». М., «Наука», 1969. 


«Числа Фи- 
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определяется следующим образом: 
из =, и. = 1, Науо = Иль -Н Ир 


И НЙ 


Вот первые члены этой последова- 
тельности: 1, |. 2, 3, 5, 8, 13, 21, 
34, 55, 89, 144, 

Вспомнив о приближениях числа 
т подходящими дробями, мы заметим, 
что отношение любого члена последо- 
вательности Фибоначчи к последую- 
щему члену является подходящей 
дробью числа т, то есть приближенным 
значением отношения золотого сече- 
ния. Это приближенне тем лучше, чем 
больше номер взятого члена. 

Если же взять три последователь- 
ных члена: Мл, из+а, Миуо, ТО числа 
он бт 





являются соседними под- 
Чан И +2 


ходящими дробями числа т, причем 
одна из этих дробей болыше т, а дру- 
гая меньше. 

Наконец, поставим следующий 
вопрос: как разделить целое число а 
на две целые части так, чтобы их от- 
ношение равнялось т? 

Так как т — иррациональное чис- 
ло, то такое деление, конечно, невоз- 
можно, интересующее нас отношение 
может лишь приближенно равняться т. 
Каково же это приближение? От- 
вет на этот вопрос дает теория цепных 
дробей. 

Пусть знаменатель подходящей 
дроби т» есть а. Рассмотрим множест- 
во всех дробей со знаменателями, не 
большими а. Оказывается, из мно- 
жества этих дробей ближе всех к чис- 
лу т находится именно ти. 

Но знаменатели подходящих дро- 
бей являются членами последователь- 
ности Фибоначчи, поэтому если а — 
член последовательности Фибоначчи, 
то деление а с помощью т„ будет хо- 
рошим приближением золотого се- 
чения. 

Таким образом, разделить золотым 
сеченнем на две целые части с хорошим 
приближением можно числа, являю- 
щиеся членами последовательности 
Фибоначчи. Например, золотое сече- 
ние числа 8 дает (3,5,) числа 13 — (5,8) 
ИТ. Д. 
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0. Н. Карпухин Физика 
химического 
взаимодействия 





Химическая реакция — это превращение одних веществ в другие. Од- 
нако нас могут интересовать не только продукты химического превраще- 
ния, но и общие законы, по которым протекает химический процесс: 
как изменяется концентрация веществ, как влияют на ход реакции тем- 
пература, давление и другие внешние условия. 

Для решения этих задач необходимы знания не только химии, но еще, 
быть может даже в большей мере, физики и математики. 

Мы публикуем статью, в которой рассматривается одна из основ хими- 
ческой физики — закон действующих масс, с помощью которого можно 
описать ход химической реакции во времени. 


В химической реакции одни вещества 
могут превращаться в другие. Го- 
рение приводит к образованию воды 
и углекислого газа, при смешивании 
кислоты и щелочи образуется соль. 
Однако, изучая химию, мы как бы 
закрываем глаза на то время, когда 
молекулы взаимодействуют между со- 
бой, и раскрываем их вновь лишь 
тогда, когда продукты химической ре- 
акции уже образовались. Между тем, 
именно те процессы, которые происхо- 
дят во время взаимодействия молекул 
между собой, и определяют состав 
продуктов химической реакцин. 

Химическая реакция состоит из 
двух основных стадий. Сначала реаги- 
рующие между собой частицы должны 
встретиться, а затем происходит соб- 
ственно химическое превращение, при 
котором электронные оболочки моле- 
кул перестраиваются, и из нсходных 
частиц образуются продукты реакции. 
В соответствин с этим химическая 
физика делится на два больших раз- 
дела: химическую кннетику и теорню 
элементарного акта. 

Химическая кинетика изучает воп- 
рос о том, каким образом реагнрую- 
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щие частицы могут встретиться меж- 
ду собой, какие внешние силы на них 
действуют, какими уравнениями мож- 
но описать изменение концентраций 
реагирующих частиц с течением вре- 
мени, как зависит скорость химиче- 
ского процесса от концентрации реа- 
гентов (то есть веществ, вступающих 
в реакцию), от температуры, и дру- 
гих условнй, в которых протекает хи- 
мнческий процесс. 

Теория элементарного акта хими- 
ческого превращения рассматривает 
процесс взаимодействия частиц, из- 
менение конфигурации электронных 
оболочек и расстояний между атома- 
мн, входящими в молекулы. 

В этой статье мы ограничимся рас- 
сказом о кинетике химической реак- 
ЦИИ. 

Основной вопрос химической кн- 
нетики — это вопрос о частоте встреч 
реагнрующих частнц. 

Частицы, вступающие в реак- 
цию, — не обязательно молекулы. Это 
могут быть и нейтральные атомы, и 
ноны, и какие-либо другие частицы. 
Поэтому до тех пор, пока мы не го- 
ворим о каких-то конкретных вещест- 





Рис. 1. 


вах, участвующих в реакции, будем 
рассматривать. просто взаимодействие 
между произвольными частицами. 
Пусть в некотором объеме проте- 
кает реакция между частицами двух 
сортов А и В, практически равномер- 
но распределенными по всему объему. 
Такая реакция называется бимолеку- 
лярной. И те, и другие частицы имеют 
форму шара радиуса г. Пусть в каж- 
дом кубическом сантиметре находит- 
ся а, частиц сорта А и Ёф. частиц 
сорта В. Известно, что частицы в газе 
движутся хаотически, то есть их ско- 
рости все время изменяются как по 
величине, так и по направлению. Од- 
нако средняя квадратичная скорость 
движения частиц <> практически 
неизменна и определяется только тем- 
пературой среды Ти массой части- 


цы я): 
ЗАТ 
<и> = и : 


т 


Таким образом, каждая частица 
сорта А за время # пройдет путь, рав- 
ный в среднем 

5=} т" {. 

Будем считать, что частицы сорта 
В неподвижны, и скорость частиц сор- 
та А не меняется после столкновений. 

Во время движения частица сорта 


А будет сталкиваться со всеми части- 
цами сорта В, центры которых нахо- 





*) Поскольку Е = = 
© 


(см. $31 учебного пособия по физнке для 
девятого класса). 
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дятся на расстоянии, меньшем 2, от 
траектории движения ее центра, 
то есть с теми частицами, которые как 
бы попадают в цилиндр, отмеченный 
пунктиром на рисунке 1. За время # 
одна частица сорта А столкнется со 
всеми частицами сорта В, находя- 
щимися в объеме 


и —= 42$. 


Частица сорта А может встретить- 
ся, конечно, не только с частицами 
сорта В, но и с другими частицами 
сорта А, а также со всеми иными час- 
тицами, находящимися в среде. Ио 
эти встречи нас не интересуют, по- 
скольку они не могут привести к хи- 
мической реакции между веществами 
А и В. 

Мы уже говорили, что в каждом 
кубическом сантиметре среды нахо- 
дится фо частиц сорта В; следователь- 
но, каждая частицё сорта А встретит- 
ся с боУ частицами сорта В. Всего 
же в 1см3 присутствует а, частиц 
сорта А. Таким образом, общее число 
п встреч частиц сорта А и В за время 2 
будет 

п = Уаов. 
= 


За единицу времени происходит — 


Таких встреч: 


и У ый 
1 4х тя або. 


При расчете мы не учитывали, что 
движутся не только частицы сорта А, 
но и частицы сорта В, что скорость 
движения частиц изменяется после 
столкновения, что распределение час- 
тиц по объему можно только в сред- 
нем считать равномерным. Но более 
точный расчет с учетом всех этих фак- 
торов приводит к изменению найден- 
ного числа встреч не более чем на 10%. 

Конечно, не при каждой встрече 
частиц А и В происходит химическое 
превращение; однако число химиче- 
ских превращений пропорциональ- 
но числу встреч. 

Число химических превращений 
в единнце объема за единицу времени 
обычно называют скоростью химиче- 
ской реакции. Скорость химической 
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реакции между частицами А и В оп- 
ределяется соотношением 


у = < 4 ли? т @обь, 


где и — безразмерный коэффициент 
пропорциональности между числом 
встреч и числом химических превра- 
щений. 

Величина © по существу означает 
вероятность того, что при встрече двух 
взаимодействующих частиц между ни- 
ми произойдет химическая реакция. 
Какова эта вероятность и чем она 
определяется — это уже задача тео- 
рии элементарного акта химического 
превращения, и на этом вопросе мы 
останавливаться не будем. 

Соотношение (1) выражает закон 
действующих масс: скорость химичес- 
кой реакции в любой момент времени 
пропорциональна произведению кон- 
центраций реагирующих веществ 
в этот момент временн. Коэффициент 
пропорциональности, стоящий перед 
произведением концентраций, назы- 
вается константой скорости химиче- 
ской реакции при данной темпера- 
туре; обозначим его буквой К. 

В реакции взаимодействия двух 
частиц с одинаковой массой велнчина 
К равна 


, 1ИЗЕТ. 
К- 4елг АЕ 


Попробуем рассчитать величину 
скорости какой-нибудь простейшей 
химической реакции. 


(1) 


Задача 1. В среде, представляю- 
щей собой идеальный газ при нормаль- 
ных условиях (давление 760 мм. рт. ст, 
температура 0°С) протекает бимо- 
лекулярная реакция. Концентрации 
обоих веществ равны между собой, и ни- 
каких посторонних веществ в среде 
нет. 

Масса молекул А и В около 30 угле- 
родных единиц (1 у.е. = 1,67.10-3 г). 
Радиус молекул считать равным 


г=25А = 95. 10-8 см. 


Найти скорость реакции. 
Выразим массу молекул в граммах: 


т — 30. 1,67-10-2 г == 0,5.107722 г. 
30 
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Средняя квадратичная скорость 
движения молекул 
ЗЕТ _ 
и Ги 
2 уз 1,38.10—16эрггград-273 грид _ 
0,5.10-:2 2 


—= 4,8: 104см/с =- 480 м/с. 

Константа скорости реакции 
К =: 4алг < у> — 4ал (2,5. 10-8 см)? Хх 
х 0,48. 10$ см/с == 3,8а . 10-1 см?/с. 
Отсюда видно, что константа ско- 
рости реакции выражается в единицах 
(см3с-'). По закону Авогадро один 
моль идеального газа (6- 1023 частиц) 
занимает при нормальных условиях 
объем 22,4 д. Это означает, что в | смЗ 
содержится 2.7.10 частиц (число 
Лошмидта), то есть по 1,3.1018 мо- 
лекул Аи В (а, = $. = 1,3. 10 см-3). 
Таким образом, скорость реакции 


№ = 3.8<. 1-1 5% (1,3-1018 см-3)2=ы 
== 6,5. 1078 а *. 


Это означает, что в каждом куби- 
ческом сантиметре газа происходит 
6,5. 1028 встреч молекул А и В в се- 
кунду. 

Представим себе, что произошло 
бы, если бы каждая встреча приво- 
дила к химической реакции. Тогда все 
молекулы успели бы прореагировать 
за очень короткое время, равное 


а, _ 1,3-109 см-3 
№ 6,5. 108 с м3 > 
Реально ди это? 


Массу около 30 у. г. имеют моле- 
кулы этана (30 1. е.) и кислорода 
(32 9. е.). Таким образом, реакцию, 
которую мы рассматриваем, можко 
считать моделью реакцни горения га- 
за в домашней газовой плите. А вы 
знаете, что газ не загорится, если 
к нему не поднести спичку. Значит, 
в реакции между молекулами этана 
и кислорода величина коэффициента 
&« очень мала. 

Если химический процесс проис- 
ходит при постоянной температуре, то 
достаточно знать лишь величину кок- 
станты скорости реакцин К, чтобы 
определить, как изменяются концент- 


Ё. 1030: 


рации веществ в течение всего про- 
цесса. Поэтому закон действующих 
масс может быть записап в таком виде: 


где символами [А] и [В| обозначены 
концентрации реагирующих веществ. 
изменяющиеся в ходе реакции. 

Рассчитать теоретически величину 
константы скорости химической реак- 
цин довольно трудно, поэтому в боль- 
шинстве случаев ее определяют, ис- 
ходя из экспериментальных данных. 

Задача 2. Определить кон- 
станту скорости реакции между ве- 
ществами В и $, если из эксперимента 
известно, что их начальные концент- 
рации Т моль/л и за одну секунду в ак- 
те химического превращения участвует 
10% каждого из веществ. 

За одну секунду в 1 л объема рас- 
ходуется 0,1 моль вещества; значит, 
в каждом кубическом сантиметре про- 
нсходит 6.101’ актов химического 
превращения, то есть скорость ре- 
акции 

\ == 6. 10: см- 35-1. 


Подставляя в уравнение (2) зна- 
чения начальных концентраций и ско- 
рости реакции \/, определяем вели- 
чину константы скорости реакции: 


у 
и [К]5 1$] 6 


я 
— 0,1 Рони вы: 
моль. с 


17. 10-2 5%. 
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Мы рассчитали значение констан- 
ты К при постоянных концентрациях 
[Вю и [5$]. Если бы скорость прс- 
цесса была неизменной, вещества Ю 
и $ должны были бы израсходоваться 
полностью за 10 с, поскольку, как уже 
было сказано, за | с расходуется 10% 
всего количества исходных веществ. 
Однако в действительности это не так. 
Концентрации реагентов во время ре- 
акции с течением времени уменьша- 
ются, соответственно уменьшается и 
скорссть их расходования, то есть 
скорость реакции. За один и тот же 
промежуток времени на разных эта- 
лах реакции расходуется различное 
количество веществ. 
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2.8 


че а. и 


- 


0,06: 
0.04 


0,02 


с 2 4 6 8 10 12 14 
Рис. 2, 6. А 


Задача3. Зная величину кон- 
станты скорости реакции между ве- 
ществами Ю и $ (см. задачу 2), рас- 
считать, как изменяются концентра- 
ции реагирующих веществ с течением 
времени. 

Чтобы рассчитать изменение кон- 
центраций реагентов, разделим вре- 
мя, за которое протекает реакция, 
на несколько равных промежутков т 
и будем считать, что в течение этих 
промежутков времени скорость реак- 
ции постоянна. 

Возьмем промежутки т в бс, 2с 
и \с. На рисунке 2, а зеленая линия 
соответствует расчету концентраций 
ири т = бс, черная — при т = 2с, 
синяя — прин т = Тс. На рисунке 2, 6 
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показано изменение скорости реак- 
ции при таких же приближеннях. 

Поскольку на самом деле концент- 
рация реагентов изменяется непрерыв- 
но, маи: расчет будет тем точнее, чем 
меньше промежуток т. Чтобы полу- 
чнть точное значение концентрации 
реагентов в данный момент времени, 
нужно перейти к пределу при т-»0, 
учитывая, что скорость процесса из- 
меняется непрерывно. 

Дифференциальное исчисление 
позволяет точно решить эту задачу. 
Концентрация реагентов [№], в каж- 
дый данный момент времени опреде- 
ляется соотношением 
И М 
ГМ = КИ (3) 
где |^№]|. — начальная концентрация, 
! — время, прошедшее от начала ре- 
акции *)}. 

Подставляя в уравнение {3) най- 
денные нами значения коистанты ско- 
рости и исходных концентраций, на- 
ходим, как должны изменяться со вре- 
менем концентрации реагентов и ско- 
рость процесса: 


1 

[АТ =— [$1[, = 10п моль/л = 

. [020 
тол си"? 

0,1 
м, ео т МЫ. с 

6-1019 2 2 
ее ОВО 10 го, 1): см`.6 -. 


Эти зависимости показаны красны- 
ми линиями на рисунках 2, а, 6. 

Истинные кривые изменения ско- 
рости химического процесса и кон- 
центрации реагирующих веществ су- 
щественно отличаются от аналогич- 
ных кривых, полученных нриближен- 
ным методом. 

Уравнение (3) позволяет рассчи- 
тать концентрации реагентов и ско- 





=) Тем, кто знаком с дифференциальным 
исчнелением, ясно, что нужно решить днф- 
ференцнальное уравнение 


о КЕ 
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рость процесса в любой момент вре- 
мени и при любой начальной концент- 
рации реагентов. 

Однако не всегда химический про- 
цесс представляет собой одну эле- 
ментарную реакцию взаимодействия 
исходных веществ между собой. Обыч- 
но процесс бывает более сложным, он 
состоит из нескольких элементарных 
реакций, протекающих одновременно. 
Например, продукты реакции могут 
взаимодействовать между собой или 
реагировать с исходными веществами. 
Очевидно, что в этом случае уравнение 
(3) уже не будет описывать кинетику 
процесса, и необходимо выводить дру- 
гое, более сложное уравнение, в ко- 
торое войдут константы скоростей всех 
элементарных реакций, происходящих 
во время процесса. 

В связи с этим возникает необхо- 
димость не только определить кон- 
станты скоростей элементарных реак- 
ций, но и убедиться в том, что про- 
цесс действительно представляет собой 
совокупность данных реакций. 

Задача. На рисунке 3, а точ- 
ками показаны результаты измерения 
концентрации соляной кислоты в ре- 
акции хлорирования циклогексена в 
присутствии катализатора, 


си, сн. 

ИС си, ,С си, 
| + нс — р 
Н.С сн Н.С СНС 
з ‚ М 

СН СН> 


а на рисучке 3,6 — результаты  из- 
мерения концентрации формальдегида 


в репкции получения диметилди- 
оксана. 
С о ® о —пи 
Н-с-н+ р. Ч 
о СИЗ он 
С 115 —с Ио 
нию + м ва 5 


не а ые 


Выяснить, какую из этих рейкций 
можно описать уравнением бимолеку- 
лярной реакции. 
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Рис. 3, а. 
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Рис. 3, 6. 


Если реакция бимолекулярная, из- 
менение концентрации реагентов с. те- 
чением времени должно удовлетворять 
уравнению (3). 

Перепишем уравнение (3) несколь- 
ко иначе: 


0,2 52 
в 


фр мин 


1 
Мм Кр — в 


-П (4) 


Уравнение (4) представляет собой 
уравнение прямой линии в координа- 
тах обратная концентрация — время. 
Константа скорости бимолекулярной 
реакции равна тангенсу угла наклона 
этой прямой к оси 2. 


ПИЕ+ К 


3 Квант № 8 
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Рис. 4, а. 
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ь 
Г 4, 6. Е, мим 

Взяв значения концентраций по 
рисункам 3, а, 6, построим кривые 
зависимости обратных концентраций 
исходных веществ от времени (рис. 4, 
а, 6). Видно, что в случае хлорирова- 
ния циклогексена действительно по- 
лучается прямая линия. Значит, это 
бимолекулярная реакция. Констан- 
та скорости этой реакции: 


К = 
Для второй реакции получившаяся 


кривая существенно отличается от 
прямой. Значит, это более сложная 


{Еф == 0,02 л/моль-с. 
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реакция, и мы не сможем найти кон- 
станту ее скорости. Дополнительные 
исследования позволили установить, 
что продукты реакцин (диметил- 
диоксан и вода} взаимодействуют 
между собой, давая исходные ве- 
щества, то есть в этом случае про- 
текают одновременно две элементар- 
ные бнмолекулярные реакции. 

Итак, мы рассмотрели, как про- 
текает простейшая химическая реак- 
ция взаимодействия двух веществ. Те- 
перь нам известно, как изменяется 
со временем скорость реакции и кон- 
центрации веществ. Мы умеем рас- 
считать текущие концентрации, зная 
константу скоростн реакции и началь- 
ные концентрации исходных веществ; 
можем отличить бимолекулярную ре- 
акцию от других процессов. На самом 
деле в большинстве реальных хими- 
ческих процессов протекает одновре- 
менно несколько элементарных реак- 
ций, которые влияют друг на друга. 
Рассмотрение совокупности этих ре- 
акций приводит к появлению более 
сложных математических уравнений, 
описывающих реальный процесс. Ре- 
мение некоторых из этих уравнений 
представляет сложность даже для спе- 
циалистов, использующих весь арсе- 
нал математики и вычислительной 
техники. 
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Золотое сечение в поэме 
Шота Руставели 


(см. с. 12.) 


Одно нз классических 
произведений мировой лите- 
ратуры поэма Шота Руста- 
вели «Витязь в тигровой 
шкуре» написана изящным н 
звучным стихом, известным 
под названием  «шаири». 
Шаири — шестнадцатислож- 
ный стих. Строфа шанри со- 
стоит из четырех одинаково 
зарифмованных строк. 

аждая строка делится 
на два полустишия с 8-ю 
слогами в каждом. (Замеча- 
тельно, что деление прихо- 
дится точно на конец слова; 
нет ни одного случая, когда 
часть слова находится в 
первом — полустишии, а 
часть — 8% втором). Далее, 
каждое полустншне делнтся 
на два сегмента. Деления иа 
сегменты встречаются двух 
вндов: 

А) Симметричное (ког- 
да полустишие содержит два 
сегмента одного н того же 
размера по 4 слога в каж- 
дом); 

В) асимметричное (ког- 
да полустншне содержит два 
сегмента разного размера с 
нечетным числом слогов в 
каждом). 

МЧередованне сегментов 
типа А и В внутрн одной 
строфы не встречается. Оно 


наблюдается только — по- 
се 
соответствни с этим 


есть два вида шаирн; высо- 
кий (порожденный сегмен- 
тами тнпа А) и низкий (ло- 
рожденный сегментами ти- 
па В). Высокий шанри свой- 
ствен, в основном, быстрому 
темпу повествования, а няз- 
кнй — более замедленному. 
Поэт очень искусно череду- 
ет этн два типа шанрк до- 
стягая тем самым благозву- 
чия и избегая монотонности. 
С золотым сеченнем свя- 
зан низкий шаири. Дело в 
том, что в этом случае из 
двух сегментов, составляю- 
щнх полустимие, один — 
трехсложный, в другой — 
пятисложный. А ведь числа 
Зи 5 получаются при золо- 
том сечении числа 81 
{Окончение см. с.53) 
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7. Я. Шевелев Объем тел 
вращения 





Теорема Гюльдена *) говорит об объ- 
еме тела вращения, получающегося, 
если плоская фигура вращается во- 
круг осн, лежащей в ее плоскости. 
А что, если ось вращения не лежит в 
плоскости фигуры? Как в этом слу- 
чае вычислить объем тела вращення? 
В этом случае могут помочь следую- 
щие две теоремы. 

Теорема 1. Пить аи В— 
две перпендикулярные плоскости и 
{ — линия их пересечения. Пусть, да- 
лее, Е — некоторая плоская фигура, 
плоскость у которой перпендикулярна 
плоскости В, а Е, — проекция фигуры 
Е на плоскость а. Тогда объем теда, 
получающегося при вращении фигуры 
Е вокруг оси [, равен объему тела, по- 
лучающегося при вращении фигуры Е, 
вокруг оси Г. 

Доказательство. Прове- 
дем плоскость р, перпендикулярную 
прямой [, и пусть эта плоскость пе- 
ресекает фигуру ЁЕ по отрезку АВ 
(если пересечение плоскости р с фи- 
гурой Е состоит из нескольких отрез- 
ков, рассуждения не меняются). Отре- 
зок АВ перпендикулярен плоскости 
Ви потому его проекцией на плоскость 
а будет отрезок А.В,, равный отрез- 
ку АВ. Отрезок А.В, представляет 
собой пересечение плоскости р с фи- 
гурой ЁР,. На рисунке | изображен 
случай, когда отрезок АВ не пере- 
секается с плоскостью В (случай, когда 
этот отрезок пересекается сплоскостью 
В, предоставляем рассмотреть читате- 
лю). Тело У, получающееся при вра- 





*) См. «Квант» № 6, 1973, с.' 4. 
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щении фигуры Ё вокруг оси [, пере- 
секается с плоскостью р по кольцу 
К, которое является результатом вра- 
щения отрезка АВ вокруг оси [. 
Площадь этого кольца равна 
п (АС— ВС!) = п (АС* — ВС*, 
где С — точка пересечения прямой 
АВ с плоскостью В, а С, — проекция 
этой точки на прямую Г. Точно так 
же тело У!, получающееся прн вра- 
щении фигуры Е; вокруг оси [, пере- 
секается с плоскостью р по кольцу 
К, которое является результатом 
вращения отрезка А.В, вокруг оси [. 
Площадь этого кольца равна 
л (А,С1 — В,С)) = л (АС* — ВС*, 
то есть равна площади кольца К. 
Таким образом, сечения тел Уи И, 
любой плоскостью, перпендикуляр- 
ной оси [, имеет одинаковую пло- 
щадь. Известный принцип Кавалье- 
ри *) позволяет теперь утверждать, 
что тела Уи\, имеют равные объе- 
мы. 





*) См. «Квант» №6, 1972, с. 9. 








Смысл доказанной теоремы в том, 
что вычисление объема сложного те- 
ла У сводится в силу этой теоремы 
к вычислению объема тела У,, к 
которому непосредственно применима 
вторая теорема Гюльдена (или 
другие приемы вычисления объемов). 

Предоставляем читателю  само- 
стоятельно вывести из доказанной 
теоремы следующее предложение: 
пусть (в условиях теоремы 1) фигура 
Е’ получается из Ё параллельным 
переносом, направление которого па- 
Раллельно плоскости В; тогда объем 
тела, получающегося при вращении 
фигуры Е вокруг оси [ равен объему 
тела, получающегося при вращении 
фигуры Е’ вокруг оси [. 

Теорема 2. Объем тела, по- 
лучаемого вращением фигуры Е от- 
носительно оси [, не лежащей в ее 
плоскости, равен объему тела, полу- 
чаемого вращением этой фигуры от- 
носительно проекции оси { на пло- 
скость фигуры Е, умножемному на 
с0$ 0, где 0 — угол наклона оси 1 
к плоскости фигуры РЕ. 

Доказательство.  Срав- 
ним расположение фигуры РЁ отно- 
сительно оси {* (рис. 1} и располо- 
жение фигуры Ё, относительно оси [. 
Легко видеть, что если Р — произ- 
вольная точка фигуры Ё, а Р, — 
соответствующая точка фигуры Ё, 
(то есть проекция точки Р на пло- 
скость а), то расстояние точки Р от 
оси [* равно расстоянию’ точки Р, 
от оси [*, В то же время фигура РЁ, 
получается из Р сжатием вдоль оси { 
(на рисунке 2 обе фигуры располо- 








ПЕр:/Куапе.тссте.ги 





Рас. 3. 


жены для сравнения рядом — в од- 
ной плоскости): если отрезок РО, 
параллельный оси /*, имеет в фи- 
гуре РЁ длину 4, то соответствующий 
отрезок Р,@, имеет длину 4 соз 60. 
Ясно поэтому, что если тело У*, 
получающееся вращением фигуры Р 
вокруг оси {*, сжать в направлении 
осн [*, то оно превратится в тело, 
равное телу И,. Отсюда и вытекает, 
что объем тела У, (а значит, и тела У) 
равен объему тела У *, умноженному 
на со56. 

Предоставляем читателю самостоя- 
тельно вывести из доказанной тео- 
ремы следующее предложение: пусть 
а и В — 0ве перпендикулярные пло- 
скости, [ — линия их пересечения и 
т — произвольная прямая, перпен- 
дикулярная плоскости В; пусть, да- 
лее, Р’— фигура, лежащая в пло- 
скости а, а Е — фигура, получаю- 
щаяся из Е’ поворотом вокруг оси т 
на угол 0; тогда объем тела, полу- 
чающегося вращением фигуры Е вокруг 
оси [, равен и\со$6], где зо — объем 
тела, получающегося вращением фи- 
гуры Е’ вокруг оси [. 

Приведем примеры применения 
теорем 1 и 2 к решению задач 
на вычисление объемов тел враще- 
НИЯ. 

Задача 1. Найти обзем тела, 
полученного вращением куба со сто- 
роной а относительно его диагонали. 

Решение. Пусть 
АВСРА,В,С,О, —данный куб, его 
диагональ ВО, — ось вращения 
(рис. 3). Сам куб и выделенная из 


него фигура, состоящая из двух тре- 
угольников ВВ.О, и А,В.Б, экви- 
валентны при вращении относительно 
диагонали ВШО,, то есть дают одно и 
то же тело (проверьте это!). Иско- 
мый объем =, +9,, где о, и и. — 
объемы, полученные вращением тре- 
угольников ВВ, и А. В.О, вокруг 


оси ВО,. Так как ВО, =аУЗ и 
В,0, = 29 (где В,0, 1 ВБ), то 


З 

о, = 1 я.В,0'.ВР, ее ИЗ. 
Объем и, равен объему тела, полу- 
ченного вращением треугольника 
А,В,О, относительно оси В,О,, ун- 
ноженному на соз 0, где 6 — угол 
наклона диагоналя ВР, к плоскости 
треугольника А,В,), (по теореме 2). 

в,5, _ 5 

вр, 3 





что с0$0 = 





Заметив, 


В | 
легко найдем и, = —- п: 4,0*.В,Б, х 
э 
оба ИЗ, ‘Иекомай обкем 


9 
ла? УЗ 
= и, =. 

Задача 2. Одна из двух взаим- 
но перпендикулярных плоскостей 
параллельна основаниям правильной 
шестиугольной призмы и отстоит от 
ее центра на 3 а; другая отстоит от 


центра призмы на ?аУ3. Большая 
диагональ основания призмы парал- 
лельна линии [, по которой пересека- 
ются указанные плоскости, а ребра 
призмы равны а. Найти объем тела, 





Рис. 4, 
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полученного вращением призмы вокруг 
прямой [ (рис. 4). 

Решение. — Фигура, состоя- 
щая из «дальнего» по отношению 
к оси [ основания 4А,В.С.О.Е.Е, 
и совокупности трех боковых граней 
Р.С.СЬ, С.В,ВС и В, А. АВ, экви- 
валентна самой призме при вращении 
вокруг оси Г. Тела, образованные 
вращением основания А,В.С.0.Е.ЁР, 
и его ортогональной проекции на 
плоскость т (представляющей пра- 
вильный щестиугольник со стороной 
а и центром, удаленным от оси [ на 


2аУ3), равновелики (по теореме 


1). Точно так же тела, образо- 
ванные вращением совокупности трех 
боковых граней призмы и ее ортого- 
нальной проекции на плоскость а 
(представляющей прямоугольник, 
стороны которого равны а и 29а, с 
центром, отстоящим от оси Е на 3За), 
равновелики. Эти проекции могут 
быть рассматриваемы, как проекции 
самой призмы. Иначе говоря, объем 
тела, полученного вращением приз- 
мы, равен сумме объемов, получен- 
ных вращением ее проекций на пло- 
скости а ит. В дальнейших вычисле- 
ниях воспользуемся теоремой Гюль- 
дена об объеме тела вращения. Объем, 
полученный вращением прямоуголь- 
ника вокруг оси /[, равен и, = 
= (а. 2а) . 2п (За) = 12лаз. Объем, 
полученный вращением шестиуголь- 
ника вокруг оси {, равен 


и, = (> а? из] .2л (2а УЗ} = 18ла?. 


Искомый объем: о = 3З0ла?. 

В заключение — несколько задач 
для самостоятельного решения. 

1. Найтк объем тела, полученного вра- 
щением круга рэднуса К, если ось вращения 
наклонена к плоскости круга под углом 6, 
а ее проекция на его плоскость: а) проходит 
через центр круга; 6) проходит на расстоя- 
нии т>>Ю от центра круга. 

2. Плоскость & параллельна основаниям 
цилиндра с радиусом основания К и высо- 
той 2А н проходит на расстоянии 2В от его 
центра. Прямая { лежит в плоскости © и на- 
ходится на расстоянии 28 от проекции 
центра цилиндра на плоскость а. Найти 
объем тела, получаемого вращением цилинд- 
ра вокруг осн {. 
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М. Миле Что сказал 
проводник? 





$ 1. Метод математической 
нндукции 


— «Знаете ли вы  икраинскую ночь?» — 
с чувством начал Оська. 

— Нет, неп!! — закричал зал. — Не зна- 
ем! Просим! Просим! 

— «Нет, вы не знаете украинской ночи!» 
— продолжал немного смущенный Оська. 

— Ясно, не знаем, — согласились матери. — 
Откуда нам знать? Какое наше — воспита- 
ние было? 


Л. Кассиль. «Кондуит и Швамбрання». 


Знаете ли вы, что такое матема- 
тическая индукция? 

«Знаем, знаем!» — чудится мне 
ответ читателей. «Пусть в очереди 
первой стоит женщина, и за каждой 
женщиной пусть стоит женщина. 
Тогда все в очереди — женщины!» — 
вот шутливая формулировка прин- 
ципа математической индукции. А вот 
серьезная: «Пусть имеется последо- 
вательность утверждений У,, У.,, 
у,, Пусть первое утверждение 
У, верно, и пусть за каждым верным 
утверждением У’, стоит верное утверж- 
дение У».,. Тогда все утвержде- 
ния У, верны». 

Ну, что ж. Это действительно так. 
Поскольку за каждым верным утверж- 
дением У» следует верное утвержде- 
ние У»., и поскольку утверждение 
У, верно, то утверждение У, верно; 
а раз У, верно, то и У, верно; но 
тогда и У., следующее за У., вер- 
но и т. Д. 

И все-таки, мне кажется (вы уж 
меня простите): «Нет, вы не знаете, 
что такое математическая индукция!» 
А впрочем, давайте проверим. 
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Впереди вас ждут несколько испы- 
таний: в $ 2 и $3 — попроще, 
в $ 4и 65 — посложнее. 


$ 2. Фокус — покус 


Если на клетке слона написано +«буц- 
вол», ме верь глазам своим. 


Козьма Прутков. Афоризмы. 


С помощью метода математической 
индукции можно — обосновать сле- 
дующий поразительный фокус. 

Вырежьте из картона — 999 оди- 
наковых карточек. На 11| карточках 
напишите |, на 111 карточках —2, 
и т. д. — на последних 111 карточ- 
ках напишите 9. Переверните все 
карточки цифрой вниз и тщательно 
перемешайте. Затем возьмите совер- 
шенно произвольно п карточек, где 
п — любое целое число от 1 до 100, 
и положите их на стол цифрой вверх. 
Тогда цифры, налисанные на всех п 
выбранных карточках, обязательно 
окажутся одинаковыми! Сколько бы 
раз ни повторять этот фокус и какое бы 
п ни выбирать (1<я=<100), резуль- 
тат неизменно будет один: на всех 
п карточках будет одна и та же цифра! 
Каждый может на досуге проверить 
сказанное экспериментально, а сейчас 
докажем этот замечательный факт 
по индукции. 

Нам нужно доказать утвержде- 
ние У»: На всех п выбранных карточ- 
ках (1<п=5100) окажется одна и та же 
цифра. Фактически здесь имеется 
100 утверждений: У, ‚,..., У, оо 
(в зависимости от того, какое значе- 
ние принимает п). 


При п = 1 наше утверждение, 
очевидно, справедливо. (В этом нет, 
правда, ничего удивительного: если 
цифрой вверх будет перевернута всего 
одна карточка, то, разумеется, перед 
нами окажется одна цифра.) 

Докажем теперь, что если утверж- 
дение У, верно при п -= А (где & — 
любое целое число от 1 до 99), то оно 
верно и при п = # + 1. 

Положим на стол цифрой вверх 
Е -- | карточку. Одну карточку (на- 
зовем ее А) на минутку снимем со 
стола. На столе останется Ё карточек. 
На них (по предположению индук- 
ции} написана одна и та же цифра 
(некоторая цифра. Х). 

Итак, на всех карточках — кроме, 
быть может, А — написана цифра Х. 

Заменим теперь одну из Е карточек 
на столе карточкой А. На столе 
по-прежнему А карточек, значит, по 
предположению индукции, на них всех 
написана одна и та же цифра (которую 
мы выше обозначили через Х). В том 
числе цифра Х написана и на кар- 
точке А, которую мы вначале сняли, 
а теперь вернули на стол. 

Итак, на карточке А тоже написа- 
на цифра Х. 

Значит, на всех п карточках 
(п =Е-- 1) написана цифра Х, что 
и требовалось доказать. 
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Таким образом, в терминах 6 1 
утверждение У, верно, и за каждым 
верным утверждением У» (1<А=<99) 
следует верное утверждение Ук... 
Следовательно, все утверждения У» 
верны (1<п=<100). И как ни поразн- 
телен наш фокус с карточками, он 
теперь обязан всегда получаться — 
это строго доказано! 


$ 3. На пальцах 
Из мешка вывалилсея большой, крайне 
рассерженный двупалый ленивец. 

Дж. Даррелл. Три билета до Эдвенчер. 

Рассуждая так же, как в $ 2, 
можно доказать немало удивительных 
теорем. Например, нетрудно уста- 
новить, что все числа равны между 
собой или что у всех девушек глаза 
одинакового цвета. 

Последнее утверждение  заслу- 
живает, нам кажется, того, чтобы 
остановиться на нем подробнее. Итак, 
соберем вместе совершенно произволь- 
ных п девушек, — тогда (сейчас мы 
это докажем) у них у всех глаза ока- 
жутся одинаковоро цвета. 

При п =1 это утверждение оче- 
видно (хотя и малосодержательно). 
Переход от п = кп = # + 1 пояс- 
ним буквально «на пальцах» (рис. }). 
Для этого возьмем А = 4, +1 =5, 
по числу пальцев на руке. 
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Согласно предположению индук- 
ции, у всяких четырех девушек глаза 
одинакового цвета. Соберем вместе 
(рис. 1, а) 5 совершенно произволь- 
ных девушек (А, В, С, ри БВ. По 
предположению индукции у любых 
четырех из них глаза одинакового 
цвета. В частности, у всех, кроме А, 
глаза такого же цвета, как у С 
(рис. 1, в), ну всех, кроме Ё, глаза 
тоже такого же цвета, как у С 
(рис. 1, с). Итак, у любых пяти де- 
вушек глаза одинакового цвета. 

При больших А доказательство 
проходит без всяких изменений 
(только, если вы захотите проводить 
его «на пальцах», вам, возможно, 
придется пригласить на помощь не- 
скольких приятелей). 

Упражнения 

1. Если вы сомневаетесь в спра- 
ведливости доказанного утверждения, 
«можете испытать  эксперименталь- 
ный подход, заглянув в глаза 
нескольким девушкам» (Пойя. Ма- 
тематика и правдоподобные рассуж- 
дения.) 

2. Если имя биолога и писателя 
Дж. Даррелла не было знакомо вам 
раньше, то эпиграф к $5 3 уже сыграл 
свою основную роль: настоятельно 
советуем вам скорее познакомиться 

‚с книгами Даррелла, интересными’ 
и полными своеобразного мягкого 
юмора. Выбирая эпиграф, мы пресле- 
довали, однако, кроме чисто пропаган- 
дистских целей, еще одну цель. Как 
вы думаете — какую? 

Указание. Эпиграф имеет не- 
которое отношение и к заглавию $ 3, 
и к его содержанию, и к содержанию 
$ 2. (Отметим, что всякие ассоциа- 
ции с заголовком 6 4, напротив, 
случайны.) 


$ 4. О ленивых мудрецах 


Три дамы А, В и С сидят в купе 
железнодорожного вагона с испачкан- 
ными лицами и все три смеются. 
Внезапно А соображает: почеми В не 
понимает, что С смеется над ней?— 
О, боже! Они смеются надо мной. 


Дж. Литлвуд. Математическая смесь. 


Едут в вагоне поезда № мудрецов. 
За окнами прелестный — пейзаж. 





Поезд то и дело ныряет в туннели. 
Дух захватывает. Собрались все муд- 
рецы в коридоре вагона, в открытые 
окна глядят, не наглядятся. 

Вдруг в одном туннеле грохот, 
дым, пыль! Грязь какая-то в окна 
посыпалась. Проехали туннель — 
входит проводник. «Тут кое-кто ис- 
пачкался, — говорит. — В поезде, к 
сожалению, воды нет. Но сейчас 
подряд болышие остановки пойдут, 
так что можно будет выйти из поезда 
и помыться». 

Надобно вас теперь предупре- 
дить — мудрецы в вагоне собрались 
как на подбор: столь же умные, сколь 
ленивые. Никто, скажем, зря мыться 
не пойдет (если не знает наверняка, 
что испачкался). И у соседей не спро- 
сит, чистое у него лицо или грязное — 
зачем напрасно людей тревожить и са- 
мому беспокоиться? — проще сооб- 
разить. 

Что же сделают мудрецы после 
объявления проводника? 

Утверждается, что если у п из нцх 
испачканы лица, то ровно на п-й оста- 
новке все эти п мудрецов выйдут 
из поезда мыться. 

Докажем сделанное утверждение 
по индукции. 

Случай п = 1. Прип = 1 ут- 
верждение очевидно. Мудрец М, с 
грязным лицом узнает из объявления 
проводника о том, что в вагоне нмеют- 
ся пассажиры с испачканными лн- 
цами. Оглядев соседей, он обнару- 
живает, что у них лица чистые. Зна- 
чит, грязное лицо — именно у него. 
Поэтому на 1-й остановке он идет 
МЫТЬСЯ. 

Переход от ПАК 
п=А--!. Покажем, что если ут- 
верждение справедливо при п ==, 
то оно верно и при п = +1 

Пусть лица испачканы у мудре- 


цов М, ‚,..., Маз. Тогда Миа 
видит вокруг А грязных лиц 
(М,, ..., Мь) и рассуждает так: 


«Возможны два случая: 

1) у меня чистое лицо; 

2) у меня грязное лицо. 

В 1-м случае все Ё мудрецов с 
грязными лицами, которых я вижу 
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вокруг, выйдут умываться на Ё-Й 
остановке (так как по предположе- 
нию индукции при п = # утвержде- 
ние справедливо). 

Поскольку 1-Й случай возможен, 
мне не следует выходить ни на Ё-й 
остановке, ни раньше: если я чистый, 
это было бы непростительной тратой 
сил! Ктакомувыводупри- 
шел бы на моем месте 
любой умныйи не склон- 
ный к напрасной суете 
человек *). 

Но возможен, разумеется, и 2-й 
случай: может быть, у меня тоже гряз- 
ное лицо. Тогда, однако, каждый из 
перемазавшихся мудрецов М, ‚,..., 
Мь видит вокруг себя Ё испачканных 
лиц. В этой ситуации никто из них — 
мудрых и неторопливых — не пойдет 
умываться на А-й остановке (см. преды- 
дущий абзац). | 

Итак, если мудрецы М,,... , Мь 
не пойдут мыться на А-й остановке, 
значит, я — грязный, и мне надлежит 
ндти умываться. Дождусь А-Й оста- 
новки. Если на ней никто не пойдет 
умываться, придется выйти на сле- 
дующей — (Ё + 1)-й остановке и вы- 
мыть лицо!» 

Так же рассуждают все мудрецы 
с грязными лицами. Следовательно, 
на (А -{- 1)-й остановке все они пойдут 
умываться, что и требовалось до- 
казать. 

Задачи 

1. Изменим слегка наш рассказ. 

Зная, что в вагоне едут мудрецы, 
и увидав, что многие из них испач- 
кались, проводник решает сократить 
свое объявление. 

«Зачем же мне говорить, что кое- 
кто испачкался, — думает он, —когда 
они и сами это видят!» И пропускает 
первую фразу объявления. 

Можно ли по-прежнему утверж- 
дать, что если лица испачканы у п 
человек, то на п-й остановке они 
пойдут мыться? 

2. Внесем в рассказ другое из- 
менение. 





*) Вероятно, так мысленно именует он 
свою лень. 
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Пусть в тот момент, когда поезд 
проходил через злосчастный туннель, 
часть мудрецов была в своих купе: 
кто в окно смотрел, кто дремал... 

Громкий голос проводника, кото- 
рый на этот раз опять произнес пол- 
ный текст объявления, по счастливой 
случайности услышали все, но по- 
ручиться, что и другие слышали объяР- 
ление, никто бы не смог. Через не- 
которое время (еще до первой оста- 
новки) все мудрецы собрались в 
коридоре вагона .. 

Вопрос тот же, что в задаче 1. 

Предупреждение. Если вы 
хотите решить предложенные задачи 
сами (без подсказок), то не читайте 
пока $ 5. 


$ 5. Что сказал проводник? 


Иль думал, что я думала, 
Что думал он: я сплю! 


С. Маршак. Из Ковентри Пазмора. 


Пусть мудрецы и сами — без про- 
водника — знали и про то, что в поез- 
де нет воды, и про то, что после тун- 
нелей пойдут долгие стоянки, на ко- 
торых можно умыться. Кроме того, 
пусть в грязном туннеле испачкался 
больше чем один человек. Тогда в объ- 
явлении проводника нет как будто 
вообще ничего нового ни для кого из 
мудрецов! 

Так что же — если бы проводник 
вовсе не приходил — лошли бы п ис- 
пачкавшихся мыться на п-й остановке? 

Велик соблазн ответить «Да»: раз 
ничего не изменилось в условии зада- 
чи, то не должен, казалось бы, из- 
мениться и ответ! И все же здравый 
смысл подсказывает, что без объявле- 
ния проводника мыться, пожалуй, 
никто не пойдет!! И потом — что 
значит: «ничего не изменилось в усло- 
вниз ? Все-таки в одном варианте прс- 
водник вообще не приходил, а в дру- 
гом — приходил и что-то сказал!!! 

Что же, наконец, он сказал? 

Одними восклицаниями этот во- 
прос, ло-видимому, не решишь. Поэто- 
му хладнокровно и скрупулезно про- 
анализируем простейший возможный 
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случай: п= 2 (положить п =] мы 
не можем, так как дано, что испач- 
кался болыцше чем один человек). 

Случай п=2. Лица испач- 
каны у мудрецов М, и М.. Они видят 
друг друга, и поэтому каждый из них, 
действительно, знает, что кто-то 
испачкался. 

Поставив себя на место М,, по- 
пробуем повторить рассуждения $ 4. 


«Возможны 2 случая: 
1} у меня чистое лицо; 
2) у меня грязное лицо. 


В 1-м случае М, видит только 
честые лица, но он знает, что кто-то 
испачкался. Поэтому...» 

Стоп! М,, действительно, знает, 
что кто-то испачкался, но откуда об 
этом известно М.? Откуда, собствен- 
но, М. знает, что М, знает, что 
кто-то испачкался? 

... Наконец-то, мы, кажется, на- 
щупали ключ к решению. 

Если проводник проходил, то его 
объявление, и правда, не было но- 
востью для М: и М,. Но М, видел, 
что М, слушал это объявление. 
Поэтому-то, если проводник приходил, 
тоМ, знает, что М, знает, что 
кто-то испачкался. 

Если же проводник не приходил, 
то знать М. об этом неоткуда. 
В самом деле, мы-то знаём, что у М» 
грязное лицо, и поэтому знаем, что 
М, знает, что кое-кто (может быть, 
только М „, а может быть и он тоже) 
испачкался, но сам М, допускает 
возможность, что у него чистое лицо, 
и что М, видит, следовательно, только 
чистые лица. Но если М, ве видит 
грязных лиц и если проводник не 
приходил, то М, неоткуда узнать, 
что кто-то испачкался. Значит, если 
проводник не приходил, то М, не- 
откуда узнать, что М, знает, что 
кое-кто испачкался. 

Упражнение. Пусть про- 
водник не приходил, п == 2; испач- 
кались мудрецы М, и М», мудрец М 
не испачкался. Какие из следующих 
утверждений верны? 

а) М, знает, что М знает, что 
кое-кто испачкался, 


Ь) М знает, что М, знает, что 
кое-кто испачкался, 

с) М, знает, что М знает, что 
М, знает, что кое-кто испачкался, 

4) М, знает, что М, знает, что 
кое-кто не испачкался. 

Дальнейший анализ. 
При п>2 каждому мудрецу и без 
объявления проводника становится 
известно не только то, что кое-кто 
испачкался, но и то, что все осталь- 
ные знают об этом. Пусть, например, 
грязных мудрецов — трое: М,, М. 
и М.. Тогда М. знает, что М, видит 
грязное лицо М.. Тем самым, М. 
знает, что М, знает, что кое-кто 
(например, М.) испачкался- 

Различие между вариантами, когда 
проводник приходил или не приходил, 
при п>2 становится поэтому еще 
тоныше. рмулируем его точно 
для п =3. 

Случай пн = 3. Если провод- 
ник приходил, то М. знает, что Мо 
знает, что Му знает, что кое-кто 
испачкалея, а если не приходил, то 
Мз знать об этом неоткуда. 

Упражнение. Проверьте 
последнее утверждение. 

Общий случай. Один зна- 
менитый философ как-то заметил: 
Если человек говорит фразу 

«Я думаю о том, что я думаю 


о том, ...», то уже на третьем — 
четвертом обороте теряет смысл 
произносимого. 


Нам в общем случае придется 
сделать не три — четыре, а п обо- 
ротов. Обозначим через ЦШ»к та- 
кое утверждение: М» знает, что 
Мь_: знает ...., что М. знва- 
ет, что Му знает, что кое-кто 
испачкался. 

Тогда различие между сравнивас- 
мыми вариантами можно сформули- 
ровать в виде следующей теоремы: 

Пусть проводник приходил, и пусть 
лица испачканы у мидрецов М.,..., 
Мл (и, может быть, еще у кого-нибудь). 
Тогда утверждение И„ справедливо. 

Пусть проводник не приходил и 
пусть лица испачканы у мудрецов 
М, ,... ‚М, —(& только у них). 
Тогда утверждение И„ несправедливо. 
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Докажем эту теорему по индукции. 

При п = | она очевидна: если 
проводник приходил, то М, знает 
из его объявления, что кто-то испач- 
кался, если же проводник не при- 
ходил, и лицо испачкано только у 
Мь, то ему неоткуда знать об этом; 
то есть в первом варианте И. спра- 
ведливо, а во втором — несправед- 
ливо. 

Переход от п= ЕЁ кп=ЕЁ-+1 
проводится так. 

Г вариант (проводник 
приходил). Лица испачканы у 

1,.-... Мау. Значит, в част- 
ности, они испачканы у М,,..., М». 
Значит, по предположению индукции 
утверждение И» справедливо. Это, 
разумеется, известно мудрецу Мл+ 1, 
то есть М», знает, что  Мь 
знает, ..., что М. знает, что Му 
знает, что кое-кто испачкался. Тем 
самым, утверждение Ик., справед- 
ливо. 

П вариант (провод- 
ник не приходил). Мудрец 
М», допускает, что у него, может 
быть, чистое лицо. В этом случае, 
с его точки зрения, лица испачканы 
только у # мудрецов М,, ..., МЬь, 
и, следовательно, — по предположе- 
нию индукции — утверждение Ив 
несправедливо. Итак, допустив, что 
у него чистое лицо, М». вынужден 
допустить, что М; не знает, что 


М», знает,... что Мо. знает, 
что М, знает, что кое-кто испач- 
кался*). 


И вместе с тем выяснено, наконец, 
что же сообщил мудрецам проводник. 
Чем л больше, тем, оказывается, боль- 
ше узнали из его объявления мудре- 
цы — имеющий уши да слышит! 
Другими словами, М».. не знает, 
что Мь знает,... , что М. знает, 
что М ; знает, что кое-кто испачкался, 
то есть утверждение И»,, неспра- 
ведливо. 

Теорема доказана. 





*) Фактически М» знает об этом, то есть 
фактически — а не с точки зрения Мича, 
предположившего, что у него чистое лицо — 
утверждение {/ справедливо. Проверьте 
это. 
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$6. Точки над 1 

Читателям, добравшимся через все 
препятствия до конца 6 5, вряд ли 
понадобятся следующие разъяснения. 
Все-таки, «для порядка», дадим их. 

1. В б 3 переход от А=ё4к 
Е т | = 5 проделан без ошибок. Вер- 
но и то, что при больших Е доказа- 
тельство проходит без изменений. Не- 
трудно также перейти от л== к 

= Зиотп =Зклт = 4. Не полу- 
чается «только» переход от п = 1 
кн =2. Он не может получиться 
лотому, что при п = 2 утверждение 
неверно: не у любых двух девушек 
глаза одинакового цвета. 

Если все-таки попытаться про- 
вести доказательство «на пальцах» 
и в этом случае, то ничего не выйдет 
(в $63 мы соединили АиЕ «мости- 
ком» С: иу А, иу Е глаза оказались 
такого же цвета, как у С; если паль- 
цев всего два, то такого мостика нет). 

Двупалый ленивец из эпиграфа 
призван был привлечь виимание к 
указанному исключительному случаю- 

2. В $2 утверждение У, верно, 
а все утверждения У’, начиная со 
второго, неверны. Переход от п = & 
к пл= Е -- | обоснован правильно 
для #22. Переход от п = 1 кп=2 
содержит ошибку: когда мы убираем 
карточку А, на столе остается одна 
карточка; на ней написана одна циф- 
ра, но вовсе не обязательно цифра Х. 

3. Если оставить в стороне вопрос, 
знал ли М», что М, знает, что умы- 
ваться нужно не в поезде, а на стоян- 
ках (и если знал, то знал ли об этом 
М. ит. д.), то разобранная в 5 5 задг- 
ча эквивалентна задаче | из 5 4. Тем 
самым, если проводник не объявил, 
что «кое-кто испачкался», то никто 
из мудрецов мыться не пойдет (ни на 
п-й, ни на какой другой остановке). 

Никто не пойдет мыться и в том 
случае, когда п>[ и не все п испач- 
кавшихся мудрецов находились вместе 
во время объявления проводника (за- 
дача 2 из 64). Доказательство ана- 
логично проведенному в $ 5, только 
индукцию нужно начинать с п = 2: 
при п = 1 единственный испачкав- 
шийся мудрец пойдет мыться на 1-й ос- 
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тановке независимо от того, где он 
был во время объявления проводника. 

4. В 1-м упражнении из $ 5 ут- 
верждения а), Ъ} и а) верны, а утверж- 
дение с) неверно. 

5. Наряду с утверждением (Ие 
(справедливым, если проводник при- 
ходил, и неверным, если он не при- 
ходил) для различения сравнивае- 
мых в 6 5 вариантов можно исполь- 
зовать еще п! утверждений, которые 
лолучаются из И„ всевозможными 
перестановками букв М, ..., М,. 
Например, М, знает, что М, 
знает, ..., что М,„ знает, что кто-то 
испачкался. 

Все эти л! утверждений содер- 
жат по п оборотов. «Более короткие» 
(содержащие не более чем п — }] 
оборот) утверждения не позволяют 
различить варианты, когда провод- 
ник приходил или не приходил. На- 
пример, утверждение (,„_, справед- 
лиро и без объявления проводника, 
так как М,„_, знает, что М„_, 
знает, ..., что М. знает, что М, 
знает, что М, испачкался. 

6. Смешливая дама из эпиграфа 
к $ 4 догадалась, что у нее грязное 
лицо, хотя никакой проводник не 


делал никаких объявлений. Роль про- 
водника сыграл несдержанный смех 
ее соседок. Степенные мудрецы, ко- 
нечно, не позволили бы себе ничего 
подобного! 
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И. Ф. Шарыгин 06 ОДНОМ 
геометрическом 
месте точек 





В «Кванте» №11 за 1972 год в «Задачнике «Кванта» была предложена 


задача М174. Вот ее условие. 


На сторонах треугольника АВС, как на основаниях, построены равнобед- 
ренные треугольники АВ.С, ВАС и АС, В (рис. Г). Докажите, что пер- 
пендикуляры, опущенные из точек А, В и С соответственно на прямые 
В:Си, С1А, и А\Ва, пересекаются в одной точке. 

В публикуемой статье рассказано об одном довольно общем методе ре- 
шения задач такого типа, в частности, решается задача М174. В 
конце статьи приведены задачи для самостоятельного решения. 


Довольно Часто встречаются задачи, 
в которых требуется доказать, что ка- 
кие-то три или более прямых пересе- 
каются в одной точке. Нередко этн 
задачи можно решать так: доказать, 
что две из рассматриваемых прямых 
пересекаются в точке, удовлетворяю- 
щей некоторому условию, которому 
удовлетворяют все точки третьей пря- 
мой и только они. В качестве примера 
можно привести следующие две теоре- 
мы из школьного учебника: биссект- 
рисы внутренних углов треугольника 
пересекаются в одной точке; перпен- 
дикуляры, восставленные к середи- 
нам сторон треугольника, пересека- 
ются в одной точке. 

Аналогично, если требуется дока- 
зать, что какие-то три или более то- 
чек лежат на одной прямой, то можно 
попытаться доказать, что все рассмат- 
риваемые точки удовлетворяют усло- 
вию, которому удовлетворяют все точ- 
ки некоторой прямой и только они 
(подобные рассуждения можно прово- 
дить не только для прямых, но и, 
например, для окружностей). 

Об одном геометрическом месте то- 
чек, помогающем решать подобные за- 
дачи, мы сейчас и расскажем. 


Формулировки утверждений 


Утверждение |1. Лусть А, 
цА, — две фиксированные (различные } 
точки плоскости; Е, Ел и Е, — дейст- 
вительные числа. Тогда геометричес- 
ким местом точек М таких, что 

Е, (А.М) -+ К, (А.М)? = &, 
будет: 

а) окружность или одна точка, или 
их множество, если В, -- Е = 
5 9; 

6) прямая линия, перпендикиляр- 
ная отрезку А, А,, если К, {+ Е =0 
(но Е, = 0). 





Рис. 1. 
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Справедливо и обобщение утверж- 
дения | для болышего числа точек. 

Утверждение 2. Пусть А,, 
А, ..., Ал — фиксированные точки 
плоскости, Кл, №, ... Ка (все В; 5 
5 0) — данные числа. Тогда геомет- 
рическим местом точек М таких, что 
сумма 
(А М8 + ЕАМ +... + 
ЕЕ Е.(А, М) 
постоянна, будет 

а) окружность, точка или пустое 
множество, если В+ Е.+... + 
-- № = 0; 

6) прямая или вся плоскость, если 
АА, +... - А = 0. 

С помощью утверждения 16 мож- 
но доказать следующее весьма полез- 
ное условие. 

Утверждение 3. Для того, 
чтобы перпендикуляры, опущенные из 
точек А;, Ву и С. соответственно 
на стороны ВС, АС и АВ треуголь- 
ника АВС, пересекались в одной точке, 
необходимо и достаточно, чтобы вы- 
полнялось равенство 
(А,В)? — (ВС, (С1А)? — 

— (АВ)? + (В.С)? — (СА, = 0. (1) 

Из последнего утверждения выте- 
кает такое следствие. 

Утверждение 4. Если пер- 
пендикуляры, опущенные из вершин 
А,, В, С, треугольника А.В.С, 
на стороны ВС, АС и АВ треуголь- 
ника АВС, пересекаются в одной точке, 
то и перпендикуляры, опущенные из 
точек А, В и С на прямые В,С,, 
АС, и А,В,, также пересекаются 
в одной точке. 

Попробуйте самостоятельно дока- 
зать все эти утверждения. Мы же 
сначала покажем, как с помощью ут- 
верждения 3 или 4 решить задачу 
М174, а затем докажем сами утверж- 
дения. 


Решение задачи М174 


Согласно утверждению 3 нам надо 
проверить справедливость следующего 
равенства (см. рис. 1): 
(АВ, — (В.С) + (СА) — 

— (А‚В)* - (ВС,)? — (С.А) = 0. 


% 
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Это равенство действительно вы- 
полняется, поскольку 


АВ, = В.С, СА, 
= А.В, ВС, — С.А. 


Можно также воспользоваться ут- 
верждением 4. Тогда достаточно за- 
метить, что перпендикуляры, опущен- 
ные из точек А‚, В,, С, на стороны 
треугольника АВС, проходят через 
середины сторон треугольника АВС 
ин потому пересекаются в одной точ- 
ке — центре окружности, описанной 
около треугольника АВС. 

Теперь перейдем к доказательству 
сформулированных выше утвержде- 
ний. 


Доказательства утверждений 


Утверждение 1а. Пусть А/> 
>00 и А, > 0. Возьмем на отрезке 
А.А, точку Р, делящую этот отрезок 
в отношении КЁ. : К,. Тогда А. (А.Р) = 
= #.(А.О). Пусть 2МВА, =Ф 
(см. рис. 2). Запишем теорему. коси- 
нусов для треугольников МВА, и 
Р: 


(А, М)" 


(А.О) + (МБ) — 
—2МО-РА,со$ $, 

(А.М) = (4,0) (МБ + 
-2МО-РА,.со$ $. 
Умножив первое равенство на #,, 
второе на Ё, и сложив их, получим: 
(А.М)? + (А.М)? = ЕКА. р)- 
т Ва + (в, + ВЭМЬ», 








М о | 

| К 

] 

А, |) А. | 

| та! 
Рис. 2. 


откуда 


#—#, (А.Б) — &, (А.О)? 
(М = Аль С. 


В правой части последнего равенства 
мы получили постоянную величину 
и обозначили ее через С. Таким обра- 
зом, (МО)? постоянно, то есть точка М 
лежит на окружности с центром 


в точке О и радиусом у’С, если С>>0; 
совпадает с точкой РД, если С = 0; 
точек М, удовлетворяющих  усло- 
вию задачи, нет, если С < 0. 

Легко проверить и обратное 
утверждение: каждая точка М полу- 
ченного множества удовлетворяет со- 
отношению Е (А.М)? -- (А.М)? = 
= А, для этого достаточно подставить 
в формулу (2) выражение для (МО)*. 

Мы рассмотрели случай Ё, > 0, 
А. > 0. Случай Е, < 0, К. < 0 сво- 
дится к рассмотренному заменой зна- 
ков А1, Е, и К на противоположные, 
а в случае #, > 0, А, < 0 (или Ё, < 
< 0, Е. > 0) можно действовать так 
же, как в самом первом случае, толь- 
ко точка Р будет лежать вне отрезка 
А.А», (рис. 3; проведите самостоятель- 
но все выкладки). Формула (2) оста- 
нется в силе в любом случае, в даль- 
нейшем мы это используем. 

Утверждение 16. Соотно- 
шение 


Е (АМ)? — Е. (А М)? = # 


эквивалентно соотношению 


(АыМя — (Ам 
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ГА, о А, О А, А. 
Рис. 4. Рис. 5. 


Пусть р — проекция точки М на 
прямую А,А.. Тогда по теореме Пи- 
фагора (см. рис. 4, 5) 


(А.М)? = (А.Р) + (МБ), 
(А.М)? = (А 20)" + (мМБ)', 


откуда 
(А, М)" — (А.М *—=(А,2)* — (А.Б = 


__& 
т" 


Итак, задача свелась к нахожде- 
нию на прямой А.А, точек О, удов- 
летворяющих последнему соотноше- 
нию. Такую точку легко найти (про- 
верьте), причем она единственна. Точ- 
ка М должна лежать на перпендику- 
ляре, восставленном к прямой А.А, 
в точке О. 

Справедливо и обратное утверж- 
дение (докажите его самостоятельно): 
Оля всех точек прямой, перпендику- 
лярной отрезку А.А., разность квад- 
ратов расстояний 00 `А, и А, по- 
стоянна. 

Утверждение | доказано. 

Утверждение 2. Доказа- 
тельство будем проводить по индук- 
ции. Для п = 2 мы уже доказали ут- 
верждение 2. (Для п = 2 геометри- 
‘ческим местом точек будет вся плос- 
кость, если Ё, + А, =Ои А, сов- 
падает с А.. Тогда для всех точек 
плоскости (АМ)? — (А.М)? = 0). 

Пусть теперь утверждение 2 вер- 
но для некоторого п. Докажем, что 
оно верно и для (п + 1). Заметим, 
что если п>.2, а все К, ЁК,, ..., Ки, 
„21 Не равны нулю, то среди них 
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найдутся два, сумма которых не рав- 
на нулю. Пусть это будут Ё и К.. 
Возьмем точку Д, построенную в до- 
казательстве утверждения Та, и вос- 
пользуемся формулой (2). Тогда 
равенство 
Е(А:М)? + ЕАМ)“ г ВАМ 
+. . Киа (А+. М)" = & 
можно записать в виде 
(&, + (РМ) - ЕАМ)" +... 
+ + (А+: М) = &—# (Ар) — 
—Аз(А,0)". 
Теперь справа стоит постоянная, а сле- 
ва число точек уменьшилось на еди- 
ницу, сумма же коэффициентов не из- 
менилась. Согласно предположению 
индукции для последнего равенства 
утверждение 2 выполняется. Значит, 
оно выполняется и для (п -+- 1) точ- 
ки. Утверждение 2 доказано. 

Утверждение 3. Необ- 
ходимость. Пусть Р — точка пе- 
ресечения перпендикуляров, опущен- 
ных из А,, В иС, на ВС, АС и АВ. 
Из утверждения 16 следуют равенства 

(А,В)* — (СА, = (РВ)? — (СР), 

(ВС)? — (АВ;)* = (РС)? — (АР)? 

(С, А)* — (ВС,)* = (РА)* — (ВР). 
Сложив эти три равенства, получим, 
что в этом случае условие (1) выпол- 
няется. 

Достаточность. Пусть вы- 
полнено условие (1} и пусть Р — точ- 
ка пересечения перпендикуляров,опу- 
щенных из А, на ВС и В, на СА. 
Из утверждения 16 следует, что 
(А.В) — (СА) + (В.С)? — 

—(АВ,)* = (РВ): — (АР)?. 
Но из условия (1) следует, что левая 
часть последнего равенства равна 
(ВС,)* — (С, А)?, то есть (ВС, — 
—(С.А)? = (РВ)? —(АР)?, а это и ©3- 
начает, что точка Р лежит на перпен- 
дикуляре, опущенном из С, на АВ, 
что и требовалось доказать. 

Утверждение 4. Его спра- 
ведливость следует из симметричности 
условия (1) относительно А и ДА,, 
вВивВ,, Сис, 

Упражнения 

1. Используя утверждение 3, доказать, 


что высоты треугольника пересекаются в 
одной точке. 


4$ 
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2. Даны три попарно пересекающиеся 
окружности. Доказать, что все общие хор- 
ды любых двух из этих окружностей прохо- 
дят через одну точку. 

3. Доказать, что если перпендикуляры, 
опущенные из точек А\, А,,..., Аа на 
прямые В:Вз, ВзВа, ..., ВяВ:,  перке- 
каются в одной точке, то 


(В, А,)* — (А,В,)* | (В, А) — 


—(А,В)1 ыы (В, Аи)? == (А„В,)з = 0. 


4. Возьмем три окружности, каждая из 
которых касается одиой стороны треуголь- 
ника и продолжения двух других сторои. 
Доказать, что перпендикуляры, восставлен- 
ные к сторонам треугольника в точках каса- 
ния этнх окружностей, пересекаются в одной 
точке. 

5. Пусть расстояння от некоторой точ- 
ки М до вершин А, Ви С треугольника АВС 
выражаются числами а, Ви с. Доказать, что 
ни при каком 45320 ни для одной точки 
плоскости расстояния до вершии в том же 
порядке не могут выражаться числами 


аа, Ира, Ус + а. 


6. Дав правильный треугольник АВС 
и произвольная точка О. А,, В, и С, — 
центры окружиостей, вписанных в треуголь- 
ннки ВСР, АСР и АВО. Доказать, что пер- 
пендикуляры, опущенные из вершин А, ВиС 
на В,С.. А.С, и А.В, соответственно, 
пересекаются в одной точке. 

7. Пусть А., Аз, Ази А, — произволь- 
ные точки плоскости. Доказать, что найдут- 
ся такие четыре числа ху, хз, Хз И ха, не все 
равные нулю, что х, (А. /“)* 4-х, (А.М)? -- 
-- хз (АзМ - ха (АаМ)8 — постоянно для 
любой точки М этой плоскости. 

8. Дан треугольник АВС. Рассмотрим 
всевозможные пары точек {, н М. такнх, что 
АМ, : ВМ, : СМ, = АМ, : ВМ, : СМ.. 
Доказать, что все прямые М.М. проходят 
через фиксированную точку ялоскости. 

9. Окружность касается стороны АВ 
треугольинка АВС и продолжения сторон 
АС и СВ соответственно в точках М н М. 
Другая окружность касается стороны АС 
и продолжения сторон АВ и ВС соответствег:- 
но в точках Р и К. Доказать, что точка 
пересечення прямых ММ и РК лежит на 
высоте треугольника АВС, проходящей че- 
рез вершину А. 

10. Даиы два отрезка АВ и СО. Найти 
геометрическое место точек М таких, что 
сумма 5лАвм ГР асом постоянна. 

11. Используя результат предыдущей за- 
дачи, доказать, что середины диагоналей 
описанного четырехугольника и центр впи- 
санного в него круга лежат на одной прямой 
(задача Ньютона). 

12. Доказать, что геометрическим местом 
точек, отношение расстояний от которых до 
двух фиксированных точек плоскости по- 
стоянно и отлично от единнцы, является 
окружность (окружность Аполлония). 
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0 графах 
с цветными ребрами 


Л. Ю. Березина 


МАТЕМАТИЧЕС- 
КИЙ КРУЖЮК. 





Если на плоскости расположены нес- 
колько точек и линии, каждая из ко- 
торых соединяет пару из наших точек, 
то говорят, что задан граф. Точки на- 
зываются вершинами графа, а ли- 
нии — его ребрами. Ребра графа мо- 
гут быть окрашены в несколько цве- 
тов, тогда его называют графом с цвет- 
ными ребрами. На рисунке |а изоб- 
ражен граф с пятью вершинами и реб- 
рами двух цветов. Этот же граф можно 
изобразить и другими непохожими ри- 
сунками, например, 16 и 1в*). 

В этой статье рассматриваются 
только такие графы, у которых каж- 





*) Действительно, граф с цвесными реб- 
рами можно задавать таблицей с п строками 
и п столбцами, где л — число вершин. Для 
этого нужно занумеровать вершины, и на 
пересечении :-й строки и ]-го столбца табли- 
цы написать цвет ребра, соединяющего #ю 
н }-ю вершины. Легко сообразить, что мож- 
но занумеровать вершины графов иа рисун- 
ках }а, бив так, что таблицы окажутся одн- 
наковыми. Именно поэтому мы н говорим, 
что это — один и тот же граф. 


дая пара вершин соединена ребром. 
Такие графы называют полными. Од- 
нако, поскольку других графов здесь 
не рассматривается, мы не будем каж- 
дый раз писать слово «полный». 

Применение графов -с цветными 
ребрами упрощает решения некоторых 
задач и делает их более наглядными. 

Перейдем теперь к решению задач. 

Задача 1. Шесть школьников 
участвуют в шахматном турнире, 
который проводится в один круг. До- 
кажите, что всегда среди нцх най- 
дутся три участника турнира, ко- 
торые провели уже все встречи между 
собой, либо еще не сыграли друг с дру- 
гом ни одной партии. 

Решение. Любые два участ- 
ника турнира находятся между собой 
непременно в одном из двух отноше- 
ний: они либо уже сыграли между 
собой партию, либо еще не сыграли. 
Каждому участнику Поставим в со- 
ответствие вершину графа. Соединим 
вершины попарно ребрами двух цве- 


м % 





Рис. а. Рьс. 16. 


Рнс. 1в. 


49 


тов. Пусть ребро красного цвета оз- 
начает, что двое уже сыграли между 
собой, а синего — что не сыграли. 
Мы .получили граф с шестью верши- 
нами и ребрами двух иветов. Теперь 
для решения задачи достаточно дока- 
зать, что в таком графе обязательно 
найдется «треугольник» с одиоцвет- 
ными сторонами. 

Заметим, что из произвольной вер- 
шины нашего графа к пяти остальным 
непременно выйдут по меньшей мере 
три ребра одного цвета (докажите это). 
Пусть, например, из вершины А вы- 
ходят три ребра красного цвета (рис.2) 
Какого цвета ребра могут соединять 
вершины В, Сир? Если хотя бы од- 
но из них окажется красным, как 
на рисунке 3, то получится треуголь- 
ник с красными сторонами. Если же 
все эти ребра синие, как на рисунке 
4, то они образуют треугольник с сн- 
ними сторонами. 

Задача полностью решена. Кроме 
того, при ее решении доказаны два 
свойства. 

Свойство 1. Из любой верши- 
ны графа с шестью или более верши- 
нами и ребрами двух цветов выходит, 
по меньшей мере, три ребра одного 
цвета. 

Свойство 2. В любом графе 
с шестью или более вершинами и реб- 
рами двух цветов найдется по мень- 
шей мере один треугольник с одно- 
цветными сторонами. 

Задача 2. На географической 
карте выбраны пять городов. Извест- 
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но, что излюбых трех из них найдут- 
ся два, соединенные авиалиниями, и 
два — не соединенные. Докажите, что 
тогда: 

1. Каждый город соединен авиали- 
ниями с двумя и только с двумя дру- 
гими городами. 

2. Вылетев из любого города, мож- 
но облететь пять остальных городов, 
побывав в каждом по одному разу, 
и вернуться назад. 

Решение. Каждые два города 
находятся в одном из двух отноше- 
ний — они либо соединены между <о- 
бой авиалиниямн, либо не соединены. 
Пусть вершины графа соответствуют 
городам, красное ребро — наличию 
авиалинии, сннее — отсутствию. 
По условию, среди трех ребер, соеди- 
няющих любые три вершины, одно 
ребро — красное, второе — синее, .а 
это означает, что в графе нет ни одно- 
го треугольника с одноцветными сто- 
ронами. Остается показать, что в гра- 
фе с пятью вершинами и ребрами двух 
цветов каждая вершина принадлежит 
двум красным и двум синим ребрам, 
причем красные ребра образуют зам- 
кнутую линию, проходящую через 


каждую вершину только один раз, 


или иначе, что в таком графе найдется 
«пятиугольник», все стороны которо- 
го — красные, а все диагонали —<и- 
ние. 

Ясно, что из каждой вершины гра- 
фа выходят два красных ребра н два 
синих, поскольку в противном слу- 
чае образовался бы треугольник с од- 





Рнс. 2. 


Рнс. 3. 


5% 


Рис. 4. 
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Рис. 5. 


Рис. 6. 


ноцветными сторонами. Следователь- 
но, каждый город соединен авиали- 
ниями с двумя и только с двумя горо- 
дами. 

Теперь выберем одну из вершин, 
например А, а красными будут, ска- 
жем, ребра АВ и АС (рис. 5). Ребро 
СВ не может быть красным, следова- 
тельно, красным является одно из ре- 
бер либо СО, либо СЁ; Пусть крас- 
ное — СР. Если теперь соединить 
красным ребром вершины В и Др, то 
вершина Е должна быть соединена 
красными ребрами с вершинами, ко- 
торые принадлежат уже двум крас- 
ным ребрам. По условию это невоз- 
можно. Остается соединить красны- 
ми ребрами верщины Д и Е, ВиЕ. 
Остальные ребра должны быть сини- 
ми (рис. Па). 

Вместе с решением задачи получе- 
но еде одно свойство графа. 

Свойство 3. Если в графе 
с пятью вершинами н ребрами двух 
цветов нет треугольннка с одноцвет- 
ными сторонами, то граф можно изо- 
бразить в виде  «пятиугольника» 
с красными сторонами и синимн диа- 
гоналями. 

Задача 3. В течение дня два 
из шести телефонных абонентов мо- 
гут поговорить друг с другом по те- 
лефону, а могут и не поговорить. До- 
кажите, что всегда можно найти две 
тройки абонентсв, в каждой из кото- 
рых либо все переговорили друг с дру- 
гом, либо все не перегаворили. (Эта 
задача обобщает задачу 1). 

Решение. Пусть у графа 
с шестью вершинами А, В, С. О,Е, Е 


Рис. 7. 


красные ребра соответствуют парам 
абонентов, которые говорили друг 
с другом по телефону, синие — тем, 
кто не говорил. Тогда найдется хотя бы 
один треугольник с одноцветными сто- 
ронами, например, треугольник АВЕ 
с красными сторонами. Временно ис- 
ключим из рассмотрения одну из его 
вершин, скажем А, вместе с выходя- 
щими из нее ребрами. Найдется ли 
в оставшемся графе с пятью вершина- 
ми треугольник с одноцветными сто- 
ронами? Если найдется, то он содер- 
жится и в исходном графе. В против- 
ном случае получаем пятиугольник 
с красными сторонами и синими диа- 
гоналями (рис. 6). Теперь восстано- 
вим шестую вершииу А с ее ребрами. 
Ребра АЁ и АВ — красные. Если реб- 
ро АЁ или АС будет тоже красным, 
то образуется еще хотя бы один тре- 
угольник с красными сторонами АЕР 
или АВС. Если оба эти ребра будут 
синего цвета, то появится треуголь- 
ник АСЕ с синими сторонами. 

Установлено свойство графа, яв- 
ляющееся обобщением свойства 2. 

Свойство 4. В любом графе 
с шестью или более вершинами и реб- 
рами двух цветов всегда найдутся два 
треугольника с одноцветными сторо- 
нами. Эти два треугольника могут 
иметь общую вершину или даже общее 
ребро. 

Если два треугольника имеют об- 
щую вершину или общее ребро, то их 
называют сцепленными. 

Задача 4. Назовем группу 
людей «однородной», если любые два 
человека из этой группы знакомы, или, 
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Рис. 8. Рис. 9. 
напротив, не знакомы. Докажите, 
что среди восьми случайно встретив- 
шихся людей  всегде найдутся `Эве 
однородные группы, состоящие из трех 
человек каждая, причем никто из 
первой группы не входит во вторую. 

Иначе говоря, требуется доказать, 
что в графе с восьмью вершинами и 
ребрами двух цветов всегда найдутся 
два не сцепленных треугольника с 
одноцветными сторонами. 

Решение. Рассмотрим в гра- 
фе один из треугольников, например 
КГМ, с одноцветными сторонами. 
Если остальные пять вершин и ребра, 
соединяющие их попарно, содержат 
треугольник с одноцветными сто- 
ронами, то он и будет являться вто- 
рым искомым треугольником. Если 
остальные пять вершин А, В, С, 
р, Е не содержат треугольника с 
одноцветными сторонами, то они об- 
разуют пятиугольник с красными 
сторонами и синими диагоналями 
(свойство 3). На рисунке 7 изобра- 
жены не все ребра графа, а лишь 
треугольник АЁ.М с красными сто- 
ронами и пятиугольник АВСШЕ с 
красными сторонами и синими диа- 
гоналями. Покажем, что если какая- 
нибудь вершина треугольника КМ 
соединена снними ребрами с двумя 
вершинами пятиугольника, взятыми 
через одну, например, К с АиС 
(рис. 8), то найдется еще один тре- 
утольник с одноцветными сторонами, 
не сцепленный с треугольником АСК. 
Действительно, посмотрим на пяти- 
угольник ВРЕЁМ. Ясно, что невоз- 
можно окрасить ребра В. и ВМ 
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Рис. 10. 
так, чтобы он превратился в пяти- 


угольник с красными сторонами 
и синими диагоналями. Поэтому он 
обязательно содержит одноцветный 
треугольник, не сцепленный с тре- 
угольником АСК (рис. 9). 

Остается рассмотреть случай, ког- 
да каждая вершина треугольника 
КЕМ соединена красными ребрами 
по меныцей мере с тремя последова- 
тельными вершинами пятиугольника 
АВСЬЕ.` Пусть, например, вершина 
К соединена красными ребрами с вер- 
шинами А, Ви С. Тогда вершины Г. 
и М соединены красными ребрами с 
А, ВиС. В противном случае най- 
дутся два несцепленных треуголь- 
ника с вершинами К, Ё или М 
и основаниями — сторонами — пяти- 
угольника АВСРЕ. Но тогда (см. 
рис. 10) мы находим два треуголь- 
ника СЁЫМ и АВК с красными сто- 
ронами. Таким образом, во всех 
случаях найдутся два несцепленных 
треугольника с одноцветными сто- 
ронами. 

Рещим теперь задачу, предложен- 
ную на Шестой международной ма- 
тематической олимпиаде. 

Задача 5. Каждый из 17 
ученых переписывается с остальными. 
В их переписке речь идет о трех 
темах. Каждая пара ученых перепи- 
сывается друг с другом лишь по 0д- 
ной теме. Докажите, что не менее 
трех ученых переписываются друг с 
другом по одной и той же теме. 

Решение. Условиям задачи 
соответствует граф с семнадцатью 
вершинами и ребрами тоех цветов. 


Из каждой его вершнны выходят 
16 ребер, причем всегда не менее 
шести одного цвета. (Доказать это 
нетрудно:) Если противоположные 
концы хотя бы двух из них соедине- 
ны ребром того же цвета, то образу- 
ется треугольник с одноцветными 
сторонами. Если нет, то 6 вершин 
будут соединены попарно ребрами 
не более чем двух цветов, а тогда, 
как мы уже знаем (см. задачу \), 
в этом графе с шестью вершинами 
найдется треугольник с одноцвет- 
ными сторонами. 

В заключение приведем несколь- 
ко задач для самостоятельного ре- 
шения. 


Упражнення 

1. На одном нз фестивалей встретились 
6 делегатов. Оказалось, что из любых троих 
ло меньшей мере двое могут объясниться 
доуг с другом. Докажите, что найдутся три 
делегата, которые могут объясниться друг 
с другом. 

2. В трехмерном пространстве 9 точек 
размещены так, что никакие три не лежат на 
одной прямой. Каждая точка соединена от. 
резками прямых в точности с четырьмя дру- 
гими. Докажите, что всегда найдется хотя 
бы один треугольник с вершинами в этих 
точках. 

3. В работе международного симпозиума 
лингвистов участвуют л человек. Из любых 
четырех хотя бы один может объясниться с 
каждым из оставшихся трех участников хо- 
тя бы на одном языке. Докажите, что найдет- 
ся участник симпознума, который может 
объясниться с каждым из остальных участ- 
ников. 

4. В городе п жнтелей. Любые двое из 
них либо дружат, либо враждуют, причем 
среди любых троих жителей дружат либо 
все трое. либо только двое. Докажите, что 
еслн не все жители этого города — друзья. 
то найдется горожании, у когорого врагов 
больше. чем друзей. 

5. В городе л жителей. Любые двое из 
иих лнбо дружат, либо враждуют. Каждый 
день не более чем один из ннх может начать 
новую жизнь: поссориться со всеми друзья- 
ми н подружиться со всеми врагами. Извест- 
но, что любые три жителя могут подружнть- 
ся. Доказать, что все жители могут подру- 
жнться. 
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Фелетое сечение в поэме 
Шота Руставели 


{ Окончание. 
Начало см. г. 34.) 

Интересно также под- 
считать, в какой последова- 
тельности встречаются трех- 
н пятисложные сегменты в 
лределах одной строки. Ока- 
зывается, здесь могут пред- 
ставляться случаи как эквя- 
валентной, так и инверсион- 
ной симметрии. 

При эквивалентной снм- 
метрии деление второго по- 
лустишия на сегменты — та- 
кое же, как и первого, то 
есть строка составлена по 
схеме (5/3//5/3} или (3/5// 
//3/5). При’ инверснонной 
симметрни деление второго 
полустишия получается зер- 
кальным отображением де- 
ления первого, то есть име- 
ет внд ((5/3//3/$), (3/5// 
//5/3). Ниже приводятся 
примеры — соответствующих 
строк, записанных, как это 
прннято в лингвистике. ла’ 
тиНсКоЙ трававринцнеЕ: 


Бхарата ст 
уорхагоннай аа 
пбоат, рпбпироперел 
{ЗапЦосуеп./  поуербпеы 
а. 

3 3 
попиКБа/ /ратсертаН,/ 
сатюьбьыв 
датозпа/(агра — ЧыгрИа// 


егтапезалиЗоБ Иа. 

В заключение хочется 
сказать пару слов о том, 
как была обнаружена эта 
закономерность. 

Изучая структуру произ- 
ведения, академик Г.В. Це- 
ретели решил его «арифме- 
тизировать», то есть заме- 
нить каждое слово числом, 
равным количеству слогов 
в нем. Получился перевод 
поэмы На «числовой ЯЗЫК». 
Затем ученый начал аналн- 
зировать перевод. Этот ко- 
лоссальный труд --ведь в 
поэме 6348 — шестнадцатн- 
сложных строк — не пропал 
даром — было сделано очень 
важное и интересное откры- 
тие! 


$3 


ВЕр:/Куап тссте.ги 


Зое 9 чае 
зао вех 





«А1рНа» — это Математический журнал для школьников, который изда- 
ется в Германской Демократической Республнке уже седьмой год. 

Журнал выходит 6 раз в год. В нем, как и в «Кванте», рассказывается о проб- 
лемах, которые ставит и решает математика, публикуются занимательные 
задачи, курьезы, сообщения о математических олимпиадах в ГДР и в не- 
которых других странах, о международных математических олимпиадах. 
Большая часть матерналов доступна даже школьникам 5—6 классов. 
— Для более углубленного изучения школьных материалов из иомера в 
номер «Альфа» печатает ряд задач. Школьники, решившие в течение учеб- 
ного года не менее семи задач из шестнадцати, предназначенных для соот- 
ветствующего класса, получают грамоту и значок, — рассказывает главный 
редактор журнала, заслуженный учитель республики Иоганнес Леманн. — 
А те, кто завоевывают грамоты три года подряд, награждаются золотым 
значком. 

Журнал выписывают и читают школьники не только ГДР. Этот журнал чи- 
тают в Польше и в Австрии, в Болгарии и в Советском Союзе, и не только 
читают, но и активно участвуют в его работе. Так, девятиклассница Кор- 
нелия Таннгауссер из Линца (Австрия) написала в «Альфа», что у них в 
школе разгорелся спор о различных понятиях теории множеств, — и в 
журнале № 5 за 1972 год публикуется подробное разъяснение ученого. 
А Витя Хасчанский из Дзержинска Горьковской области не только регуляр- 
но читает журнал, но и сам составляет задачи: в № 1 за 1973 год было опуб- 
ликовано несколько его задач. 

Журнал можно выписать в любом почтовом отделении Советского Союза. 
Его индекс 31059, подписная цена — 60 коп. в год. 

В этом номере «Кванта» мы публикуем статьи и задачи, любезно предостав- 
ленные нам редакцией журнала «Альфа». 
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Элементы 


теории графов 





Основы математической дисциплины, 
называемой теорией графов, были за- 
ложены в одной из работ Леонарда 
Эйлера, опубликованной в 1736 году, 
но особенно важное значение теория 
графов приобрела лишь в послед- 
ние десятилетия *). 


Что такое «граф»? 


Прежде чем дать определение этого 
понятия, рассмотрим несколько при- 
меров. 

Пример 1. В волейбольных 
соревнованиях принимали участие 6 ко- 
манд: М‚, М,, М. М, Мь Ме. 
Каждая из них встречалась с каждой 
другой, исходы матчей приведены в 
таблице. 








м. Вынграла | Пронграла 
: у команд командам 
м, М. Му, М М» М 
М |Му Ма Мы Ме М. 
Мз Ма. Мь, Ме Мь М, 
№ — М, М., М., 
Му, Ма 
м, М, Му, М М., М. 
М М. М. М,, М,, Мь 





На рисунке | каждая команда 
М; обозначена соответствующей точ- 





‚У. Уо8. «Ацз дег Сгарпеп{Неоге». «Альфа» 
№ 6, 1972 и № 1, 1973. Перевод и обработка 
А..Я. Халамайзера. 

*) В этом номере публикуется еще одна 
статья, посвященная графам (см. стр. 49). 





кой 1=1,2,..., 6). Есль команда 
М; встречается с командой М}, то 
точки М; и М; соединены стрелкой, 
направленной в сторону проигравшей 
команды. Таким образом, мы получим 
схему, полностью соответствующую 
таблице \. 

Пример 2. В атласе автомо- 
бильных дорог имеется схема (см. 
рис. 2). Биквами в кружках обозна- 
чены города. 

Пример 3. Химическому сое- 
динению С,Нз (этаниу) соответствует, 
структурная формила, изображенная 
на рисунке За. Ее можно представить 
схемой, приведенной на рисунке 36, 
если атомы обозначить точками, а 
связи — линиями, соединяющими эти 





м аль 
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|6. Точно так же структурную 


формулу бензола (рис. 4а) можно 
| представить схемой, состоящей из 
| линий и точек (рис. 46). 
| Пример 4. Связь между вер- 
| 


т 
| 
х-о-х 
| 
т-о-я 
| 
ь 
> 


шинами и ребрами правильных много- 
гранников можно наглядно изобра- 
зить схемой, состоящей из точек в 


линий (рис. 5). 

В этих примерах схемы, состав- 
ленные из точек и соединяющих их 
линий, представляют собой графы. 

| 
| 


та? 
[ПО 
оно © 
 \№ 
т-о ох 
\ / 
о=о 
| 
|= 1 т 
ыы ке 
© > 


Дадим теперь определение понятия 
«граф». 

Определение 1. Мы го- 
ворим, что задан граф, если даны: 

1) некоторое конечное множество 
Х, „элементы которого изображены 
точками; эти элементы могут обо- 
значать людей, предметы, события, 
состояния и т. д.; 

2) некоторое множество И упо- 
рядоченных или неупорядоченных пар 
(а, 5), причем @аЕХ, ФЕХ; каждая 
подобная пара соответствует на схе- 
ме линии (связи), соединяющей точ- 
ки а и В (если пара упорядочена, 
то направление связи указано 
стрелкой). 

При этом точки а и В могут иметь 
и более одной связи. Если для дан- 
ной пары (а, 5) имеется г(г > 1) та- 
ких связей, то их различают с по- 
мощью индексов, например, (а, 5)1, 
(@ ВБ. --.. @, 0). 

Множества Х и И определяют 
граф С =[Х, И]. Граф называется 
направленным, если элементы мно- 
жёства И являются упорядоченными 
парами точек (см. рис. 1), и ненаправ- 
ленным — в противном случае (см. 
рис. 2, 3, 4). 

Элементы множества Х называются 
вгршинами графа, элементы множе- 
ства И — ребрами или дугами гра- 
фа С. 


Тетраэдр 


Октаэдр 


< 
зу 


Рис. 5 Икосаэлр 
Точки аи Ь называются концами 


2 
5) > 


ребра (а, 5) нли ребер (а, 6).. 
| Следует подчеркнуть, что разяич- 
Хх <= ные по виду рисунки могут представ- 
лять собой один и тот же граф, если 


| каждые две соответствующие точки 
Рис. 6. | соединены одним и тем же числом ре- 
бер (или одинаково направленных 
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Рис. 8. 


дуг). На рисунке 6 даны различные 


изображения одного и того же графа. 

Далее необходимо определить еще 
два важных понятия и сделать не- 
которые общие замечания. После это- 
го можно будет сформулировать и 
доказать простую, но очень важную 
теорему (теорему 1). 

Определение 2. Две вер- 
шины называются связанными, если 
они соединены ребром. Говорят, что 
вершина инцидентнча ребру, если она 
служит концом этого ребра. 

Определение 3. Если 
данная вершина инцидентна в С ров- 
но г ребрам, тог называется связ- 
ностью данной вершины в С. 

Так, например, на рисунке 2 вер- 
шина А имеет связность 4, верши- 
на Р имеет связность 2, остальные 
вершины имеют связность 1. 

В дальнейшем под графом мы бу- 
дем понимать ненаправленный граф; 
рассматривая направленный граф, мы 
каждый раз будем особо это огова- 
ривать. 

Ребра вида (а, а) мы в дальней- 
шем не рассматриваем, то есть ис- 
ключаем из рассмотрения петли (см. 
рис. Та), 

Иногда в графах бывают вершины, 
не инцидентные ни одному ребру. 
Такие вершины называются изоли- 
рованными. 








. вяти окружностей, 
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Рис. 9 | 
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| 
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© 5) 
Мы будем рассматривать лишь 


конечные графы, содержащие конеч- 
ное множество вершин и конечное мно- 
жество ребер. 

Определение 4. Граф Сб 
называется простым, если он не со- 
держит дублирующихся ребер, то 
есть любые две вершины в С связаны 
не более чем одним ребром (на рисун- 
ке 7б имеются дублирующие ребра). 


Теперь попробуйте решить несколько 
задач. 


Задача 1. На плоскостн даны д 
окружностей, пронумерованных чнслами 
1, 2...., п. Граф в = [Х, И] определя- 


ется следующим образом: Х == (1,2,...,л} 


и {:, РЕЦ тогда н только тогда, когда #-я 
и гя окружности имеют ие менее одной 
общей точки. Постройте граф С для де- 
изображенных на рн- 
сунке 8. 

Задача 2. Граф С называется пол: 
ным, если каждые две вершнны соединены 
одним н только одним ребром (на рисунке 9 
изображены полные л-графы для п=3, 4 и 5). 
Сколько ребер имеет полный п-граф? 

Задача 3. Представляют лн один 
и тот же граф рисунки 10а и 1062 Рисунки 
10в и 10т? 

Задача 4. Определите связность 
вершин каждого из графов, нзображенных 
на рисунке 5. 


Некоторые теоремы и их применения 


Теорема 1. 
число вершин, 


Пусть Хх] =п— 
С | — число ребер и 
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бл, 52, -.-, $ — связности вершин 
графа Сб =[Х, И]. Тогда 
Уя = |, (.) 
1—1 


то есть сумма связностей всех вер- 
шин графа С вдвое больше числа его 
ребер. 

Доказательство. — Заме- 
ним каждое ребро двумя половинка- 
ми (рис. 11). Тогда каждой половинке 
ребра будет инцидентна одна и толь- 
ко одна вершина. Если вершина а;ЕХ 
имеет связность $,, То она инцидентна 
ровно $; половинкам ребер; значит, 

д 


сумма \У,5; равна числу всех полу- 
{51 

ребер или, что то же самое, удвоен- 
ному числу ребер. 

Между графами, изображенными 
на рисунке 2 и рисунке 36, можно 
усмотреть одно принципиальное раз- 
личие. В графе на рисунке 36 каждая 
вершина связана (ребрами} с любой 
другой; в графе на рисунке 2 вершн- 
ны Е и не связаны с вершинами А, 
В, С, 2. Для уяснения этого разли- 
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чия необходимо ввести определения 
5—9. 

Определение 5. (а, а.) х 
Хх (а., аз} (а, аз..(а:-1, а.) назы- 
вается — последовательностью ребер. 
Здесь через а; обозначены вершины, 
через (а, а;) — ребра. Последова- 
тельность ребер называется замкну- 
той, если а, = аи, в противном случае 
она называется открытой. 


Определение 6. —После- 
довательность ребер, в которой каждое 
ребро графа С встречается не более 
одного раза, называется цепочкой *). 

Примечание. Одни и те 
же вершины могут встречаться в це- 
ночке и более одного раза. 


Определение 7. Открытая 
цепочка, в которой каждая вершина 
встречается не более одного раза, на- 
зывается путем. 

Определение 8. Замкну- 
тая цепочка, в которой каждая вер- 
шина встречается не более одного 
раза, называется кольцом **). 

Так, налример, в графе на рисун- 
ке 12 


(а,, а.) (а», аз)(аз, аа, ав) Х 
х (а, а,)(а, аа, аа вх 
х (а, а.{а, а{аь аа, аз Хх 
Х (аз, аь)(@а, ава», аз), аз) — 


последовательность ребер, не являю- 
щаяся путем; 

(а,, а (а,, 
х (а,, аз)(@-, 
ность ребер; 

(а, а)(а., а.{а» аз) — кольцо; 

(@,, а.)(а., аз)(а., а), а) Хх 
х (а, а.) — путь, связывающий вер- 
шину а, с вершиной @ь- 


аз)(а‹, аз)(ав, @5) Х 
а-) — последователь- 


Определение 9. Граф С, 
в котором каждые две вершины а; 
и а; связаны не менее чем одним путем, 
называется связным. 





*) По определению 5 цепочка может быть 
открытой или замкнутой. 

**) Кольца, получающнеся друг из дру- 
га циклической перестановкой ребер (на- 
пример, {1, 2) (2. 3) (3. Ки (2, 3) (3. 1 (1, 2) 
будем считать тождественными. (Прим. пе- 
рев.} 


— 
а) $} 
а. 

8) г) 

| иг 

| с ®@ 
| Рис. 13. 8) _ 
Е 





Несвязный граф состоит по мень- 
шей мере из двух связных компонеит. 
Так, например, графы на рисунках 
13 в, г, д, е — несвязные и состоят 
соответственно из 2, 2, 4, 3 компонент. 

Вероятно, обилие определений и 
примечаний уже наскучило читателю. 
К сожалению, они были совершенно 
необходимы для понимания дальней- 
шего. 

Не покажется ли вам странным 
следующее высказывание: 

Число людей, каждый из которых 
имеет нечетное число дризей, является 
четным? 

С помощью теоремы, к рассмот- 
рению которой мы переходим, не- 
трудно доказать это высказывание. 

Теорема 2. В каждом связ- 
ном графе С число вершин нечетной 
связности четно. 

Доказательство. —Обо- 
значим сумму  связностей «нечетных» 
вершин (то есть сумму нечетных 
слагаемых в формуле (.)) через Х,, 
а сумму связностей «четных» вер- 
шин (то есть сумму четных слагаемых 
в (›)) через У,. Тогда по теореме 1 


1х1 
х. + у. — У 
= | 


$ — 2 (С, 


с 
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откуда 
$, =20|— $... (**) 


Числа 2 (| иХ», а следовательно, 
н их разность, стоящая в правой ча- 
сти равенства (**), четны, а потому 
н левая часть (сумма нечетных сла- 
гаемых — У,) — число четное. Да- 
лее легко доказать (от противного), 
что количество (нечетных!) слагае- 
мых в этой сумме — четное. Теорема 
доказана. 


Предоставляем читателю решить следук- 
щие задачи. 

Задача 5. (Семеро друзей, разъез- 
жаясь в отпуск, условились, что каждый из 
них пошлет открытки троим из остальных. 

Может ли случиться, что каждый из них 
получит открытки именно от тех друзей, 
которым напишет сам? 

Задача 6. Существует ли граф с 
шестью вершинами, связность которых 2, 3, 
3, 4, 4, 42 

Задача 7. Существует лн простой 
граф (содержащий более одной вершины), 
никакие два узла которого не имеют одина- 
ковой связности? 

Задача 8. Пусть С — (конечный) 
простой граф, каждая вершина которого 
И &. Докажнте, что 210 [== 





В «Кванте» № 3, 1973 на с. 4 была до- 
пущена опечатка. Последнее предложение 
в левой колонке должно выглядеть так: Это 
не что нное как умноженная на М 

М=юве=0,43429... 


относнтельная скорость нзменения у прн из- 
мененин Ё 


1 


—, 


на 
м 


Ит 
у 5-0 
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задачник пванта 





В этом номере мы публикуем задачи, которые предлагались на УИ 
Всесоюзной олимпиаде школьников по математике и физике. 

Решения задач из этого номера можно посылать не поздиее 30 октяб- 
ря 1973 года по адресу: 117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, 
издательство «Наука», журнал «Квант». После адреса на конверте на- 
пишите, решения каких задач вы посылаете, например; «Задачник 
«Кванта», М216, М217 или... Ф228». 

Решения задач по каждому из предметов (математике и физнке), 
а также новые задачи, просьба присылать в отдельных конвертах. 
Оригинальные задачи, предлагаемые для публикации, присылайте 
вместе с вашими решениями этих задач (на конверте пометьте: «За- 
дачник «Кванта», новая задача по физике или ...иовая задача по мате- 
матике»). Задачи из разиых номеров журнала присылайте в разных 
конвертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы получите результаты проверки ваших ре- 
шений). 

После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Задачи повышенной трудности отмечены звездочкой, 


Задачи 
М216—М220, Ф228—$232 


№218. Доказать, что если хь, 
Х., Хз, Ха, Хх, — положительные чис- 
ла, то (х:-- хо хз ха | х,)* = 


М216. М человек не знакомы меж- 
ду собой. Нужно так познакомить 
друг с другом некоторых из них, что- 
бы ни у каких трех людей не оказалось 
одинакового числа знакомых. До- 
кажите, что это можно сделать при 
любом М. (8 кл.) 

Г. А. Гальперин 


М217. Дан выпуклый п-угольник 
с попарно непараллельными сТоро- 
нами и точка внутри иего. Доказать, 
что через эту точку нельзя провести 
больше п прямых, каждая из которых 
делит площадь л-угольника лополам. 
(9 кл.) 


Е. В. Саллинен 
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2 4 (хахь | хаХз -Г ХзХа - Хах, т 
- хх,). (0 кл.) 
Б. Д. Гинзбург 


М219. В пространстве заданы 
4 точки, не лежащие в одной ило- 
скости. Сколько существует различ- 
ных параллелепипедов, для которых 


эти точки служат вершинами? 
(10 кл.) 

Н. Б. Васильев 

№220. Король обошел шахмат- 


ную доску 8х8, побывав на каждом 
поле ровно один раз и вернувшись 
последним ходом на исходное поле. 
(Король ходит по обычным правилам: 
за один ход он может перейти по 


горизонтали, вертикали или диаго- 
нали на любое соседнее поле.) Когда 
нарисовали его путь, последователь- 
но соединив центры полей, которые 
он проходил, получилась замкнутая 
ломаная без самопересечений. Какую 
наименьшую и какую наибольшую 
длину может она иметь? (Сторона 
клетки равна 1.) (19 кл.) 

А. В. Климов 


$228. На конце доски длины Ё, 
и массы М находится короткий бру- 
сок массы и (рис. 1). Доска может 
скользить без трения по горизонталь- 
ной плоскости. Коэффициент трения 
скольжения бруска по поверхности 
доски равен м. Какую скорость У. 
нужно толчком сообщить доске, что- 
бы она выскользнула из-под бруска? 
(8 кл.) | 





Рис. [. 


Ф229. Олнородной тонкой шайбе, 
лежащей на горизонтальной шеро- 
ховатой поверхности, сообщают вра- 
щательное движение с угловой ско- 
ростью ®, и поступательное со ско- 
ростью У, {рис. 2). По какой траек- 
тории движется центр шайбы? В ка- 
ком случае шайба пройдет больший 
путь до остановки: при ®., = 0 или 
при ®.=Е0 (У, одинаково в обоих 
случаях)? (8, 9 кл.) 


=" 


Рис. 2. 


Ф230. На систему, состоящую 
из двух соединенных пружиной ша- 
риков массы т, покоящуюся на глад- 
кой горизонтальной поверхности, на- 
летает слева шарик массы М (рис. 3). 
Происходит лобовой абсолютно уп- 
ругий удар. Найти приближенно 
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(4 
отношение масс ф = при котором 


удар произойдет еще раз. (10 кл.) 


Ф231. — Заряженный металличе- 
ский шар радиуса Ю разрезан на две 
части по плоскости, отстоящей на 
расстояние А от центра (рис. 4). 
Найти силу, с которой отталкивают- 
ся эти части. Полный заряд шара 0. 
(9 кл.) 


5й 


Рис. 4. 


$232. Диод включен в цепь, 
изображенную на рисунке 5,а. Идеа- 
лизированная вольтамперная харак- 
теристика диода приведена на рисуц- 
ке 5,6. Конденсатор предварительно 


К 1 
Е ю 
[9 [24 
= ] 21“ 
а 5) 


Рис. 5. 


не заряжен. Ключ К замыкают. Ка- 
кое количество тепла выделится на 
сопротивлении Ю при зарядке кон- 
денсатора? Емкость конденсатора С, 
э. д. с. источника Е. Внутреннее со- 
противление источника пренсбрежи- 
мо мало. (9 кл.) 
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Решения задач 
М174—М178 


№174. См. статью Н. Ф. Шарыгина на с. 43. 


М175. а) Каждая сторока правильного тре- 
угольника разбита на т равных частей, и 
через точки деления проведены прямые, па- 
раллельные сторонам, разрезающие  тре- 
угольник на т? маленьких треугольников. 
Среди вершин полученных треугольников 
нужно отметить № вершин так, чтобы ни для 
каких двух отмеченных вершин А и В отре- 
зок АВ не был парадлелен ни одной из сто- 
рон. Каково наибольшее возможное значе- 
ние М (при заданном т)? 
Разделим каждое ребро тетраэдра на 

т равных частей и через точки деления про- 
ведем плоскости, параллельные граням. Сре- 
ди вершин полученных многогранников отме- 
тим М вершин так, чтобы никакие две отме- 
ченные верщины не лежали на прямой, па- 
раллельной одной из граней. Каково наи- 
большее возможное №? 

в) Среди целочисленных решений урав- 
немия 


хх... хк=т, 


удовлетворяющих условиям Ох, т (для 
всех {=1.2,...,#) нужно выбрать М решений 
так, чтобы ни в каких Эвух из выбранных 
решений никакое неизвестное х; не принчи- 
мало одного и того же значения. Чему рав- 
но наибольшее возможное значение № ({За- 
дачи а) и 6) являются частным слунаем 
задачи в) соответстаенно при #=3 и #=4.) 

Прежде всего проверим, что задача 






ДАМУ \ 
А 
ХХХ М) 
ГМ 


Рис. 1. 
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а) является частным случаем задачи в} при 
#=3. 

Примем за | расстояние между соседни- 
мн параллельными прямыми, разрезающими 
треугольник (рис. 1). Каждой точке тре- 
угольника сопоставим 3 числа: х\, Хо Н х., 
выражающие (в выбранном масштабе) рас- 
стояния от этой точки до сторон треуголь- 
ника (рис. 2). 

Легко показать, что сумма х, | 
-- х,-- х. — одна и та же для всех точек 
треугольника. В самом деле, обозначим через 
2а длину стороны треугольника; тогда ах, 
ах. и ах — площади треугольников ОЛ „Аз, 
ОА:А; и ОА.А, (рис. 2); отсюда а (х,-- 
-- х.--х3) — площадь ААА А, то есть 
х, -- х. -- ха це зависит от выбора точки О. 
В выбраннсм масштабе хх. х = мт 
(где м — число отрезков, на которые раз- 
бнта каждая сторона треугольника). 

Мы сопоставили каждой точке треуголь- 
ника 3 числа: х!, хз Н х.. Прн этом вершинам 
маленькнх треугольников сопоставлены целые 
неотрицательные числа (рис. 3}. 

В задаче а) требуется, чтобы ни для ка- 
ких двух отмеченных вершин А и В отрезок 
АВ не был параллелен ни одной из сторон 
ААА >43. В задаче в) ни в какнх двух из 
выбранных решений никакое нсизвестное 
х; не должно принимать одиэ и то же значе- 
ние. Оба требовакия (второе — при # == 3) 
означают, разумеется, одно и то же. 

Таким образом, задача а), действительно, 
представляет собой частный случай задачи 
в} нри Ё=: 3. 

Аналогично проверяется, что задача 6) 
эквивалентна задаче в) при А = 4. 

Итак, остается решить задачу в). 

Переформулируем се: 

Тусть в прямоугольной таблице из К 
столбцов я п строк можно так расставнть пе- 
стрнцательные целые числа, что сумма чисел 
в любой строке равняется 1 и ни в каком 
столбце никакие два числа не ловторяются. 
Пусть А н м фиксированы. Какос нанбольгиее 
возможисе значение М может тогда принять п? 

Новая формулировка, разумеется, эк- 
вивалентна нсходной, но при этом позволяет 
проще и короче изложить решение. 
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0...0 р: 1-9 
1. ..1 | 11...51 149—1 
[-1 в . —1 Е а 
ЕЕ 0 . 0 к ПИ Е. ВАА 
——=—=——ыы.—. и иниинивнеиь., —.—ы  ЫШ—Ш—ШШ—Шыы640,——=. 
г столбцов г столбцов г столбцов (/—1) столбец 
Таблица 1. Таблица 2. 
0 Н р 1 2+1 0 1-1 2 
{—1 2—1 2 1-1 2 5 1-2 2—1 
4 [2 2—2 4 1-2 21—1 4 1-3 21-2 
2 0 { 2 0 11 21—2 0 14-1 
1 Л — | РЯ] г. 1 24-1 1-1 
3 21| 1-2 23| 2—1 1 3 2—2 1-2 
5 2—2 {—3 5 212 1--2 5 2-3 1—3 
2—1 1-1 0 2—1 1 1 21-—1 1 0 
Таблнца 3. Таблица 4. Таблица 5. 
2 2 Е(м—1) т 
Докажем, что М = Я 1, пав] 1 | тельно, т гео н => № —1. Так 
как (М — 1) — обязательно целое, то 


2т 
означает целую часть числа —}- наиболь- 


2т 
шее целое, не превосходящее -;- |. 


Всего чисел в столбце №, онн не повто- 
ряются и неотрицательны. Значит, сумма 
их не меньше, чем 


\ (М—1 
оО. 
Столбцов в таблице #. Значит, сумма 
чисел во всей таблице не меньше, чем 
ЕМ(М— 1) 
2 


С другой стороны, в каждой строке сумма 
чисел равна т, откуда сумма чисел во всей 
таблице равна Ат. 

&М (№ ==. 1) 
Изак, Мт >> == Следова- 


2т Е 2т 
РЕ =м- 1. Тем самым, М = ++ 1: 
2т 
Можно ли утверждать, что н=|* | 1? 


2т 
При &=1 это, очевидно, не так: М№=1, к |+ 


1-= 2т -- 1. Но, оказывается, случай 
к = 1 — единственное исключение: при 


А>2 
2т 
=] +3. 


Чтобы доказать это, мы построим для 
любых целых Ёи т (В >72, т>0) таблицы 
кхм, удовлетворяющие всем условиям за- 
дачи. 

Пусть сначала А — пронзвольное четное 
положительное чнсло:й = 27, г—>1, Если т= 
==7Ё где [ — любое неотрицательное целое 
чнело, то М = {- 1 (м. табл. 1). 
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Если т= И 49, где 0=4<г, то 
ко всем числам последнего столбца таблицы 
1 нужно прибавить по 4 (см. табл. 2); № по- 
прежнему равно {-= 1. Таким образом, прн 
четном Ё таблицы построены для любого т. 

При построенин таблиц для нечетных 
& > [ выделим особо случай #Ё = 3. 

Прн # = 3, если т = Зфили т == ЗЕ 1, 
то М = 21 - 1 (табл. Зи 4), аесли т = 31-1, 
то М = 21 (табл. 5). 

Замечание. Рис. 3 соответствуст 
табл. 3 прн К == 3, т= 6. 

Пусть теперь # = 3 -+ 27 — пронзволь- 
ное нечетное число, большее трех, а т — 
любое неотрицательное целое число. Обозна- 
чим через р остаток от деления м на Ён рае. 
смотрим 2 случая: ИП Обр Ь 
2) +2 рта. 

В первом случае т = АЁ- 9, О 9= 
=р=г-+-1, М = 21 1, а соответствую- 
щая таблица образуется добавленнем к табл. 3 
таких 27 столбцов, которые получаются, 
если в табл. 2 заменить Ё на 2. 

Во втором случае м = # ((— ПЕ х-| 
--2- 9. 0— 9 г, М = 11, а соответствую- 
щая таблица образуется добавлением к табл. 5 
таких 27 столбиов, которые получаются, 
если в табл. 2 заменить { на 271 — 1. 


М. Л. Гервер 


№176. К какой стороне треугольника АВС 
ближе всего расположена точка пересечения 
его высот, если ХА < В < 4 С? А ккакой 
вершине? 

Обозначим высоты через АК, ВМ, СР, 
и. точку их пересечения через О. 

Расстояния от О до сторон равны ОК, 
ОМ, ОР. 

Предположнм, что -2С 90”. Тогда 


ОК < ОМ < ОР. 
Докажем левое неравенство (правое до- 


казывается аналогично}. — Действительно, 
ом АР 
07 = дс = <0$$ А, 
ОК ВР 


ос = ‘вс = с05.7 В. 


Поскольку 2А < 2 В, то с0$ ЗА > 055 
откуда ОМ > ОК, что и требовалось. Рас- 
стояння от О до вершин расположены по 
величине так: 

ОА > ОВ> ОС. 


Докажем левое неравенство (правое до- 
казывается аналогично). 


ОА 
ОР — зт>ОАР = соз 2В 
ОВ 1 1 


ОР — зн=2ОВР сор А + 
откуда ОА`>ОВ. Приведенное решенне го- 


дится для всех треугольников, кроме пря- 
моугольных. 
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В случае, когда <7С == 90°, оба доказа- 
тельства не проходят. 

Найдите ответ для этого случая сами 
(оп очевиден}. 


М177. Найдите все решения иравнения 
н —_—_ 
у фа" -|- у 221 — хп — а, 


где а — заданное вещественное число, п—на- 
туральное число, большее единицы. 


Разберем сначала особый случай п =: 0. 
Получаем: 


п, — п— 
Ум И-М =0. 

Если п — четное, то единственным ре- 
шеннем будет х=0 (так как иначе хл и 
—х" имеют разные знаки, и один из кор- 
ней не имест смысла). Если п — нечетное, 
то любое х будет решением. 


п ——— 
Пусть теперь а720. Обозначив Их 
через у, аа-— у через 2, получаем систему: 


--2=а, 
и ++ 21 --ап }. (8) 
Пусть 
у=а, у=0, 
ей } кли в }. 


В этих случаях оба равенства выполня- 
ются. Посмотрим, какие это дает ответы. 
Вычислим д: 


хп — Вай нли д" = ап. 
Эти равенства выполняются нри 


я — 
ау 2 Р 
п 


| а, если п нечстное, 
Х = 
ау 2, 


а, если п четнос, 


соответственно. Подставляя эти значения х 


в исходное уравненне, получаем в обоих 
случаях одно и то же: 
в ,— 
а =а 


Это верно: 


прн всех а, если л — нечетное, 
при 4220, если пл — четное. 


Докажем теперь, что при а 3 0, у 0, 
20 система (1) выполняться не может. 
Достаточио рассмотреть только тот случай, 
когла а> 0, и 2. Действительно, если 
{у. 2, а} — ее решение, причем а < 0, то и 
[—и, —2, —а} — также ес решение. Далее. 
если в решенин поменять значения у. 2 
местами, то получим снова решение. Зна- 
чит, если есть решение при а 52 0, то есть н 
решение при а>> 0, такое, что у =. 

Итак. пусть а> 0, и 2. Рассмотрим 
два случая. 


а} 2> 0. Тогда 
ут Е ат у а", (2) 
откуда 2" — (и -- 2)" — и" = ург— их 
хи 27 +...+ 7 Но лм< 
<2(- 2)" 1, поэтому равенство (2) нс- 
возможно. 


6) 2<0. Положим 2= —ю. 

При п четном система (1) принимает вид 
у ш = а, 
у + ийыап 


Решений нет, так как из первого уравнення 
у> а. откуда у"> а" и тем более у” -- 
+ и" > а”. При п нечетном система (1) при- 
нимает ВИД 

у-ша, 

у ыиая] 


ат и=у, 
ап ип уп 


что аналогнчно случаю (а). 
Итак, вот окончательный ответ. 
Если п иечетное, то при всех 


а=0 


ао 
д 
х =ар2, х. =а; любое 
х — решение. 

Если л четное, то при а> Ох, ‚== 


при 


=аУ2, жжа=-а, при а=0 х=0, 
а при а < 0 решений нет. 

Большииство ошибок в пнсьмах, при- 
сланных чнтателями, связано с тем, что ука- 
зываемый ответ верен не при всех значениях 
параметров а и п; иногда ответ указан верно, 
ио доказательство, что других решений яет, 
отсутствует. 


А. Л. Тоом 


№178. Опустим из любой точки Р’ биссектри- 
сы угла А треугольника АВС перпендику- 
ляры РА:, РВ:, РС, на его стороны ВС, 
СА и АВ соответственно. Пусть Ю — точ- 
ка пересечения прямых РА: и В,С;. Докажи- 
те, что прямая АК делит сторону ВС по- 
полам. 

Проведем через точку Ю прямую, парал- 
лельную стороне ВС. Пусть она пересекает 
стороны АСн АВ в точках Во и С.. Мы дока- 
жем, что А — середина отрезка В.С.: в 
этом и только в этом случае прямая АЮ 
делит ВС пополам. Поскольку РА 1 ВоС,, 
для этого нужно доказать, что треугольник 
ВРС, — равнобедренный. Докажем равен- 
ство углов С.В„Р и В.С.Р. Около четырех- 
угольника ВС.С.Р можно описать окруж- 
ность (это следует из того, что <С,ЕР = 


= < С,С.Р = 90°), значит, АСР = 
— ЗРС.Р. Но точно так же вписанными 
является четырехугольник АС.РВ, 
(3АС.Р = зАВ:Р == 90°), следовательно 


<В.С.Р = <ЗРС,В, = <РАВ,). Аналогич- 
ные рассуждения для четырехугольннков 
В.В. ЮР н ВАС,Р показывает, что 
<'С,В.Р = ХРАС,. (Но так как АР’ — бис- 
сектриса угла А, требуемое равенство углов 
С.ВзР и В,С.,Р доказаис. Задача решена. 


И. Ф. Шарыгин 
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Мы получили более 200 решений задач 
№171 и М176. Правильные решения задач 
№170, М!72—М175, №М177—М179 прислали 
(жирная цифра после фамилин означает пос- 
леднюю цифру номера задачи): Л. Ага- 
ронов (Ваку) 2; С. Агеев (Воронеж) 2; С. Ай- 
вазян (Ереван) 0; С. Ахктеричев (Магиито- 
горск) 8; А. Арутюняк (Арташат Арм. ССР) 2; 
А. Асасян (Камо Арм. ССР) 0; Б. Ашав- 
ский (Москва) 0, 2—4, 8; А. Бакулев (Москва)0; 
П. Баньковский (Уральск) 4, 8; А. Барансв 
(Семиозерье Ленинградской обл.) 8; Е. Баш- 
киров (Мннск) 7; Г. Баядян (Кировакан) 3, 
8; О. Бегларян {Сисиан Арм. ССР) 0; К. Без- 
денежных (Нижний Тагил} 2; С. Белолипец- 
кий (Киржач О обл.) 3; Д. Блех- 
тер (Кишинев) 0; А. Блох (Харьков) 2, 
3, 7, 8, Эа), б),в); И. Борисенко (Крнвой Рог) 2; 
С. Бочканов (Рузаевка) 0; А. Вайновский 
(Баку) 3, 7; А. Вальков (Ташкент) 0, 2, 
4, 7, 8; Г. Высоцкая {Красноярск) 8; Г. Га- 
леева (Казань) 0; Л. Генгринсвич (Ташкент) 
0, 2; Л.и И. Готман (Арзамас) 0, 8, Эа), в); 
А. Григорян (Баку) 2—4, В. 9а), 6): В. Грин- 
берг (Москва) 0; Е. Гурвич (Ташкент) ©, 
2, 4; В. Даушев (Андижан Узб. ССР) 2, 3; 
Н. Демчук (Мытыщи Московской обл.) 8; 
Н. Денисов (Тейково Ивановской обл.) 0; 
Ж. Джанян (с. Гюлистан Азерб. ССР) 8; 
М. Драчинский (Тбилиси) 0; В. Евдокимов 
(Ярославль) 0; Р. Егорян {Раздан) 0; Ю. Жи- 
тяйкин (Донецк) 8; М. Жуков (Баку) 0, 
2, 8; А. Зайко (Челябинск) 3; Г. Заргарян 
(Тбилиси) 0; В. Зарубин (Петиий Отдых Мос- 
ковской обл). 2; А. Заславский (Калинин) 
0, 2—4, 7, 92а), 6); Л. Земсков (Одесса) 0; 
С. Зенович (Ташкент) 8; Р. Ибраев {Уфа) 2; 
Ж. Идириссв (с. Саты Алма-Атинский обл.) 
2, 3; Е. Ильтеев (Орджоникидзе) 0; Р. Илья- 
сов (Желтые Воды.) 2—4, 8; А. Калюж- 
ный (Киев) 0, 8; А. Кац (Баку) 3; М. Ко- 
бозев (Кнев) 3; В. Ковтунец (с. Шостаков 
Ровенской обл.) 2; В. Колосов (Киев} 0, 2, 
4, 8; С. Коноплин (Баку) 0; С. Конягин (Са- 
ратов) 7, 8, 92), 6); А. Копелевич (Ленинград) 
2: И. Красников (Рига) 0, 2, 3; Е. Кривонос 
(Чусовой) 0; М. Левин (Витебск) 0; М. Лей- 
дерман (Могилев) 3; А. Литовченко (Белоко- 
ровичи Житомирской обл.) 0, 2—4; М. Лиф- 
шиц (Ленинград) 2, 3, 7, 8; В. Логинов (Мо- 
сква) 2, 4; Г. Лутингер (Черновцы) 0; А. Ма- 
каричев (Львов) 0, 2, 3; Г. Малащонок (Львов) 
0, 2—8, 8; И. Меджибовский (Москва) 0, 
4, 8; А. Мехович (Владивосток) 0, 8; А. Ми- 
каелян (Ереван) 2; К. Миннахметов (Бугуль- 
ма Татарской АССР) 3; Ю. Неретин (Мсск- 
ва) 8; Г. Никонова (Москва) 2, 8; Р. Норвайша 
(Каунас) 2; В. Оледник (Днепропетровск) 
8: Е. Онегин (Скопин Рязанской обл.) 3); 
Л. Островецкий (с. Держановка Чернигов- 
ской обл.) 2; Б. Палатник (Баку) 0, 8; 
В. Паньков (Минск) 8; П. Парамонов (Моск- 
ва) 0, 4, 7, 8; А. Печковский (Москва) 0, 2, 
3; В. Прасолов (Донецк) 2; С. Путинцев 
(Кемерово) 2; А. Райнин (Москва) 3; А. Раш- 
ковский (Харьков) 8; В. Рогов (ст. Ерцево Ар- 
хангельской обл.) 0; Р. Рожксе (Рязань) 0, 
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2, 8; Л. Рудицер (Харьков) 0, 2, 3; С. Сань- 
ковский (Минск) 4, 8; М. Сапир (Свердловск) 
0,2,3: А. Сбоев (пос. Медведок Кировской обл.) 
4; С. Семенов (Воронеж) 0; Р. Сирота (Харь- 
ков) 0, 3, 8, 92), 6). в); С. Скоков (д. Соковки, 
г. Слободской) 8; В. Слепой (Фрунзе) 8; 
Б. Слепченко (Челябинск) 0, 4, 5, В, 92), 
6),в),г); А. Слесаренко (Рубцовск) 0, 3, 
4, 8; А. Слимкин (Москва) 0, 2, 8; В. Со- 
лодушкин (Степногорск) 3; П. Сухов (Свратов} 
3; Ю. Стецко (Черновцы) 0; С. Табачников 
(Москва) 0; А. Тегиев (Баку) 0; А. Тиняков 
(Симферополь) 2; И. Тоноян (Ереван) 2; 
Э. Туркевич (Черновцы) 0, 2—4, 8; А. Тю- 
аягин (Кировоград) 7, 8: В. Урываев (Магни- 
тогорск) 8; Б. Федоров (Московская обл.) 
8: В. Филин (Каспийск) 0; В. Хлебопрос 
{Киев) 0; С. Церковный ео 2; 4, 
8; И. Цукерман (Ленинград) 2; В. Цыркле- 
вич (Бельцы) 2; Н. Чамурлиее (Тбилиси) 0; 
С. Черемшанцев (Ленинград) 9з), 6); Н. Чер- 
нсв (Кривой Рог) 8; В. Чернякин (Полтав- 
ская обл.) 8; Е. Чесноков (Москва) 2; 
К. Шеарцмон (Кишинев) 0; Ю. Шмелев 
(Ярославль) 0, 2, 4; И. Шугалев (Москва) 
8; В. Шурыгин (Горький) 3; И. Щерба- 
ков (Первомайск Николаевской сбл.) 2; 
Н. Щербина (Днепропетровск) 0, 2—5, 8; 
>. Щехорский (с. Старикн Житомирской обл.) 
‚ 4, 8. 

Ю. ИП. Лысов 


Почти все читатели, приславшие решения 
задач Ф188— $192, успешно справились с за- 
дачами Ф188 и $190. Остальные задачи пра- 
вильно решили следующне читатели (жирная 
цифра после фамилии — последняя цифра 
номера решенной задачи): С. Актершев 
(Магнитогорск) 1; М. Абдулхаков (Ангарск) 2; 
О. Войнова (п. Кош-Тегирмеи Кирг. ССР) 
9—1; С. Гаркуша (Ташкент) 9; В. Граб- 
ский (Ленинакан) 9; М. Головко (Прохладный) 
2; А. Давыдов (Магнитогорск) 1; С. Давтян 
{Октемберян Арм. ССР) 1; Ю. Двинин (За- 
порожье) 2; Н. Демчик (Мытищи Московской 
обл.) 1; В. Железный (Ленинград) 9, 1; В. Иг- 
натьев (Волгоград) 9, 1; В. Карапетян (Ере- 
ван) $; С. Карпенко (Киев) 9; В. Карпин- 
ский (Свердловск) 9, 1; Я. Коган (Глазов) 1; 
В. Колосов (Киев) 2; С. Корнилов (Грозный) 
9, 1; И. Куцык (Ярославль) 9, 1; А. „Лая- 
котин (Днепропетровск) 9; $3. Майзлин 
{Киев) 2; Г. Мамедов (Баку) 1; Н. Миронов 
(Выкса) 9, 1; А. Николаев {Москва) 9, 2; 
В. Новиченко (с. Масаллы Азерб. ССР) Г; 
Г. Оганнисян (с. В. Арташат Арм. ССР) 9; 
В. Орлов (Москва) 9; А. Папин (Гомель) 9, 
2; В. Поньков (Минск) 2; И. Пашин (Саратов) 
9; Я. Певзнер (Ленинград) 9,2; В. Просто- 
кишин (Рига) 9, 1; А. Реебцев (Ростов-на-До- 
ну) 2; „7. Рудицер (Харьков) 9; Я. Сайбел- 
ниан (Кнев) 2; А. Сбоев (п. Медведок Киров- 
ской обл } %; С. Свинолулов (Уфа) 1; Я. Сим- 
кин (Москва) 9, 1, 2; Ю. Смоленцев (Ессеиту- 
ки) 9, 1; С. Суровцев (Москва) $, 1; В. Та- 
таринов (п. Знобь-Новгородское Сумской 
обл.) 2; О. Теряев (Диепропетровск) 1, 2; 
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В. Усачев (с. Архангельское Архангельского 
р-на) 2; Н. Федин (Омск) 9, 2; А. Фридман 
(Москва) 9; С. Хоменко (Подольск) 9, 1; 
В. Цырклевич (Бельцы Молд. ССР) 9; В. Чер- 
нышов (Пензенская обл.) 1; В. Шендрик 
(Алма-Ата) 1; В. Шиижин (Ижевск Удм. 
АССР) 1; А. Щехорский (с. Старики Коро- 
стенского р-на) 9; С. Щукин (Пнепропет- 
ровск) 2; С. Якушев (Уфа) 9. 


С. Г. Семенчинский 





Ответ на кроссворд, помещенный в № 7 
По горизонтали 
3. Лава. 4. Пири. 6. Энтропня. 8. Камертон. 
13. Срыв. 15. Бар. 17. Снег. 19. Радуга. 
20. Ошибка. 21. Число. 22. Клеро. 23. Кон- 
тинуум. 25. Диагноз. 26. Тополог. 27. Песок. 
31. Ангстрем. 32. Давление. 37. Дирак. 
39. Теплота. 41. Пифагор. 43. Антиномия. 
45. Режим. 46. Эскиз. 47. Рекорд. 48. Распад. 
49. Приз. 50. Вин. 51. Ромб. 56. Авогадро. 
57. Электрод. 58. Кант. 59. ГИРД. 
По вертикали 
1. Кварц. 2. Цифра. 3. Ленц. 65. Итог. 
7. Прогноз. 9. Маршрут. 190. Выкладки. 
11. Мантисса. 12. Аналогня. 13. Спин. 14. Ла- 
дога. 16. Скачок. 18. Герц. 23. Константа. 
24. Модуляция. 27. Поезд. 28. Кварк. 
29. Юнг. 30. Био. 33. Интуиция. 34. Фракк- 
лин. 35. Гироскоп. 36. Планер. 38. Раднан. 
40. Анеронд. 4. Питание. 42. Темп. 
44. Лимб. 52. Звук. 53. Огонь. 54. Отлив. 
$5. Зонд 
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ЕН 
ИНФОРМАЦИЯ 


УП городская 
научная конференция 


школьников Киева 


А. Н. Виленкин 





С 39 по 31 марта 1973 года Киевской город- 
ской отдел народного образования, Киевский 
городской комитет ЛКСМУ и Киевский Дво- 
рец пнонеров н школьников проводили УИ 
городскую научную конференцию старше- 
классников. 

Конференции предшествовал городской 
конкурс «На лучшую ученическую научную 
работу», в нем приняли участие свыше 2000 
школьников. Было отобрано более 100 работ, 
авторы которых читали доклады на секциях 
истории, географии н краеведения, биоло- 
гии, литературы, математики, физики (раз- 
дельно 7—8 и 9—10 классы), химии, астро- 
номии, автоматнки и кибернетики. 

Секции физики и математнки работали 
во Дворце пионеров и школьников. 30` мар- 
та были заслушаны доклады учащихся 7—8 
классов по физике и учащихся 7-10 классов 
по математике, 31 марта — доклады уча- 
щихся 9—10 классов по физике. В состав 
жюри входили крупные ученые, секцией 
физики (лля учащихся 9—10 классов) руко- 
водил  член-корреспоидент АН УССР ди- 
ректор института физики АН УССР доктор 
ее наук — профессор 

. Т. Шпак. 


Секция математяки работала на конфе- 
ренции впервые. Из восьми прочитанных до- 
кладов наибольший интерес вызвал доклад 
ученицы 10 класса 124 школы Наташи Шварц- 
ман «Математические методы расчета пло- 
щади лнстьев». В ее работе был найден до- 
вольно простой способ определения площади 
листа, скажем, клена (за эту работу Наташа 
взялась после занятнй в кружке биологин). 


Наташа выбрала следующий метод. Из- 
меряются два линейных размера [и # 
между некоторыми точками листа (листья 
бывают несимметричными, Поэтому одной 
длины листа мало). Затем берется среднее: 
{= (+ 6)/2. Площадь листа определя- 
ется по формуле 5 == с? (это естественно, 
поскольку площади подобных фигур отно- 
сятся как квадраты нх линейных разхеров). 
Для нахождения коэффнциента с у несколь- 
ких образцов были измерены площадь $5; 
и размер , по ним были определены коэф- 
фицненты с;. Коэффициент с определяется 
как среднее этих с. 


Какова же погрешность, допускаемая 
прин таком расчете площади? Наташа оцеии- 
ла и ес! В предположении, что погрешность 
распределена по так называемому «иормаль- 
ному закону» (это термин из теории вероят- 
ностей), с помощью исследованных листьев 
была определена вероятная — погрешность, 
допускаемая при расчете площади. Этот 
доклад был признан одним из лучших на 
секции математики. 

Секция физики имеет уже большой опыт 
работы. Если раныше на секции преоблада- 
ли рефератнвные доклады, то есть обзор на- 
учной литературы (хотя н выполненный с=- 
мостоятельно), то теперь большинство ребят 
нзлагалн результаты самостоятельно по- 
ставленных экспериментов, а также вы- 
полиенные на «студенческом уровне» расчеты 
различных физических эффектов. Расскажем 
о некоторых докладах. 

Всем очень понравился доклад ученика 
9 класса 142 1иколы Павла Тривайло «Ис- 
следование трения гибкнх тел». Сначала 
Павел рассказал о формуле Эйлера. Она 
заключается в том, что сила трения растет 
экспоненциально с увеличением числа вит- 
ков. Это можно поясинть таким примером. 
Чтобы удержать корабль у пристани, мат- 
рос наматывает канат, брошенный с кораб- 
ля, на тумбу. Пусть матрос тянет канат с 
силой | кг и, обмотав канат вокруг тумбы 
один раз, матрос удержит канат, который 
тянут за другой конец с силой 10 кг, тогда, 
обмотав канат дважды, матрос удержит 
уже 100 кг, трижды — 1000 кг, .... обмотав 
п раз — 107 кг. 

Затем Павел продемонстрировал собран- 
ный нм стенд для определения коэффицнен- 
та трения гибких тел. В работе Павел с по- 
МОЩЬЮ этого стенда определил (и сравнил) 
коэффициенты трения о сталь и латунь маг- 
нитофонных лент разных типов, бумажных 
и металлических лент, нейлоновой лески. 

Ученнца 9 класса 178 школы Галина 
Варская прочитала доклад «Исследование 
нетелловых видов электронной эмиссии» (от- 
метим, что это название не вполне соответ- 
ствуег проделанной работе). Галя сконст- 
руировала прибор, позволяющий определить 
прозрачность клеток, он может помочь био- 
логам при исследовании раковых опухолей. 


$7 


1. Наташа Швариман рассказывает об опре 
делении площади листа клена 
2. Павел Тонвайло рассказывас 
гибких тел. 
3. Ученики 10 класса 90 
сандр Курипын мн Сергей Лысенко 
демонстрируют члеяам жюри бумеранг. 
Полетом бумеранга ребята заинтересовались, 
рочитав сгатью в нашем журнеле «Квант» 
№ 10. 1972). 
9. Таля В тр ская рас сказЗывАЬТ 


и 1 ченн срозра 


о тренни 


школы Алск- 


прибор 
ги среди 
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Москалец и Алексей Олефир 
процессе очистки  металльче- 
лов © помощью ультра- 


5. Александр 
иссаАедовали 
СКИХ ПОРОШКОВ 07 Ок! 
УК. 

6. Алексей Киличиик 
жидким азотом 

т. < хргей Мухия пассказывает ‹ 
сулн в стволе ружгЯ. 





емоистрнрусг опыты ‹ 


донжении 


8. Сергей Свирнда ‹кочетрунровал «хири- 
бор учебионй радиотехники», иллюстри 
рующий процесси, происходящие В лек 
тинческих цепях 


Ученик 10 класса 171 школы Сергей 
Сзирида  продемонстрировал созданный нм 
«Прибор учебной радиотехники», иллюстри- 
рующий процессы, происходящие в электри- 
ческих цепях. 

Очень интересный доклад «Исследова- 
ние технологии локальной очистки метал- 
лических порошков сфокусированным ульт- 
развуком в активной среде» прочнтали уче- 
ники 10 класса 173 школы Александр Моска- 
лец и Алексей Олефир. До сих пор ультра- 
звуком очищали лишь поверхности метал- 
лов, а ребята собрали и продемонстрировали 
в действии прибор для очистки порошков 
(от окислов), причем исследовали зависн- 
мость времени очистки от мощиости ультра“ 
звука и концентрации кислоты. 

ективным был доклад ученика 
9 класса 61 школы Алексея Килимника «Сжи- 
женные газы». Алексей продемонстрировал 
опыты с жидким азотом (отвердевание ласти- 
ка, цветка и другие опыты). 

В докладах учащихся 9—10 классов 
проявлялось глубокое понимание сутн ис- 
следуемых явлений, серьезное изучение спе- 
циальной литературы. А вот школьники 
7—8 классов читали доклады (и весьма ичтс- 
ресные!) в основном по экспериментальным 
работам. 

Так, хорошее впечатление оставнл док- 
лад учеников 6 класса 85 школы Вячеслава 
Соскина и 7 класса 108 школы Виктора 
Шейкмана «Явление закручивания, возни- 
кающее при вытекании жидкостей из малых 
отверстий» (ребята исследовали вытекание 
струй из близких отверстий: две струи, прой- 
дя иекоторое расстояние раздельно, далее 
сливались в одну — ребята объяснили этот 
эффект). 

„Любовь Макута, ученица 7 класса 181 
школы, исследовала зависимость силы при- 
тяжения к магннту от профиля иасадки, а 
Оксана Козак, ученица 7 класса 86 школы, 
рассказала об исследованни полей несколь- 
ких близко расположенных стальных маг- 
нитов, продемонстрировав фотографии маг- 
нитных силовых линий (полученные с по- 
мощью железных опилок); эти школьницы — 
члены физического кружка при Дворце пио- 
неров и школьников. 

Итоги коиференцин и городского смотра 
были подведены на общем собрании вечером 
ЗЕ марта. Перед школьниками выступали ру- 
ководители секций. Они рассказали о рабо- 
те сскций, о достижениях и недостатках. 
Отмечался возросший уровень работ, ряд 
очень хороших докладов, но вместе с тем, 
было замечено, что к докладам надо гото- 
виться тщательиее. Школьникам было о чем 
рассказать, но в отведенное время они не 
укладывались. Над этим ребятам надо еще 
поработать, ведь н на уроке, и на экзамене 
время ответа ограничено. 


Затем были вручены премии авторам 
лучших работ. Грамоты городского комитета 
ЛКСМУ и ценные подаркн нолучили 
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по математике: Александ 
Голобородько (10 клас КФМШ} за 
работу «Гомотопические классы путей на 
фигуре, Валентина Дндков- 
ская (10 класс КФМШ за работу «Подсчет 
фундаментальных групп топологически раз- 
личных фигур», Геннадий Любез- 
ник (10 класс 181 школы) за работу «При- 
энаки делимости в различных системах 
счисления» Елена Чеховая (10 класс 
38 школы) за работу «Математическая тео- 


рия связ, Наташа Шварцман; 
по физике Галина Вар- 
ская, Владимир Вииецкий 


{10 класс 145 школы) за работу «Неолтиче- 
ские линзы», Дмитрий Левицкий 
и Ян Собельман (10 класс 173 школы) 
за работу «Эксперименты по исследованию 
поляризации света», Сергей Мачерет 
(9 класс 145 школы) за работу «Определение 
коэффициента натяжения заряженного коль- 
ца, Сергей Мухин (10 класс 145 
школы) за работу «Исследование зависимо- 
сти отдачи при выстреле от длины ствола», 
Александр Москалец и Алек - 
сей. Олефир, Сергей Павлов 
{10 класс 173 школы) за работу *О темпера- 
туре и вод морей к океанов», Сер- 
гей вирида, Павел Тривай- 
ло, Александр Турчин (10 класс 
145 школы) за работу «Некоторые наблюде- 
ния диэлектриков и металлов в электроста- 
тическом поле». 

Дипломы 1, ТТ и 1Ш степени и грамоты 
Киевского Лворца пионеров и школьников 
получили авторы еще 58 работ. 

Авторы наиболее интересиых работ по- 
лучили также премии «Кванта» (памятные 
номера журнала). Мх получили Галина 


Варская, Владимнр Винец- 
кий, Оксана Козак, Павел 
Тривайло, Елена Чеховая н 
Наташа Швариман. 


Конференция закончилась, но на этом 
работа школьников не прекратнлась. После 
заседаний жюри секций, представители на- 
учных институтов еше долго обсуждали план 
дальнейшей помощн  физико-математичес- 
ким кружкам, темы будущих работ. 

Конференция показала, что школьникя 
71—10 классов живо интересуются матема- 
тикой и физнкой, увлеченно работают и уже 
сейчас готовятся К научно-исследователь- 
ской работе. Помочь им в этом, оценить их 
достижения, указать. над чем еще надо по- 
работать, — такова была основная задача 
конференции. Эту задачу коиференция вы- 
полнила. Пожелаем же киевлянам *) в буду- 
щем году так же успешно провести УИТ го- 
родскую научную конферениню  школьни- 
ков, 





*) Собственно говоря, почему только ки- 
евляиам? Редакцин (и читателям) было бы 
интересно знать, как обстоят дела в другнх 
городах, какне там применяются формы 
работы со школьникамн. Мы ждем писем. 
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«Кванг» для младших школьников 
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ункас в гостях знурнап 





Задачи 


1. Даны два посаедовательных 
натуральных числа а и $, а также их 
произведение с. Доказать, что Число 

х=-+ +2 (3 
всегда является квадратом некото- 
рого нечетного числа. 

2. Электрик, монтажник и инже- 
нер, фамилии которых Бауманн, Эйх- 
лер и Хавн, летели рейсом из Пра- 
ги в Каир. Из разговора, который они 
вели в самслете, выяснилось, что: 

а) Бауманн и инженер собирались 
работать на строительстве; 

6} Электрик и Хаан живут по- 
стоянно в Берлине; 

в) Эйхлер моложе, чем монтаж- 
ник; 

г) Хаан старше, чем инженер. 

Назовите фамилии инженера и 
электрика (ответ нужно обосновать). 

3. Поезд проходит по мосту длн- 
ной 171 м за 27 с (считая от момента 
въезда на мост локомотива до ухода 
последнего вагона), а мимо пешехода, 
идущего навстречу поезду со ско- 
ростью 1 м/с, — за 9 с. 

Найтн скорость поезда и его длину. 

4. Катер проходит путь АВ вверх 
по течению за 4 ч 30 мия, а путь ВА 
(вниз по течению) — за 3 часа. 

Сколько времени будет плыть от 
В до А плот? 

5. Во время стоянки между двумя 
рейсами матросу исполнилось 20 лет. 
По этому случаю в кают-компании 
собрались все б членов команды. 

— Я вдвое старше юнги ина 6 лет 
старше машиниста, — сказал руле- 
вой. 

— Ая на столько же старше юн- 
ги. на сколько моложе машиниста, 
— заметил боцман. — Кроме тсго, я 
на 4 года старше матроса. 

— Средний возраст команды — 
28 лет, — дал справку капитан. 

Сколько лет капитану? 
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л.Фиё Маленькие слова 
с большим значением 





Получив проверенную работу по ма- 
тематике, Клаус был очень удивлен: 

— До чего же придирчив наш учн- 
тель, — сказал он друзьям. — Я все 
написал верно, за исключением не- 
скольких маленьких словечек, но все 
же за первые четыре задачи не полу- 
чил достойной оценки! 

Вот эти задачи: 


1. При каком условиц возможно 
деление в области натуральных чи- 
сел? 

2. Сколько точек числовой оси со- 
ответствуют одному натуральному 
числу? | 

3. Делится ли число 3741111 на 
32 Обосновать ответ. 

3. а) Правильно ли, что всё на- 
туральные числа имеют одно пред- 
шествующее число? 

6) Если это высказывание непра- 
вильно, объяснить, почему. 

Клаус написал: 


1. Деление а: В в области нату- 
ральных чисел возможно в том слу- 
чае, если делимое а является кратным 
делителя В ИЛИ если В не является 
нулем *). 

2. Каждому натуральному числу 
соответствует точка на числовой оги. 

3. Число ЗТАТИТ делится на 3. 
Обоснование: если число делится на 
3, то и сумма цифр этого числа де- 
лится на 3. 





т. Набе «Кеше \У/оце—СтовВе \УиКипя». 
«Альфа» № 5, 6, 1972. Перевод и обработка 
А. Я. Халамайзера. 

”) Нуль также считастся натуральным 
числом. (Прим. перев.) 


4. а) Неправильно, так как число 0 
н2 имеет предшествующего. „ 

6) Все натуральные числа не имеют 
предшествующих чисел. 


Пока друзья разглядывали рабо- 
ту, Клаус продолжая; 

— И все лишь потому, что в пер- 
вой задаче вместо И я написал ИЛИ, 
а второй я забыл маленькое словечко 
РОВНО, а потому также получил 
сниженный балл, несмотря на то, 
что В остальном все было верно. 

По поводу решения третьей за- 


дачи учитель написал: неправиль- 
ное обоснование. 
— Ганс налисал так: «Так как 


сумма цифр числа делится на 3, то 
и само число делится на 3». За это 
он получил хорошую оценку. А я поч- 
ти не вижу разницы в наших ответах. 
Что же касается четвертой задачи, 
то тут я попался: ведь можно было 
заметить, что предложение: «Все на- 
туральные числа не имеют предше- 
ствующих» — тоже неверное. 

Из слов Клауса можно сделать 
следующий вывод. 
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Маленькие, почти незаметные сло- 
ва, как например И, ИЛИ, РОВНО, 
могут иметь большое значение. И не 
только маленькие слова сами по себе, 
но и их место в предложении очень 
важно (например, место слов ЕСЛИ, 
ТАК, НЕ). 

Для того чтобы впредь не делать 
таких ошибок, какие сделал наш 
Клаус, рассмотрим эти маленькие 
слова с большим значением. 


НЕ БОЛЕЕ, НЕ МЕНЕЕ, РОВНО, 
один и только один, Хотя 


ь БЫ ОДИН 


Рассмотрим высказывание: 

Каждому натуральному числу со- 
ответствует точка на числовой оси. 

Это высказывание верное. Оно 
выражает тот же смысл, что и вы- 
сказывание: 

Каждому натуральному числу со- 
ответствует хотя бы сдна точка 
на числовой оси. 

Этими предложениями не уста- 
новлено, что каждое натуральное чи- 
сло соответствует только одной точ- 
ке на числовой оси. Этих точек может 
быть несколько, но ни в коем случае 
не менее одной. 





Как видно, информации 
высказываниях значительно меньше, 
чем в предложении: 

Каждому натуральноми числу со- 


В этих 


ответствиет одна и только одна 

точка на числовой оси. 
Теперь легко выяснить, 

ли следующие предложения: 


верны 
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1. Имеется РОВНО 3 однознач- 
ных натуральных числа, которые де- 
лятся на 3. 

2. Имеется 3 однозначных нату- 
ральных числа, делящихся на 3. 

3. Имеется не менее трех одно- 
значных натуральных чисел, делящих- 
ся на 3*). 

Первое высказывание, конечно, 
неверно, так как имеется более 
чем 3 однозначных натуральных 
числа, делящихся на 3, а именно 4 
числа: 0, 3, 6, 9. Высказывания 9 ни 
3 — верные, они имеют один и тот же 
смысл. 

Таким же образом мы можем уста- 
новить, что высказывание между | 
и 100 имеется не менее 50 четных 
натуральных чисел — неверное, так 
как на самом деле нх только 49 (то 
есть менее 50). 

Наверняка среди вас есть читате- 
считающие, что высказывание 
ГДР на 1 января 1971 года имела 
не более 50 млн. жителей — неверное, 
так как число жителей ГДР всего 
около 17 млн. Этот аргумент неубе- 
дителен: оборот «не более 50 млн.» 
означает, что может быть и меньше, 
но ни в коем случае не больше, 
значит это высказывание — верное. 


ли, 


Проверьте, верны ли следующие выска- 
зывания- 

а) Имеется не болсе 9 однозначных на- 
туральных чисел. 

6) Имеется не более двух четных простых 
чисел. 

в) Треугольник имест не более трех 
острых углов. 

г) Уравнение 3% = 27 имеет не более 
одного решения в области ишатуральных 
чисел. 

д) Между | и 1000 имеется не менее 50 
четных натуральных чисел. 

е) Уравнение З*Х = 27 
только одно решение. 

ж) Число 60 имест ровно 10 натуральных 
делнтелей. 

3) Каждому натуральному числу соот- 
встствует не более одной точки на числовой 
оси. 

и) Уравненне 3% = 27 
одного решения. 

к) Треугольник имеет не менсе одного 
прямого угла. 


имеет одно и 


имеет не менее 





*) Не забудьте, что нуль считается нату- 
ральным числом. (Прим. перев.) 


Заметим, что два совместных высказы- 
вания 
Имеется не менее одного х.., 


Имеется не более одного х... 
можно заменить одним: 

Имеется одно и только одно х.,. 

сравиите высказывания Г), ©), и).) 


И 


`Союз «И» встречался нам в пред- 
ложении о делении натуральных чн- 
сел (в письменной работе Клауса). 
С помощью этого слова мы можем 
объединить несколько отдельных вы- 
сказываний в одной составное вы- 
сказывание. Такую связь высказы- 
ваний называют объединением или 
конъюнкцией. Рассмотрим пример, 

Число 3 удовлетворяет неравенству 
х < 7 И число 3 удовлетворяет не- 
равенству х> 2. 

В этом высказывании две части: 

1) Число 3 удовлетворяет неравен- 
ству х < Т (верное), 

2) Число 3 идовлетворхет неравен- 
ству х > 2 (верное). 

Объединение (конъюнкция) выска- 
зываний будет верным в том и только 
в том случае, когда обе части, 
из которых оно образовано, тоже вер- 
ны. В случае же, когда одна из ча- 
стей верна, а другая неверна или, тем 
более, когда обе части неверны, объе- 
дннение будет неверным. Напри- 
мер, высказывание 

Число 300 непосредственно  сле- 
дует за числом 200 И число 1000 не- 
посредственно предшествует числу 
2000 — неверное, так как обе его 
части неверны. 

0 является наименьшим натураль- 
ным числом И 1900000000000 является 
наибольшим натуральным числом — 
неверное, так как второе из объе- 
диняемых высказываний — неверное. 

Вернемся к вопросу о делении 
натуральных чисел. 

Деление а : 6 в области натурале- 
ных чисел возможно, если число а 
кратно числу 6 И Б-2 0. 

В этом случае применить ИЛИ 
вместо И нельзя. 

Легко понять, почему учитель не 
был удовлетворен ответом Клауса: 
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«Деление а: в области натиураль- 
ных чисел возможно, если делимое а 
является кратным делителя 6 ИЛИ 
если © не является нулем». В самом 
деле, пусть, например, а = 15, 6 = 4. 
Здесь == 0; условие, сформулиро- 
ванное Клаусом, выполняется, но 
деление нацело невозможно. 

Проверьте самостоятельно следующие 
утверждения: ' 

а) 461.72 = 3217 И 414:6*== 54. 

6) В каждом треугольнике имеется не 
более одного прямого угла, А ТАКЖЕ не 
менее одного острого угла. 

в) Число 19 удовлетворяет КАК нера- 
венству 17 «х < 27, ТАК И неравенству 
195 х< м. 

г) Число 714 является четным И, КРО- 
МЕ ТОГО, делится на 7. 

Мы видим, что имеются и другие связы- 
вающие слова, например: КАК... ТАК И, 
И, КРОМЕ ТОГО, НЕ ТОЛЬКО... НО И 
и другие, которые, будучи примененными 
вместо союза М. не меняют справедливости 
высказываний. 





Или ИЛИ или ИЛИ... 


ИЛИ 


Союз ИЛИ и оборот ИЛИ... 
ИЛИ могут связать два высказыва- 
ния в новое. При этом очень важно 
выбрать нужпые связующие слова. 
Соединение двух высказываний, 
составленное с помощью ИЛИ, бу- 
дет верным, если хотя бы одна его 
часть верна. Ебли же обе части вы- 
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сказывания неверны, 
верным 

Соединение, образованное при по- 
мощн выражения ИЛИ... ИЛИ (ко- 
торое называется дизъюнкцией), бу- 
дет верным в том и только в том слу- 


то будет не- 
и. составное высказывание: 


’ чае, когда одна ин только 
одна часть высказывания верна; 
в противном случае оно будет невер- 
НЫМ. 

Высказывание: 

2772 делится на 3 ИЛИ на 9 

— верное, так как это число де- 
лится и на 3 и на 9, то есть обе ча- 
сти высказывания верны. 

Высказывание: 

2772 делится ИЛИ на 3 ИЛИ на 
9 — неверное. 

Рассмотрим еще один пример. 

Учитель поставил ученикам за- 
дачу: начертить треугольник, кото- 
рый является прямоугольным ИЛИ 
равнобедренным. На рисунке  по- 
казано, что ученики начертили. Кто 
из них выполнил задание верно? 


МДА 


а) Дитер 6) Гейко в) Петер г) Рольф 


а) Дитер — верно, его треуголь- 
ник — прямоугольный; 

6) Гейко — тоже верно, его тре- 
угольник равнобедренный; 

в) и Петер — верно, его треуголь- 
ник прямоугольный. И также равно- 
бедренный, но это допустимо; 
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Т) лишь чертеж Рольфа неверен: 
его треугольник не прямоугольный 
н не равнобедренный. 

Предположим теперь, что учитель 
сформулировал задачу так: начертить 
треугольник, который является ИЛИ 
прямоугольным ИЛИ равнобедренным. 
Тогда лишь чертежи Дитера н Гейко 
выполнены верно. 

‚ Разберитесь самостоятельно, какие фи- 
гуры на этих рисунках начерчены верно, 
если задания были такими: 

а) начертнть дза круга, которые каса- 
ются друг друга ИЛИ один из которых 
расположен внутри другого; 

6) начертите два круга, которые ИЛИ 
касаются друг друга ИЛИ один расположен 
внутри другого; 

в) начертите два круга, которые каса- 
ются друг друга и один из них расположен 
внутри другого. 


® 


ЕСЛИ А, ТО В и ЕСЛИ В, ТО А 


Когда Клаус в своей работе обосно- 
вывал, что число 3741111 делится на 3, 
он написал: 

«Если число делится на 3, то и 
сумма его цифр тоже делится на 3. 

Ганс написал наоборот: 

«Так как сумма цифр числа’ делится 
на 3, то и само число делится на 3», 
— и получил высшую оценку. 

Клаус считал, что оба высказыва- 
ния выражают один и тот же смысл. 
Так ли это? 

Прежде всего заметим, что при- 
веденные выражения опять-таки пред- 
ставляют собой объединения выска- 
зываний, образованные с помощью 
оборота «ЕСЛИ А, ТО В». Такая взан- 
мосвязь высказываний называется так- 
же импликацией. 


В объединениях высказываний, 
встречавшихся нам ранее (конъюнк- 
ция, альтернатива, дизъюнкция) по - 
рядок высказываний не играл ни- 
какой роли. Для импликации это 
уже неверно. Рассмотрим пример. 

Предложение 

«Если число делится на 2%, то 
оно делится и на 2» 
высказано в форме«ЕСЛИ А, ТО В»*). 
Это предложение — верное. Первая 
часть такого предложения (до за- 
пятой) называётся посылкой (усло- 
вием), вторая часть — заключением 
(утверждением). 

Поменяв местами посылку и зг- 
ключение, мы получим обращен - 
ное предложение: 

«ЕСЛИ число делится на 2, ТО 

оно делится и на 23», 
— а это предложение — неверное. 

Рассмотрим еще раз обоснования, 
приведенные Гансом и Клаусом: 

Ганс «ЕСЛИ сумма цифр де- 
р на 3, ТО и само число делится 
на 3». 






Клаус (написал обращенное 
предложение): «ЕСЛИ число делится 
на 3, ТО и сумма цифр числа делится 
на 3». 

Оба предложения имеют форму 
«ЕСЛИ А, ТО В». Но тем не менее 
нельзя утверждать, что они имеют 
один и тот же смысл (хотя в дан- 
ном случае оба предложения 
верны); они существенно отличаются 
друг от друга. 

Условие, сформулированное 
Гансом, гласит: 


*) Здесь А означает: «Число делится 
на 2%, В означает: «Число делится на 2». 
(Прим. перев.) 
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Сумма цифр числа ЗТАТИ де- 
лится на 3». 

Отсюда делается заключе- 
нне: «Число 3741 тоже делится 
на 3». 

Клаус, наоборот, исходит из ус- 
ловия, что число делится на 3, 
и делает заключение, что 
и сумма цифр числа делится на 3. 

Обращение верного высказывания 
может быть верным, а может быть и 
неверным, как это было показано вы- 
ше. Поэтому всегда важно понять, 
будет ли обращение данного выска- 
зывания верным. 

Если обращение верного выска- 
зывания верно, то оба высказывания 
можно объединить, используя оборот 
«ТОГДА И ТОЛЬКО ТОГДА, 
КОГДА» *). 

Итак, число делится на 3 ТОГДА 
И ТОЛЬКО ТОГДА; КОГДА сумма 
цифр числа делится на 3. 

рмулируем теперь обращения 
некоторых высказываний и проверим 
верны ли они. 

«ЕСЛИ число делится наб, ТО 
оно делится и на 2». 

Обращение: 

«ЕСЛИ число делится на 2, ТО 
оно делится и на 6». 

Ясно, что второе предложение не- 
верно, так как, например, 14 делится 
на 2, но не делится на 6. 

Сформулируйте обращенные предложе- 
ния и проверьте, верны ли они. 

а} ЕСЛИ число делится на 12, ТО оно 
делится и на 6. 

ЕСЛИ — стороны — прямоугольника 
АВСМ равны, ТО прямоугольник АВСМ — 
квадрат. 

в) ЕСЛИ точка Р лежит внутри тре- 
угольника, то она лежит и внутри круга, 
описанного около этого треугольника. 

В заключение несколько задач 
посложнее. Проверим, верно ли, что: 

а) «Число делится на 9 ТОГДА 
И ТОЛЬКО ТОГДА, КОГДА оно 
делится на 3». 

Как мы знаем, оборот «ТОГДА И 
ТОЛЬКО ТОГДА, КОГДА» охваты- 
вает и само предложение и его об- 





*) Или ниаче: «в том и только в том слу- 
чае, когда», «если и лишь если». (Прим. ред.) 
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ращение. Чтобы установить, верно 
ли рассматриваемое предложение, на- 
до проверить, верны ли оба предло- 
жения, из которых оно составлено. 
Вот эти два предложения: 

(а,) «ЕСЛИ число делится на 9, 
ТО оно делится и на 3»; 

(а) «ЕСЛИ число делится на 3, ТО 
оно делится и на 9» 

Очевидно, (а:) верно, (а.) невер- 
но. Следовательно, и составное вы- 
сказывание неверно. 

Рассмотрите самостоятельно следующие 
предложения: 

(6) Три угла треугольника равны тогда 
и только тогда, когда равны его стороны. 

(в) Два числа имеют общий делитель 
тогда и только тогда, когда оба они — чет- 
ные. 


(г) Число делится на 4 тогда и только 
тогда, когда оно делится на 8. 


«НЕ ВСЕ...» и «ВСЕ... НЕ» 


Мы переходим к рассмотрению по- 
следней ошибки, сделанной Клаусом 
в его письменной работе. Задача за- 
ключалась в том, чтобы путем вве- 
дения отрицания неверное высказы- 
вание превратить в верное. 

Заметим сначала следующее: 

1. Логическое отрицание невер- 
ного высказывания приводит к вер- 
ному высказыванию; 

2. Из верного высказывания с 
помощью логического отрицания мож- 
но получить неверное высказывание. 

Составим отрицания следующих 
предложений: 

(а) «247 — простое число»; 

(6) «2-2 = 2%»; 

(В) «а больше, чем Т»; 

(г) «Произведение 17-11 — четное 
число»; 

(д) «Все простые числа — нечет- 
ные». 

Отрицания предложений (а), (6}, 
(в), (г) можно сформулировать сразу 
же: 

(а’) «247 — не является простым 
числом»; 

(6') «2% - 22 52 25; 

(в,) «а не болыше, чем Т» или 

(в>) «а меныше, чем 7 или равно Т»; 
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(г’) «Произведение 17-11 — нечет- 
ное число». 

Как видно, отрицания можно сфор- 
мулировать по-разному. Поэтому не 
так просто дать определенное правило 
для составления отрицания каждого 
отдельного высказывания. Можно, од- 
нако, использовать оборот «Невер- 
но, что...» перед сформулированным 
ранее высказыванием. Так, выска- 
зывание «Неверно, что все простые 
числа — ненетные» будет правильно 
сформулированным отрицанием вы- 
сказывания (д). А опрошенные мною 
школьники сформулировали это от- 
рицание так: 

Ральф: «Все простые, числа 
не являются нечетными»; 


ый 


Инга: «Не все простые числа — 
нечетные», 
Петра: «Ни одно нечетное чи- 


сло не является простым; 

Бернд: «Существует хотя бы 
одно простое число, не являющееся 
нечетным». 

Мы знаем, что высказывание (д) 
неверно. Значит, отрицание этого 
высказывания должно быть верным. 
Но можно проверить, что только 
Инга н Бернд сформулировалн вер- 
ные высказывания. 





Вместо высказывания Ральфа: 
«Все простые числа не являются не- 
четными, — можно также сказать: 
«Все простые числа — четные». Сразу 
видно, что это предложение неверно 
{как и высказывание Петры). 

Ответы Бернда и Инги являются 
верными логическими отрицаниями 
высказывания «Все простые числа — 
нечетные». Точно так же ясно, что 
логическим отрицанием высказыва- 
ния «Все натуральные числа име- 
ют предшествующее натуральное чи- 
сло» должно быть не высказывание 
«Все натуральные числа не имеют 
предшествующих натуральных чисел», 
а «Не все натуральные числа имеют 
предшествующее натиральное число» 
или «Существует хотя бы одно на- 
туральное число, не имеющее пред- 
шествующего натурального числа». 

Сформулируем отрицания следую- 
щих неверных высказываний: 

(1} «Для всех натуральных чисел 
а, Ь верно, что а в=ф— а; 

(2) «Каждый треугольник имеет 
два тупых цгла»; 

(3) «Все ромбоиды — ромбы». 

Например: 

(1’) «Не для всех натуральных 
чисел а, Ь верно, чтоа — В = Ь — а»; 
ИЛИ 

«Существуют натуральные числа а, 
Ь, для которых неверно, чтоа — 6 = 
= — а»; 

(2’) «Не каждый 
имеет два тупых угла» 
или 

«Существуют треугольники, не 
имеющие двух тупых углов»; 

(3’) «Не все ромбоиды — ромбы» 
или 

«Хотя 
ромб». 

В математике также встречаются 
высказывания о существовании. На- 
пример: 

«Существует хотя бы один пря- 
моугольник, который является квод- 
ратом». 

Высказывание о существовании 
можно отрицать с помощью оборотов 
«НЕ СУЩЕСТВУЕТ..-з или «ВСЕ ... 
НБ. 


треугольник 


бы один ромбоид— не 


Бар:ИКуапьтесте.ги 


Так, например, отрицание выска- 
зывания 

«СУЩЕСТВУЕТ натуральчое чи- 
сло а, удовлетворяющее уравнению 
13 —а = 17» 
может звучать так: 

«НЕ СУЩЕСТВУЕТ натураль- 
ного числа, удовлетворяющего иурав- 
нению 13 — а = 1Т» 
или 

«Все натуральные числа не удов- 
летворяют уравнению 13 — а == 1Т». 

Разумеется, оба последних вы- 
сказывания имеют один и тот же 
смысл. 


Сформулируйте самостоятельно отрица- 
ния высказываний (а)—(е). Какие из этих 
высказываний неверны? 

(а) «Уравнение а-0 = 17 имеет в обла- 
сти натиральных чисея хотя бы одно реше- 
ние, 

(6) «Все числа. делящиеся на 17. — не 
четные»; 

(в) «Каждое натуральное число, удов- 
яетворяющее — неравенствиу 3 «< х < 72, 
удовлетворяет также неравенству 3<х«9%»; 

(г) «Существуют пары чисел (а, Ь). для 
которых аб == Б@»; 

(д) «Хотя бы один равносторонний тре- 
угольник — прямоугольный»; 

(с) «Все ромбы — ромбоиды». 





‚ 8) 





«Повторяю условие: Из пунктов А и В на- 
встречу друг другу одновременно выезжа- 
ют...» 
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Ответы, указания, решения 





К статье «Объем тел вращення» 
4 
1. а) К? со$ 69; 6) 212В?т соз 0. 


2. 4лАЗ (л + 4). 


. Указаине. Объем тела, получен- 
ного вращением цнлиндра, равновелик сум- 
ме объемов тел, получениых вращением его 
проекций на плоскость а, и перпендикуляр- 
ную ей плоскость, проходящую через {. 

К статье «Об одном геометрическом месте 
точек» 


1. Взять А, совпадающей с А, В, —с В, 
С —с С. 

2. Возьмнте в качестве А, Ви С центры 
окружностей, в качестве А:, В, и С, — по 
одной из точек пересечения соответственно 
окружностей с центрами Ви С, АиС, Аи В 
и воспользуйтесь утверждением 3. 

3. Доказательство аналогично доказа- 
тельству необходимости в утверждении 3. 

4. Обозначим стороны треугольника че- 
рез а, 6 нс. Каждая стороиа делится точкой 
касання на две части, длины которых легко 
вычисляются. Далее легко провернть равен- 
ство (1) в статье. 

5. Если бы такая точка нашлась (обозна- 
чим ее через №), то прямая МА была бы 
перпеидикулярна всем сторонам треуголь- 
ника АВС. 

6. Пусть ВР =х, ДС=у Ар=а, 
а сторона треугольинка АВС равиа а. Если 
теперь А., В. и С, — точки касаиня соот- 
ветствующих окружностей со сторонами ВС 
АСи ВС, то отрезки ВА., А»С ит. д. легко 

ах—у 
—2г 
Обозначим через И, Уи \ радиусы окруж- 
ностей, вписаиных в треугольники ВОС. 
АРС и АБВ. Теперь легко проверить спра- 
ведливость равенства (1!) в утверждении 3. 

7. Если А. А,АзАз образуют выпуклый 
четырехугольиик, ) — точка пересечения его 
диагоналей, А.) = т, А.) = р, Аз) = п, 
Азр = 9, то для любой точки М плоскостн 
будет постоянно выражение 


вычисляются (в частности, ВА. == 


п 9 й 
пм (414 — сур (Ам 
т р м 
= туп (А.М) — ЕР. (А.М). 
8. Путь АМ, : ВМ, : СМ, == р:9:г. 


Тогда геометрическим местом точек М та- 
ких, что (72 б?(АМ)?- (р (ВМ) 
+ (42—р3(СМ): = 0, будет прямая, прохо- 
дящая через М,, М» и центр описанного око- 
ло АВС круга. 
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9. Пусть О — центр окружности, впи- 
санной в ДАВС. Поскольку СМ = СМ 
то ММ | ОС, аналогично РК | ВО. Следо- 
вательно, нужно доказать, что пэрпендику- 
пяры, опущенные из №, Ри А на ОС, ВО 
и ВС, пересекаются в одной точке. Для этого 
проверьте выполнение равенства (1). 

10. Поскольку площади треугольников 
АВМ и СОМ не меняются при движенин 
отрезков АВ и СО соответствеино по прямым 
АВ и СО, то можно передвинуть эти отрезки 
вдоль соответствующих прямых так, что их 
концы совпадут с точкой пересечения прямых 
АВ н СО. 

Искомым геометрическим местом точек 
будет параллелограмм, диагонали которого 
лежат на прямых АВ и СМ. 

11. Пусть АВСР — данный четырех- 
угольник, Р — середина АС, О — ссредина 
ВО. О — центр окружности. Проверьте, что 


З.РАв + ЗаРсо = $лодв -| 


-- блоср = $Здолв - бобр = 


1 
-5- З:3АвСр- 


К статье «О графах с цветными ребрами» 


1. Пусть красное ребро означает, что 
два делегата могут объясниться на одном 
языке, а сннее — что не могут. Если крас- 
ного треугольника нст, то по свойству 2 
должен быть треугольник с синнмн сторо- 
нами. Но это противоречит условию. 

2. Проведенному отрезку поставим в со- 
ответствие красное ребро, ие проведеиному — 
синее. Докажем, что в полном графе с де- 
вятью вершинами, каждая из которых при- 
надлежит четырем красным ребрам н четырем 
синим, найдется треугольник с красными сто- 
ронами. 





Рис. 1. 





Рис. 2. 


Предположим, что нет красного тре- 
угольника. Пусть какая-нибудь вершина А 
соединена красными ребрами с В,, В., Ву 
и Ва, синими —с С,, С, Сз и Са. Ребра 
вида В;В; — синие (рисунок 1). Каждая из 
В; соединена тремя красными ребрами с 
вершинамк Су. Два красных ребра связы- 
вают вершины вида С между собой (по- 
КУ красных ребер В;С; — двенад- 
цать). Пусть В, связана краскыми ребрами с 
Са, Сзи С.. Между собой С:, С. и С. соеди- 
нены синими ребрами, иначе образовался бы 
треугольник с красными сторонами (рису- 
нок 2). Тогда С: принадлежит двум красным 
ребрам вида СаС;, снапрнмер, СаСз и СаС.. 
Но С. принадлежит еще двум красным реб- 
рам. Одно из них, — например, СаВ» (ри- 
сунок 3). Хотя бы одно из ребер В.С. и 
В.С. — тоже красное, то есть хотя-бы один 
из треугольников В.С.Са и В.С.Са имеет 
красные стороны. 

3. Имеем полный граф с п вершинами и 
ребрами двух цветов (синее ребро — двое 
могут объясннться на каком-нибудь языке, 
красное — не могут). По условню среди 
любых четырех вершин графа всегда найдет- 
ся, по меньшей мере, одна, синяя степень 
которой равна трем. 

Случай, когда все ребра синие, тривиа- 


лен. Пусть найдется красное ребро АВ. 


Добавим еще какие-нибудь две вершины С 
ир. Из четырех вершин А, В, Си) цайдет-. 
ся хотя бы одна, синяя степень которой рав- 
на трем. Эго — С или ДО. Пусть, например, 





Рис. 3. 
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синюю степень три имеет С. Добавим еще 
одну вершину — Е. Из вершин А, В, С, Е 
или С или Е имеет синюю степень, равную 
трем. В обоих случаях С соединена синим 
ребром с Е. Так переберем все вершины. 
В ‘итоге, окажется, что С соедннена синими 
ребрами со всеми вершинами графа. Во вся- 
кой четверке вершин, включающей А и В, 
есть вершина, соединенная синими ребрамн 
<с всеми остальными вершинами графа. От- 
сюда, кроме А и В существует, самое боль- 
шее, одна вершина, не соединенная синими 
ребрами со всемн остальными. 

4. Каждому жителю поставим в соот- 
ветствие вершину графа. Пусть синее ребро 
означает, что двое дружат, а красное — враж- 
дуют. По условию. в данном графе треуголь- 
ники могут быть или с тремя синнми сторо- 
нами, или < одной синей и двумя красными 
и есть хотя бы одно красное ребро. Требуется 
доказать, что иайдется вершина, храсная 
степень которой больше или равна синей ее 
степени. 

Рассмотрим некоторое красное ребро АВ. 
Пусть синяя стелень вершины А равна #. 


п 
Предположим, что # => > Легко вндеть, 


что В соединена красными ребрами с теми 
вершинами, с которыми А соединена синими 
ребрами. Поэтому, если красная степень вер- 


шииы В равна [, то [= #-- 1 > =->. 


5. Каждому жителю поставим в соответ- 
ствие вершину графа. Пусть синее ребро 
означает, что двое дружат, а красное — что 
не дружат. Получим граф с л вершинами и 
ребрами двух цветов, который можно под- 
вергать следующим преобразованиям: вы- 
бирать вершину и все красные ребра, кото- 
рым она принадлежнт, перекрашивать в 
синие, а все синие — в красные. По усло- 
вию каждый треугольник может стать си- 
ним, то есть в графе могут быть только или 
треугольники с синими сторонами, или 
треугольникн, у которых одна сторона — 
синяя и две — красные. (Докажите, что при 
преобразованиях это свойство графа не мс- 
няется.) 

В любом таком графе найдется вершнна, 
красная степень которой больше синей ее 
степени (см. задачу 4). Если каждый раз вы- 
бирать в графе вершину с наибольшей крас- 
ной степенью и перекрашивать ребра, кото- 
рым она принадлежит, то с каждым шагом 
число синих ребер будет увеличиваться. 
Число ребер в графе с п вершинами. конеч- 
но, поэтому через конечное число шагов все 
ребра графа станут синими. 


К статье «Элементы теории графов» 


1. См. рис. 4. 


п(п—1) 


2. 5 или ба 


3. Нет. Нет. Связность одних и тех же 
узлов различна. 
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0—2 5 


(6) 


В—— 9 (9) (8) 


Рис. 4. 


4. Связность каждой вершины тётраэд- 
ра, куба и додекаэдра равна трем, октаэд- 
ра — четырем, икосаэздра — пяти. 

5. Нет. Противоречит теореме 2. В гра- 
фе не может быть нечетного чнсла вершин 
нечетной связности (7 вершнн связности три). 

6. Существует (см. рис. 5). 2 верши- 
ны — В и О — имеют нечетную связность 
три- 





Рис. 5. 


7. Пет. В самом деле, пусть такой граф 
существует и содержит п вершин; каждая 
вершина имеет не более (п—1Т) связей — со 
всемн остальнымн вершинами. Ноп раз- 
личных натуральных чисел, каждое из 
которых не более (п—1), не существуст. 

8. Доказательство аналогично доказа- 
тельству теоремы |. Заменим каждое ребро 
двумя половинкамн; тогда каждой половинке 
ребра будет ннцндентна одна и только одна 
вершина. Но каждая вершина имеет связ- 
ность &, то есть инцидентна ровно р полови- 








ПЕр:/Куаптссте.ги 


нок ребер. Отсюда следует, что в графе С 
всего &|Х | полуребер. А это и означает, что 
#|Х| вдвое больше числа ребер, то есть 
#|х|= 219 | (напоминаем, что 1 — чнсло 
вершин, |(| — число ребер). 


К задачам «Квацть для младших школьни- 
ков» 


(См. «Квант» № 7, 1973) 

1. 100 рыб. 

2. Флажок повиснет, так как воздуш- 
ный шар летит со скоростью, равной ско- 
рости ветра. 

3. 10 способов (2 способа пристроить к 
наибольшей стороне н по 4 способа — к.двум 
другим). 





Рис. 6. 


4. Пусть намагничен синий стержень. 
В этом случае, если мы поднесем конец си- 
него стержня к середине красного (см. рис. 6), 
стержнн будут притягиваться, еслн же под- 
нести конец красного к середине сннего, 
стержни прнтягиваться не будут. 





5. Напрнмер так, 


как 
6. Когда снег мокрый, больше сила по- 


на рисунке 7. 


верхностного натяження, 
чается крепче. 


и снежок полу= 
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В статье А. Ю.ЁСойфера «Клетчатые доски и по- 
лнмино» («Кванта. 1972 № И.) рассказыевлось о 
полимино н различных связанных с ннын задачах. 
Напомним, что полимино — это фигура, состоя- 
щая из Консчного чнсла клеток, причем клетки 
могут граннчить по вершиие илн по стороне. н из 
каждой клетки можно попасть в любую другую 
{(#з клетки можно переходить только в такую 
клетку. которая имест с ней общую сторону). Два 
лолимннио будем называть одннаковым, соли их 
совместить наложением- 
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Пентомнно -- полимнно, состоящее из пяти каеток. 
Существует ровно дюжина различных пентомино 
({проверьте!). Амернханскому математнку ГоломСу 
{5. \М. Сыоть) удалось уложить шахматную 
доску тринадцатью полимино, среди которых дю- 
жина различных пензомино- 
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ного ионного лазера через интерферометр. 


О явлении интерферен- 


ции свега вы можете прочитать в статье Т. Юнга «Эксперименталь- 
ная демонстрация иктерференции света» (с. 12). 
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Знание-самое превоснодное 
из владений. 

Все стремятся К немц, 
само не оно не принодит, 


+} 


АБУ РАИХАН 
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Ле Хренов 


АБУРАИХАН БЕРУНИ 


н ЮОО-летию со дня ронндения 





Первая половина Х ] века и предше- 
ствовавшие ему два столетия харак- 
теризовались бурным развитием куль- 
туры наролов Ближнего Востока н 
Средней Азни. Создание и развитие 
больших оживленных городов, цве- 
тущих оазисов, ирригационных сн- 
стем, формирование международных 
торговых путей, строительство двор- 
цов и храмов стимулировали исследо- 
вання в области математики, геодезии, 
астрономин. 

Средняя Азия являлась одним из 
древнейших очагов мировой куль- 
туры. Труды среднеазиатских ученых 
оказали большое влияние на развитне 
не только науки Ближнего и Среднего 
Востока, но и всей европейской иауки. 

Широко известны работы средне- 
азиатских астрономов и математи- 
ков 1Х—ХУТ вв. Средн них одно 
нз почетных мест принадлежит зна- 
менитому ученому Абу Райхану Му- 
хаммад ибн Ахмад ал-Беруни. 

В этомвеликом человеке сочетались 
лучшие черты ученого — преданность 
науке, неугасимая страсть к лозна- 
ниям, целеустремленность и самоот- 
верженность. 


Аб, Райхан Беруни роднлся 4 сен- 
тября 973 года в Узбекистане в пред- 
местье г. Кят *), тогдашней столицы 
Хорезма. 

Первые годы своей жизни он про- 
вел в семье хорезм-шаха Мамуна. 





*} Теперь этот город, расположенный в 
низовьях Аму-Дарьи, называстся Бируни 
(раньше Беруни считался арабским ученым, 
а по-арабски его имя звучит как Бируни). 


Ты 


Там на его выдающиеся способности 
обратил внимание известный ученый 
Абу Наср Мансура ибн 
Али ибн Ирака (примерно 
950—1034), который привил юному 
Беруни интерес к естественным нау- 
кам и особенно к математике и астро- 
номин. Вспоминая этот период своей 
жизни, Беруни в одном из своих по- 
следних стихотворений писал: 

«Семья Ираков вскормила меня 
свонм молоком, а их Мансур взялся 
вырастить меня...». 

Получив прекрасное образование 
на родине, Беруни уже в юности про- 
изводил самостоятельные наблюдения 
и около 995 года первым в Средней 
Азин построил глобус, позволявший 
определять географические коордни- 
каты населенных пунктов с достаточ- 
ной для того времени точностью, занн- 
мался конструпрованием астрономи- 
ческих инструментов (стенного квад- 
ранта и др.) и определил географиче- 
ские координаты различных мест Хо- 
резма. 

Его пытливый ум, постоянное 
стремление к приобретению знаний не 
могли быть удовлетворены образова- 
ннем, полученным в семье Ираков, и 
Беруни посвящает много времени изу- 
чению философин, математики, аст- 
рономин и других наук. С этой же 
целью он ездил в такие крупные науч- 
ные центры, как Багдад и Бухара 
и в различные города Хорасана ин 
Афганистана. 


Распри между знатными людьми 
Хорезма вынуждали Беруни неодно- 
кратно покидать свою Родину, так 


как он уже в ранней молодости при- 
нимал активное участие в полити- 
ческой жизни Кята, занимая видное 
положение при дворе хорезм-шаха. 

Вернувшись в 1004 году в Хорезм, 
в его новую столицу — г. Гургандж*), 
Берунн занимает должность совет- 
ника шаха и руководит созданной к 
тому времени академней. Вокруг Бе- 
рунн групиируются блестящие уче- 
ные, приглашенные хорезм-шахом 
из разных стран. Украшением ака- 
демии являлся бухарский ученый 
Абу Али ибн Сина (Авицен- 
на, 980— 1037), знаменитый естество- 
испытатель, врач и философ. 

После захвата Хорезма султаном 
М ахмудом Газневид- 
скимв 1017 году Беруни вместе с 
другими учеными вынужден был пе- 
реселиться в Газну (Афганистан), где 
и прожил до последних дней. Здесь 
сн занимается астрономией, матема- 
тикой и гсодезией. В этот же период 
Беруни дважды побывал в Индии; 
там он не только провел работы по 
определению размеров земного шара, 
но и собрал обширный материал по 
истории, географии, этнографии и фи- 
лософии этой страны. 

В это же время он пишет историю 
развития математики в Индим, со- 
ставляет карту мира и разрабатывает 
теорию происхождения морей. 

О последних годах жизни Беруни 
известно очень мало: одиночество, 
старость и, как всегда, напряженный 
труд. Семьи у него не было, учени- 
ков — очень мало. Вероятно, Беруни 
видел свое предназначение в том, 
чтобы передавать свои знания не 
однночкам, а всем людям. «Все мои 
книги — дети мои, а большинство 
людей очаровано своими детьми и 
стихами», — писал ученый. Отсюда 
и бережисе отношение к каждому 
часу, к каждой минуте своей жизнн — 
сн стремился оставить людям все, 
что у него было, все до последней 
мысли. 





*) Ргзвглииы этого города находятся в 
нескольких десятках километров от Ургенча. 


Пир:Икуапьтссте.ги 


Перу Беруни принадлежит около 
150 научных работ, относящихся к 
самым различным областям науки: 
астрономии, математике, минерало- 
гии, географин, геодезии, истории, 
лингвистике н другим, Однако на 
протяженни всей своей жизни он 
наибольшее вннмание уделял астро- 
номии, геодезии и математике. 


Его первая капитальная работа 
«Памятники, оставшиеся от минув- 
ших поколений», кратко называемая 
«Хронология» (около 1001 года), 
включает описание календарных си- 
стем различных народов (греков, рим- 
лян, хорезмийцев, аридов, евреев, 
персов и др.), историю развития нау- 
ки, культуры, обычаев и т. п. 

Очень интересны сведения о том, 
что арабы в древности считали сут- 
ками время от захода до захода Солн- 
ца, а греки, византийцы и нерсы — 
от восхода до восхода. В книге рас- 
сказывается об астрономических видах 
месяцев (лунных, солнечных и висо- 
косных), о происхождении названий 
месяцев у разных народов. 

Двенадцать глав  «Хронологии» 
посвящены знаменательным дням и 
религиозным праздникам древних 
персов, греков, римлян и других. 
Эта книга не утратила своей научной 
ценности и в наши дни: в ней очень 
полно отражена история, религия и 
этнография народов Древнего Во- 
стока. 


В 1025 году Беруни заканчивает 
свой трактат «Определение границ 
мест для уточнения расстояний между 
пунктами», условно называемый «Гео- 
дезия». В нем Беруни — первый из 
астрономов-мусульман — дает  де- 
тальную разработку метода определе- 
ния географической долготы пункта 
путем одновременного наблюдения 
лунного затмения из двух точек при 
известной долготе одной из них. 

В Индии, общаясь с учеными и 
ремесленниками, захваченными в плен 
Махмудом  Газневидским, Беруни 
узнавал подробности об их удиви- 
тельной родине, о ее религин, обы- 


чаях, философских учениях. При- 
мерно к 1031 году была закончена 
«Книга, содержащая разъяснения 
принадлежащих нндийцам учений, 
приемлемых разумом или отвергае- 
мых», кратко называемая «Индия». 
Этот монументальный труд принес Бе- 
руни славу крупнейшего ученого 
своего времени. «В этой книге нет 
места полемике и спорам, и я не за- 
нимаюсь в ней тем, чтобы приводить 
аргументы противников и оспаривать 
тех из них, кто отклоняется от истин. 
Она содержит только изложение: я 
привожу теории индийцев как онн 
есть и параллельно с ними касаюсь 
греков, чтобы показать нх взаимную 
близость», — пишет Беруни. 

«Индия», изданная на разных язы- 
ках мира, — это единственное в своем 
роде произведение, и равного ему нет 
во всей средневековой литературе 
Запада и Востока. 


Ч хвертый труд Беруни «Книга 


вразумлення в начатках искусства 
звездочетства», кратко называемая 
«ат-Тафхим», содержит изложение 


вопросов геометрии, арифметики, гео- 
графии ин астрономии. 

Эта книга долгие годы служила 
учебником в медресе*) всего Ближне- 
го Востока. «Я начал с геометрии, 
затем перешел к арифметике и чис- 
лам, затем к устройству Вселенной, а 
затем к астрономии, ибо лишь тот 
достоин звания звездочета, кто пол- 
ностью изучил эти четыре науки», — 
пишет Беруни во введенин. 

«ат-Тафхим» стала одной из самых 
известных в средние века на Востоке 
работ Беруни. Она содержит 511 во- 
просов и ответов; из них 119 относят- 
ся к математике (планиметрин, теорин 
отношений, стереометрии, теории чи- 
сел, арифметнке, алгебре, буквенной 
нумерацин)}, а остальные — к астро- 
номин, геодезии и астрологии. 

Математические вопросы в «ат- 
Тафхим» начинаются с определения 
геометрии как науки. Беруни пишет: 
«Геометрия — это наука о размерах 





*} Медресе — религиозная мусульман- 
ская школа, готовящая служителей церкви. 


пир:ИКуапьтесте.ги 


и количественных отношениях их 
друг к другу, и это познание особен- 
ностей их фигур и форм, имеющихся 
в теле. Благодаря этой науке наука 
о числах превращается из частной 
в общую, а наука о сфере *) из до- 
гадок и предположений — в истину». 
Зто означает, что Беруни рассматри- 
вал геометрические величины как 
обобщение целых чисел, то есть, го- 
воря современным языком, Беруни 
работал с действительными числами. 

«Канон Мас’уда по астрономии 
к звездам» — главный труд Беруни — 
был закончен примерно к 1037 году. 
Основное содержание его составляют 
вопросы астрономии и математической 
географии. Сам ученый писал об этой 
книге, что ее не коснется «ни время, 
ни смена властей». В ней как бы под- 
водится итог деятельности Беруни в 
области астрономин, которая в то 
время считалась «одной из ветвей 
древа математнческих наук». Берунн 
писал: «Я всегда был тесно связан 
с одной из областей математикн, всег- 
да держался ее и посвятил себя ей; 
она неизменно интересовала меня с 
самого начала моего существования». 

В 11 книгах «Канона Мас’уда» 
нзложены вопросы космологии, граж- 
данской хронологии, геометрии и трн- 
гонометрии, сферической астрономии. 
Беруни рассказывает об определении 
долготы населенных пунктов, рас- 
стояний и азимутов направлений, о 
движении Солнца и Луны, Сатур- 
на, Юпитера, Марса, Венеры, Мер- 
курия. В ней, рассказывается о зат- 
мении Солнца и Луны, геометрии 
небесной сферы, о звездах. 


С предельной скромностью Беруни 
оценивает свой многолетний труд: 
%Я сделал то, что надлежит сделать 
всякому в своей отрасли — с приз- 
нательностью воспринять старания 
своих предшественников, без стесне- 
ния исправить их погрешности, если 
таковые будут найдены, особенно в 
тех вопросах, в которых невозможно 
установить истину со стороны самих 





*) То сесть астрономия. 


величин движений светил, ин увеко- 
вечить то, Что представляется поучн- 
тельным для тех, кто запоздал к на- 
шему времени и явится позже. Каж- 
дое действие в каждой главе я сочетал 
с указанием таких причин этого дейст- 
вия и с такими разъяснениями сде- 
ланного мною, которые удалили бы 
нзучающего от слепого подражания 
мне и раскрыли бы перед ним врата 
для подтверждения истинности того, 
в чем я оказался прав, или исправ- 
ления того, в чем я ошибся». 
«Собрание сведений для познания 
драгоценностей», кратко называемое 
«Минералогия», — последний закон- 
ченный труд Беруни. Книга в извест- 
ной мере преследовала практические 
цели, связанные с торговлей драго- 
ценными цветными камнями. Боль- 
шая часть трактата посвящена ми- 
нералам, которые были известны Бе- 
руни, меньшая — металлам. Ученый 
приводит названия минералов на раз- 
ных языках, описывает их цвета и 
оттенки, физические и лекарствен- 
ные свойства. Огромный интерес для 
истории физики и минералогии пред- 
‹тавляет тот факт, что Беруни впер- 
вые точно определил удельные веса 
некоторых минералов, что дало ему 
возможность классифицировать мн- 
нералы. Таким образом, минерало- 
гия, еще чисто описательная наука, 
впервые начала оснащаться цифро- 
выми данными, полученными в ре- 
зультате физических экспериментов. 
«Минералогия» была задумана Беру- 
ни не как строго`научный, а как науч- 
но-литературный — труд. Этим и 
объясняется большое количество ле- 
генд, рассказов и вымышленных исто- 
рий о камнях, встречающееся в тексте. 
Написанная ярким, выразительным 
языком, «Минералогия» содержит 
образные характеристики минералов. 
«На лолированной поверхности этого 
камня в большинстве случаев видны 
золотистые звезды, подобные пылин- 
кам в лучах Солнца», — так поэтично 
описывает Беруни лазурит. 


Нанболее важные исследования Бе- 
руни в области тригонометрии отно- 
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сятся к вычислению длин сторон 
многоугольников на основе их пост- 
роений с помощью циркуля и линей- 
ки. В его книгах приведено доказа- 
тельство теорем о хордах, соответст- 
вующих теоремам о синусе суммы и 
разности двух углов, о синусе по- 
ловинного и удвоенного углов, вы- 
числены отношение длины окружно- 
сти К днаметру н значения сину- 
сов углов через каждые 15’ и тан- 
генсов через 1” с точностью до четы- 
рех шестидесятеричных знаков и даны 
правила пользования ими, описано 
линейное и квадратическое интерпо- 
лирование, доказаны теоремы синусов 
плоской и сферической тригономет- 
рии. 

Значительный интерес. представ- 
ляют работы Беруни в области гео- 
дезин, одной из задач которой явля- 
ется определение формы и размеров 
нашей планеты. Изучение формы и 
размеров Земли вместе с ее положе- 
ннем н движением в пространстве 
имело большое значение для понима- 
ния человеком окружающей его дейст- 
вительности, для разрешения загад- 
ки мироздания. 


Х алдейские ученые еще в глубокой 
древности (УП-—УТ вв. до н. э.), 
наблюдая лунные затмения, выска- 
зывалн мысли о шарообразнссти Зем- 
лн. История сохранила для нас и из- 
вестное определение радиуса земного 
шара (метод и размеры), произведен- 
ное греческим ученым Эратосфе- 
ном (около 276—194 гг. до и.э.). 
По его расчетам раднус земного ша- 
ра оказался равным 6311 км. 

Расхождения в размерах радиуса 
земного шара, полученных разными 
учеными к концу Х в., были извест- 
ны Беруни и побудили его провести 
самостоятельные измерения. С этой 
целью он применил новый метод. 
Вот чтоон пишет: «Для этой цели я в 
Индии нашел большую гору, возвы- 
шающуюся над широкой равниной. 
Поверхность равнины была глаже 
самой поверхности моря. Я искал 
на вершине слияние Земли и неба, то 
есть круга горизонта, и я нашел его 





Рис. 1. 


в инструменте (в астролябии), огра- 
ниченным горизонтальной восточно- 
западной линией, и определил угол 
понижения горизонта». 
Действительно, если допустить, что 
высота горы АМ = Н известна 
(рис. 1), то, измерив при помощи 
астролябии угол понижения горн- 
зонта «, можно (из Д СВА) написать, 
что 
Ю = (Ю-+-П) соз а; 
отсюда т. 
С0$ & у 
в | — сз а * (1) 


При этом для определения точки 
В, при визировании на которую из- 
меряют угол а, надо найти в... такое 
место у моря или в пустыне и наблю- 
дать Солнце с горы на восходе или за- 
кате, пока не скроется из нашего 
времени половина его диска». 

Раднус земного шара, определек- 
ный Беруни по формуле (1), оказался 
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равным А = 6 399,58 км, что мало 
отличается от размера радиуса Земли 
(К = 6371,11 км), которым пользуют- 
ся в настоящее время. 

Для определения высоты Я (ска- 
жем, мечети) Беруни пользовался соз- 
данным им высотомером, при помощи 
которого он измерил отрезки МР и 
ЕО (рис. 2). Расположив щит ММРО 
высотомера в вертикальной плоскости 
так. чтобы сторона @М была бы на- 
правлена на точку А (визируют через 
дноитры ти п), при помощи алидады 
РЕ, вращающейся вокруг точки Р, 
визируют через диоптры Р и { на 
точку А. В этом положении закрен- 
ляют щит и на нем алидаду РЯ. 

Так как ДЛ РМО подобен ДА АОР, 
а Л АРО подобен Д АСО, то 


АЗ ХР АС го 


20 —№0. 90-0, 
откуда 
АР.Р АО-ЕО 
Е 


Высота Я = АС будет Н = АС 


ЕО — МР-РО-ЕО 


МР.РО 
2 А то=- УБР = мб 


Ао 


Вычисление кратчайшего расстоя- 
ния $ на земной поверхиости между 
значительно удаленными городами А 
н В Беруни рекомендовал произво- 
дить по предварительно определен- 
ным географическим нииротам фд и 
фв и долготам Ад И Ав городов А и 
В. Для этого по предложенной им 





Рис. 2. 


Рис 3 


формуле определяется хорда $, стя- 
гивающая дугу большого круга, про- 
ходящего через пункты А и В: 


$ =, АЛ? с0$ фл с0$ фв -- АФ?, 


где А^ и Аф — хорды, стягивающие 
луги, соответствующие разностям дол- 
гот (Аз — Ад) и широт (фв — ФА). 
Зиая хорду 5, можно вычислить н 
стягиваемую ею дугу большого кру- 
га. проходящего через пункты А и В, 
то есть кратчайшее расстояние между 
НИМИ. 


Большое внимание Беруни уделял 
конструированию различных астроно- 
мических и геодезических  инстру- 
ментов. 

Им разработаны способы опреде- 
ления ширины реки или оврага (не- 
доступного для непосредствеенного из- 
мерения), глубины колодца, а также 
решен ряд других задач, не потеряв- 
ших и теперь практического значе- 





Рис. 4. 





ПЕр:ЛКуап-тссте.ги 


ния. Например, для определения 
ширины реки АВ (рис. 3) Беруни 
рекомендует построить два прямо- 
угольных треугольника ВАС и ОДС. 
Для этого при помощи астролябни он 
предлагает построить прямую АС, 
перпендикулярную АВ, н измерить 
в точке С угол АСВ = В, а затем 
построить при той же точке С угол 
АСМ = В. Теперь остается продол- 
жить прямую ВА так, чтобы получить 
точку О, лежащую на прямой СМ. 
Тогда сторона АО треугольника ОАС, 
доступная для непосредственного из- 
мерения, будет равна искомому рас- 
стоянию АВ. 

Беруни рекомендует использовать 
астролябию и для определения глу- 
бины Я колодца АВСШО (рис. 4). Для 
этого дсстаточно в точках Си М, 
лежащих на продолжении прямой 
ОС, измерить при помощи астролябии 
углы © и В. Из треугольника АВМ и 
АРС следует. что МР = АР ав р, 
Н = СР = АР сю а. Далее, В = 


еек 2. 


сы В — (ма сво. 


Таков весьма краткий обзор трудов 
Беруни, отдавшего свою жизнь слу- 
жению науки. Он обладал исключи- 
тельной широтой научных интересов, 
и недаром историки науки назвали 
первую половину ХГ века в историн 
мировой науки эпохой Беруни. 

Вдали от родины, в г. Газне в 
Афганистане (южнее Кабула) 11 де- 
кабря 1048 грда перестало биться 
сердце Абу Райхана Беруни — клас- 
сика узбекской культуры, величай- 
щего из ученых средневековья. То, 
что принес он миру, Родине, народу — 
не забылось н не померкло. Его науч- 
ные открытия остаются примером для 
потомства. 
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со дня рондения 


Выдающийся английский физик То- 
мас Юнг родился в Милвертоне 
13 июня 1773 года. Детство Юнга 
было необычным. В два года он сво- 
бодно читал, в шесть лет начал изу- 
чать латынь, в восемь — заинтересо- 
вался землемерными работами и на- 
учился определять расстояния и вы- 
числять высоты. Сначала он учился 
дома, затем —в частных школах. 
К пятнадцати годам он изучил не- 
сколько современных и древних 
языков. 

В 1792 году девятнадцатилетний 
Юнг решил посвятить себя медици- 
не. Через год он представил Коро- 
левскому обществу”) работу «На- 
блюдения над процессом зрения», 
в которой рассматривался вопрос 





*) Королевское общество — Академия 
наук Англии. 
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об аккомодации *) глаза. В то время 
существовали различные суждения 
по этому поводу. Одни ученые счи- 
тали, что глаз в целом способен 


деформироваться (расстягиваться 
или сокращаться); другие предпола- 
гали, что хрусталик может менять 
свое местоположение; третьи свя- 
зывали способность к аккомодации 
с изменением кривизны роговой 
оболочки; четвертые —с изменени- 
ем кривизны хрусталика. Многочис- 
ленными опытами над собственными 
глазами Юнг опроверг первые три 
точки зрения м показал, что аккомо- 
дация глаза объясняется деформа- 
цией хрусталика. К сожалению, под 
давлением тогдашних авторитетов 





*) Аккомодация глаза — приспособле- 
ние глаза к ясному видению предметов, 
иаходящихся на различных расстоянияк. 


ему сначала пришлось отказаться от 
своей теории, но в 1800 году он 
вновь возвратился к ней и новыми 
исследованиями обосновал ее пра- 
ВИЛЬНОСТЬ. 


После завершения медицинского 
образования (сначала в Лондоне, 
затем в Эдинбурге, Гёттингене и 
Кембридже) Юнг возвращается 
в. Лондон, где открывает частную 
врачебную практику, одновременно 
продолжая заниматься научными ис- 
следованиями. С 1801 по 1804 год 
Юнг — профессор натуральной фи- 
лософии Королевского института, с 
1811 года — врач в больнице 
Св. Георгия в Лондоне, с 1818 го- 
да — секретарь Бюро долгот, где 
ему поручено издание «Мореход- 
ного календаря». 

«Всякий человек может сделать 
то, что делают другие» — таков был 
девиз Юнга. Прекрасный музыкант, 
знаток литературы и живописи, он 
интересуется вопросами механики, 
акустики, оптики, астрономии, бота- 
ники, зоологии. Его работы были 
так многочисленны, что некоторые 
из них приходилось издавать ано- 
нимно, чтобы не повредить его ре- 
путации врача. Несмотря на это, 
пациенты считали его слишком уче- 
ным, и он не пользовался у них ус- 
пехом. 


«Опыт о музыке и живописи», 
«Об устойчивости мостовых арок», 
«О вычислении затмений», «Опыты 
и проблемы по звуку и свету», 
«Теории света и цветов», «Восстанов- 
ление и перевод различных грече- 
ских надписей», «Опыты и вычисле- 
ния, относящиеся к физической оп- 
тике», «Лекция по натуральной фи- 
лософии» — вот названия некоторых 
его работ. Коллега Юнга по Корс- 
левскому институту Хэфмри Дэви 
сказал о нем: «Даже если бы он 
ограничил себя одной какой-нибудь 
областью знаний, то, несомненно, 
был бы в этой области первым. Но 
он был выдающимся специалистом 
и как лингвист, и как мероглифист; 
он знал так много, что даже трудно 
сказать, чего он не знал». 
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Юнг — основоположник теории 
цветного зрения. Он внес также су- 
щественный вклад в теорию упруго- 
сти. Но в истории физики он извес- 
тен прежде всего как ученый, 
которому принадлежит аргументи- 
рованное и бесспорное доказатель- 
ство волновых свойств света. 


Свет интересовал ученых давно, 
но лишь в конце ХУЙ века были 
высказаны первые гипотезы о при- 
роде света. Такие законы, как закон 
прямолинейного распространения, 
отражения и преломления света уже 
нашли практическое применение в 
оптических приборах (лупа, теле- 
скоп, микроскоп), когда были обна- 
ружены явления, требующие тща- 
тельных исследований и объяснений. 
Это прежде всего дифракция света, 
которую впервые наблюдал италь- 
янский ученый Гримальди (1618— 
1663), и образование различных цве- 
тов тонких пленок, изученное анг- 
лийским ученым Гуком (1635—1703). 
И. Гримальди, и Гук связывали свет 
с колебаниями, причем Гук даже 
упоминал о том, что направления 
световых колебаний перпендикуляр- 
ны направлению распространения 
света, то есть световые колебания 
являются поперечными (об этом, 
правда, потом надолго забыли). 


Более детально и обстоятельно 
волновая теория света была изло- 
жена голландским ученым Гюйген- 
сом (1629—1695) в его знаменитом 
«Трактате о свете», где с волновой 
точки зрения объяснялись многие 
световые явления. «Нельзя сомне- 
ваться в том, что свет состоит в дви- 
жении какого-то вещества», — писал 
Гюйгенс, очевидно, проводя анало- 
гию с процессом распространения 
звука. То есть Гюйгенсу пришлось 
постулировать существование осо- 
бого вещества — эфира, заполняю- 
щего все мировое пространство и 
обладающего удивительными каче- 
ствами: очень большой упругостью 
и очень малой плотностью. Источник 
света создает в эфире колебания, 
которые, распространяясь с огром- 
ной скоростью, доходят до глаза 





Микроконтурное изображение 
алмаза, полученное интерференционным сло- 
собом. 


поверхности 


наблюдателя; 
света. 
Современник 


возникает ощущение 


Гюйгенса великий 
английский ученый Исаак Ньютон 
(1642—1727) внес существенный 
вклад в развитие оптики. Он открыл 
явление дисперсии света, создал 
теорию цветов, показал, что белый 
солнечный свет является сложным 
по своему спектральному составу. 
Ньютон продолжил эксперименты 
с тонкими пленками причем осо- 
бенно эффектным оказался опыт, 
который теперь называют опытом 
по наблюдению колец Ньютона. Он 
повторил также опыт Гримальди по 
дифракции света. 

Для объяснения наблюдаемых“ 
явлений Ньютон создал так назы- 
ваемую теорию истечения света. 
Согласно этой теории, каждый источ- 
ник света испускает мельчайшие 
частицы (корпускулы), величина их 
различна (наибольшая — для крас- 
ного цвета и наименьшая — для 
фиолетового); попадая в глаз, час- 
тицы вызывают ощущение света. 
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Некоторые световые явления, на- 
пример, отражение и преломление 
света, одинаково хорошо объясня- 
лись обеими теориями. 

Интересно отметить, что сам 
Ньютон, хотя и не соглашался с вол- 
новой теорией Гюйгенса, но не на- 
стаивал категорически на своей тео- 
рии, так как считал, что вообще не 
обязательно иметь определенную 
точку зрения на природу света. Од- 
нако последователи Ньютона так 
активно провозглашали его теорию 
света, что потребовалось много вре- 
мени и усилий, чтобы в начале 
ХИХ века вновь вернуться к волновой 
теории света. Первым шагом к это- 
му было объяснение Юнгом явления 
интерференции на основании вол- 
новых представлений и его знамени- 
тые опыты по интерференции и 
дифракции света. 

В одной из своих работ Юнг так 
формулирует открытый им «простой 
и общий закон» интерференции 
света: «Везде, где две части одного 
и того же света попадают в глаз 
различными путями, либо точно, 
либо весьма близко по направлению, 
свет становится сильным там, где 
разность путей есть целое кратное 
некоторой длины, и наименее силь- 
ным в промежуточных состояниях 
интерферирующих частей; и эта дли- 
на различна для света различных 
цветов». 

К сожалению, важность его 
работ не была понята современни- 
ками; в результате этого принцип 
интерференции был забыт еще на 
полтора десятка лет, пока не был 
вновь открыт французским ученым 
Френелем (1788—1827). 
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Томас Юнг 


ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ 


ДЕМОНСТРАЦИЯ 
ИНТЕРФЕРЕНЦИИ СВЕТА 





Ниже приводятся отрывки из двух оригинальных работ Томаса Юнга: 
| — из лекцин, прочитанной им 24 ноября 1803 года в Королевском об- 
ществе; ! — из 39-й лекции «Курса лекций по натуральной философии», 


опубликованного в 1807 году. 


В этих работах на основе анализа явлений интерференции и дифракции 
строго и удивительно логично доказывается справедливость волновой 


теории света. 


Перевод и подготовка публикации осуществлены С. Р. Филоновичем. 


1. ‹... я обнаружил такое про- 
стое и столь легко демонстрируемое 
доказательство общего закона интер- 
ференции двух потоков света, который 
я уже пытался установить ранее, что 
решил представить Королевскому об- 
ществу краткое сообщение о факте, 
кажущемся мне столь доказательным. 
Утверждение, на котором я собираюсь 
теперь настаивать, просто: цветные 
полосы появляются вследствие ин- 
терференцин двух потоков света. Я 
думаю, что факт возможности про- 
верить это утверждение простыми экс- 
периментами, о которых я собираюсь 
рассказать и которые могут быть 
легко повторены в любой солнечный 
день с помощью предметов, у каждого 
находящихся под рукой, не будет 
отвергнут даже людьми предубеж- 
деннымн. 

Я проделал маленькое отверстие 
в оконной ставке и закрыл его листи- 
ком толстой бумаги, которую про- 
ткнул тонкой иглой. Для большего 
удобства наблюдения я поместил сна- 
ружи окна маленькое стекло так, 
чтобы оно отражало солнечный свет 
в горизонтальном направлении на 
противоположную стену.  Расходя- 
щийся световой поток проходил при 
этом над столом, на котором стояло 


#2 


несколько небольших экранов из бу- 
мажных карточек. В световой поток 
я внес полоску карточки шириной 
в \, дюйма*) и наблюдал ее тень как 
на противоположной стене, так и на 
других карточках, помещенных на 
разных расстояниях от первой. При 
этом по краям тени образовались 
цветные полосы, а сама тень разде- 
лилась рядом параллельных полос, 
причем середина ее оставалась всегда 
светлой. Эти полосы в самой тени 
являются следствием объединения 
двух порций света, приходящих с 
разных сторон полоски карточки и 
дифрагирующих в область тени. Если 
маленький экран поместить в не- 
скольких дюймах от полоски так, 
чтобы края тени от него и полоски 
совпадалн, все полосы, ранее наблю- 
давшиеся в тени на стене, немедленно 
нсчезнут, хотя свет, проходящий с 
другой стороны полоски, распрост- 
раняется тем же путем. Даже при 
увеличении интенсивности света вос- 
становить прежние полосы — было 
нельзя. Следовательно, один из двух 
потоков света не в состоянии само- 





*) Г дюйм —2,54 см. (Здесь и далее при- 
мечание переводчика. ) 


стоятельно образовать полосы. Еслн 
же не прерывать нн один из потоков, 
то линии появлялись даже в том слу- 
чае, когда ннтенсивность уменьша- 
лась в десять и даже в двенадцать 
раз... 


Если постараться исследовать раз- 
меры полос в различных условиях, то 
можно рассчитать разность длин пу- 
тей, проходимых потоками света. При 
этом мы найдем, что если длины путей 
равны, то свет всегда остается белым. 
Там же, где либо самый яркий свет, 
либо свет любого цвета появляется 
вновь в первый, во второй или тре- 
тий раз, разности длин путей двух 
потоков образуют  арифметнческую 
прогрессню, естественно, настолько 
точно, насколько эксперименты тако- 
го рода могут согласовываться меж- 
ду собой. 


Наблюдения эффектов дифракции 
н интерференции могут быть подчас 
полезны с практической точки зрения, 
делая нас более осмотрительными в 
наших выводах относительно лоявле- 
ния мельчайших тел, рассматривае- 
мых в микроскоп. Тень от непрозрач- 
ного волокна, помещенного в пучок 
света, прошедшего через маленькое 
отверстие, всегда немного светлее в 
центре, чем на краю. Сходный эффект 
может, в определенной мере, иметь 
место и в отношении изображения на 
сетчатке глаза. Таким путем может 
создаваться представление о прозрач- 
ности, которой нет на самом деле. 
Если же малый пучок света действи- 
тельно пройдет через вещество, то он 
может быть уничтожен интерферен- 
цией с дифрагированным светом, и 
создается впечатление частичной не- 
прозрачности этого вещества. Таким 
образом, центральное темное пятно 
и светлое пятно, окруженное темным 
кольцом, могут соответственно полу- 
чаться в изображениях полупроз- 
‚рачных или непрозрачных частиц 
н производить впечатление слож- 
ности структуры, которой нет на 
самом деле. Для того чтобы избе- 
жать ошибки, мы можем  поло- 
жить на стекло две или три ниточкн 


Вар:ИКуапытесте.ги 





Интерференционная топографическая карта 
поверхности слюды. Расстояние от одной 
темной линии до другой соответствует уве- 
личенню толщины на 1/40900 см. 





Интерференинонная картина вблизи тонкой 
карапины в алмазе. 


друг на друга или использовать еще 
более удобное средство — изменить 
увеличение микроскопа, и если явле- 
ние остается неизменным по величине 
и характеру, можно быть уверенным 
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Рис. 1. 

в том, что оно действительно принад- 
лежнт природе рассматриваемого 
объекта...». 


Н. «Природа света — предмет не 
слишком важный с материальной точ- 
ки зрения, которая касается жизни и 
практики, но во многих других аспек- 
тах этот предмет очень интересный, 
поскольку обогащает наши знания о 
природе чувств и о Вселенной вообще. 
Исследование получения цветов и бо- 
гатства их оттенков тесно связано с 
теорией их важнейших свойств и их 
причин. Многие из этих явлений по- 
могут нам в формировании представ- 
леннй о природе и источнике света 
вообще, 

Нредполагается, что свет либо 
состонт из потока вссьма малых ча- 
стиц светоносных веществ, сущест- 
вование которых постулируется (эти 
частицы движутся со скоростью, при- 
сущей свету), либо представляет со- 
бой возбуждение волнообразного дви- 
жения в легкой и упругой среде, на- 
полняющей Вселенную, такого, кото- 
рое соответствует звуку. Мнения уче- 
ных всех веков разделялись, когда 
требовалось отдать предпочтение од- 
ному из этих суждений. Кроме того, 
есть обстоятельства, которые застав- 
ляют разделяющих первую точку зре- 
ния либо верить вместе с Ньютоном, 
что излучению частиц всегда, сопутст- 
вует волнообразное движение эфир: 
ной среды, либо считать, что мель- 
чайшие частицы сами в момент излу- 
чения получают некоторые врада- 
тельные и колебательные движення, 
которые они сохраняют все время их 


предполагаемого движения. Эти до- 
полнительные соображения, которые 
были придуманы для объяснения не- 


которых конкретных явлений, ни- 
когда не рассматривались и не при- 
ннмались в общем, хотя не. делалось 
никаких попыток для того, чтобы 
приспособить теорию для объяснения 
этих явлений каким-либо другим пу- 
Тем. 

Предполагая, что свет любого дан- 
ного цвета состонт из колебаний дан- 
ной длины или данной частоты, мы 
приходим к выводу, что эти волновые 
движения ответственны за эффекты, 
которые мы уже изучили в случае 
волн на воде и звуковых импульсов. 
Было показано, Что две равные груп- 
пы волн, получающиеся от двух цент- 
ров, расположенных рядом, могут в 
определенных точках уничтожить 
влияние друг друга, а в других точ- 
‘ках удвоить его; биение двух звуков 
объясняется аналогичной — интерфе- 
ренцией. Теперь мы применим эти 
принципы к переменному сложению 
н погашению цветов. 

Для того чтобы действия двух 
потоков света могли таким образом 
сложиться, необходимо, чтобы онн 
были порождены одним источником и 
чтобы они достигали одной точки раз- 
ными путями по направлениям, не 
сильно различающимся друг от дру- 
га *). Это разлнчие в нутях может по- 
лучаться с помощью дифракции, от- 
ражения, преломления, либо с по- 





*) Как говорят теперь, потоки света долж- 
ны быть когерентными. 


мощью любой комбинации этих яв- 
лений. Простейшим является случай, 
когда поток однородного света падает 
на экран с двумя очень малыми от- 
верстиями или щелями (рис. 1), кото- 
рые могут считаться центрами расхож- 
дения, и от которых свет дифрагирует 
во всех направлениях *). В этом слу- 
чае, когда два вновь образованных 
потока падают на поверхность, где 
они перекрываются, их свет разде- 
ляется темными полосами, прибли- 
зительно равными по величине, но 
становящимися шире, когда экран 
отодвигается от отверстий. Середина 
между двумя потоками всегда светлая, 
а светлые полосы с каждой стороны 
находятся на таких расстояниях, что 
свет, приходящий к .ним от одного 
отверстия, должен пройти иуть боль- 
ший, чем от другого, на величину, 
которая равна длине одной, двух, 
трех или более волн, в то время как 
лежащие между ними темные полосы 
соответствуют разности в путях в 


1/2, 3/2, 5/2, ... длины волны. 
Из сравнения результатов различ- 
ных экспериментов следует, что 


длина волн для красного света долж- 
на равняться в воздухе 1/36000 дюй- 
ма, для фиолетового света — 1/60000 
дюйма; средняя величина по всему 
спектру равна приблизительно 
1145000 дюйма **). Исходя из этих раз- 
меров и учитывая ныне известную 
величину скорости света, можно под- 
считать, что даже для длинноволно- 
вого света в одну секунду в глаз по- 
падает 500 000 000 000 000 таких 
воли. 

Еще более простую и удобную 
демонстрацию общего закона интер- 
ференции света представляют цвета 
тонких пленок прозрачных веществ. 
Здесь можно наблюдать интерферен- 
цию света, частично отраженного от 
верхней и нижней поверхностей плен- 
ки, или, ‘при рассмотрении в прохо- 


*) Знаменитый эксперимент Юнга го 
дифракции от двух щелей. 

**) Действительная область видимого све- 
та лишь немного выходит из этого диапазона. 


Наблюдения Юнга былин удивительно точны. 
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дящем свете, интерференцию прохо- 
дящего луча, который только пре- 
ломляется, и луча, дважды отражен- 
ного внутри пленки. В последнем 
случае явление менее эффектно, 
поскольку свет, полученный в резуль- 
тате двойного отраження, составляет 
лишь малую часть всего потока, с ко- 
торым он взаимодействует, в то время 
как в первом случае два отраженных 
потока нмеют‘приблизительно одина- 
ковую интенсивность. В обоих слу- 
чаях, если пленка достаточно тонка, 
порядок цветов точно такой же, как 
и в случае полос, описанных ранее, 
расстояния между ними меняются, 
когда поверхности пленок из плоских 
превращаются в вогнутые, что пронс- 
ходит в такого рода опытах доволь- 
но часто. 

Тонкая пленка окисн, образую- 
щаяся на поверхности металла (на- 
‘пример, железа}, при нагревании дает 
возможность наблюдать такие после- 
довательности цветов в отраженном 
свете: сначала эта пленка невообра- 
знмо тонка и не влияет на отраженный 
свет, затем она становится тускло- 


> д с 


Интерференционные полосы в ‘горячем воз- 
духе, лоднимающемся от пламени свечи. 
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желтой, затем красной, темно-крас- 
ной и синей, после чего эффект исче- 
зает вследствие перехода пленки в не- 
прозрачное состояние. 

Обычно, правда, чередование цве- 
тов, полученных в отраженном свете, 
несколько иное. Плотность пленки 
окисла больше, чем плотность возду- 
ха, а плотность металла больше, чем 
у окисла; но если плотность среды 
над и под пленкой одновременно либо 
больше, либо меньше плотности плен- 
ки, то различные поверхности по-раз- 
ному меняют состояние волны, и весь- 
ма тонкий слой пленки становится 
темным вместо того, чтобы быть свет- 
лым, один поток света уничтожает 
другой вместо того, чтобы объедн- 
няться с ним *). 

Если получить мыльную пленку 
н поставить ее в вертикальное поло- 
жение, то верхний край пленки станет 
очень тонким и будет почти черным, в 
то время как нижние области будут 
поделены горизоктальными линиями 
на серии цветных полос (рис. 2). 

Когда два стекла, одно из которых 
слегка выпукло, прижаты друг к дру- 
гу с некоторой силой, слой воздуха, 
находящийся между ними, обуслав- 
ливает появление цветных колец **), 
начинающихся с темного пятна в цент- 
ре и становящихся все уже и уже по 
мере того, как искривление стекла 
все быстрее увеличивает толщину слоя 
воздуха между стеклами. Черное пят- 
но сменяется таким слабым фиолето- 
вым цветом, что он едва заметен; 
затем следует оранжево-желтый, тем- 
но-красный и синий (рис. 3). 

Если заменить воздух, находя- 
щийся между стеклами, водой илн 
другой жидкостью, то кольца поя- 
вятся при толщине, меньшей толщи- 
ны слоя воздуха, поскольку опти- 
ческая плотность жидкости больше. 
Это непосредственно следует из отно- 
шения скоростей, с которыми свет, 


*) Это происходит вследствие изменения 
фазы на противоположную при отражении 
от вещества с ббльшим коэффициентом пре- 
ломления. 

**) Так называемые «кольца Ньютона». 
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Рис. 2. 
лученная при отражении света от тонкой мыль- 


Интерференционная картина, по- 
ной пленки. Снимок сделан: в белом све- 
те; в красном свете; тоже в красном свс- 
те, но несколько позже предыдущего. 
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Задачи 
на клетчатой 
бумаге 


У вас иместся бумага в клет- 
ку и линейка без делений. 
Ибпробуйте решить следую- 
щие задачи. 

а) Построить середину 
отрезка АВ (рис. 1 

6) Разделить отрезок 
АВ на пять равных частей 
{рис. 2). 





Рис. 3. Кольца Ньютона в отраженном свете. 


согласно гипотезе Гюйгенса, движется 
в различных средах. 

Другое следствие, непосредственно 
вытекающее из этой теорин и несов- 
местимое с другими теориями, заклю- 
чается в том, Что если луч проходит 
наклонмо через более толстую плен- 
ку, то это эквивалентно тому, что 
свет проходит перпендикулярно через 
менее толстую иленку; разности путей, 
проходимых разными потоками света, 
точно согласуются с наблюдаемыми 
явлениямц... 

Мы предполагаем, что точность, с 
которой доказана применимость об- 





щего закона ннтерференции к огром- в) К ИХ 
. 2 ник ГОЛЬ- 

ному разнообразию фактов, столь не О НОЯ 

похожих по своим деталям, позволяет (рис. 3). 

нам считать полностью доказанной г) Через точку А про- 

его справедливость. Полное приня- вести и 

Й прямон < :_ 4). 

тие или решительный отказ от теории, а 

с помощью которой этот закон был перпендикуляр на прямую 

выведен, может произойти как с те- СО (рис. 5). 

чением времени, таки в результате г) Из. конца отрезка АВ 


восставить перпендикуляр к 


экспериментов, Если она будет опро- пение В 


вергнута, то наш взгляд на вещи 

станет достоянием истории, но если Е. А, Дышинский 
она подтвердится, то мы можем 

ожидать еще более широкого проник- 

новения в тайны природы с помощью 

таких мощных и универсальных 

средств изучения среды, к каким мо- 

жет быть причислено распростране- 

ние света». 
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МАТЕМАТИЧЕС- 
КИЙ КРУЖОК 


КРАСОЧНАЯ 
КОМБИНАТОРИКА 


БА Кордемский 





Первые занятия «красочной комбина- 
торикой» памятны каждому из нас: 
на белой бумаге — «оранжевое небо», 
«оранжевый верблюд» и «оранжевая 
мама». Перешагнув рубеж этой дет- 
ской «оранжевой» комбинаторной гео- 
метрии, математическая фантазия вве- 
ла палитру красок в условия задач, 
занятных, но при этом и серьезных — 
задач о комбинациях красок и рас- 
крашивании карт. А в иекоторых за- 
дачах оказалось возможным иное ис- 
пользование красок: раскрашивание— 
элемент решения, изюминка, прида- 
ющая рассуждениям изящество и 
краткость. 

Что касается комбинаторной гео- 
метрии, то это молодое, развивающе- 
сся направление математики. Ее ме- 
тоды и, в частности, раскрашивание 
в соединении с так называемым «прин- 
ципом проверки на четность» числа 
одноцветных частей фигуры могут 
быть полезными в решении инженер- 
ных задач отыскания оптимальных 
способов подгонки стандартных де- 
талей. Откладывая на будущее более 
подробный рассказ об этом, рассмот- 
рим «для разминки» несколько за- 
нятных комбинаторных «красочных» 
задач. 

Один совет: следуя за тек- 
стом статьи, пытайтесь всякий раз 
опередить автора в решении предла- 
гаемых задач. 


Двухцветная комбинаторика 


Задача |1. Шесть тонек рас- 
положены в пространстве так, что 
никакие три не лежат на одной пря- 


мой и никакие четыре не принадле- 
жат сдной плоскости. Все точки 
попарно соединены отрезками: сини- 
ми или красными — по вашему ис- 
мотрению. В получившейся конфи- 
гурации, содержащей 15 отрезков 
(С: == 15), есть и треугольники. Мож- 
но ли подобрать такое распределе- 
ние красок для отрезков, при котором 
не образовалось бы ни одного одно- 
цветного треугольника? 

Пробы и попытки приведут Вас 
к отрицательному ответу. Требует- 
ся его обосновать. 

Решение. Выберем  произ- 
вольно одну из данных шести точек 
н обозначим ее буквой А. Из пяти 
отрезков, сходящихся в А, есть не 
менее трех одного цвета, так как мы 
располагаем только двумя красками; 
отметим три из этих отрезков и бу- 
дем считать для определенностн, что 
они красные. Рассмотрим три отрез- 
ка, соединяющие пары других кон- 
цов отмеченных отрезков. Ни один 
из рассматриваемых трех отрезков 
не должен оказаться красным, чтобы 
не возник треугольник, все стороны 
которого одного цвета. Но тогда три 
последних отрезка — все синие и не- 
избежно образуют одноцветный тре- 
угольник. 


Осуществимый паркет 


Задача 2. На рисунке 1 по- 
казано покрытие (паркет) квадрата 
8 Х 8 двадцать одной плиткой «три- 
миноь (3 Х 1) и одной плиткой «моно- 
мино» (| Х 1). Доказать, что ука- 
занное положение плитки «мономино» 





единственмо возможное (с точностью 
до симметрии относительно верти- 
кальной и горизонтальной осей сим- 
метрии квадрата). 

Решение. Раскрасим клетки 
квадрата в три цвета: желтый, синий 
и красный (рис. 2). Желтых и крас- 
ных получилось по 21 клетке, 
синих — 22. Плитка тримино в лю- 
бой части квадрата покрывает по 
одной клетке каждого цвета; 21 плит- 
ка тримино покроет все желтые и 
красные, но не все синие — одна 
остается. Поэтому мономино может 
расположиться на синей клетке, но 
не на желтой и не на красной. 

Предположим, что удалось по- 
крыть квадрат 21-й плиткой тримино 
и одной плиткой мономнно, поместив 
последнюю на синюю клетку в ниж- 
нем углу слева. Тогда и после пово- 
рота всего паркета на 90° по ходу ча- 
совой стрелки должно сохраниться 
полное покрытие квадрата. Это было 
бы равноснльно такому паркету, при 
котором мономнно занимает желтую 


о 
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Рис. 3. 
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= мономино 


тетрамино 
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тримино 





Рис. 2. 


клетку (в верхнем углу слева), а та- 
кого покрытия, как было выяснено, 
не существует. Значит, для плиткн 
мономино пригодна одна из тех сн- 
них клеток, которые взаимно сим- 
метричны относительно вертикальной 
н горизонтальной осей, проходящих 
через центр квадрата. Теорема до- 
казана. 


Невозможный паркет 


Задача 3. Доказать невозмож- 
ность покрытия шахматной доски 
15-ю плитками Г-тетрамино и од- 
ним квадратным тетрамино (рис. 3). 

Решение Сразу возникает 
мысль использовать  двухцветность 
шахматной доски. Но без дополни- 
тельной хитростн не обойтись: надо 
изменить фасон раскраски шахматной 
доски (рис. 4). А теперь все просто. 

Квадратное тетрамино покрывает 
две светлые и две черные клетки на 
любом участке новой расцветки, а 
Г-тетрамнино на любом участке доски 








Рис. +- 
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тетрамино тетрамино 


Рис. 5. 
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Т-тетрамино | 





Рис. 6. 


покрывает нечетное число светлых и 
нечетное число черных клеток. В со- 
вокупности пятнадцать Г-тетрамино 
ин одно квадратное тетрамино должны 
покрыть ненчетное число светлых н 
нечетное число черных клеток, но 
доска с расцветкой нового фасона 
нмеет по четному числу светлых и 
черных клеток. 

Вывод: требуемого паркета не 
существует. 

Задача 4. Придуманте такой фасон 
расцветки шахматной доски, с помощью кс- 
торого легко доказать невозможность се 
покрытия одним квадратным тетрамино и 
пятнадцатью лругими тетрамино, из кото: 
рых несколько (или все) — прямые, а осталь- 
ные — косые (рис. 5). 

Задача 5. 4 квадратных, 4 прямых 
тетраминно, 4 Г-тетрамнно к 4 Т-тетрамино 
{рис. 5) могут покрыть шахматную доску. 
Осуществить этот паркет практически. 

Задача 6. а) На рисунке 6 изобра- 
жены два возможных вида плиток гексамн- 
но. Фигуры гексамино образуются из шести 
равных квадратов, каждый из которых име- 
ет не менее одной общей стороны © другнми 
квадратами, причем из одного квадрата мож- 
но перейти в любой другой. Постройте все 
фигуры гексамино различных фасонов. Фа- 
соны считаются различными, если фигуры 
не совмещаются при наложении и даже после 
переворачивания одной из них. 

Для контроля: должно получнть- 
ся 35 фигур гексамино. 

6) Докажнте, что не существует прямо- 
угольника нз 210 клеток, который можно было 
бы покрыть плитками гексамино всех 35 ви- 
дов. 


Заполнение тела 

В отличие от паркета — покрытия 
пластинками плоской фигуры — те- 
перь рассмотрим заполнение задан- 
ного пространственного тела дета- 
лями указанной формы (кирпичамн). 
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Рис. 7. 


Задача 7. Пусть кирпичи со- 
стоит из двух склеенных единичных 
кубиков, а заданное тело — куб, со- 
держащий 27 таких же единичных 
кубиков (рис. Т). Какой из этих 27 
кубиков надо удалить, чтобы остав- 
шиуюся структуру из 26 кубиков мож- 
но было бы заполнить тринадцатью 
кирпичами? 

Решенне. Достаточно пред- 
положить, что куб составлен чередо- 
ванием черных и белых единичных ку- 
биков с белым кубиком в центре 
(рис. 8). Черных кубиков окажется 14, 
а белых — только 13. 

13 кирпичей заполнят 13 черных 
и 13 белых кубиков, следовательно, 
уделить надо один черный кубик. 
Какой именночерный кубик удалять— 
несущественно; убедитесь в этом прак- 
тически. 

Задача 8. Предположим, что пер- 
воначальный куб (3Х 3 Х 3) — деревян- 
ный. Термит прогрызаст в этом кубике тун- 


нель от центра одиого. кубика к центру дру- 
гого, начнная от центра какого-либо перк- 





Рис. 8. 


фернйного кубика. Может ли он пройти че- 
рез центры всех кубиков и закончить путь 
в центральном кубике. еслн движется тер- 
мнит только параллельно ребрам куба и каж- 
дый кубик проходит одни раз? 


Опять фальшивая монета 


«Опять» — в том смысле, что, ве- 
роятно, многим из вас знакома серия 
задач о выделении фальшивой моне- 
ты из данной выборки одинаковых 
по достоинству и но виду монет при 
помощи указанного числа взвешива- 
ний на чашечных весах без гирь. 
Автор этих задач неизвестен; в мате- 
матических журналах их решения и 


исследования начали появляться с 
1945 года- 
Напоминм, что если нет сведений 


о фалышивой монете (тяжелее она 
нли легче настоящей), то для выде- 
ления ее из 12 данных монет доста- 
точно трех взвешиваний, а для вы- 
деления из 13 — недостаточно. Но... 

Задача 9. Пусть кроме 13 
монет, среди которых одна фалыши- 
вая {неизвестно, более легкая или бо- 
лее тяжелая), в нашем распоряже- 
нии есть еще одна такая же монета, 


Перьое взвешивание 


Второе взвешивание 
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причем настоящая. Раскрасим ее слег- 
ка, чтобы отличить от остальных, 
но без ощутимого изменения ее соб- 
ственного веса. Покажите, что в 
этом случае можно выделить фаль- 
шивую монету из 13 заданных при 
помощи трех взваниваний на чашеч- 
ных весах без гирь. 

Решение. Обозначим; 13 ис- 
пытуемых монет цифрами 1—13, окра- 
шенную настоящую монету — круж- 
ком @, левую н правую чашки весов 
соответственно буквами Л и П, равно- 
весие — Л-= П; опускается левая чан]- 
ка весов л/!, опускается правая 
чашка весов — "Ип. 

Схему возможных событий удобио 
представить таблицей {внизу). 


Математический «катализатор» 


Процесс ускорения химической реак- 
ции с помощью вспомогательного ве- 
щества — катализатора, не расходу- 
ющегося при реакции, — называется 
катализом. Покажем на одном прни- 
мере, как раскрашивание может ока- 
заться своеобразным «катализом» ре- 
шення задачи. 


Третье взвешивание 





ы | резудьтнт 





Фальшивая 
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Рис. 9. 


Задача 10. Определить, ка- 
кое минимальное число кокосовых оре- 
х0в могло быть собрано пятью моря- 
ками, высадившимися на острове пос- 
ле кораблекрушения, если они делили 
орехи так: первый из них угостил 
сдним орехом мартьшику и взял себе 
ровно \/, часть оставшихся орехов; 
точно так же сдин за другим посту- 
пили и остальные 4 моряка; после 
этого они в шестой раз угостили мар- 
тьцику одним орехом, а остальные 
поделили между собой поровну. 

В слегка измененной редакции 
эта задача рассмотрена в статье ав- 
тора «Этому виду задач более 1600 лет» 
(«Квант» № 4, 1973). 

Алгебраическсе решение приво- 
дит к линейному неопределенному 
уравнению с громоздкими коэффници- 
ентамн, которое, однако, как показа- 
но в упомянутой статье, легко реша- 
ется методом «сравнений но модулю». 
Но всякий, кто увлечен математикой, 
наверное, с удовольствием еще раз 
вернется к этой задаче и, опережая 
дальнейшее изложение, попытается 
найти новую модель рассуждений, 
привлекая в качестве «катализатора» 
решения задачи дополнительные оре- 
хи, окрашенные в желтый цвет (что- 
бы отличить их от исходных). 


М. Гарднер в книге «Математические го- 
лбволомки и развлечения» («Мнр», 1971) за- 
мечает, что «Впервые раскрашивание как 
способ решения задачи было сткрыто еще 
в 1912 году префессором Н. Эннингсм. В его 
задаче три человека делили между собой 
яблоки» (см. стр. 228). Далее М. Гарднер 
показывает, как можно применить спссоб 
Эннинга к решению задачн о кокосовых орехах. 
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К сожалению, именно в этом месте кни- 
ги содержатся ошибочные утверждения, воз- 
никшие, возможно, вследствие источности 
перевода. 


Решение. Задачу было бы 
гораздо проще решить, если бы не 
требовалось отдавать орехи мартьии- 
ке. Отделяя от кучи шесть раз 1/, 
часть орехов, мы сставляли бы в 
куче */,. (3/,)*, (4/5)3,..., (1/8 орехов. 
Нанменьшее число орехов, (/.)6 от 
которых — целое число, это 5%, по- 
тому что оно должно шесть раз со- 
держать множителем пятерку. 


Но нам надо еще отдавать орехи 
мартышке, поэтому даже нсходное 
число орехов пе должно делиться на 
пять. Чтобы оно делилось на пять, 
добавим в кучу четыре желтых оре- 
ха. Посмотрим, что получится. 

Итак, в кучу орехов, собранных 
моряками, добавляем еще четыре жел- 
тых ореха. Эту кучу разлелим на пять 
равных кучек, причем желтые орехи 
расгределим по одному в четыре куч- 
ки. Четырем морякам заготовлено 
по кучке с желтым орехом, а одному — 
кучка, в которой все орехи настоя- 
щие. Вытащим из кучек по одному 
ореху: из четырех — по желтому, 
а кз последней — настоящий. Мо- 
рякам достанется орехов поровну, 
н мартышке будет орех, и четыре 
желтых сстались в стороне. Все по- 
лучнлось по условию задачи. 

Тенерь согласно условию соберем 
кучки четырех моряков вместе ин 
добавим оставшиеся без дела четыре 
желтых ореха. По условию, эту ку- 


чу можно разделить на пять равных 
частей. Снова вытащим четыре жел- 
тых ореха и один для мартышки. 
Опять получилось! 

Сделаем так шесть раз. Четыре 
желтых ореха останутся и выйдут 
«сухими из воды». Они лишь играли 
роль катализатора н помогли нам 
свести задачу к уже рассмотренной: 
надо найти наименьшую кучу орехов 
(в которой четыре желтых!) такую, 
что от нее можно шесть раз отделить 
1/, часть орехов. Наименьшее воз- 
можное число орехов в такой куче 
равно 5%, поэтому моряки должны 
были собрать 5° — 4 = 15621 орех. 

Задача 11. Мы добавили четыре оре- 
ха, но они никому не достались. Тем не ме- 
нее мартышка получила шесть орехов. От- 


куда же они взялись? Ведь в более простой 
задаче лишних орехов не оставалось! 


Конструкция -Головоломка 


Найдите в своих детских игрушках 
4 одинаковых кубика (или склейте 
из плотной бумаги) и раскрасьте их 
четырьмя красками так, как пока- 
зано на рисунке 9 — каждая грань 
окрашена одной краской. На нашем 
рисунке передние грани кубов рас- 
крашены не полностью, чтобы была 
видна окраска всех остальных гра- 
ней. В результате вы получите для 
себя и друзей увлекательную кон- 
структивную головоломку. 

Задача 12. Из сделанных че- 
тырех кубиков требуется составить 
параллелепимед | х 1 Х 4 так, что- 
бы на каждой его боковой грани были 
представлены все 4 цвета. 

Это трудная головоломка, так как 
при заданной расцветке граней на 
41472 различных разноцветных парал- 
лелепиледа приходится только один, 
удовлетворяющий условию задачи. 

Задача 13. Какие вычисления прн- 
велн к заключению, что в практическом ре- 


шенни головоломки есть выбор из 41472 
варнантов? 

Задача 14. Для приготовления го- 
ловоломки с четырьмя кубиками была пред- 
люжена такая раскраска граней: 7 красных, 
б синих, 6 зеленых и 5 желтых. Взамен это- 
го придумайте новое раскрашивание граней 
четырех кубиков, прн котором оказалось бы 
по 6 одноцветных граней, и чтобы головолом- 
кая имела одно решение. 
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Найдитех! 


а) Докажите, что для 
любых 3-х из следующих 
четырех условий 


1. хзужг=ха 
* (у* 2) 
2. ху = ух 


3. Кут :=@т 
+» (у 2 

4. (хеу.2 = Ц.2) * 
® (и. 2) 


{= н . обозначают, как 
обычно, сложение и умноже- 
име действительных чисел) 
существует  удовлетворяю- 
щая им операция» , задаи- 
ная на множестве всех дей- 
ствительных чнсел. 

6) Докажите, что не 
существует олерацни *, з8- 
данной иа множестве всех 
действительных чисел и 
удовлетворяющей всем четы- 
рем условиям. 


э * 
+ 


Уложите 
доску 


Из квадратной клетчатой до- 
скн пох п вырезали одну 
угловую клетку. Можно ли 
полученную фигуру уложить 
домино так, чтобы в укладке 
было поровну горизонтально 
и вертикально расположен- 
ных домнно? 

А. Ю. Сойфер 
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ПОБЕДИТЕЛИ НОННУРЕЫ 
`АВАИТА: 


Редколлегия журнала «Квант» установила специальные пре- 
мин за нанболее интересные решения задач, помещенных в 
«Задачнике «Кванта». 
Редакция журнала получила за 1972—1973 гг. около 4000 
писем с решениями задач, помещенных в разделе«Задачник 
«Кванта». Среди авторов этих писем редакцнонная коллегия 
отобрала школьников, регулярно присылавших особенио 
оригинальные и удачные решения. Они награждаются годо- 
вой подпиской на журнал «Квант» на 1974 год. 
В соответствии с решеннем Оргкомитета Всесоюзной олимпн- 
ады эти школьники допущены на областные туры Все- 
союзной олимпиады 1974 года наравне с победителями рай- 
онных математических н физических олимпкад. 
4. ВАЛЬКОВ АЛЕКСЕЙ (г. Ташкент, с. ш. № 110, 9 кл.) 
2. ВОЯНОВА ОЛЬГА (Кирг. ССР, п. Кош-Тегирмен, с. ш. № 1, 9 ия.) 
3. ГРИГОРЯН АЛЕКСАНДР (г. Баку, с. ш. № 211, 9 кл.) 
4. ЗАСЛАВСКИЙЯ АЛЕКСАНДР (г. Калинин, с. ш. № 20, 9 кл.) 
5. КОГАН ЯН (г. Глазов, с. ш. № 3, 8 кл.) 
6. ЛУТИНГЕР ГЕРМАН (г. Черновцы, с. ш. № 14, 9 кл.) 
7. МАКАРИЧЕВ АЛЕКСАНДР (г. Львов, с. ш. № 14, 9 кл.) 
8. СЛЕСАРЕНКО АНАТОЛИЯ (г. Рубцовск Алтайского кр., с. ш. № 11, 9кл.) 
9. СМОЛЕНЦЕВ ЮРИЙ (г. Ессентуки, с. ш. № 3, 9 кл.) 
10. ШЕНДРИК ВИКТОР (Алма-Ата, РОМШ, 9 кл.) 
#4. ШМЕЛЕВ ЮРИЙ (г. Ярославль, с. ш. № 20, 7 кл.) 


12. ЩЕРБИНА НИКОЛАЯ (г. Днепропетровск, с. ш. № 80, 9 кл.) 
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задачник пбанта 








Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 30 октября 1973 г. по ад- 
ресу: 117071, Москва, В-71. Ленинский проспект. 15, издательство «Наука», журнал 
«Квант», После адреса на конверте напишите, решення каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», М221, М222» или «... Ф233». 

Решения задач по каждому из предметов (математике н физнке), а также новые зз- 
дачи просьба присылать в отдельных конвертах, Оригинальные задачи, предлагае- 
мые для публикации, присылайте вместе с вашими решениямн этнх задач (на кон- 
верте пометьте: «Залачник «Кванта», новая задача по физике» или «... новая задача 
по математике»). Решения задач из разных номеров журнала присылайте в разных 
конвертах. 

В письмо вложите конверт с написанным на нем вашнм адресом (в этом конверте 
вы получите результаты проверки ваших решений). 

Задачи повышениой трудностн отмечены звездочкой. 

После формулировки задачн мы обычио указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все этм задачи публикуются впервые. 


стояний выбрали нанбольшее —^,, а 
Задачи среди наибольших выбрали наимень- 

шее — Ю,. Какую форму имеет кляк- 
М222-М225, Ф222-Ф237 са, если г, == Аз? 


А. Блох, ученик 8 класса 
М221. На бумагу поставили кляк- 
су. Для каждой точки кляксы опре- №222. Докажите, что у каждого 
делили нанменьшее расстояние от ВЫПуклого многогранника наидутся 
границы кляксы, атакже наибольшее Две грани с одинаковым числом сто- 
расстояние от границы кляксы (на РОН. 


рис. показано наибольшее и наимень- А. Грюнталь 
шее расстояния от границы для точ- 
ки К). Среди всех наименыших рас- №223. Натуральное — число на- 


зывается совершенным, если оно рав- 
но сумме всех своих делителей, кроме 
самого этого числа. (Например, чнс- 
ло 28 — совершенное: 28 = 1-2 -- 
г4-- 7- 14.) Докажите, что со- 
вершенное число не может быть пол- 
ным квадратом. 


А. Макаричев, ученик 9 класса 


М224. У трехгранного угла прове- 
дены биссектрисы плоских углов. До- 
кажите, что попарные углы между 
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тремя этими биссектрисамн все ту- 
пые либо все острые, либо все пря- 
мые. 

Э. Г. Готман 


М225. Грани кубика занумерова- 
ны числами 1, 2, 3, 4, 5, 6 так, что 
сумма номеров на противоположных 
гранях равна 7. Кубик катят из ле- 
вого нижнего в правый верхний угол 
шахматной доски размером 50 Хх 50 
клеток (каждая клетка доски равна 
грани кубика) так, что он каждый раз 
переваливается через свое ребро на 
соседнюю клетку; при этом разреша- 
ется двигаться только вправо илн 
вверх. На каждой из клеток по путн 
кубика пишется номёр грани, кото- 
рая опиралась на эту клетку Какое 
наибольшее значение может иметь 
сумма всех 99 выписанных чисел? 
Какое наименьшее? 

Г. А. Гальперин 


Ф233. Прн скоростном спуске лыж- 
ник скользит вниз по склону (ф= 45°), 
не отталкиваясь палками. Коэффи- 
циент трения лыж о снег А = 0,1. 
Сила сопротивления воздуха про- 
порциональна квадрату скорости лыж- 
ника Ре = 95', где а — постоян- 

. 0,7—^. Ка: 
ная величина, равная 0,7,» 
кую максимальную скорость может 
развить лыжник, если его масса 70 кг? 


Ф234. Взрывная камера заполня- 
ется смесью метана и кислорода при 
комнатной температуре и давлении 
ро = 760 мм рт. ст. Парциальные 
давления метана и кислорода однна- 
ковы. После герметизации камеры 
в ней происходит взрыв. Найти уста- 
новившееся давление внутри камеры 
после охлаждения продуктов сгора- 
ния до первоначальной температуры, 
прн которой давление насыщенных 
паров воды ри = 17 мм рт. ст. 

А. В, Францессон 


Ф235. Маленькая капля воды па- 
дает в воздухе с постоянной скоро- 
стью благодаря тому, что на нее со 
стороны воздуха действует сила тре- 
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ния, вызванная столкновениями моле- 
кул воздуха с каплей. Как изменится 
скорость падения капли при увели- 
чении температуры воздуха? 
Испарением капли пренебречь. 


$236. Определить период коле- 
баннй полярной молекулы в однород- 
ном электрическом поле, напряжен- 
ность которого Е = 300 вм. По- 
лярную молекулу можно представить 
в виде жесткой гантельки длины [ 
{{ = 10-8 см), на концах которой 
находятся две материальные точки 
массы т (т == 10-2 2), несущие на 
себе заряды ен —е соответственно 

(е == 1,6.10-1 к). 
В. Д. Кривченков 


$237. Почему лицо фехтовальщика 
в проволочной маске не видно пуб- 
лике, а спортсмен видит все так же 
хорошо, как и без маски? 


Автор третьего начала тер- 
модниамики Вальтер Нернст 
в часы досуга разводнл кар- 
пов. Однажды кто-то глубо- 
комысленно заметил: 

— Странный выбор. Кур 
разводить н то интересней. 

Нернст невозмутнмо от- 
ветил: 

— Я развожу таких жи- 
вотных, которые находятся 
в термодинамическом равно- 
весни с окружающей средой. 
Разводить теплокровных — 
это значит обогревать за 
свон деньги мировое про- 
странство. 





Решения задач 


М179—М183; Ф193—$197 





№179. Для лаждого не прямоугольного тре- 
угольника Т обозначим через Н (Т) = Т, 
треугольник, вершинами которого служат 
основания высот треугольника Т; через 
Т. =Н (Т,) — треугольник, вершинами ко- 
торого служат основания высот треуголь- 
ника Ту. пуеть далее Т.= Н (Г), Т,= 
= Н (Т3),... 

Какими доажны быть угяы треуголь- 
ника Т, чтобы 

а) треугольник Н (Т) был остроуголь- 
ным? 

6) в последовательности Т,. То. Тз... 
встретился прямоугольный треугольник Ти 
(в этом саучае Н (Т,) = Тиль, яе опреде- 
лено)? 

в) треугольник Т, = Н (ТГ) был подобен 
треугольнику Т? 

г)* для каждого’ п = 1, 2, 3,... ука- 
жите, сколько сушествует не подобных друг 
Оругу трецгольников Т, дая копюрых Т» 
подобен Т. 


Пусть АД, ВВ, и СС, — высоты т(е- 
угольника Т. Углы @1, В,. 77, при вершинах 
А,. В:. С, (соответственно) треугольннка 
А,8В:С, выражаются через углы а, В. т 
при вершинах А, В, С треугольника АВС 
следующим образом: 


о = я — 24, В Ь 
Та = Я — 2. (1) 
8 
А, 
С, 
А В 
Рис. [. 
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д 

если все углы с, В, у не превосходят 2: 

а&, = 2а — п, В: = 28, \, = 2, (1.) 
если & — тупой; 


[23 о 2а,, В, = 28 А 2, (13) 
если В — тупой; 


а, ='20, В, = 28, }\ =2у— я. 
если у — тупой. 


(14) 


Для доказательства можно воспользоваться, 
например, тем, что точки А, и В, лежат 
на окружности с диаметром АВ ин такими 
же соображениями для других пар точек 
{рис. Ён 2). 

Из формул (1) следует, что все три уг- 
ла с, Вл, №, — острые в том и только в том 
случае, еслн выполнено одно из дзух ус- 
ловий: либо все три угла ©, В, ф заключе- 


п п 
ны между -4— и, либо два из иих меныше 


л и я Зл 
—4 › а третий (тупой) меньше 4. 


Заметим, что @, при данном © может 
равнятся только одному из трех чнсел: 
ал, п—2а илн 2а; соответственно & 








ла 1—@ ел 
может равняться —9—^, < или 5. 
ЛА 


Отсюда вытекает, что @, = от (Е, т — не- 

которые целые числа) тогда и только тогда, 
= 

а (/— некоторое целое чнс- 


ло). Поэтому последовательность Т,, Т., 
Т;... . «вырождается» (некоторый тре- 
угольннк Тл+1 — оказывается прямоуголь- 
ным) тогда и только тогда, когда один из’ 


углов а, В или 1 равен где 5 ий — 


л$ 
2", 
некогорые целые положительные чнела. 
Теперь перейдем к более трудному воп- 
росу: когда треугольник Т„ подобен Г. Нач- 
нем с л=!. Для того чтобы треугольники 
с угламн (а, В., \) и (<, В, №) были по- 
добны, иужно, чтобы тройка чисел (а., В;, 
1’) после некоторой перестановки совпала 





Рис. 2. 
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с (а, В, У). Ясно, что можно рассматривать 
только случай 
а > Вы т (2). 
Углы любого треугольника можно обо- 
значить буквамн с, В и у, так, чтобы выпол- 
нялнсь неравенства (2). 


д 
Есди 455 (все углы — острые), то, 


поскольку из (2) вытекают неравенства 
21 —а=2л —В= 2—1, для подобия 
треугольннков Т, и Т должна выполняться 
система равенства 

л—2а=т, = — 2В= В, л—#ж=а, 
откуда 

х 
о =В=Т а" 


л 
Если же о>5_, то из (2) мы можем пользо- 


ваться только тем, что 28 >= 27, и должны 
рассмотреть Три возможных соотношения 
между углами о, № и У: 28: 2 
=2я—л, 26 м — лы 2 и 23а —п> 
> 2В-> 2+. Первое из них приводит к систе- 
ме 


28 = <, 2 = В, 2% — п=\, 
откуда иаходим интересное решение: 


4л 2х я 


ог ть РЕ 2 


а два других, как нетрудно проверить, при- 
водят К ‹вырожденным» решениям (один из 
углов обращается в нуль), которые нам не 
подходят, как говорят, «ие ходят в область 
допустимых значений». 

Как пншут читатели, занимавщиеся ре- 
шением этой задачи, для п == 2, 3, 4 и вооб- 
ще для любого п решения можио полузить 
аналогичным, но значительно более громозд- 
ким перебором. Действительно, в принципе 
мы свели задачу к алгебраической. Наметим 
возможный плаи дальнейших рассуждений 
(для произвольного натурального п). Из (1) 
по индукции можно получить формулы для 
углов треугольника 


ен = $2" а ря 
| Вл = 52" В- 9л (3) 


Мн =552" ТЖ: 


где $ равно —| или —|, р, Фи г-— целые 
числа (докажите, что при данных ях, Виз 
и при дополнительном условии ° аи 0, 
Ви = 0, к > 0, аи — Вы =л 
параметры р. 1, г, $ определяются из {3} од- 
иозначно!): Напишем шесть систем, прирав- 
нивая (и. Вл. „) различным перестановкам 
(<, В. у), и решим каждую из иих. Из полу- 
ченных решений (зависящих от параметров 
р, 9. г, 5) выберем те, которые удовлэтворяют 
условию @ > В у. Чтобы ответить на 
вопрос: скольхо существует решений (для 
данного п), нужно будет выяснить, сколько 
решений в Целых числах р, 9, г, $ (где $ = 
= 2} нмеют шесть полученных систем 
неравенств. Чтобы реализовать этот план, 
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вероятно, понадобилось бы запять все сле- 
дующие страницы журнала выкладками. Но, 
оказывается, можно найти олвет без всяких 
систем и неравенств, если призвать на по- 
мощь ... геометрию. Мы ограничимся здесь 
лишь указанием, как выбрать удобную гео- 
метрическую интерпретацию нашей задачи 
(совериюнно отличную от той, с которой мы 
начали!), а закончим решение в одном из 
следующих померов. 

Нарисуем на плоскости правильный тре- 
угольник и, высота которого равна л (еди- 
ням длины). Каждой тройке положительных 
чисел (а, В, \) таких. что &-: Ву л. 
поставим в соответствие точку внутри тре- 
угольника у, расстояния ог которой до его 
сторон равны соответственно @. Ви \} (рис. 3). 
Это соответствие между тройками (а. В, $) 
и точками Т треугольника и будет взаимно 
однозначным. Перестановкам «координат» 
«, В, % соответствуют преобразовання, ото- 
бражающис и на себя с сохранением расстоя- 
ний (повороты н симметрии). А преобразо- 
вание Н. задамиое формулами (\}, изобра- 
жено из рисунке 4: на средиих линиях у 
оно не определено, а каждый из четырех тре- 
угольников (соответствующих четырем слу- 
чаям в формуле (1)) оно растягивает вдвое и 
отображает на весь треугольннк у. На ри- 
сунке 5 изображен ответ на вопрос а}: за- 
штрихованы те точки треугольника у, для 
которых Н (Т) попадает в среднюю (розовую) 
часть треугольника у. А на рисушке 6 пока- 
зано, из каких точек после 2-кратного прн- 
менеиия Н мы попадем на срелние линии у 
{аналогичным образом разбивается треуголь- 
ник и и при л-кратном применения Я). 
Если вы разберетесь в памих указаниях и 
научитесь пользоваться «системой коордн- 
нате и, то попробуйте с ее помошью ответить 
и на вопрос г) задачи М179. Пока для конт- 
роля пригедем отвег: 22 — 2". (Такнм 
образом, существует 12 треугольников Т, 
для которых Т полобен Т.: 56. для которых 
Т подобен Тз, нт.д.). 


Н ББ Василия 


М№М!80. Двое игроют в такую церу. Одни заду- 
мывает натуральное число п, и Оругой задиет 
вопросы типа верно ли, что по» хе (х он 
может выбирать по своему усмотрению) и 
получает ответы «дар или онет». Каждой 
возможной стратегии Т второго игрока со» 
поставим функцию {т (п), разную чисаь во- 
просов (90 отеадывания), если было задумано 
число п. 


Пусть. например. стратегия Т состоит 
в пом, что сначала задаются вопросы: ввер- 
но ли, что пос» 02, «верно ли, что пс: 
2» 402, ... 00 тех пор, пока на какой-то 
вопрос звегрно дли, что п Ю- 12 
не будет дан ответ сонет», а затгм задаются 
вопросы «верно ли, ито пох В + Г, 
зто п НН -- № и т.д. Тогда рп) =: 

л—ы 


и 2-22, где а — полюедняя цифра 
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числа п. то есть г (п} раетет примерно 
п 
Ю - 
а) Предложите стратееию. дая которой 
финкция }г (1) растет возможно медаеннее. 
6) Сравнивая две стратегии. — удобно 


как 


ввести вместо фиункции {г (т) функцию 
} Ил) = ИН р (8) — она показывает, за 
} ы 


какое число вопросов можна угадать любое 
число, не превосходящее п. Оцените снизу 


[т (*} дая произвольной стратегии Т. 


Пусть сначала п — ие любое натураль- 
число, а заключено в промежутке 


лм, 


ное 


где № — заданное число. Тогда задача о ми- 
нимизации максимального числа вопросов 
для отгадывания м известна, 

Наилучшая в этом смысле стратегия, 
назовем се 5. состоит в том, что каждый 
новый вопрос делит промежуток значений, 
которые еще может принимать неизвестное 
пока число л, на лве равные (или отличаю- 
щисся на [) части, Именио. ссли мы уже зна- 
см, что | 

а=птп<ь, 


то надо задать вопрос? оверно ли, чго 


п = 
#.-6 С 
2—5 »? Стратегия $„ оинсана. 


Можно доказать, что максимальное чис- 
ло вопросов для отгадывания числа п = № 
при использовании $, равно Йон, №[. где 
Н{ означасг наименьшее пелое число, не 
меньшее {. 

Ответим тегерь на вопрос (6). Докажем, 
что для любой стратегии Т и зюбого чисза я 


| (м) == Лой, л[. 


Доказательство. 
но натуральное 


Пусть зада- 
А, и неизвестное число п 


находится в промежутке от | ло Х. Иусть. 


т”. 


Тогда нанбольший нромежуток Р, дначений, 
которые еще может принимать п после иер- 
вого вопроса, строго больше 2”-? *), наи- 
больший промежуток Р., н котором может 
находиться п после второго вопроса, боль- 
ше 2"”-3, и так далее. По индукции полу- 
чаем, что наибольший нромежуток Ри 1. в 
котором может находиться п после т— 1-го 
вопроса, больше 1. Значит, максимальное 
число вопросов (ври нанболее неблагоприят- 
иых ответах} не меньше, чем 


(1) 


Заимемся вопросом (а} задачи М180. 
Пусть мы задали несколько вопросов Ти- 
«верно Ли, что по хе и получали от- 


т = Ном. №1. 


па 


*} Разумеется, мы считаем. что «Злей 
Рок» (см. «Квант» № 8, 1972 ге. 4) помнит 
нро свои обязанности. 
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веты «да»: число л все время оказывалось 
больше или равио очередному х. Ясно, что 
следующее х надо взять больше всех уже 
употреблеииых (иначе этот вопрос будет 
лишинм). 

Таким образом, в начале игры надо все 
время увеличивать х — до тех пор, пока в 
первый раз загадавший ис скажет «нет». 
Пусть х<х.<лх<... последова- 
тельность, Которую угадывающнй решил 
называть, пока ие получит первый ответ 


нет». Она должна быть бесконечной, так’ 


как и может оказаться сколь угодно большим. 

Пусть теперь наступил второй этап 
игры: иа А-й вопрос загадавший в первый 
раз ответил «нет». Таким образом, 


МП. 


Дальше можно применить стратегию, аиа- 
логичную описанной выше стратегии 5), 
делить оставшийся промежуток все время 
пополам. Очевидно, при этом будет потра- 
чено до ]1082 (ль хь_1)[ вопросов. 
Предположим, что на втором этапе игры, 
то есть после первого ответа «нет», мы имен- 
но так н играем. Остается выбрать монотон- 
но возрастающую последовательность хр, 
чтобы полностью определить стратегию. 
Разберем три конкретных стратегин, 
отличающнеся лишь выбором последова- 
тельности хр- 
1. Стратегия Т!: х»ь = 10. Тогда, как 
указано в условии, [т (7) растет примерно 
п 


как —. 
10 
2. Стратегия 7Т?: х» = 2*. Тогда число 
вопросов на первом этапе не больше Йо. п|[, 
а число вопросов па втором этапе не больше 


п 
Ной. =. Всего получается примерно 


Зюй. п вопросов. & 

3. Стратегия ТЗ: хь = 22'. Теперь число 
вопросов на первом этапе резко уменьши- 
лось. В самом деле, пусть 


А—1 А 
Ре (2) 
Тогда число вопросов на первом этапе игры 
равно А и не превышает 
Е = Ювоювь м |, 
что при больших п зиачительно меньше, чем 


08) п. Ца втором этапе мы потратим приблн- 
зительно 


1овг (22* — 2241} = 1юд29* = 2% 
вопросов. Хорошо это или плохо? Это за- 
висит от числа п. Оказывается, для наиболь- 
ших п в промежутке (2) эта стратегия значи- 
тельно лучше, чем для наимецьших д в том 
же промежутке. 

Фусть нм = |: 

Тогда 
та (п) == юной» п - 2 лы юр, п 

-= В.Ю. п. 
При больших п второе слагаемое значитель- 
но меныше первого, и отношение {р, (м) к 
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нижней оценке 106. п (см. формулу (1!) 
близко к 1. 

Пусть теперь я = 22^-1 Тогда вели- 
чина /;, (п) — такая же, а выраженная че- 
рез п она составляет 


[т (п) == Поров, п-Г 2 р Чо, п | 
—— Юр. п, 


то есть примерно вдвое превышает нижнюю 
оценку (1). Таким образом, для этих зна- 
чений_п стратегия ТЗ ничем не лучше стра- 
тегии Т?. 


Это положение иллюстрируется графи- 
ком на рисунке 7. На этом графике красная 
линия условно изображает-доказаиную вы- 
ше нижнюю оценку: юр, п (график носит 
Качественный, эскизный характер и не пре- 
тендуст на точность). 

Ступенчатая черная линия изображает 
график функции {у (п). Эта функция по- 
стоянна на каждом промежутке вида (2). 
К концу такого промежутка нижняя оценка 
почти догоняет ее, ио тут {уз (п) скачком уве- 
личивается и делается примерно вдвсе 
больше. 

Возникает вопрос: существует ли такая 
стратегия 7%, для которой [4 (п) при 
всех п ме слишком сильно отлнчается от 
нижней оценкя? (Предположительный гра- 
фик {1 (1) приведен синим пунктиром.) 

Сейчас мы опишем стратегию Т* такую, 
что 


пт р (п) == 
п- о Ю.П 


|, (3) 





то есть относительное превышение },,. (п) 


над нижней оценкой 108.) п при больших п 
стремится к нулю. 

Первый этап игры, как и лрежде, опре- 
Деляется  последовательностью чисел 


хк = ры 


Пусть на А-й вопрос мы в первый раз полу- 
чили ответ знет», откуда 


2—1. 


Опишем стратегию Т* для второго этапа ит- 
ры. Припишем каждому п в промежутке (2) 


ЕП) 





Рис. 7. 


1 
«вес», равиый ——. Будем теперь задавать во- 


просы так, чтобы делить примерно пополам 

ие количество значений, которые еще может 

принимать п, а сумму их весов. 
Подсчитаем примерно, сколько вопросов 

уйдет на отгадывание произвольного лв 

нромежутке (2). Положим т-=22*-1 Вначале 

сумма весов примерно равна 

1 1 


Е 


ЕТ 
1 1 
— а... — 
(. ИС и : — 
_(. г... тм) — пт 


= ми я. 
Если мы отгадаем п, то доведем сумму 


1 
весов до величины ——. Значит, сумма весов 


уменьшится примерно в ли раз. Предполо- 
жим, что нам каждый раз удавалось делить 
её точно вдвое. Тогда было затрачено 


ЮЕзптл = ювов -- Юв`Ыйй == |юр.й 


вопросов (второе слагаемое при больших п 
значительно меньше первого}. Поскольку 
сумму весов, как правило, точио раделить 
пополам не удастся, число вопросов факти- 
чески несколько больше. Можно показать 
(но это уже сложнее), что она все же не пре- 
вышает 


1оноп-Ё сопзНов Лой »п 


вопросов. (Здесь сопзё означает постоянное 
число, которое мы не оценивали.) Прибавляя 
сюда число вопросов на первом этапе игры, 
мы только увеличиваем коэффициент во вто- 
ром слагасмом. Таким образом, мы построили 
стратегию, которая позволяет отгадать любас 
в не более чем за 
юдал -- сопзНор онл 

вопросов. 
Легко показать, что эта фуикция удовлетво- 
ряет условию (3}, которое мы и сбещали вы- 
полнить. 

Я. М. Бардзинь, А. Л. Тоом 


М 181. Аакую ниаменыиую длину должен 
иметь кусок проволоки, чтобы из него можно 
было согнуть каркас киба с ребром 10 см? 
(Проволока может проходить по одному реб- 
ру дважды, загибаться на 907 и 10°, но ло- 
мать ве нельзя.) 

Ответ. Нужно не меньше 150 сле про- 
волоки. 

Как согнуть каркас из проволоки такой 
длины — показано на рисунке 8. Теперь нам 
осталось доказать, что из проволоки мень- 
шей длины каркас куба сделать невозможно. 
Предположим на время. что нам разрешает- 
ся гнуть проволоку только в вершинах ку- 
ба, н что какой-то каркас нами изготовлен, 
иричем проволока начинается ин кончается 
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Рис. 8. 


в вершинах куба. Подсчитаем количество 
ребер в этом каркасе. Мы, разумсется, бу- 
дем считать не ребра куба, — их 12, —а 
ребра из проволоки. В каркасе есть ровно 
одна вершина, в которой проволока начи- 
нается и одна, в которой проволока конча- 
ется (эти вершины могут и совпадать). Бу- 
дем называть эти вершины коицевыми, а все 
остальные — проходными. К каждой про- 
ходной вершиие примыкает четное число ре- 
бер. Действительно, проволока, войдя в эту 
вершину, обязательно должиа из нее выйти. 
Поэтому к ней примыкает не меньше четы- 
рех ребер. К коиневой вершине примыкает 
не меньше трех ребер. Поэтому всего ребер 

6.4--2.3 
чем — бт 15. 
тельно, каждое ребро примыкает к двум 
вершинам, поэтому если к вершине с номе- 
ром Е примыкает с; ребер (= 1, 2,... 8), 
то с, - с.-- ...-5с, равно удвоенному чис- 
лу ребер. Таким образом, в каркасе не мень- 
ше 15 ребер, а так как длина однсго ребра 
10 см. то потребустся не менее 150 см про- 
волоки, 

Теперь нам нужно доказать, что если 
гнуть проволоку во внутренинх точках ре- 
бер, то все равно менее чем ‘из 150 см про- 
волоки каркаса сделать нельзя. Эту задачу 
можно свести к предыдущей следующим об- 
разом: не увеличивая длины проволоки, лю- 
бой каркас можно перестроить так, что все 
сгибы окажутся в вершинах. Мы не будем 
онксывать этого перестроения, а только прни- 
ведем несколько поясняющих его картинок 
{см. рис. 9, а-— 9; на них изображено ис 
которое ребро куба, а покрывающая сего 
проволока для наглядности раздвннута). 


не меньше. Действя- 


М182. Докажите, что есан 
а) а > 0, 8 > Он > 0, то 


а ь : [4 м2 
БЕ сти Гарье о: 





6) и`>0, #2>0, с>0 вн Ч >0, по 


31 


ое с 


ББ — ИЕ 


= 











а) 5) 
Рис. 9, 
|. и |2 с ы 
Бета та феста атьта + 
а та 4 
пачьтьст 3, 
8) ав, а., @3, ..., аи — положительные 
числа (п > 2), тю 
а из 
а - — 
Я: @3-г... ал ' а -- аз... ал‘ 
ан п 
н... 4 т р =—=——. 
ых г @1 1- @2 1 .-. -* @л-т >=п—1 


Решим сразу задачу (в). Сумму а, | 
- ат... т ал обозначим через $, а 
числа $ — а; через Б;. В этих обозначениях 
нам нужио доказать, что 
$—6 5—6 5—6 п 
ЕВЕ ВЫ О ВВЕНЫЙ 4 с 


п в л-[ 


Это неравенство эквивалентно такому: 


А ЕН п 
и Е 


=. (1) 


Воспользуемся теперь известным соотно- 
шением между средним арифметическим и 
срелвим геометрическим (сч. «Квант», 1970, 
№ 8, с. 33): если си. с... ., Сл неотри- 
цательные числа, то 


: . п 
С + бо ..- -*- бя 
ы Ия... {2) 





Из него сразу следуег, что 
1 | р.я 


АВ И, | 
И Е 


о, ТЕ. Ь, =... - т 


и что 66. ... „= | я 


Из этих двух неравенств следует, что 
| | Т.л 


[ты 








. п = 
я я 
2 || и, наконец, 
Г | о п? 
р не ь. 5... =- В, В. пе 
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Е ос 
ЕЕ ^ 
а. т. 


8) г) 9) 


ЕН... -Н Вл = 5 —а а —.., — 
— @и =(п— 1$, 





откуда 
1 1 1 5п* 
ы ++...) заст = 
п2 
==. 


Неравенство (1) доказано. 

Приведем теперь некоторые соображе- 
ния, с помощью которых можно доказать 
соотношение (2). Пусть с: с. --... -— си == 
==1. (Эго не ограничивает общности.) 
Предположим, что дая этих чисел соотно- 
шение (2) нарушено, то есть 


сете... с ту 
и АИ 





Пусть среди чисел с; есть неравные. Тогда 
среди с; найдутся два числа -- можно счи- 


1 
тать, что это с, н с. — такие, что с; <->, 


} й 1 
>. Заменим с: нас, =-нь а (2 
: 1 
на со = -р®— т. Тогда для чисел 
ы 1 : 
Ср = п, Са, 63. Са, ....Ся  боотношение 


{2) тоже будет нарушено. Доказательство 
этого факта сводится к доказательству иеё- 
| 


1 
равенства —— ( су — —| > ас. {при 


} 
<, 6: > |, —<© этим неравенством 
вы без труда справитесь сами. 


Нродолжая. этн замены, мы дойдем до 

1 . 
набора су ==: =... ЗЕ Си ==. Таким 
образом, сслн соотношение (2) нарушено 
для некоторого набора с1, 52, .... бл, ТО 
сно будет нарушено и для набора 


| 1 1 


т Однако непосредствен- 


ной подстановкой мы убеждаемся, что в 
этом случае оно выполняется. Значит, оно 
выполняется и для исходного набора. 

Вот еще одно решение нашей задачи, 
основанное на соотношении между средним 





Рис. 10. 


арифметическим н средним 
для Двух чисел. 
Мы должны доказать. что 


5—6 5—6, ь 
(п— 1) их ыы +.) Ее И 


Вл ый 


геометрическим 


Замегим, что В, -1 Ва -= (п $. По- 








этому 
‘ Ю 5—6, 
91 -— ты = 
5, 
р Ь. =... 1-я Ь, 
== В, — 
в —..--0 
== а ВЫ —(п— 2) = 
Ь. [2 5 
я те ии —(п"-- 2). 
ь, и. 0. Л з 5, { 
Преобразусм также остальные слагаемые 
$— 
п— | ъ. — и все л слагаемых сложим. 
( 





; 
Потом сгруппируем попарно дроби ——— н 
й 


8} 


1 
> и воспользуемся веравенством: 


6, 
ь: ь; 
Вы 3 


Поскольку всего парги / (1=< =л) йу- 
дет 


пл— | 


| Е 


= 1 


я 
то в результате нолучим: 


а 
= С,:2— 


("— 1 [Е +... У) 


я 


(2) я= и ям 2 =. 


И из первого и из второго решений 
сразу видно, что перавенства переходят в 
равенства только при В, = ... -= 0, то есть 
прн а, = .-. == ал 

Л. Г. Лиманов 


3 Кваит №1 
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Рис. 11. 


М183. Найдите высоту трапеции, у кото- 
рой основания равны а и Ь (а<Ъ), угол меж- 
ду диагоналями равен 90°, а цгол между про- 
должениями боковых сторон —- 45°. 

Большинство читателей прислали реше- 
ние этой задачи, использующее тригономет- 
рию. Вот одно из нанболее коротких реше- 
ний, присланное „7, н С. Нищиковыми. 

Пусть (рис. 10) в трапеции АВСО, где 
АВСО АВ=а, СБ =, ВС ==х, АБ--и, 
точка Ё има оснонаини СО такова, что 
АВСЕ — параллелограмм: АЁ-=х, ОЕ - 

$ —а. Удвоенная площадь треугольника 

АРЕ равна 


ху и 45° — (Ь —а) в, (1) 
где № — высота траиецни. Далее по теореме 
косинусов получаем, что 

(а) = и — Эду с0$ 45°. (2) 
И, наконец, с помощью теоремы Пифагора, 
примененной к четырем прямоугольным тре- 
угольникам АОВ, ВОС, СОР. РОЛ, вы- 
вводим, что 

ди = 0+ г {3) 

Подставим теперь (3) м (1) в (2) 

(с0$ 45° = т 45”): 
(6 — а = ат - 6—2 (бай. 

Таким образом, 

аб 
р 

Нане читатель Н. И. Березовский н нис- 
которые другие приводят способ построения 
транеции, о которой идет речь в условии, 
пою данным аиф (рнс. 11). Исследование по- 
казывает, что такая траисция существует 


{ ь 
при —— > = а 


в 


Н. Б. Васильев 


Ф193. Имеются две системы линзс одинако- 
ями  фокусными расстояниями. Оптиче- 
ские оси анинз совпадают. Первая система 
аннз соспюит из собирающих линз, во второй 
собирающие линзы чередуются с рассеиваю- 
щими. Найти траектории лучей в каждой 
ив систем, ссли расстояние между линзами 
много меныце фокусного. 
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АНИ 
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м м х 


ВА 


НН 


| 4 


мь че НИИ, ре 


Ты НОТ РТ 


м 
5) 
Рис. 1: 
Рассмотрим параллельный пучок лу- 
чей, идущий вдоль главной оптической оен 
снетемы, состоящей из собирающих линз. 
Пройдя первую линзу, пучок становится схо- 
дящимся, пройдя вторую — еше более схо- 
дящимся и так далее. Если число лииз до- 
статочно велико, то где-то внутри системы 
пучок сойдется в точку. После этого иучок 
станет расходящимся, но расходимость его 
будет все меньше и меньше, пока он не ста- 
мет параллельным, затем все будет ловто- 
ряться. Примерный ход лучей дан на рисун- 
ке 12. а 

Для второго случая, когда снстемя со- 
стоит из чередующихся собиракицих и рас- 
сснвающих дииз (см. рис. 12, 6), «период» 
траектории лучей гораздо больше, чем в 
первом случае, так как действия на свето- 
вой пучок собирающей и рассеивающей линз 
противороложны. 

Дая определенности расстояние между 
линзами взято равным '/з фокусного рассто- 
яния. Все рассуждения в принципе остаются 
теми же как для произвольного пучка, так 
и для других соотношений между фокусным 
расстоянием и расстоянием между лнизами. 


$13. Между обкладками плоского конден- 
сатора помещен заряд. Как он будет дви- 
гаться, если ма конденсатор подать синусо- 
идеальное напряжение с начальной фазой 
фо = @? 

Пусть начальная скорость заряда равна 
нулю. 

Если на пластнны конденсатора пода- 
ется напряжение и = зщ @®ё, то цапря- 
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| 





6) 


8) 
Рис. 13. 





женность поля внутри конденсатора меня- 
ется со временем по закону Е = Бузт в. 
Так как на заряд 9 в электрическом поле 
действует сила Е = Ед, то ето ускорение 


п, 






на 


ООС 





ВУИ 


Рис. |4. 
равно 


График зависимости ускорения от вре- 
мени дан на рисунке 13, а. Из графика видно, 
что в течение первой четверти периода дви- 
жение заряда будет ускоренным, причем 
ускорение все время увеличивается. Во 
вторую четверть пернода движение то же ус- 
коренное, но ускорение теперь уменьшается. 
Затем движение становится замедленным, 
так как ускорение переменило знак; ве- 
личина «замедления» сначала увеличивается, 
а потом уменынается. В момент времени 


2л 
=Т = я скорость заряда равна нулю. 


Затем все будет повторяться через равные 
промежутки времени, равные Т. Примерные 
графики зависимости скорости и перемещения 
ст времени даны на рисунках 13, бив. Заме- 
тим, чтозаряд всевремя движется прямолиней- 
но в направлении одной и той же пластины. 

Попробуйте нарисовать аналогичные 
Ди для случая, если и = И, с9$ ®Ё. 
Покажите, что в этом случае заряд будет со- 
вершать колебания около начального по- 
ложения. 


$195. Между двумя кубиками массы т, и 
то находится сжатая пружина жесткости #. 
Кубики связаны ниткой, расстояние между 
ними { (рис. 14). На какую высоту поднимется 
центр масс системы, есаи нить пережечь? 
Пружину считать невесомой. Ее длина в 
нормальном состоянии равна [о. 


Рассмотрим, что будет происходить в 
системе после пережигания нити. Под дейст- 
вием.силы упругости пружины верхиий ку- 
бик будет подниматься; нружина, пройдя 
положение равновесия, будет растягиваться, 
и в некоторый момент она сумеет поднять 
ннжний кубик. Пусть к этому времени центр 
масс системы поднялся на высоту й, и име- 
ет скорость и. Начиная < этого момента на 
систему будет действовать только одна си- 
ла — сила тяжести. Поэтому центр масс 
системы будет двигаться так, как движется 
тело, брошенное вертикально вверх со ско- 
ростью и. Максимальная высота, ма которую 
поднимется нентр масс системы, начиная с 


3* 
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р 


2 
У 
Тогла лолиля высота поднятия цемтра 
масс носле исрежигания нитн будет равна 
й = В, -- й., 


этого момента, равна НЙ, == 


Высоту А, можно связать с величиной 
деформации пружины /; — {. где [ — длина 
пружины н момент отрыва нижнего кубика. 
Действительно, координата центра масс вы- 
ражается через координату верхнего кубика 
так: Е 

р Ха 
м, о, * 

Изменение координаты верхнего кубика 
равно {, — [, а изменение координаты центра 
масс равно В,. Поэтому 


< = 1$ т, 


№ пи + те 


В момент отрыва Руир = 758, то есть 
(= ть, 


откуда 
т.й 
1 -=—ь РА 
и 
ту пъй \ 
и = Пи -- ть ( А ых Ю = 1) Е 


Теперь найдем Я». 
Скорость центра масс и связана со ско- 
ростью верхнего кубика #, так: 


ит) 
тм. _ 


Скорость #, можно найтн из закона со- 
хранения энергии: 


т #1 Е — 1 
о 
(к — 1 
ат 
Гогда 
и (и — 0 ть? 
та па, ^^ м _ 


ь Гоп. е “ т! 
— (8 +6— 1 Зи тье 


Суммёрная высота подъема 
й=л, + №. 


Так будет происходить тогда, когда на- 
чальный запас потенциальной энергии пру- 
жниы будет больше, чем потенциальная 
энергия пружины н увеличение потенциаль- 
ной энергии ‘тяготения верхнего кубика 
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в тот момент, когда сила упругости растяну- 
той пружины станет равиой весу нижнего 
кубика. 

А может случится и так, что верхний 
кубик остаиовится в тот момент, когда си- 
ла упругости пружины меньше веса нижне- 
го кубика. Тогда нижний кубик останется 
на месте, ин достаточио будет рассмотреть 
движение только одного верхнего кубика. 

Запишем закон сохранения энергии для 
этого случая: 


(6—1 АИ 
м 





янв — 0 


((, — максимальная длина растянутой пру- 
жины). 


Отсюда 
пе 
= ВЕТ Г 


+ И РИ Е Е) . 


Высота поднятня верхнисго кубика рав- 
на 
А: — г = {, 


# центра масс снетемы — 
АБл, 


АХ и 
ИМ = пы. 


$196. В камере ускорителя по окружности 
радиуса Ю движется очень тонкий пучок 
протонов. Веаичини тока в начальный мо- 
мент 1, Полное число частиц в камере п. 
Магнитный поток через неизменяющиуюся 
орбиту пучка меняется со скоростью ф. Ка- 
кой станет величина тока посяе того, как 
частицы сделают один оборот? Скорость 
частиц остается много меныией скоросеши 
света. 


Величина тока / зависит от скорости 
частиц так: 
[= епое 
где г — заряд протона, л, — число ирото- 
нов в еднивие объема, $ — площадь сече- 
пня пучка, и — скорость. Будем считать, 
что протоны равномерно распределены по 
своей орбите, поэтому (учитывая, что пучок 
очень узкий} 
я 


м — =: 
. © 2195 
еп 
Тогда = -57ро {- 


Таким образом, чтобы найтн ток, нужно 
найти скорость протонов, МЧачальную ско- 
рость мы знаем. Она равна 

2лЮЬ 
пе 


Г] 

5 
И 
| 


Так как магнитный поток в камере 
ускорнтеля меняется, то в ней индуцирует- 
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равная (по абсолют- 
изменення магннт- 


ся Э. д. с, индукции, 
ной величиние) скорости 
ного потока Фф, то есть 


Когда протон сделает один оборот, 
электрическое поле совершит над ним рабо- 
ту, равную Ее, которая пойдет иа нзмене- 
ние кинетической р. протона: 


ти? 


2 


т и? 
ее 


(т — масса протона*)). 

Отсюда найдем скорость протова после 
того как он сделает один оборот в камере 
ускорителя: 


ь 5 у 2+ "« ВЕ. 





Тогда ток в камере будет таким: 
пе 1/ (228 } 
= ав | Е +4 = 
Иа 
=АЛ 1 
* ое ний 


И. Ш. Слободецкий 


$197. На тело массы т. лежащее на гори- 
зонтальной шероховатой поверхности с ко- 
эффициентом трения К, в момент времени 
1—0 начала действовать под углом @ к 
горизонту сила, пропорциональная времени. 
Определите скорость у бвижения тела че- 
рез т сскинд. 


Считая тело материальной точкой, рас- 
смотрим действующие на него силы (рис. 15). 
Это — сила тяжести та, сила реакции опоры 


_ М, сила р = Аё (удобнее говорить о се сос- 


ставляющих # == АР 0$ © и [+ = АЁ 910) 





*) Поскольку ‘скорость протонов остает- 
ся много меньше скоростн света, массу про- 


тона можно считать величиной постоянной. 
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Рис. 15. 


и сила трения {тр = АМ. Горизонтальное ус- 
корение телу может сообщить только сила 
р. но для этого она должна стать больше 
силы трения {тр = № = (18 — АГут о), 
которая тоже зависит от времени {. 

Построим графикн зависимости дейст- 
вующих на тело горизонтальных сил от вре- 
мени Ё (рис. 16)- 

От 0 до момента [; тсло еще це движется, 
так как сила трения покоя уравновешивает 
силу Ду. то есть 


А; с05 = тв — ВА т а, 


откуда 
КтЕ 
п = Я сова ви) ° 


Существует и вторая граница времени #» 
для указанного в задаче двнжения. В этот 
момент сила реакцни опоры обращается в 
нуль, и тело поднимается 


№ = ма — Аб чпе =0 


тр 
2 = Я зна` 


Таким образом. движение тела по ло- 
верхности возможно для времени т, заклю- 
ченмого в изтеррале 1 <т< &.. 

Заметим, что если А зт а А со а&, 
то интервал {, — 1\ становнтся уже, но все 
рассуждения остаются в силе. 

Запншем уравнение движения для мо- 
мента времени т = 1. -- Г (Г — текущее 
время, отсчитываемое от момента {,) 


А Г) сове--ЕА И, К) япя — Атв-та, 
где а — ускорение тела. 


а 





Рис. 17. 


Зис. 18. 
Подставив выражение для {1,. найдем 
А с0$7: -- ВА мпа 
7 т : 
Нарисуем график зависимости в (0 
(рис. 17). Искомая скорость © в момент 


т= 4 -- Г чиеленио равна площади вы- 
делениого треугольника: 
а (т— 5) 
и = 5 =: 
(А 05 Е ВА та) (1— В) 
Эт = 








| КА (с0$% - Ата) — те] 
2тА (с0$5 - # $115:) 





Если изменить направление действую- 
щей силы, как показано на рисунке 18. то 
снла рейкцни опоры № = лат Аг ята 
будет непрерывно возрастать (как и сила тре- 
ния {тр)- 

Время Г,, иосле которого начнется дви- 
жение тела, находим из условия 


А! с03 & — Ата — АА зто = 0: 


тогда 


тв 


ы А со5х — КА зто 

Однако в этом случае положительное значение 
{, возможно, только если А со; < >> АА $та. 
При Асо5 & = ААЗя @ время 1, <0, и дви- 
жение никогда не начнется. 

Увеличение компоненты {, может при- 
вести к разрушению тела (это может про- 
изойти и до наступления времени 2,). Есзи 
же тело не разрушается и {; нмест конечное 
значение, то для скорости с в момент т 
 - Г поаучим значение: 


[СА (с05 х — па) — Ат 


= ЗтА (с0$ @ — Вып @) 


А. В. Устинова 
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* МАТЕМАТИКА °® 


УП! ВСЕСОЮЗНАЯ ОЛИМПИАДА 
ШКОЛЬНИКОВ 
ПО МАТЕМАТИКЕЙ ФИЗИКЕ 





В апрезе состоялась УИ Всесоюзная олимпиада школьников по математике (в г. 


Кишниеве) и по физнке (в г. Ленинграде). 


Ниже мы помещаем материалы, посвященные этим олимпнадам. 


М. Л. Смолянский 


Различные математические конкурсы 
в истории математики известны с дав- 
них пор. История донесла до нас све- 
дения о математических конкурсах, 
проводимых ещев Х 111 веке (Незполи- 
танское ЖКоролевство). Однако, это 
были математические соревнования, 
участие в которых принимали крул- 
нейшие ученые тех времен. 

История школьных физико-мате- 
матических олимпнад начинается 
с 1894 года, когда в Венгрии была 
проведена первая математическая 
олимпиада школьников (так назы- 
ваемое «соревнование Зтвеша»). Эта, 
ставшая уже традиционной, олимпиа- 
да ежегодно проводится в Венгрии 
в октябре. 

В Советском Союзе первая мате- 
матическая олимпиада школьников 
была проведена в Ленинграде весной 
1934 года *). Инициаторами прове- 
дения этой олимпиады были член- 
корреспондент АН СССР Б. Н. Де- 
лоне (председатель оргкомитета олим- 
пнады) и профессор В. А. Тартаков- 
ский. 


*) Математическне ковкурсы ино реше- 
нию задач начали проводиться в России с 


1886 года одесским журналом  «Вестних 
опытной физики н элементарной матема- 
тики». 


38 


Всесоюзные олимпиады 


По инициативе Московского мате- 
магического общества осенью 1935 го- 
да была проведена Первая Москов- 
ская математическая — олимпиада 
школьников. Московские математики 
встретили ее с болышим воодушевле- 
ннем. В оргкомитет вошли почти все 
крупнейшие математики-москвичи 
(академик П. С. Александров — 
председатель оргкомитета, академики 
А. Н. Колмогоров и С. Л. Соболев, 
члены-корреспонденты АН СССР 
Л. А. Люстерник и Л. Г. Шнирельман, 
профессоры В. Ф. Каган, С. А. Ян- 
ковская и другие). 

В первом (отборочном) туре Мо- 
сковской олимпиады участвовали 314 
школьников, а во втором (заключи- 
тельном) туре — 120 школьников. 

Вплоть до Великой `Отечествен- 
ной войны математические олимпиа- 
ды в Москве проводились ежегодно 
и очень скоро завоевали всеобщее 
признание. Во время войны москов- 
ские математики провели олимпиады 
в Ашхабаде и Казани. После Оте- 
чественной войны проведение матема- 
тических олимпиад стало традицией 
во многих городах Советского Союза. 
Организовывались эти олимпиады со- 
вместными усилиями местных орга- 
нов народного образования, универ- 
ситетов и педагогических институтов. 


Общее количество проводимых 
в нашей стране математических олим- 
пиад очень велико. Олимпиады про- 
водятся во многих городах страны. 
Зачастую в одном городе в течение 
одного учебного года разными учеб- 
ными заведениями проводится не- 
сколько олимпиад. Количество олим- 
пиад, проводимых в Москве, нелегко 
подсчитать: олимпиады проводят Мос- 
ковский государственный университет, 
Московский физико-технический инс- 
титут, Московский автодорожный инс- 
титут, Московский институт сталн м 
сплавов, Московский экономико-ста- 
тнстический институт и многие дру- 
гие вузы. 

Вслед за математиками свои олим- 
пиады стали проводить’ физики, хи- 
мики, астрономы, географы, биологи, 
а затем и лингвисты. 

В 1960 году оргкомитет ХХ 111 Мо- 
сковской математической олимпиады 
совместно с Министерством просвеще- 
ния РСФСР провелн математическую 
олимпнаду в более широком мадита- 
бе. В ней приняли участие команды 
13 областей РСФСР и 9 союзных ре- 
спублик. Эти олимпиады получили 
название Всероссийских математиче- 
ских олимпиад. 

Этот опыт показался весьма ус- 
пешным, и с 1961 года стали регу- 
лярно проводиться Всероссийские ма- 
тематические олимпиады. Они прово- 
дятся в четыре тура: школьная, рай- 
онная, областная и заключительная. 

Первые олимпиады по физике бы- 
ли проведены Московским универси- 
тетом еще в 1938 году. С тех пор эти 
олимпиады стали традицией для мо- 
сковских школьников. 

В дальнейшем такие олимпиады 
начали. проводить Московский физни- 
ко-технический институт (МФТИ) в 
другие вузы Москвы. Почин москви- 
чей подхватили в других городах 
страны. 


В феврале 1962 года состоялась 
первая общесоюзная физико-математн- 
ческая олимпиада школьников, про- 
водимая по инициативе МФТИ. В ней 
приняли участие свыше 6500 школь- 
ников из 58 городов Советского Со- 


Вар:ИКуапытссте.ги 


юза. Она проводилась в один тур во 
время зимних каникул. 

Интересна форма проведения олим- 
пиады. Студенты и аспиранты инсти- 
тута проводили ее |= время зим- 
них каникул в своих родных го- 
родах. А затем решения задач прн- 
везли в Москву, где их проверялн. 
Всю работу по организации олимпиа- 
ды возглавил комитет ВЛКСМ. 

По итогам олимпиады более 400 
школьников получили премии и по- 
хвальные отзывы. В 1963 году МФТИ 
н физический факультет МГУ сов- 
местно проводили вторую физико- 
математическую олимпиаду. В ней 
приняли участие школьники Евро- 
пейской части СОСР и Закавказья. 
Первый тур этой олимпнады был 
заочный, а второй — очный. 


С 1962 года Сибирское отделение 
АН СССР начало проводить Всеси- 
бирские физико-математические олим- 
пнады. 


Начиная с 1964 года физические 
и математические олимпиады прово- 
дились совместно под руководством 
Министерства просвещения РСФСР. 
Зти олимпиады получили название 
Всероссийских физико-ма- 
тематических олимпиад». 

С 1967 года проводятся уже Все- 
ссюзные физико-математические и 
химические слимпиады (Всесоюз- 
ные олимпнады) 


Всесоюзные олимпиады шкельни- 
ков проводятся Министерством просее- 
щения СССР совместно с Мнинистерст- 
вом высшего и среднего снециального 
образования СССР, ЦК ВЛКСМ, 
АН СССР, — Всесоюзным обществом 
«Знание», ВЦСПС и научно-техниче- 
скими обществами. Для непосрелд- 
ственного руководства Всесоюзной 
олимпиадой был создан Центральный 
оргкомитет Всесоюзной слимпиалы 
школьников, председателем которого 
является академик И. К. Кикоин. 
Оргкомитет избирает центральное жю- 
ри олимпиады по предметам. 


*) В 1965 году к Всероссийской физн- 
ко-математической олимпиаде присоединн- 
лись химики. 
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Всесоюзные — физико-математиче- 
ские олимпиады проводятся в четыре 
тура: школьные олимпнады, район- 
ные олимпиады, республиканские (или 
областные) олимпиады ин, наконец, 
заключительный тур. 

Четыре победителя из 8—10 клас. 
сов от каждой области, края, авто- 
номных и союзных республик и лау- 
реагы первой и второй премин про- 
шлогоднего заключительного тура 
Всесоюзной олимпиады приглашаются 
ина заключительный тур очередной 
Всесоюзной олимпиады. 

Заключительный тур Всесоюзной 
олимпиады проходит в апреле раз- 
дельно (в разных городах) для мате- 
матиков и физиков. 

Победнтели олимпиад отмечаются 
специальными премиями ин похваль- 
ными грамотами. Из числа победи- 
телей Всесоюзной физико-математи- 
ческой олимпиады — формируется 
команда СССР — участник Междуна- 
родной олимипнады школьников по 
математике и физикс. 

По решению Министерства высие- 
го и среднего специального образо- 
вания СССР участники Междупарод- 
ных олимпиад по математике и физике 
принимаются в соответствующие выс- 
шие учебные заведения без экзаменов. 

Начиная с 1У\У Всероссийской ма- 
тематической олимпиалы (1663г.), вы- 
пускаются специальные значки, кото- 
рые вручаются всем участникам олим- 
пнады. 





1У Всероссийская математическая олим- 
сзада {Москва, 1963 г.) 

\ Всероссниская физико-математическая 
олиминада (Москва, 1964 №. 

\1 Всероссийская олимпиада по мате- 
магике, физнке ин химни (Москва, 1965 г.) 

УП Бсероссийская олимниада по матс- 
матике, физике и химин (Воронеж, Москва, 
19606 г.) 

| Всесоюзная олиминада (Ленинград, 
Ереван, 1968г); ИГ Всесоюзная олиминада 
(Киев, Алма-Ата, 1969 г.); ГУ Всесоюзная 
олиминада(Симферополь, Свердловск, 1970т.); 
\" Всесоюзная олиминиада (Рига. Новоси- 
бирск. 197Е г.); УТ Всесоюзная олимпиада 
(Челябинск. Тбилиси, 1972 г.) УП Все 
ссюзная олимпиада (Кишинев, Ленинград, 
1973 г.}, 
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Математическая 
олимпиада 


„7. М. Пашкова 





С И! по 17 апреля 1973 года в Киши- 
неве проходил заключительный этап 
УП Всесоюзной математической олим- 
пнады школьников. Седьмые всесоюз- 
ные соревнования в «уме и знаниях» 
взяли старт в декабре 1972 года на 
школьных олимпиадах. В марте про- 
ходили олимпиады по областям и 
республикам. В Кишинев прибыли 
победители областных и республи- 
канских олимпиад и 26 призеров У! 
Всесоюзной олимпиады (награжден- 
ные дипломами Ги П степени). 
Всего в заключительном туре 
олимпиады приняли участие 227 деся- 
тиклассников, 202 девятиклассника, 


159 восьмиклассников. 
|| апреля во Дворце профсоюзов 
состоялось открытие олимпиады.С при 


Школьныкн за работой (1 тур} 


ветственными словами к гостям обра- 
тились ведущие ученые Молдавии, 
представители партийных н совет- 
ских органов республики, победитель 
ХГУ Международной математической 
олимпиады, ученик школы № 19 г. Са- 
ратова Сергей Конягин, На открытии 
олимпиады было зачитано привет- 
ствие, посланное юным математикам 
академиком Андреем Николаевичем 
Колмогоровым: 

«Желаю участникам олимпиады 
успеха как на олимпиаде, таки в 
дальнейшей жизни. Тем же, кто на 
олимпиаде. успеха не возымеет, — 
не разочаровываться в математике. 
Если после проверки самого себя 
обнаружите, что она для вас увле- 
кательна, продолжайте ею занимать- 
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Члены жюри УИ математической олимпиады, 


ся и постарайтесь добиться возмож- 
ности выбрать ее уже всерьез своей 
специальностью». 

12 зпреля школьники сели за 
парты, чтобы в двухдневных соревно- 
ваниях последнего этапа определи- 
лись сильнейшие. В первый день 
восьмиклассникам и десятикласснн- 
кам было предложено ло три задачи, 
а девятиклассникам — четыре, ‚а 
14 апреля всем было предложено еще 
по три задачи. На решение задач 
каждый день отводилось по 4 часа. 

Жюри под председательством вйце- 
президента АН Молдавской ССР ака- 
демика В. А. Андрунакиевича не 
только тщательно проверило работы, 
но и провело вместе с учащимися 
разбор решений задач и типичных 
ошибок. 

В дни олимпиады участники не 
только соревновались в «уме и зна- 
ниях», но и слушали лекции ведущих 
ученых страны. Увлекательно прош- 
ли встречи юных математиков с уче- 
ными Академин Наук Молдавской ССР 
и преподавателями университета. С 
большим интересом встретили участ- 
ники олимпиады представителей ре- 
дакции журнала «Квант»: большин- 
ство «олимпийцев» являются актив- 
ными читателями этого журнала. 
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В свободное время участники олим- 
пнады встречались со школьниками 
Кишинева. Школьники Тирасполя, 
Бендер, сел Дубоссарского и Котов- 
ского районов тепло встречали по- 
сланцев областей и республик и со- 
провождали их в экскурсиях по ‘ме- 
стам боевой славы, на родину леген- 
дарного Г. И. Котовского, по Пуш- 
кинским местам. 

Олимпиада прошла очень четко 
и принесла большую пользу ее ‘участ- 
никам благодаря хорошей работе орг- 
комитета и жюри олимпиады, помощи 
ученых Молдавии и партийных и со- 
ветских органов. 

Закрытие олимпиады состоялось 
16 апреля, где победителям вручили 
дипломы и специальные призы, учреж- 
денные различными организациями 
Молдавии и редакцией журнала 
«Кванта. Юные математики и члены 
жюри направили А.Н. Колмогорову 
приветствие и поздравления с его 
славным юбилеем. 

Итоги олимпиады: 

Успешно закончили 
348 участников. 


олимпиаду 


Дипломы 1 степени 
получили следующие 
олимпиады: 


участники 


Ребята во время работы (К тур). 


по 8 классам — Блох Алек- 
сандр (г. Харьков, с. ш. № 27), Де- 
рябина Галина (г. Каменск, Ростов- 


ской-на-Дону обл., с. ш. № 9), Оси-` 


пов Андрей (г. Москва, с. ш. № 91), 
Перевалов Виктор (г. Комсомольск- 
на-Амуре, с. ш. № 51), Полонский 
Петр (г. Москва, с. ш. №7), Ро- 
зениитейн Борис (г. Каменецк-По- 
дольск, Хмельницкой обл., с. ш. 
№ 8): 

по 9 классам Гусаров Ми- 
хана (г. Ленинград, с. ш. № 30), 
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Перцель Владимир (ФМЩШ при МГУ); 

по 10 классам — Биудаев 
Виктор (г. Смоленск, с. ш. №7), 
Гольцман Наум (г. Москва, с. ш. 
№ 178), Егоров Георгий (г. Москва, 
с. ш. № 2). 


Дипломы И степенн 
получили следующие 
олимпиады: 

по 8 классам — Августино- 
вич Сергей (г. Красноярск, с. ш. №95}, 
Ахметзянов Андрей (г. Новосибирск, 


участники 





Жюрн по 10 классам. На переднем плане (слева направо}: члены жюри И. Петраков. 
Л. Вассерштейн, М. Смолянский, В. Гутенмахер, В. Скворцов, Н. Васильев. 
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с. ш. № 110), Гивенталь Александр 
Г. Москва, с. ш. № 2), Домбровский 
Александр (г. Кривой Рог Днепрс- 
петровской обл., с. ш. № 6), Кац 
Михаил (г. Кишинев, с. ш. № 37), 
Корпюшким Александр (г. Рига, с. ш. 
№ 26), Музыкантов Алексей (г. Но- 
восибирск, с. ш. № 130), Продниек 
Валдис (Латвийская ССР, Огрский 
р-он, Лиелвардская с. ш.), Смуров 
Михаил (г. Елабуга Татарской АССР, 
с. ш. № 2); 

по 9 классам Аначьевекий 
Игорь (ФМШ при ПГУ), Баум Миха- 
ил (ФМШ при МГУ), Данилов Лео- 
нид (ФМШ при МГУ), Дибицкей Вла- 
димир (г. Ленинград, с. ш. № 239), 
Кряучюкас Валентин (Литовская 
ССР, Купишский р-н, Щелета), Гюка- 
вкин Дмитрий (г. Иркутск, с. ш. 
№ 1): 


по 1! классам — Андреев 
Александр (г. Пенза, с. ш. № 53), 
Вайнтроб Аркадий (ФМШ при МГУ), 
Грозман Павел (ФМШ при МГУ), 
Кашкевич Сергей (г. Молодечно, с. ш. 
№ 3), Конягин Сергей (г. Саратов, 
с. ш. № 19), Лещинер Дмитрий 
(г. Москва, с. ш. № 57), Лифшиц Ми- 
хаил (г. Ленинград, с. ш. № 30), 
Любезник Геннодий (г. Киев, с. и. 
№ 181), Рогинский Леонид (ФМШ при 
ЛГУ). Скрябин Сергей (г. Свердловск. 
с. ш. № 69), Тихонов Олег (г. Казань, 
с. ш. № 126), Хихро Евгений (г. Ново- 
сибирск, с. п. № 165), Царанов Сер- 
гей (г. Кишинев, с. ш. № 37), Юрша 
Константин (ФМШ при ЛГУ) 


Дипломы Ш степени 
получили следующие участники олим- 
пиады: 

по 8 классам. — Белоглазов 
Сергей (Пермская обл., Кишертский 
р-н, с. ш. № 1), Гейзель Владимир 
(г. Новороссийск, с. ш. № 40), Ген- 
кин /Теонид (г. Горький, с. ш. № 40}, 
Кирпичевский Сергей (г. Запорожье, 
с. ш. № 28), Митин Сергей (г. Ко- 
строма, с. ш. № 32), Мишин Нико- 
лай (г. Ульяновск, с. ш. № 31), 
Охитин Сергей (г. Оренбург, с. №. 
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„Лауреат премни «Кванта» М. И. Жгенти. 


№ 30), Попова Ирина (г. Астрахань, 
с. ш. № 15), Шлячков Сергей (г. Ка- 
менск-Уральск Свердловской обл., с. 
ш. № 9}; 


по 9 классам — Асколдави- 
чюс Вилюс (г. Вильнюс, с. ш. № 1), 
Браилов Андрей (г. Москва, с. ш. 
№ 2), Корнилов Петр (ФМШ при 
МГУ), Лебедев Геннадий (г. Бобруйск, 
с. ш. № 3), Мерков Александр (г. Мо- 
сква, с. ш. № 91), Муранов Юрий 
(Курская обл., Касторенский р-н, 
ст. Лачиново), Сивицкий Игорь (ФМШ 

у Е 


Фин ВХ 


Зам. главного редактора журнала «Квант» 
М. Л. Смолянский вручает премию журна- 
ла победителю олимпиады по 8 классам 
А. Блоху. 


НЕр:ИКуапытесте.ги 





Школьники 8. 9. 10 классов, позучившие дипломы 1 степени (слева направо} 


В. Перевалов 


Б. Розенштейн, М. Гусаров, В. Будаев, А. Блох, Г. Дерябина, В. Перцель. А. Осилов. Г. Его- 


рав, П. Полонский. Н. Гольцмаи 


при ЛГУ), Скляр Григорий (г. Харь- 
ков, с.ш. № 27), Самюродницкий Ген- 
надий (г. Нежии Черниговской обл., 
с. ш. № 3), Ткаченко Виктор (ФМШ 
при КГУ), Чернов Николай (г. Крни- 
вой Рог, с. ш. № 95), Чупрым Сереей 
(г. Пенза, с. ш. №24), Щербина Ни- 
колай (г. Диепропетровск, с. Ш. 
№ 80): 

но 10 классам — Асланов 
Александр (г. Львов, с. ш. № 5), 


Байбородов Сгреей (г. Ташкент, с. ш. 
№ 145), Бинииток Зинаида {г. Крас- 
ноярск, с. ш. № 47), Бринкевич Дмит- 
рий (г. Новогрудок, с. ш. № 2), 
Гомилко Александр (г. Хмельниц- 
кий, с. ш. № 6), Данилов Геннадий 
(г. Магадан, с. ш. № 7), Дульгер Марк 
(г. Волгоград, с. ш. № 35), Забежаи- 
ло Михаил (г. Ростов-на-Дону, с. ш. 
№ 5), Захаров Сергей (ФМШ при 
МГУ), Калантарян Сергей (г. Сте- 





Жюри по 8 классам. На переднем плане (слева нанраво): члены жюри Л. Макар-Лиманов. 


М. Гервер, Ю. Лысов. Н. Константниой 
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панокерт, с. ш. № 3), Калугин Ано- 
толий (ФМШ при МГУ), Кауль Мн- 
хаил (г. Фрунзе, с. ш. № 61), Киб- 
кало Александр (г. Арзамас, с. ш. 
№ 3), Колосов Виктор (г. Киев, с. ш. 
№ 173), Королев Владимир (г. Воро- 
неж, с. ш. № 58), Крицитейн Семен 
(г. Калуга, с. п. № 9), Кузьменко 
Виктор (г. Чернигов, с. ш. № 8), 
Макеев Владимир (ФМШ при ЛГУ), 
Маргулис Наум (г. Сороки Молдав- 
ской ССР, с. ш. № 2), Николин 
Владимир (Г. Львов, с. Ш. 
№ 14), Орлов Леоннд (г. Бобруйск, 
с. ш. № 3), Пониманский Владимир 
(г. Ровно, с. ш. № 5), Питман Ар- 
кадий (г. Одесса, с. ш. № 116), 
Саркисян Оганес (г. Ереван, с. ш. 
№ 1), Стецко Юрий (г. Черновцы, 
с. ш. № 5), Талалай Александр (г. Мо- 
сква, с. ш. № 91), Гюлягим Алек- 
сандр (г. Кировоград, с. ш. № 34}, 
Уголков Дмитрий (г. Рязань, с. ш. 
№ 14), Цицуашвили Автандил (г. Тби- 
лиси, ФМШ), Чеховая Елена (г. Киев, 
с. ш. № 38), Шерстюк Александр 
(г. Николаев, с. ш. № 2), Элимелах 
Семен (г. Брянск, с. ш, № 5}, Эстер- 
кин Александр (г. Ленинград, с. ш. 
№ 30). 

Кроме того, похвальные отзывы 
{ степени получил 101 участник, 
похвальные отзывы П степени полу- 
чили 152 участника. 

Призами журнала «Квант» были 
награждены учённк 8 класса с. ш. 
№ 27 г. Харькова Блох Александр 
(за абсолютно наилучшие результа- 
ты по 8-м классам) и преподаватель 
математики с. ш. №7 г. Батуми 
Жегенти Медея Илларионовна (годовая 
подписка на журнал «Квант» на 1974 
год)—за проделанную ею работу по ор- 
ганизации команды Аджарской АССР, 
впервые принявшей участие во Все- 
союзной олимпиаде. 


Кроме того, за лучшее решение за- 
дач 1-го и 2-го дней премии журнала 
«Квант» (годовая подписка на журнал 
на 1974 год) получили 


по 8 классам — Блох Алек- 
сандр (г. Харьков, с. ш. № 27), 
Дерябина Голина (г. Каменск Ростов- 
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ской-на-Дону обл., с. ш. № 9), Кор- 
нюшкин Александр (г. Рига, с. ш. 
№ 26), Осипов Андрей (г. Москва, 
с. ш. № 91), Перевалов Виктор (г. 
Комсомольск-на-Амуре, с. ш. № 51}: 

по 9 классам — Баум Ми- 
хаил (ФМШ при МГУ), Гусаров Ми- 
хаил (г. Ленинград, с. м. № 30), 
Перцель Владимир (ФМШ при МГУ). 

Призы ЦК ЛКСМ Молдавии, Ки. 
шиневского полнтехнического  инс- 
титута им. С. Лазо, Института мате- 
матики АН МССР, Кишиневского го- 
сударственного университета, Рес- 
публиканского общества «Знание» и 
многих других организаций Молдавии 
получили: ДГомилко Александр (г. 
Хмельницкий, с. ш. № 6), — за са- 
мое оригинальное решение олимпий- 
ской задачн, Чеховая Елена (г. Киев, 
с. ш. № 38) — она в третий раз по- 
лучает приз на Всесоюзной олимпиаде, 
Перевалов Виктор (г. Комсомольск-на- 
Амуре, с. ш. № 51) — юный мате- 
матик с Дальнего Востока, Белогла- 
зов Сергей — самый молодой участ- 
ник из сельской школы, успешно вы- 
ступивший на олимпиаде, Спиден- 
ковская Наталья (Мордовская АССР, 
дер. Андреевка} — участница олим- 
пиады из сельской местности, пока- 
завшая хорошие результаты на олим- 
пнаде, Маргулис Наум (Молдав- 
ская ССР, г. Сороки) — призер фн- 
зических и математических олимпи- 
ад, Продниек Валдис (Латвийская 
ССР, Огрский р-н, Лиервардская с. 
ш.} — победитель олимпиады из сель- 
ской местности, и другие. 





Задачи 
по математике 


Я. Г. Пиманов 





В этой статье приводятся Тексты всех за- 
дач, предлагавшихся на олимпнаде. Почти 
все онн уже опубликоваиы в «Кванте» 
{№№ 7, 8, 1973) и их решения появятся в 
соответствующих номерах журнала. Здесь 
же разобраны пять задач, не вошедших в 
«Задачник «Кванта». 


8 класс 


Первый день 


1. На суде в качестве вещественного до- 
казательства предъявлено 14 монет. Эксперт 
обнаружнл, что монеты с |-й по 7-ю — фаль- 

‚ивые, а с 8-й по 14-ю — настоящие. Суд 
же знает только то, что фальшивые монеты 
весят одинаково, настоящие моисты весят 
одинаково и что фальшивые монеты легче 
настоящих. В распоряжении эксперта — 
чашечные весы без гирь. 


а} Эксперт хочет доказать суду, что мо- 
неты с 1-й по 7-ю — фальшивые. Как он мо- 
жет это сделать, используя только три вэве- 
шивания? 

6} Покажите, что с помощью трех взве- 
шниваний он может доказать даже больше; 
что монеты с 1-й по 7-ю — фальшивые, ас 
8-й по 14-ю — настоящие. 

2. Докажите, что девятизначное число, 
в записи которого участвуют все цифры, кро- 
ме нуля, и которое оканчивается цифрой 5, 
нс может быть полным квадратом целого 
числа. 

3. Дано п точек, п > 4. Докажите, что 
можно соединить их стрелками так, чтобы 
из каждой точки в каждую можно было по- 
пасть, пройдя лнбо по одной стрелке либо 
по двум (каждые две точки можио соеди- 
нить стрелкой только в одном направлении; 
ИДТИ ПО стрелке можно только в указаином 
ка ней направлении). 


Второй день 


4. На сторонах остроугольного  треу- 
гольника АВС во виешнюю сторону’ постро- 
ены три подобных между собой остроуголь- 
ных треугольника АСВ, ВА,С, СВ.А (прн 
этом < АВС=< АВС, = < А, ВС, 
< ВСА, = < В.СА, < САВ, = < С.АВ) 
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а} Докажите, что окружности, описан- 
ные вокруг треугольников АС,В, ВА.С 
и СВ.А, пересекаются в одной точке. 

6) Докажите, что в той же точке пере- 
секаются прямые АД;. ВВ. и СС,. 

5. № человек не знакомы между собой, 
Нужно так познакомить друг с другом ие- 
которых из них, чтобы нн у каких трех лю- 
дей не оказалось одинакового числа знако- 
мых. Докажите, что это можно сделать при 
любом А'. 

6. Король обошел шахматиую доску 
8 Х 8, побывав иа каждом поле ровис один 
раз и вернувшись последним ходом на исход- 
ное поле (король ходнт по обычным прави- 
лам}. Когда нарисовали его путь, соединив 
отрезками центры полей, которые он после- 
довательно проходил, то получилась замкну- 
тая ломаная без самопересечений. 

а) Приведите пример, показывающий, 
что король мог сделать ровно 28 ходов га 
горизонталям и вертикалям. 

6) Докажите, что он не мог сделать мс- 
ньше, чем 28 такнх ходов. 


9 класс 
Первый день 


1. На суде в качестве вещественного до- 
казательства предъявлено 14 монет. Эксперт 
обнаружил, что семь из ннх — фальшивые, 
остальные — настоящие, причем узнал, ка- 
кие именно фальшивые, а какие — настоя- 
цие. Суд же знает только, что фальшивые 
монеты весят одинаково, настоящие монс- 
ты весят одинаково н фальшивые легче 
настоящих. Эксперт хочет тремя взвешива- 
ииями на чашечных весах без гирь доказать 
Суду, что все обнаруженные им фальшивые 
моиеты действительно являются фалышивы- 
ми. а остальные — настоящими. Сможет лн 
он это сделать? 

2. Дан угол с вершиной О и окружность, 
касающаяся его сторон в точках А и В. 
Из точки А параллельно ОВ проведен луч, 
иересекающий окружность в точке С. От- 
резок ОС пересекает окружность в точке Ё, 
а прямые АД и ОВ пересекаются в точке К. 
Доказать, что ОК = АВ. 

3. Действительные числа а, 8, с тако- 
вы, что для всех чисел х, удовлетворяющих 
условню —1!= х= |, выполнено неравен- 
ство 

ах? -- ох с} = 1. 


Доказать, что при этих значениях х выпол- 
нено также неравенство 


[сх -- вх га] = 2. 


4. Тениисная федерация присвоила всем 
входящим в нее теннисистам квалификацион- 
ные номера: снльнейшему — первый номер, 
следующему по силе — второй и т.д. Из- 
вестио, что во встречах теннисистов, квали- 
фнкационные номера которых различаются 
более чем на 2, всегда побеждает спортсмен 
с меньшим номером. Турнир, в котором участ- 
вуют 1024 сильмейших теннисиста, прово- 
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Антся по олимпийской системе: участники 
очередного тура разбиваются по жребию 
на пары и в следующий тур выходит побе- 
дитель в каждой паре, так что число участ- 
инков после каждого тура уменьшастся вдвое. 
Таким образом, лосле десятого тура будет 
выявлен победитель. Какой паиболыьший 
номер может он иметь? 


Второй день 


5. Дан треугольник с площадью | и 
сторонами а, 6, с. Известно, что а >> В > с. 
Доказать, что Вт 2. 

‚ 6. Дан выпуклый п-угольник < попар- 
Ио непараллельными сторонами и точка ВнНУТ- 
рн него. Доказать, что через эту точку нель- 
зя провести больше п прямых, каждая из 
которых делит площадь п-угольника попо- 
лам. 

7. Король сбошел шахматную доску 
8 Х 8, побывав на каждом поле ровно один 
раз и нериувшись последним ходом иа ис- 
ходное иоле. {Король ходит по обычным пра- 
внлам: за один хол ои может перейти но то- 
ризонтали, вертикали наи диагонали на лю- 
бое соссдиее поле.) Когда нарисовали его 
путь, последовательно соединив центры 1:0- 
лей, которые он проходил, получилась зам- 
квутая ломаная без самопересечений. Ка- 
кую наименьшую и наибольшую длину может 
она нметь? 


10 класс 


Первый день 
1. Квадратный трехчлен 


{ (<) -= ах вх с 
таков, что уравнение 
Г = х 


не имеет водеоственпых корней. Доказать, 
что уравнение 
АЦ (а) = х 


тахже не имест вещественных корней. 

2. Дан угол с вершиной О н окружиссть, 
касающаяся его сторон в точках А и В. Из 
точки А параллельно ОВ проведен луч, пе- 
ресекакяций окружность в точке С. Отрезок 
ОС пересекает окружность в точке Е. а 
прямые АЛ и ОВ иересекаются в тсчке К. 
Доказать, что ОК =- КВ. 

3. На бесконечном клетчатом лнсте бс- 
лой бумаги п клеток закрашено в черный 
цвет. В моменты времени (= № 2, 
происходит однорременнисе герекрашивание 
всех клеток листа по следующему правилу: 
каждая клетка А приобретает тот нвет, ко- 
торый. имело в предыдущий момент боль- 
шинство из трех клеток: самой клетки А 
и ее соседей справа и сверху (если две или 
три из этих клеток были белыми, То Ё ста- 
новится белой, если две нли три из иих были 
черными, — то черной). 

а) Доказать, что через конечисе время 
на листе не останстся чериых клеток. 

6) Доказать, что черные клетки исчез- 
нут не ‘позже, чем в момент времени {= л. 


43 


Вар:ИКуапытссте.ги 


Второй день 


4. Доказать, что если х:. Х., хз, Ху, 
хз — положительные числа, то (х.-Р х. = 
-- хз ха жь)* 24 (ха, Х2Хз -РХзха ен 
-Н хам -- хх. ы 

5. В пространстве заданы 4 точки, ис 
лежащие в одной плоскости. Сколько су- 
ществует различных параллелеинпедов, для 
которых эти точки служат вершинами? 

6. Король обошел шахматную’ доску 
ЗХ 8, побывав на каждом поле ровно один 
раз и вернуяшись последним ходом на исход- 
ное поле. (Король ходит по обычным ира- 
вилам: 38 один ход он может перейти по го- 
ризонтали, вертикали или днагонали на лю- 
бое соседиее поле.) Когда нарисовали его 
путь, последовательно ссединив нентры по- 
лей, которые он проходил, получилась зам- 
кнутая ломаная без самопересечений. Ка- 
кую нанменьышую н какую наибольшую дли: 


ну может она иметь? {Сторона клетки рав- 
на 7.) 


Решения некоторых задач 


8 класс, задача 2. Предполо- 
жим, что такое число найти удалось. Обоз- 
начим его через л, а через м — то число. 
квадратом которого ойо является. Последняя 
инфра числа п равиа 5, поэтому последняя 
инфра числа т — тоже 5, и его можно пред- 
ставить так: т == 10, -|- 5. Значит, п= 
(10 т, 1: 5)2 = 100 (т? ть) -- 25. Сле- 
довательно, вторая справа цифра числа п — 
эта 2, а третья совпадает с последней цифрой 
числа ту -- т,. Эта цифра определястся 
последней цифрой числа ть: если нослед- 
няя инфра т, — 2 пли 7, то получится 6, 
во всех остальных случаях получится 0 иди 2. 
Поскольку третья цифра числа п ие может 
быть ни нулем (ло условию}, ви двойкой (она 
уже использована), то она равна шести, а 
вторая цифра числа т — 2 или 7. Но тогда 
2 делится на 25, а я ная 25" == 625. Но 
тогда и п — 625 -= 1000. л, тоже делится 
на 625. Отсюда п, делится на 5 и последняя 
цифра числа п., являющаяся четвертой циф- 
рой числа п, — нуль, либо нять. Но и тои 
другое иротиворечит условию задачи. Сле- 
довательно, отыскать квадрат © указанными 
в задаче свойствами невозможно. 


8 класс, задача 4. Рассмотрим 
точку О перссечения окружиостей $, и $2 
{см. пие. 1, на нем равные углы отмечены 
одннаковымн дужками). По условию ме 
треугольники — остроугольные; — используя 
это, легко доказать, что точка О’ лежит виут- 
ри А АВС. Вы легко сиравитесь с этим са- 
мостоятельно. (Отметим, что жюйн ис снижа- 
ло оценки тем участникам, которые это ие 
доказывали.) Вычислим <” ВОЛ: 


<; ВОА = 3607 — 2 АОС — У ВОС 
Далее, 7 АОС = 180`— < АВ,С, <. ВОС -- 
= 180° —- < ВА,С. Значит, < ВОА 

=: < АВ.С-- < ВА,С. Следовательно, 





Рис. {. 


< ВОА + 4 ВСА = < АВС < ВАС 
— < ВС,А = 180°. Поэтому точка О лежит 
на окружности, описанной вокруг А АВС,. 
Утверждение пункта (а) задачи доказано. 

Докажем теперь, что < А,ОА = 1807. 
Действительно, <; А.ОА = < А,оС- 
= 180°. Поэтому прямая АД, проходит через 
точку 0. Следовательно, и прямые ВВ, и 
СС, тоже проходят через эту точку. Утверж- 
дение пункта (6) задачи тоже доказано. 

9 класс, задача 3. Из условия 
задачи следуют такие неравенства: 1= 
зе 1 а Розы —1<а- 
— В с= 1. Из двух последних неравенств 
следует, что —1=афРс= Ти что —1= 
= 5 = 1. Будем считать, что а > 0. Действи- 
тельно, если а < 0, то заменим а, 8 ис ина 
—а, —В и —с соответственно; условиям за- 
дачи новые значения также удовлетворяют, 
а новое а (равное —а) будет положительным. 

Рассмотрим теперь несколько случаев. 

1. с> 0. Тогда | сх? + вх а с- 
|8 -Ра при |х|<1. Но е-+|61+ 
-а= 1 (так как | В | — это или 5, нли— 5), 
и уж 





подавно | сх? -- Вх | а|<2 при 
[1х [= 1. 

2.с < 0. Тогда а с= сх? фаза, 
Отсюдё а с — 16| < сх? + а-+ &х=а- 
++ |6]. Но 1 а с— ||, аа- |6 |= 
=! — с= 2. Таким образом, всегда вы- 
полняется неравенство |сх? -- Ьх | а | = 2. 
Заодно мы видим, что если при некотором хо 


выполкястся равенство | схё -- 6ж + а| = 2, 
то се м щ Раы и х=0 


(напомним, что у нас а>> 0), отсюда а= 2 
и = 0 (так кака + с= 1). 
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Иначе эту задачу можно решить, ис- 
пользуя свойства квадратного трехчлена. 
Нетрудно доказать, что для х, удовлетворя- 
ющих неравенству |х|>>1, выполняются 
неравенства 

Е — 2х2 < ах + хе 2 —Ф |. 
Мы не будем проводить этого доказательства. 
Провести его самостоятельно вам помогут 
рисунки 2 и 3. 


9 класс, задача 4. Пусть турнир 
уже проведен. Скажем, что двух тенннсистов 
Су И Ск (С: н ск — это их номера) соединяет 
цепочка, если можно указать таких тенни- 
СИСТОВ Со, сз... САфьь ЧТо с: выиграл у с., 
со вынграл У сз, С3У С, о, ба У ба. Пред- 
положим, что номер победителя — п. Его 
соединяют цепочки с каждым нз теннисис- 
тов, в том числе с первым. Эта цепочка име- 
ет не больше десяти звеньев (число туров), 
поэтому л не может быть больше 21. Действи- 
тельно, игрок с номером Ё может проиг- 
рать игроку < номером не большим Ё-+ 2. 
Поэтому 21-й может оказаться победателем 
только в том случае, если в первом туре 
у игрока | выиграл игрок 3, во втором у 
игрока 3 выиграл игрок 5, ..-, В девятом 
туре у игрока 17 вынграл игрок 19 и, нако- 
нен, в десятом туре у 19-го выиграл 21-й. 
В каждом туре соответствующий игрок из 
указанной цепочкн имеет минимальный но- 
мер среди всех игроков этого тура: если бы 
в этот тур пробился игрок с меньшим номе- 
ром, то его не могла бы соединить с 21-м 
цепочка. Поэтому в первом туре 2-й проиг- 
рая 4-му, во втором 4-й — 6-му, в третьем 6-й 
8-му, .... а в девятом 18-й — 20-му. Поз- 
тому в девятый Тур, в финал, попадут 19-й 
и 20-й, а 21-й туда попасть не сумеет — ‘ведь 
в финал могут попасть только два участни- 
ка. Поэтому 21-й не может быть победителем. 
А 20-й может: для этого ему достаточно в 
финале выиграть у 19-го. 

Итак, каиболыций номер — это 20. Ра- 
зужеется, для этого жребий должен ему «по- 
мочь». (Как именно он должен помочь, вид- 
но из нашего режения.) 


9 класс, задача 5. Действитель 
но, очевидно, что 6с > 2$ = 2. Но 53 > в, 


следовательно, 622 и > 2. 
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Матбой 


И. Н. Берштейн 





Во время Всесоюзной олимпиады про- 
водился традиционный — математи- 
ческий бой*) между командами двух 
физико-математических интерна- 
тов — Ленинградского и Московско- 
го. В этом году от каждого интерната 
выступило по 11 человек; жюри пред- 
ложило 11 задач. 

После освежающего ночного бде- 
ния (задачи стали известны участни- 
кам накануне вечером) команды вы- 
звали друг друга на бой. Ему пред- 
ществовал конкурс капитанов (Моск- 
ва — Аркадий  Вайнтроб, Ленин- 
град — Виктор Козырев), победитель 
которого завоевывал своей команде 
право выбрать первый ход. Надо бы- 
ло ответить иа вопрос: сколько кор- 
ней имеет уравнение юх= (16). 

16 

Это не задача, а скорее загадка. Ка- 
питаны не знали ее условия заранее, 
и им достаточно было любым спосо- 
бом отгадать ответ. (Те, кто считает, 
что это очень просто, пусть засекут 
время и попробуют самн. Учтите, что 
если вы называете неверный ответ, 
то победа автоматически присуждает- 
ся противнику. С другой стороны, не 
торопясь ждать, пока неверный от- 
вет назовет противник — тоже не са- 
мая разумная тактика). 

После этого начался бой. Сначала 
москвичи вызвали ленннградцев на 
решение следующей задачи. 


Е 





*) Матбой — это игра, похожая отчасти 
на КВН, отчасти на психологический пое- 
динок, отчасти на математическую олнмпиа- 
ду. Ее правила напечатаны в «Кванте? № 10 
за 1972 год. 
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В дальнейшем перед каждой задачей 
будет стоять (М), еслн вызывали москвичи, 
н (Л) — еслн ленниградцы. 


№ 1 (М). л точек соединены п — | 
отрезком так, что любые две точки 
связывает ровноодна цепочкаотрезков. 
На отрезках какнм-то образом рас- 
ставлены стрелки. Разрешается не- 
ограниченное число раз проделывать 
следующую операцию: если в какой- 
то точке нет входящих в нее стрелок, 
а все стрелки из нее выходят, то можно 
изменить направление всех этих 
стрелок на обратное. Например, 
<=—®— можно переделать в + @-<- 

Доказать, что такими операциямн 
можно изменить направление всех 
стрелок на любое наперед заданное. 
Оценить сверху и снизу минимальное 
число М таких операций, которого за- 
ведомо будет достаточно, чтобы при 
любом соединении л точек отрезка- 
ми изменить любое направление стре- 
лок на любое другое. 

Обе команды решили первую часть 
задачи, но не смогли дать точной 
оцеики числа М. 

№ 2 (Л). Существует ли миого- 
член от двух переменных Р(х, и), 
такой, что 


а) для всех х, у Р(х, 9) >0; 

6) для любого положительного чи- 
сла с существуют такие х, у, что 
Р(х, у<с. 

Одна из наиболее интересных за- 
дач матбоя. В начале поединка моск- 
вичи были уверены в существовании 
такого многочлена, а ленинградцы — 
в обратном. 


№ 3 (М). Имеется 128 гирь и ана- 
литические весы со стрелкой. При 
взвешивании разрешается класть рав- 
ное число гирь на каждую чашку ве- 
сов (и при этом стрелка укажет раз- 
ницу в весе гирь на двух чашках). 
Вес первой гири известен точно. За 
какое минимальное число взвешива- 
ний можно узнать суммарный вес 
гирь? 

Предлагая эту задачу, члены жю- 
рн не знали ее решения (это допуска- 
ется правилами). В результате мат- 
боя они его так и не узнали... 


№4 (Л). Дано И натуральных 
чисел. Доказать, что можно выписать 
несколько из них подряд так, что 
в образовавшемся числе каждая циф- 
ра встречается четное число раз. 

№ 5 (М). В окружность диаметра 
О вписан -угольник. В нем провели 
& —3 попарно непересекающиеся 
диагонали так, что он разбился на 
треугольники. В каждый из треуголь- 
ников вписали круг; их радиусы — 
Ю,, Ю....., В,_.. Доказать, что 
Ю, - И а Ю-.<р. 

Это довольно трудная и красивая 
задача. Тем не менее ее сделали обе 
команды. 

№ 6 (Л). Существуют ли 99 раз- 
личных нечетных натуральных чи- 


сел а}, @», ..., @ таких, что + 
1 


1 | 
а, е ГРУ ый 

Во время переписки в условии 
этой задачи было пропущено слово 
«нечетных», из-за чего решение ока- 
залось слишком простым. В том виде, 
в котором задача приведена здесь, 
участники не сумели решить ее до 
конца. 

№ 7 (М). Фирма «Рога и копыта» 
приобрела счетную машину, на кото- 
рой можно выполнять только одну опе- 


а 
рацию: —а*б = о Тем не менее 


О. Бендер научился выполнять на 


ней все четыре арифметических дей- 
ствия. Как? 


№ 8 (Л). Треугольник называется 
«хорошим», если все его углы не 
больше 120°. «Хороший» треугольник 
разбивается на несколько треуголь- 
ников. Доказать, что среди них есть 
хотя бы один «хороший». 

В этом месте у обеих команд од- 
новременно кончился запас решенных 
задач.  Неразобранными — остались 
следующие задачи. 

№ 9. Смотри задачу 1 первого 
дня 9-го класса со следующим из- 
менением: эксперт знает, что 6 мо- 
нет фальшивые, а остальные 8 — 
настоящие (и знает, какие именно 
фальшивые). 


ПИр:ЛКуапьтесте.ги 


№ 10. В квадратной таблице 100 
х 100 клетки диагонали закрашены 
синим цветом. Множество клеток та- 
блицы называется бингом, если оно 
не содержит сииих клеток и после 
некоторой перестановки строк и столб- 
цов превращается в прямоугольник. 
Какое минимальное число бингов (мо- 
жет быть, пересекающихся) нужно, 
чтобы покрыть 

а) всю доску, кроме диагонали, 

6) всю нижнюю половину доски 
под диагональю (и, если нужно, часть 
верхней, но без диагонали). 

№ И. На рисунке приведена схе- 
ма улиц города Энска. Требуется 
пустить по городу несколько кольце- 
вых маршрутов автобуса так, чтобы 
по каждому участку пути проходил 
ровно один автобус (причем только 
в одном направлении). Сколькими 
способами это можно сделать? (На- 
правления маршрутов не учитыва- 
ются). 

У участников матбоя была, кроме 
того, возможность набирать допол- 
нительные очки, рассказывая свои 
соображения по поводу нерешенных 
или не до конца решенных задач. 
Ленинградцы почти разобрали зада- 
чу № 6 в правильной формулировке, 
а москвичи рассказали часть задачи 
про «бинги». 

В итоге победили москвичи, ра- 
зумно построившие свой бой не толь- 
ко с математической, но и с тактиче- 
ской точки зрения. Счет 28 : 22. 
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Т. С. Петрова, 
В. А. Тихомирова 


С 11 по 16 апреля в Ленинграде про- 
ходил заключительный тур УП Все- 
союзной олимпиады школьников по 
физике. Участниками этого тура были 
победители городских, районных, об- 
ластных и республиканских олимпиад. 
На Всесоюзную олимпиаду приехали 
представители всех 15 союзных рес- 
публик, 7 городов-героев (Бреста, 
Волгограда, Киева, Ленинграда, Моск- 
вы, Одессы, Севастополя), 8 специали- 
зированных школ-интернатов. 

Всего в заключительном туре при- 
няли участие 566 школьников: 126 
восьмиклассников, 174 девятиклас- 
сника и 266 десятиклассников. 

Торжественное открытие УТ Все- 
союзной физической олимпиады сос- 
тоялось 11 апреля в Доме офицеров 
им. С. М. Кирова. Открывший собра- 
ние заведующий Ленинградским го- 
родским отделом народного образо- 
вания Н. И. Кузин зачитал привет- 
ственную телеграмму министра иро- 
свещения СССР М. А. Прокофьева. 
Председатель Всесоюзного оргкоми- 
тета олимпиады академик И. К. Кни- 
коин обратился с приветствием к 
«лучшим физикам среди школьников 
н лучшим школьникам среди физи- 
ков». Председатель жюри УИ Все- 
союзной олимпиады по физике член- 
корреспондент АН СССР К. Я. Конд- 
ратьев в своем выступлении отметил 
исключительную роль, которую нг- 
рает физика в развитии науки и тех- 
никн в современном мире. 


Физическая олимпиада 


12 апреля — первый рабочий день 
заключительного этапа олимпиады, 
который, как и в прежние годы, 
состоял из двух туров: теоретиче- 
ского и экспериментального. Теоре- 
тический тур проходил в аудиториях 
нового здания физического факуль- 
тета Ленинградского  государствен- 
ного университета в Петергофе, под 
Ленинградом. Перед началом работы 
каждый участник получил листок с 
методическими указаниями, которые 
должны были еще раз напомнить, 
какими ссновными правилами надо 
руководствоваться, выполняя задание 
теоретического тура. Там, в част- 
ности, говорилось: «Ищите наиболее 
прямой путь от известных вам ос- 
новных законов физики к конкрет- 
ному результату для физического яв- 
ления, о котором идет речь в зада- 
че... Каждое существенное утвержде- 
ние должно быть обосновано... Избе- 
гайте излишне «наукообразного» изло- 
жения простых вещей — оно не за- 
менит физикн...». 

В теоретическом туре было пред- 
ложено по пять задач для каждого 
класса. На их решение восьмиклас- 
сникам отводилось четыре часа, а 
девятиклассникам и десятиклассни- 
кам — пять часов. 

Приводим условия этих задач *). 





*) Большинство задач олимпнады вошли 
в «Задачник «Кванта» (см. «Квант» №2 7, 8, 
1973). 


В скобках после каждой задачи ука- 
зано количество баллов, которое вы- 
ставляло жюри за правильное реше- 
ние. Эта «расценка» была установлена 
по результатам проверки работ участ- 
ников. 


8 класс 

1. Модели корабля толчком сообщили 
скорость зо = 10 м. При движении мо- 
дели на иее действует снла сопротивления, 
пропорциональная скорости: Е = — Ау. 
а) Найти путь, пройденный моделью за вре- 
мя, в течение которого ее скорость умень- 
шилась вдвое. 6) Найти путь, пройденный 
моделью до полной остановки. Считать & -= 
=0,5 кг/с. Масса модели т=0,5 кг. (6 баллов.) 

2. По деревянным сходням, образующим 
угол © с горизонтом, за веревку равномерно 
втаскивают ящик. Коэффициент трения ящи- 
ка о сходни и. Под каким углом к горизонту 
следует направить веревку, чтобы втаски- 
вать ящик с наименьшим уснлнем? а) равно- 
мерно, 6) с заданным ускорением а? {7 бал- 
лов.) 

3. На конце доски длины Ё н массы М 
находится короткий брусок массы т (рис. 1). 
Доска может скользить без трения по го- 
ризонтальной плоскости. Коэффициент тре- 
ния скольжения бруска по поверхности дос- 
кн равен д. Какую скорость и нужно толч- 
ком сообщить доске, чтобы она выскользну- 
ла из-под бруска? (5 баллов.) 





Рис. 2. 


4. Однородной тонкой шайбе, лежащей 
на горизонтальной шероховатой поверхно- 
сти, сообщают вращательное движенне с уг- 
ловой скоростью ® и поступательное со 
скоростью 5 (рис. 2). По какой траектории 
двнжется центр шайбы? В каком случае шай- 
ба пройдет больший. путь до остановки: прн 
00 = 0 или при 5 0 (% одинаково в 
обоих случаях)? (8 баллов.) 
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г. 
Рис. 3. 


5. Для того чтобы включнть лампу в 
сеть, напряжение которой больше напря- 
жения, на которое рассчитана лампа, можно 
воспользоваться одной из схем а) или 5) 
(рис. 3). У какой из этих схем коэффицнент 
полезного действия выше, если в каждом слу- 
чае лампа горит в нормальном режиме? (4 бал- 
ла.) 

9 класс 

1. Прибор для измерения проходимого 
на санях расстояния представляет собой ве- 
лосипедное колесо с длиной окружности в 
1 м со счетчиком оборотов, привязываемое 
сзади саней. При ремонте прибора к ободу 
колеса пришлось прикрепить дополнитель- 
ный груз малого размера, имеющий массу 
т = 30г. При какой скорости движения 
саней колесо начнет подпрыгивать? Масса 
колеса М = 450 г. (2 балла.) 

2. См. задачу 4 для 8 кл. (9 баллов.) 

3. В стакан налиты две несмешивающие- 
ся жидкости: четыреххлоеристый углерод 
СС: и вода. При нормальном атмосферисм 
давлении СС]. кипит при 76,7 °С, вода — 
при 100°С. При равномерном нагреванви 
стакана в водяной бане кипение на границе 
раздела жидкостей начинается прн температу- 
ре 65,5 °С. Определить, какая из жидкостей 
быстрее выкипает при таком «пограничном» 
кипенни и во сколько раз. 

Давление насыщающих паров воды при 
65,5 °С составляет 192 им рт. ст. (5 баллов). 

4. Заряженный металлический шар ра- 
днуса Ю разрезан на две части по плоскости, 
отстоящей на расстоянии # от центра (рис. 4). 
Найти силу, с которой отталкиваются эти 
части. Полный заряд шара 0. (9 баллов.) 

5. Диод включен в цепь, изображенную 
на рисунке 5, а. Идеализированная вольт- 
амперная характеристика диода приведена 
на рнсунке 5, 6. Конденсатор  предвари- 
тельно не заряжен. Ключ К замыкают. Ка- 
кое количество тепла выделится на сопро- 
тивленин Ю при зарядке конденсатора? Ем- 
кость конденсатора С, э. д. с. источника Е. 
Внутреннее сопротивление источника пре- 
небрежимо мало. (5 баллов.) 


10 класс 


1. На покоящуюся на гладкой горизои- 
тальной поверхности систему, состоящую из 
двух шариков массы т, соединенных пру- 
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Рис. 5. 


жиной, калетает слева шарнк массы М (рис. 6) 
Происходит лоборой абсолютно упругий 
удар. Найти приближенно отношение масс 


у= И, ПРИ котором удар произойдет 
еще раз. (7 баллов.) 

2. См. задачу 2 для 8 кл. (5 баллов.) 

3. См. задачу 3 для 9 кл. (5 баллов.) 

4. Электромотор постоянного тока с 
независныым возбуждением (< постоянным 
магнитом) поднимает груз со скоростью и, 
` при помощи нити, иаматывающейся на ось 
мотора. В отсутствие груза невесомая нить 
поднимается со скоростью 1. С какой ско- 
ростью будет опускаться тот же груз, если 
в цепи якоря произойдет замыкание, в ре- 
зультате которого обмотка якоря окажется 
замкиутой накоротко? Трением в подшип- 
никах пренебречь. (5 баллов.) 

5. На тороидальный сердечник из фер- 
рита < магинтной проницаемостью и = 2000 
намотаны две катушки: первичная, содер- 
жащая п: = 2000 витков, и вторичная с 
п. = 4000 витков. Когда на первичную ка- 
тушку было подано напряжение (/, = 109,08, 
на разомкнутой вторичной было &. = 199,08. 
Найти, какое напряжение будет на разомк- 
зутой вторичной катушке, если сердечник 
заменить на сердечннк такого же размера, 
но из феррита с и’ -= 20. Рассеяние маг- 
нитного потока и потерн в сердечннке не 
учитывать. (8 бЕллов.) 


13 и 14 апреля участники олим- 
пиады отдыхали. Многие из них при- 
ехали в Ленинград впервые, и им на- 
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долго запомнятся прекрасные му- 
зеи, дворцы города, его исторические 
и художественные памятники. 

А для жюри это были, пожалуй, 
самые «тяжелые» дни олимпиады — 
дни проверки работ. Результаты про- 
верки показали, что задача 4 (8 кл.} 
вызвала наибольшие трудности и у 
восьмиклассников, и у девятиклас- 
сников. В 8 классе ее целиком пра- 
вильно решили только два человека. 


- Наиболее легкой для восьмиклассни- 


ков оказалась задача 5. Приведем 
ее решение*). 

К. п. д. определяется как отнощение 
полезной мощности ко всей затраченной. 
Полезная мощнссть в обонх случаях одна и 
та же, так как ламлы в схемах а) и 6} (см. 
рис. 3) горят в нормальном режиме. А зат- 
раченные мощности разные. 

Пусть № — напряжение сети, а И — 
напряженне, на которое рассчитана лампа. 
На участке АВ напряжение в обоих случаях 


одинаково 
О АВ — Ц и — йе, 


а ток во втором случае больше чем в первом, 
так как ои складывается из тока лампы н 
тока, текущего по участку ВС. Следователь- 
но, на участке АВ во втором случае выделя- 
ется большая мощность. Кроме того, допод- 
нительная мощность выделяется еще ни на 
участке ВС. Таким образом, к. п. д. схемы 
а) больше, чем схемы 6). 


Девятиклассники лучше всего 
справились с задачей 1. Вот ее реше- 
ние 





*) Мы прнводим здесь решения тех за- 
дач, которые не вошли в «Задачиик «Кванта». ` 




















Рассмотрим движение груза в системе 
отсчета, связанной с колесом. На него дей- 
ствуют две снлы: сила тяжести тб и сила 
реакини со стороны обода колеса © (рис. 7). 
Сумма этих снл Ри направлена всегда по 
раднусу к центру колеса и сообщает грузу 
центростремительное ускорение 


у? 
ац —1 8-1 


где А — радиус колеса, а о — линейная ско- 
рость груза, равная скоростн поступатель- 
ного движения саней. 

На колесо действуют такие силы (рис. 8): 
сила тяжести Мв, сила давления со стороны 
груза 9’ = —0, сила Е — со стороны саней 
н снлы Р;рн М — со стороны дороги. При 
равномерном движении сумма этих снл рав- 
на нулю. 

Посмотрим теперь, когда колесо начнет 
подпрыгивать? Оно потеряет контакт с до- 
рогой {№ = 0), если вертикальная состав- 
ляющая силы 09” уравновесит силу тяжести 
МЕ. Ясно, что это может произойти не при 
любой скорости. Действительно, вернемся 
снова к грузу н проследим за изменением 
силы реакции @ по мере того, как груз пе- 
реходит из самого нижнего в самое верхнее 
положение (рис. 9). В нижней точке / сила 
О направлена вертикально вверх, затем по- 
является горизонтальная составляющая ее, 
а вертикальная уменьшается (так как в це- 
лом сила @ уменьшается). В точке 2 верти- 
кальная составляющая обращается в нуль, 
а в дальнейшем она, изменив награвление, 
начинает расти. Запишем уравнение движе- 
ния по вертикали, например, для точки 3 
(рис. Ю): 

@в + ме = Рц.в. 
Отсюда 


О = Рц:в. — ти == в с05@ — тр. 


Ясно, что при определенной скорости 
©, будет максимальна в самой верхней точке 
н равна 


ту? 
Ов.тах = р — 78. 


Заметим кстати, что по крайней мере 
должно выполняться условие и> УЕВ, 


НЕр:ИКуапетссте.ги 


чтобы вертикальная составляющая силы @ 
была направлена вниз (а составляющая силы 
О’, соответственно, — вверх). 

Итак, для самой верхней точки, с одной 
стороны, 


9 == — та, 
с другой, 


@' > МЕ. 
Таким образом, мниимальная скорость, 


`с которой должны ехать санн, равна 


пуд = Увы 


14 апреля было объявлено, что 
по результатам проверки работ теоре- 
тического тура к участию в экспери- 
ментальном туре допущены: по 
8-м классам — 42 человека, по 
9-м классам — 53 человека, по 
10-м классам — 55 человек. 

15 апреля состоялся эксперимен- 
тальный тур. В отличие от прошлых 
олимпиад, когда в. каждом классе 
учащимся предлагалось несколько 
различных задач, в этом году все 
учащиеся одного класса должны были 
выполнить одну и ту же работу. 

У восьмиклассников эксперимен- 
тальный тур проходил в школе-ин- 
тернате № 45 при ЛГУ, у девятиклас- 
сников — в Петергофе, в лаборато- 
риях физического факультета ЛГУ. 
На выполнение работы отводилось 
4,5 часа. 

Вот задания экспериментального 
тура по классам. 


8 класс 

Определить место попадания шарика из 
баллистического пистолета при заданном 
угле выстрела и заданной высоте установки 
мишени. 

На вашем столе установлен баллисти- 
ческий пистолет, стреляющий стальным ша- 
риком. В вашем распоряжении имеются: 
линейка для измерения расстояннй (дере- 
вянный метр»), ящнк с песком, кусок мела 
(для облегчения измерения р н 
тригонометрические таблицы. Угол, под ко- 
торым производится выстрел, измеряется с 
помощью угломера (транспортир и отвес), сое- 
диненного со стволом пистолета. 

Снимать пистолет со стола н менять плос- 
кость стрельбы запрещается. До установки 
мишени членом жюри вы имеете право стре- 
лять любое количество раз в плоскостн под 
любым углом к горнзонту- 

Через 1,5—2 часа после начала работы 
член жюри установит угол, под которым нуж- 


$$ 


а) 6) 





но стрелять, н высоту мишени над полом. 
Вы должны рассчитать положенне мишени 
по горизонтали и установить мишень в нуж- 
ном месте. После этого в присутствии члена 
жюри производится единственный выстрел 
по мишеии. 


9 класс 


Измерить среднюю удельную теплоем- 
кость трансформаторного масла в интервале 
р 45—50? С или 50—55? С. 

Имеющиеся приборы: 

1. Калориметр — химический стакан с 
пенопластовой теплоизоляцией. 

2. Термометр 0 — 50? С нли два термо- 
метра: 0 — 100°С (грубый) и 50 — Ю0°С 
(точный). 

3. Электронагревахель — мешалка. Со- 
протнвление нагревателя при температуре 
опыта 200 ом; допустимая мощность, выде- 
ляемая на нагревателе в жидкостн, 30 вт. 

4. Миллнамперметр или вольтметр. 

5. Реостат 30 ом (ориентировочно), до- 
пустимый ток 5 а. 

6. Штатив лабораторный. 

7. Секундомер. 

8. Питание установки от сети постоян- 
а тока напряженнем 50 8 (приблизитель- 
но). 

9. Лабораторные весы, масло, дистил- 
лированная вода находятся на отдельных 
столах. Пользование ими — с` разрешения 
дежурных членов жюрн- 

Градунровку всех приборов условно счн- 
тать идеальной, 


10 класс 


|. Определить, какая из приведенных 
схем (см. рис. 11) содержится в вашей ко- 
робочке (ие забудьте обосновать ваш прибор). 

2. Определить величины элементов, вхо- 
дящих в схему. 
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Для решения поставленной задачи в В&- 
шем распоряжении имеются: источник пе- 
ременного напряжения (звуковой генератор}, 
способный вырабатывать синусондальное на- 
пряжение частотой от 20 гв до 200 кгц, 
н ламповый вольтметр. Звуковой генератор 
подключен к контактам / и 2 (см. рнс. 11). 
Ламповый вольтметр можно подключать ли- 
бо к контактам 2 и 4, либо 3 и 4 (к коитакту 
$ он уже подключен). Собранная к вашему 
приходу схема изображена на рнсунке 12. 
Кроме того, в вашем распоряженин — три 
сопротивления разной величины, которые вы 
можете включать между любой парой кон- 
тактов. 


При оценке работ эксперименталь- 
ного тура учитывалась самостоятель- 
ность в выполнении эксперимента, 
умение правильно оформить отчет о 
работе, в котором должны быть опи- 
саны все этапы эксперимента, обосно- 
ваны использованиые методы, обра- 
ботаны экспериментальные результа- 
ты, оценена точность полученных ре- 
зультатов. 


Максимальная оценка, которую 
можно было получить за выполнение 
экспериментальной задачи — 15 бал- 
лов. Причем жюри разработало очень 
подробную шкалу основных, поощ- 
рительных и штрафных очков. На- 
пример, при оценке работы экспери- 
ментаторов-девятиклассников  основ- 
ные баллы давались за правильный 
выбор и расчет электрической схемы, 
использование форсированного нагре- 
ва (максимальный ток через сопротив- 
ление при выключенном измеритель- 
ном приборе), за учет потерь на тепло- 
отдачу, верный учет теплоемкости 
калориметра, за оценку погрешности 
эксперимента. Поощрительные бал- 
лы давались за предварительный рас- 
чет скорости нагрева, за явный учет 
тепловой инерции, правильную ка- 
либровку калориметра (с большой 
точностью и минимальными затратами 
времени). Штрафные (отрицательные) 
баллы начислялись за условную или 
реальную аварию любого типа, за 
использование термометра в качестве 
мешалки, за ошибки в графиках, 
за вычислительные ошибки. 


Вечером 15 апреля состоялось за- 
ключительное заседание жюри, на 


котором были подведены итоги олим- 
пиады. 

Утром 16 апреля участники олим- 
пиады собрались в Петергофе на фи- 
зическом факультете. Здесь у них 
состоялась интересная встреча с уче- 
ными — физиками Ленинградского 
университета. В конце этой встречи 
ребятам была предложена физическая 
викторина. Перед аудиторией экспе- 
риментатор ставил опыт, и участни- 
кам викторины предлагалось дать 
объяснение — продемонстрированного 
явления. Ответы были очень интере- 
сными, а иногда и смешными. По- 
бедители викторины получили призы, 
в числе которых были номера «Кван- 
та» за 1973 год с автографами акаде- 
мика И. К. Кикоина. 

Вечером 16 апреля в Ленинграде, 
в театре Юного зрителя состоялось 
торжественное закрытие УИ Всесо- 
юзной олимпиады школьников по 
физике, на котором было объявлено 
решение жюри о награждении участ- 
ников олимпиады. Вот имена победи- 
телей. 


Дипломы | степени 
получили следующие — участники 
олимпиады: 

по 8 классам — Калплунов- 
ский Вадим (ФМЩ при ЛГУ), Плигов- 
ко Юрий (г. Брянск, с. ш. № 5); 

по 3 классам — Брацн Вла- 
димир (ФМШ при ЛГУ) Курганов Ана- 
толий (г. Житомир, с. ш. № 21), 
Топтыгин Дмитрий (г. Москва, 
с. ш. № 2); 

по 10 классам — Аа- 
роль Андрей (г. Ленинград, с. ш. 
№ 30), Киинир Владимир (г: Астра- 
хань, с. ш. № 10), Милясевич Игорь 
(г. Ровно, с. ш. № 12), Сологубов Вик- 
тор (ФМШ при МГУ), Уральцев Ни- 
колай (ФМШ при ЛГУ). 


Дипломы И степени 
получили следующие — участники 
олимпиады: 





«Ветераны»-победители трех Всесоюзных фи- 
зических олимпиад И. Корепанов, Т. Теоха- 
ров, А. Ушаков. 
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по 8 классам — Криниц- 
кий Алексей (г. Кострома, с. ш. № 32), 
Малевич Александр (группа совет- 
ских войск в Германии, школа № 89), 
Шахнович Евгений (г. Калинин, с. ш. 
№ 6); 


по 9 классам — Арзамас- ` 


цев Анатолий (г. Чита, с. ш. № 4), 
Егоров Владимир (г. Смоленск, 
с.ш. № 7), Егошин Леонид (г. Усть- 
Каменогорск, с. ш. № 35), Камен- 
щик Александр (г. Днепропетровск, 
с. ш. № 23), Коршунов Сергей (п. Мо- 
нино Московской обл., с. ш. № 1, 
8 класс), Кушнир Владимир (г. Одес- 
са, с. ш. № 16), Макаров Констан- 
тин(ФМШ при ЛГУ), Фалькин Евгений 
(г. Новосибирск, с. ш. № 165); 

по 10 классам — Брагин- 
ский Леонид (г. Фрунзе, с. ш. № 61), 
Бурханов Александр (г. Куйбышев, 
с. ш. № 27), Игнатьев Вячеслав 
(г. Волгоград, с. ш. № 16), Коре- 
панов Игорь (г. Днепропетровск, 
с. ш № 23), Кузнецов Николай 
(г. Красавин Вологодской обл.. 
с. ш. № 15), Солнышкин Сергей (ФМШ 
при ЛГУ), Теохаров Александр (г. Алма- 
лык-Ташкентской обл., с. ш. № 15), 
Ушаков Андрей (г. Ленинград, 
с.ш. № 30), Черняк Владимир 
(г. Москва, с. ш. №2). 
Дипломы ИТ степенн 
лолучили следующие — участники 
олимпиады: 
по 8 классам — Добрынин Ва- 
лерий (г. Джетигар  Кустанай- 
ской обл., с. ш. № 9), Жеданов Алек- 
сей (г. Донецк, с. ш. № 17), Колы- 
ловский Сергей (п. Знобъ-Новгород- 
ское Сумской обл., Знобь-Новгород- 
ская с. ш.), Латорский Александр 
(г. Бобруйск, с. ш. № 25), Пик- 
кет Тийт (г. Таллин, с. ш. № 7), 
Поблагуиев Андрей (г. Винница, 
с. ш. 17), Соколов Игорь (г. Москва, 
с. ш № 21), Щербаков Олег 
(г. Лида, с. ш. № 1); 

по 9 классам — Анцифе- 
ров Павел (г. Фатеж Курской обл., 
с. ш. № 2), Волков Александр (г. Мо- 
сква, ‘с. ш. № 2), Иванов Александр 
(г. Великие Лукин, с. ш. № 3), Иг- 
натьев Виктор (г. Могилев, 
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по 10 классам — Зеле- 
ковский Сергей (г. Новосибирск, 
с. ш. №165), Лавриненко Игорь (г. До- 
нецк, с. ш. № 17), Осмоловский Алек- 
сандр (г. Черкассы, с. ш. № 21), 
Петерсон Олег (г. Нальчик, 
с. ш. № 2), Поляновский Владимир 
(г. Запорожье, с. ш. № 28), Соко- 
лов Евгений (г. Кемерово, с. ш. № 1), 
Шамардин Андрей (г. Воронеж, 
с. ш. № 74), Шапошников Михаил 
(г. Рязань, с. ш. № 2), Шмиуле- 
вич Игорь (г. Ташкент, с. ш. № 190). 

Кроме того, 69 участников олим- 
пиады были награждены похвальны- 
ми грамотами. 

Многие ребята получили призы, 
учрежденные разными организациями 
специально для участников заключн- 
тельного тура Всесоюзной олимпиады. 

Специальный приз «За лучшее ре- 
шение задач теоретического тура» от 
редакции журнала «Квант» получил 
Юрий Плиговко (г. Брянск). Ему была 
вручена подшивка журнала за 
1972 год с пожеланиями дальнейших 
успехов от главного редактора журна- 
ла академика И. К. Кикоина и перво- 
го заместителя главного редактора 
академика А. Н. Колмогорова. Спе- 
циальный приз от комсомольцев Ки- 
ровского завода был вручен самому 
юному участнику олимпиады Сер- 
гею Копыловскому — ученику 8 клас- 
са Знобь-Новгородской школы. Сре- 
ди призов было также много интерес- 
ных и полезных книг по физике с ав- 
тографами их авторов. 








== 


Задания экспернментального тура выпол- 
няют Д. Топтыгин, В. Кушнир, А. Курга- 
нов, В. Браун, В. Сологубов. 





с. ш. № 4), Луман Тыну (г. Таллин, 
с. ш. №1), Максютов Шамиль 
(г. Стерлитамак, с. ш. № 10), Мов- 
чан Павел (ФМШ при КГУ), Савин 
Сергей (ст. Красноармейская Крас- 
нодарского края, с. ш. № 1), Ск®ор- 
цов Виталий (г. Ленинград, с. ш. 
№ 121), Шендрик Виктор (г. Алма- 
Ата, Республиканская ФМШ), Шнейд- 
ман Виталий (г. Харьков, с. ш. 
№ 27); 
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и. М. Ян О бОрники 
«олимпиадных» 


задач 





В этом номере  опублнко- 
ваны статьи о УП Всесоюз- 
ной  математнческой олим- 
пиаде. В них помещены все 
задачи, предлагавшиеся ина 
этой олимпиаде, и решения 
ряда из них. Вряд Ли уместно 
представлять здесь читате- 
лям журнала математические 
(н физические) олныпнады 
и подробно рассказывать о 
системе проведения этих со- 
ревнований в нашей стране 
— большинство читателей не- 
посредственно знакомо с 
олимпнадами, ибо участво- 
вало в них. Укажем только, 
что в СССР математическне 
олимпиады в нх настоящем 
виде проводятся с 1934 г. 
Первая в стране городская 
олимпиада была проведена 
в Ленинграде, ее организа- 
торамн и руководителями бы- 
ли члеи-корреспондент Ака- 
демии наук СССР Б. Н. Де- 
лоне н профессор В. А. Тар- 
таковский; первая москов- 
ская городская олимпиада 
состоялась в 1935 г. под ру- 
ководством члена-корреспон- 
дента АН СССР (ныне ака- 
демика) П. С. Александрова. 

Старейшими в мире, как 
будто, являются венгерские 
математические олимпиады 
— первое сбщевенгерское 
соревнование такого типа сос- 
тоялось еще в прошлом веке 
(в 1894 г.). Видимо, нельзя 
связывать устойчивую тра- 
Анцию венгерских математи- 
ческих олимпиад с блестящим 
расцветом физико-математи- 
ческнх наук в Венгрии в 
ХХ веке, когда эта сравин- 
тельно небольшая страна дала 
десятки выдающихся — ма- 
тематиков н физиков. Тем 
не менее некоторая косвен- 
ная связь здесь, вероятно, 


69 


все же имеется. Более не- 
посредсттенно связаны с 
традицией венгерских олим- 
пиад устойчивые успехи вен- 
герских школьников на меж- 
дународных математических 
олимпиадах, а также появ- 
ление в Венгрни в ХХ кеке 
ряда видных математиков с 
дарованкем, так сказать, 
*олимпнадного» типа (то есть 
ученых, проявивших себя в 
первую очередь успехами в 
решении сложных и нестан- 
дартных по условиям и ме- 
тодам их решения математи- 
ческих проблем). К числу 
такнх ученых относится, на- 
прнмер, хорошо известный 
нашим школьинкам по пере- 
водам ряда его книг Дьердь 
Пойа*) и, особенно, член 
Академии наук Венгерской 
Народной Республики Пал 
Эрдеш **). Из советских ма- 





*) См., например, 
Д. Пойа, «Математика и 
правдоподобные — рассужде- 


ния» (М., ИЛ., 1957), «Как 
решать задачу» (М., Учпед- 
гиз, 1959), «Математическое 
открытие» (М., «Наука», 
1970). 

**) Более годготовлен- 
ным из читателей журнала 
можио порекомендовать 03- 
накомиться со статьей П. Эр- 
дещш, «Некоторые нерешен- 
ные проблемы» (сборник пе- 
реводов «Математнка», т. 7, 
№ 4, 1963, стр. 109—143), 
многне из задач, собранных 
в этой статье, го своей фор- 
мулировке (ко, видимо, ве 
го возможным методам ре- 


щения!) вполне доступны 
школьникам старших клас- 
сов. 


тематиков к тому же типу 
относится, например, молс- 
дой Юрий Матиясевнч, пер- 


вые успехи которого были 
связаны со школьными ма- 
тематнческими олимпнадами 


{0б основном достижении это- 
го ученого рассказывается в 


«Квакте» № 7, 1970 в статье 
Ф. Л. Варпаховского н 
А. Н. Колмогорова). Пойа. 


переехавший впоследствии в 
США, является основным ор- 
ганизатором «американской 
математической олимпиады», 
привлекающей  школьннков 
всей страны. Эта олимпнада 
проводится Стенфордским 
университетом, профессором 
которого ряд лет состоял 
Д. Пойа. Ио системе прове- 
дения и типам предлагаемых 
задач Стенфордская олимпиа- 
да близка к венгерским олим- 
пиадам, на которых некогда 
блистал школьник Пойа, 
и к советским. олимпиадам. 
Несколько иной характер 
имеют проводимые с 1950 г. 
как «нью-йоркскне олимпна- 
ды» (а с 1957 года ставшие 
«всеамериканскими»)  сорев- 
нования, организуемые Ма- 
тематической — Ассоциацией 
Америки («МАЛ — соше${5»). 
В последние годы в этих 
соревнованиях — принимают 
участие сотни тысяч ( 
школьников из Соединенных 
Штатов Америки н из Канады 
(этн соревнования, задания 
для которых составляются 
«цеитральным штабом олим- 
пиады», проводятся одновре- 
менно во многих городах США 
и Канады). В настоящее вре- 
мя математические олимпиа- 
ды проводятся в десятках 
страи Европы, Азии, Север 
ной ин Латинской Америки 


Большой интерес к ма- 
тематическим олимпиадам 
стимулировал публикацию в 
разных странах сборников 
«олимпиадных» задач Язвест. 
ностью и популярностью поль- 
зуются регулярно издающие- 
ся сборники задач венгер- 
скнх олимлнад Эти сборники 
переводились на ряд язы- 
ков, например, двухтомный 
нх перевод был включен в 
издающшуюся в США боль- 
шнм тиражем серию «Новая 
математическая библиотека» 
{Мех тафетаиса! п®гагу), 
близкую по характеру к на- 
шей серии «Библиотека ма- 
тематического кружка» *) В 
этой же серни издан сбор- 
ник задач, предлагавшнхся 
на соревнованиях «МАА — 
с0пе5ё5», публиковались в 
США ин сборники задач «Стен- 
фордских олимпиад» Мне 
приходилось также видеть 
сборники «олимпнадныхе за- 
дач, изданные в ГДР и в 
Болгарии Широко отражены 
олимпнадиые задачи в от- 
крывших серню «Библиотека 
математического кружка» 
кннгах Д О Шклярского 
и др «Мзбраиные задачи и 
теоремы элементарной ма- 
тематики» (первая из зтих 
книг выдержала уже 4 изда- 
ния), а также во входящих 
в ту же серию последних 
книгах Д Шклярского 
н др (в том числе и в под- 
готовленной к выходу в свет 
книге «Геометрические оцен- 
ки и задачи из комбинатор- 
ной геометрин»), хотя эти 
книги и не являются сбор- 
никами «олимпиадных» за- 





=) Советские  школьни- 
кн знакомы с серисй «Новая 
математическая библиотека» 
по переводам ряда входящих 
в нее книг О Оре, «Графы 
и их применение» (М, «Мир», 
1965), Э Беккенбах, 
Р Беллыман, «Введение 
в неравенства» (М, «Мир», 
1965), А Нивен. «Числа 
рациональные и  иррацио- 
нальные» (М, «Мир». 1966). 
Н Стинрод, У Чинн, 
«Первые понятия топологии» 
(М, «Мнр», 1967). М Грос 
сман, В Магнус, «Груп- 
пы и их графы» (М, «Мир» 

1971) 


дач Три издания выдержал 
в нашей стране достаточно 
хорошо известный весьма ин- 
тересный сборник «Между- 
народные математические 
олимпиады» Е А Морозовой 
и И С Петракова, много 
сборников задач «местных» 
олимпиад издавалось в раз- 
ных городах страны (но, 
к сожалению, не в Лениигра- 
де, явившемся «колыбелью» 
нашнх олимпиад! и в от- 
дельных республиках (на- 
пример, на Укранне, в Ар- 
мении} 


Однако наиболее широ- 
ким по охвату материала н 
тем самым наиболее интсрес- 
ным из кннг такого рода ка- 
жется мне составленный од- 
ним из ветеранов москов- 
ских олимпиад Андреем Ле- 
маном «Сборник задач москов- 
ских математнческих олим- 
пнал» (М, «Просвещение», 
1965, редактор кннги — про- 
фессор В Г Болтянский) 
Московские олимпиады до 
организации всероссийских, 
а затем и всесоюзных олим- 
пнад заслуженно  пользо- 
зовались репутацией «пер- 
вых олимпиад страны», здесь 
был накоплен большой и 
интересный опыт, сыгравший 
очень большую роль в даль- 
нейшем развитии математи- 
ческих соревнований школь- 
ников СоставленнаяА А Ле- 
маном книга открывается 
статьей. излагающей  исто- 
рию и характер проведения 
московских  олнмпиад, да- 
лее следуют «тренировочные» 
{«подготовительные») задачи 
н почти полиый список за- 
дач всех московских олим 
пиад, начиная с 1 (1935 г) 
и вплоть до ХХУИ (1964г) 
К сожалению, имеющиеся в 
этом списке немногочнслен- 
ные пробелы сегодня, ви- 
димо, уже невозможно вос- 
полнить Вторую часть книги 
составляют решения всех без 
исключения «тренировочных» 
залач и значительной части 
«олимпиадных» задач То, что 
некоторые из задач, предла- 
гавшихся на московских олим- 
ниадах, оставлены без реше- 
ния, нельзя считать недостат- 
ком книги, ибо это должно 
побуждать читателей к по- 
пыткам самостоятельного ре- 
шения задач 
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Книга А А Лемана была 
издана около 10 лет назад и в 
нротивоположность книгам 


Д О Шклярского и др или 
Е А Морозовой и М Пет- 
ракова никогда ие  пере- 


издавалась Она давно уже 
превратнлась в библиогра- 
фическую редкость, достать 
ее нельзя даже в букинисти 
ческих магазинах Бесспор- 
но, эту книгу надо скорей- 
шим образом переиздать, до- 
полкив материалами псслед- 
них московских олимпиад 
Не менее бесспорна желатель- 
ность Издания отдельной кни- 
гой сборников задач всерос 
сийских и всесоюзных олим- 
пиад В основу такой книги, 
потребность в которой очень 
велика, можно положить ре- 
гулярно публикующиеся в 
журналах «Математика в 
школе» и «Квант» отчеты о 
проведении этих олимпиад и 
сопровождающий эти отчеты 
высококвалифицированный 

разбор решений задач, пред- 
лагавшихся на олимпиадах. 
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ПРАКТИКУМ 
ЕНТА. 
ЗК АВЕО 

Начался новый учебный год в школе. Начинается он и в «Практикуме 
абнтурнента». Как свидетельствует редакционная почта, многие чита- 
тели журнала проявляют большой интерес к материалам вступительных 
экзаменов — прежде всего, конечно, десятиклассники и девятиклассникн. 
На них в первую очередь н рассчитан этот раздел нашего журнала. 
Здесь, как и в предыдущие годы, будут регулярно публиковаться статьи, 
посвященные отдельным важным и сложным практическим вопросам 
программ по математике, физике, вызывающим, как показывает прак- 
тика приемных экзаменов, наибольшие затруднения у абитурнентов. 
Рассмотренне этих вопросов сопровождается разбором конкретных прк- 
меров и задач, взятых, как правило, из вариантов вступительных эк- 
заменов, и анализом часто встречающихся ошибок поступающих. 
Залог успеха на вступительном экзамене — систематическая работа в 
течение всего учебного. года. Здесь мало прочитать лишь те статьи, ко- 
торые будут опубликованы в этом году в «Практикуме абитурневта». 
Эти статья не могут (да и не ставят своей целью) охватить все вопросы, 
которые должны хорошо усвоить абитуриенты. Необходимо регулярно 
заниматься самостоятельно, повторять и активно закреплять материал 
учебников, использовать пособия для поступающих. Мы рекомендуем 
нашим читателям (в Первую очередь десятнклассникам) обратиться и к 
комплекту «Кванта» за прошлые годы, где уже помещались статьи для 
поступающих. 

Обратим вниманне девятиклассников на то, что не все публикуемые в 
«Практикуме абитуриента» статьи будут им доступны или полностью 
понятны — ведь некоторые разделы программы изучаются лишь в 10 
классе. Тем не менее очень полезно разбирать те части статей, в которых 
используется уже пройденный матернал. 

Ученикам 7—9 классов мы советуем собрать дома комплект «Кванта» 
(в том числе и за прошлые годы); он пригодится в будущем при подго- 
товке к экзаменам. 

Учитывая многочисленные пожелания читателей, в «Практикуме аби- 
турнента» будут регулярно помещаться образцы вариантов, предлагав- 
шихся в 1973 году на вступительных экзаменах по физике и математике 
в университетах, педагогических и технических вузах страны. Задачи 
этих вариантов, вместе с упражнениями к теоретическим статьям (а эти 
упражнения подбираются в основном тоже из вариантов вступительных 
экзаменов), дадут богатый конкретный материал для самостоятельной 
работы. Напомним, что варианты пркемных экзаменов прошлых лет 
также систематически печатались в «Кванте», и интересующийся 
читатель легко найдет их, просмотрев комплект журнала. 

В текущем учебном году Центральное телевидение проводит традицион- 
ный цикл передач по математике и физике для поступающих в вузы. 
«Квант» рекомендует своим читателям — десятиклассникам прослушать 
этот цикл и предполагает публиковать материалы телевизионных под- 
готовительных курсов. 
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[В Дорофеев 


СИСТЕМЫ ДВУХ ЛИНЕЙНЫХ 


УРАВНЕНИЙ 
СДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ 





Готовясь к вступительным экзаменам 
по математике, будущие абитуриенты 
зачастую сосредоточивают свое вни- 
мание почти исключительно на реше- 
нии задач, особенно предлагавшихся 
на экзаменах прошлых лет в выбран- 
ном ими вузе. И гораздо меньше вре- 
мени уделяют они теоретической под- 
готовке. Многие даже оставляют тео- 
рию «на потом», надеясь, что им удаст- 
ся усвоить ее за несколько дней меж- 
ду письменным и устным экзаменом. 
Такой «практический» уклон, конеч- 
но, себя не оправдывает. 

Прежде всего дело в том, что на 
устных экзаменах теоретическая под- 
готовка поступающих проверяется 
весьма углубленно, во всех тонкостях, 
которых в любой математической тео- 
рин предостаточно. И разумеется, все- 
возможные «подводные камни» в до- 
казательствах теорем необходимо не 
только заранее увидеть, но и нау- 
читься обходить. Но, — и это, ко- 
нечно, самое главнсе, — теория не- 
обходима именно для решения задач. 
Безусловно, есть задачи, которые 
можно решить с помощью каких-либо 
шаблонов, алгоритмов, имея самые 
смутные представления о теорин. Од- 
нако таких задач немного, и в более 
сложных, необычных примерах без 
должных теоретических знаний разо- 
браться трудно. 

Одним из важнейших н наиболее 
сложных для поступающих пунктов 
программы вступительных экзаменов 
по математике является решение сис- 
тем двух линейных уравнений с дву- 
мя неизвестными. Можно сразу пред- 


видеть возражения: решить такую 
систему? Да нет ничего проще. На- 
до выразить и через х из одного урав- 
нения, подставить во второе уравне- 
ние, найти х, а затем у. И действи- 
тельно, все было бы очень просто, 
если бы речь шла только о том, чтобы 
решать конкретные системы с число- 
выми коэффициентами. Однако на 
практике — и в «тренировочных» за- 
дачах, и в задачах, где системы ис- 
пользуются как вспомогательный ап- 
парат, — приходнтся рассматривать 
системы с буквенными коэффициента- 
ми, то есть с параметрами. А это уже 
значительно усложняет задачу. И во- 
обще, решение задач с параметром — 
ахиллесова пята многих абитуриен- 
тов. 

В теории же рассматривается са- 
мый общий случай, когда система 
имеет произвольные коэффициенты, 
и решение такой системы — это ре- 
шение задачи с шестью параметрами! 
Однако овладение этой теорией слу- 
жнт гарантней ее правильного приме- 
нения в частных случаях. 

Начнем с начала, то есть с опре- 
делений. Что такое система двух ли- 
нейных уравнений с двумя неизвестны- 
ми? К сожалению, определение, при- 
веденное в учебнике”), не слишком 
удачно. Дело в том, что слово «сово- 
купность» в применении к уравнени- 
ям в последнее время перестало быть 
синонимом слов «множество», «на- 





*) См. Е. С. Кочетков, Е.С. Ко- 
четкова «Алгебра н элементарные функ- 
ции», ч, [,6 26. 
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бор», а приобрело другое значение, 
причем такое, что термины «система 
уравнений» и «совокупность урав- 
нений» имеют совершенно разный 
Смысл. 

Именно, если имеется несколько 
уравнений, то говорят, что они об- 
разуют систему, если требуется най- 
ти значения неизвестных, при кото- 
рых выполняются все данные уравне- 
ния. Если же требуется найти значе- 
ния неизвестных, при которых вы- 
полняется хотя бы одно из данных 
уравнений, то говорят, что данные 
уравнения образуют совокупность. Та- 
ким образом, несколько уравне- 
ний образуют систему или совокуп- 
ность в зависимости от поставленной 
задачи. | 

Эти рассуждения отнссятся и к 
произвольным, не сбязательно ли- 
нейным системам уравнений. Таким 
образом, мы видим, что даже подход 
к определению системы двух линей- 
ных уравнений с двумя неизвестными 
требует предварительного тщатель- 
ного продумывания. 

На устном экзамене можно дать 
такое определение: системой двух ли- 
нейных уравнений с двумя неизвестны- 
ми х, у, называется система иравне- 
ний вида 

ах бу = с,, 
азх т 6:9 = С., 


где ал, Ва, с1, ао, Во, с» — произволь- 
ные (действительные, или даже ком- 
плексные, — почему бы и нет?) числа. 

В таком определении, и это важно 
подчеркнуть, система двух уравнений 
с двумя неизвестными выделяется как 
частный случай общего понятия— 
системы Ё уравнений с л неизвестны- 
ми. При этом не обязательно приво- 
дить общее определение системы урав- 
нений, но его надо знать (например, 
в виде, который указан ранее} и 
при необходимости уметь сформули- 
ровать. 

Распространенный среди — по- 
ступающих недостаток состоит в том, 
что, дав правильное определение, аби- 
туриент теряется при рассмотрении 
«странных» частных случаев, таких, 
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как 
2х Ни=б [2х + 0у=? 
2х +и= \Зх = бу = 3 
[хти=1 
\хту=2. 


Часто приходится слышать, что в 
первом случае есть только одно урав- 
нение, во втором — только одно ве- 
известное, а третьего «вообще не мо- 
жет быть». Между тем все три систе- 
мы удовлетворяют данному опреде- 
лению, в котором нет никаких огра- 
ничений на коэффициенты при х, 
у и свободные члены. 

Такая ситуация иногда вызывает 
психологический протест: зачем нуж: 
но рассматривать такие неразумные 
системы? Однако вспомним еще раз, 
что обычно решаются системы с пара- 
метрами, и при каких-то знацениях 
параметров могут осуществиться 
самые «неестественные» случаи. 

Решение системы двух линейных 
уравнений с двумя неизвестными под- 
робно рассмотрено в школьном учеб- 
нике Кочетковых. Однако следует 
иметь в виду, что поступающие часто 
ке в состоянин дать компактную фор- 
мулировку и соответствующее дока- 
зательство основной теоремы о реше- 
нии систем рассматриваемого вида. 
Отметим также, что в таблице резуль- 
татов, приведенной в учебнике Кочет- 
ковых {$ 33), опущен елучай, когда 
все коэффициенты при неизвестных 
равны нулю. При всей кажущейся 
«неразумности» этого случая он мо- 
жет осуществиться (вспомним о пара- 
метрах!) н потому должен быть вклю- 
чен в сводку результатов. 

Эту основную теорему можно сфор- 
мулировать в виде слелующей схемы. 

Теорема. Пусть дана система 
уравнений 








т бу = сь 
ах + Б.у == С». 
Введем следующие обозначения: 
а 6 
В => ео |- а16. — аб, 
а 6: в 
с 
х == | =. —сВ, 
са 62 
_ | @1 21 
Ау == == ас. — аьс.. 
а 6, 








Тогда 
А — 0" 
[4 =0(]-, система  определенная*) 
$ да 
(точка), 


Фи нет 
|4; = А, = 0], система несовместная, 
фа 
о: нет 
[= =а:=6, = 0] — система неоп- 
ф да 
ределенная (прямая), 


0 
с: =. = | -, система несовместная, 


{да 

система неопределенная (плоскость). 

Эту схему надлежит понимать сле- 
дующим образом. Прежде всего за- 
дается вопрос: А = 0? Если нет, 
система определенная (имеет един- 
ственное решение); если да, то зада- 
ется вопрос: А, = А, = 0? Если нет, 
то система несовместная, если да, 
то задаем следующий вопрос и так 
далее. Слова «точка», «прямая», «пло- 
скость» относятся к геометрической 
интерпретации соответствующего слу- 
чая. 

При этом следует дополнительно от- 


Л 
метить, что в первом случае х =—^ 


А’ 
ду 

у =-х, ав третьем случае (то есть 
когда А = А, = А, ==0, но не все 
коэффициенты при неизвестных рав- 
ны нулю) система эквивалентна од- 
ному уравнению — тому, в котором 
есть ненулевой коэффициент. 

Эта формулировка позволяет легко 
выводить необходимые и достаточные 
условия такого типа: система явля- 
ется определенной тогда и только 
тогда, когда А=-0; система несовмест- 
на тогда и только тогда, когда либо 
А = 0, мо А, 520 или А,520, либо все 
коэффициенты при неизвестных рав- 
ны 0, а хотя бы один из свободных чле- 
нов не равен 0. 





*) К сожалению, в учебнике нет терму- 
нов «определенная» и «неопределенная» сис- 
тема. Система называется определенной, если 
она имеет ровно одно решение, и неопреде- 
ленной, если она имеет более одного решения. 
Эти термины удобны для употребления, но, 
разумеется, не обязательны. 
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Рассмотрим несколько типечных 
примеров применения этой теоремы. 
Задача 1 (МГУ, географиче- 
ский ф-т, 1970). При каких значениях 
параметра а система уравнений 


а = 
2х + @ Е бу=а-3 


не имеет решений? 

Заметим сразу же, что условие 
несовместностн системы, приведенное 
выше, несколько  громоздко, и на 
практике часто бывает целесообразно 
не применять этого условия «в лоб», а 
поработать с одним только необхо- 
димым условием несовместности А = 
—=0. Это позволяет не подсчитывать 
определителей А, и А,. 


Имеем: А = а + ба + 8; сле- 
довательно, А =0 при а= —@ н 
при а = —4. Подставив в данную 
систему а; = —2, получим систему 

—2х —4у = —1, 
2х + 4и =1, 
которая, очевидно (или на основанин 
третьего случая теоремы), имеет 


бесконечно много решений. При а. = 
=—4 имеем систему 
т. о 4у == —53, 
2х + 2у = —1, 


которая, очевидно (или на основании 
второго случая теоремы), несовместна. 
Ответ: а = —4. 
Задача 2 (МГУ, биолого-поч- 
венный ф-т, 1970). Числа а, Ь, с тако- 
вы, что система уравнений 


т — би = 2а — В, 
С Ох-+ си = 10—-а+36 
имеет бесконечно много решений, при- 
чем х = 1, у = 3 — одно из этих ре- 
шений. Найти числа а, 6, с. 
Заметим сразу же, что во втором 
уравненин системы ни при каком с 
коэффициенты при неизвестных не 
обращаются одновременно в 0. По- 
этому для данной системы имеет ме- 
сто третий случай теоремы. Опреде- 
лители А, А„ А, выглядят здесь 
довольно громоздко, и мы для упро- 
щения выкладок сначала воспользу- 
емся дополнительным условием за- 
дачи. Так как пара чисел х = |, 
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у = 3 является решением систем, то 
Е — 36 = 24 —Ь, 
Е+1- % = Ю— а+ 36. 


Отсюда а = —26, с = (56 + 9)/4. Да- 
лее находим: А == ас + +5 = 
==(—56? — 55)/4 = 0, откуда 6, = 0, 
ь. = —1. Тогда а, ==0, с, =; 


а. =2, с. =1. 
В этих двух случаях получаются 
такие системы: 


Ох 0и= 0, 
+ Зу= 10, 
р Ниуи=5, 
2х Ну = 5. 


Обе системы удовлетворяют условию 
задачи. 
9 


Ответ: а; = 0,6, = 0, с, =--; 


а.=9, б.=--1, =1. 
Задача 3. 
ниях а система 
Г (ат Пу= а? — 2, 
а + Пх-+ 2ау = 24+ 1 


имеет бесконечно много решений? 

Определитель этой системы равен 
А = 22° — а* —4а—1, а формул 
для решения уравнения 203 — а? — 
—4а — |} = Оу нас нет *). Поэтому 
придется пользоваться основной тес- 
ремой в ее полном объеме. Система 
является неопределенной в том и 
только в том случае, когда либо А = 
=А, = А, == 0, но не все коэффици- 
енты при неизвестных равны 0, либо 
все шесть коэффициентов системы рав- 
ны 0. Однако коэффициенты при у 
не могут обратиться в 0 одновремен- 
но, так что остается рассмотреть толь- 
ко первый случай. 


При каких значе- 





*) Правда, можно заметить, что это урав 
ненне имеет корень а = —1. Зная один ко- 
рень кубического уравнения, можно разло- 
жить левую часть уравнения на лннейный 
множитель (вида х — лу, где х, — найден- 
ный корень) и многочлен второй степени, 
корни которого мы умеем находить. Найдя 
таким образом корни рассматриваемого урав- 
нения, мы можем решить получающиеся сис- 
темы. Однако мы приведем более простое ре- 
шенне задачи. 
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Имеем 
2—2 а-+| 
28-1 24 
= 208 — 24 —7а—1. 

Если уравнения А=Ои А, =0 
имеют общий корень а., то, вычитая 
из первого уравнения второе, полу- 
чим 26 + За = 0, откуда а равно 
либо 0, либо —3, однако ни одно из 
этих чисел не является корнем урав- 
нения А = 0, так что мы получаем 
противоречие. 

Следовательно, уравнения А = 0 
н А, =0 не имеют общих корней, 
а потому данная система не может 
быть неопределенной. 

Ответ: ни при каких а система 
не имеет бесконечно много решений. 

Теперь рассмотрим несколько за- 
дач, условия которых не связаны не- 
посредственно с системами уравне- 
НИЙ. 

Задача 4. Доказать, что если 
уравнения 

ах? + фх фс=0 


х 





| 
рх? + дх + г=0 
имеют общий корень, то 
(аг — ср)? = (9 —6р) (№ — с9. 
Пусть данные уравнения имеют 
общий корень ж. Тогда система 
уравнений 
г + бу = —с, (1) 
ри т --г 
нмеет решение и = х, иж, а 
доказываемое равенство принимает 
вид А: = А-А,. Если определитель 
А системы (1) отличен от нуля, то 
мы по правилу Крамера находим един- 
ственное решение: 
=, О г 
р. 
Отсюда _Аи =. Ао 
А А? , 
=А-А,, что и требовалось доказать. 
Если же А’= 0, то система (1), 
будучи совместной, является неопре- 
деленной, и следовательно, в ней 
А, = А, = 0, то есть снова доказы- 
ваемое равенство выполняется. 
Желающие могут попробовать до- 
казать требуемое равенство непосред- 





откуда А? = 





ственно и сравнить свое решение с 
приведенным. 


Задача 5. При каком условии че- 
рез три точки с попарно различ- 
ными абсциссами можно провести 
параболу — график квадратного 
трехчлена? 


Данные точки лежат на графике 
функции у = ах? -|- 6х -- с тогда и 
только тогда, когда совместна сис- 
тема уравнений 

ах + 6 +с= у, 
ахз 4 Вх. Кс=у,, (2) 
ахз -- 6х, Рс= и: 
с неизвестными а, 6, с и параметрами 
Хх. и: (= 2, 3). 

Система (2) имеет три неизвестных, 
и поэтому наша теория к ней непосред- 
ственно неприменима. Однако, исклю- 
чив Из этой системы неизвестное с, 
мы получим систему с двумя ненз- 
вестными: 


а(х! — 2} + Ых, — ха) = 


=: —#ь, 
а(х! — хз) + Ых, — хо) == (3) 
= 9: — Уз. 


Если система (3) будет совместна, 
то, очевидно, и система (2) будет сов- 
местна (верно и обратное утвержде- 
ние). 
Определитель системы (3) нетруд- 
но подсчитать: 
А> хх о № 
2 р 
*1 —#&3 Я1 — Хз 
= (1 —х) (х, — хз) (х,— хз). 
Числа х,, х,, х. все различны, 
поэтому А5=0, то есть система (3), 
а вместе с ней и система (2), имеет 
единствегное решение. Следователь- 
но, через три точки с попарно раз- 
личными абсциссами всегда прохо- 
дит график функции вида у = ах? -- 
ых + с. 


Однако для того, чтобы эта функ- 
ция была графиком квадратного трех- 
члена, должно быть 2520, то есть в сн- 
стеме (3) 


А. = И мб 0. 


И 1-3 
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Таким образом, в процессе решения 
мы получили следующие утвержде- 
ния: если три точки имеют попарно 
различные абсциссы, то 





при |= Хх — № 20 
У — из 2х1 — #3 

они лежат на одной прямой; 
— х — № 

при е У Я— 0 
У — 3 Хи — 3 





они лежат на одной параболе. 

Кроме того, через любые три точки 
с попарно различными абсциссами, не 
лежащие на одной прямой, можно про- 
вестн единственную параболу у = 
= 2? + вх + с. 


Упражнения 
1. Может ли система двух дннейных урзв- 
нений с двумя нензвестными иметь ровно 
четыре решення? 
2. В чем разница между решениями урав- 
иения х = [| и решениями системы 
й —- бу = 1, 
Хх биу= 
3. (МГУ, бнофак, 1969). Найти все зна- 
чения а, при которых система уравиений 
р - {94а — 2) у == 3а, 
хту=1 
не имеет решеняй. 


4. (МГУ, географический ф-т, 1970). 
При каких значеннях параметра в система 
уравнений 

2х + ау =а-т- 2, 
{2 11 х-- 2ау = 2+4 
имеет бесконечио много решений? 

5. (МГУ, биофак, 1970). Числа в и 6 та- 
ковы, что система уравнений 

ах — ау == | —а, 
Е {3 — 2Ву=з-а 
имеет единственное решение х == |, у== 1. 
Найти аи 6. 
6. Какие комплексные числа представи- 


Е 
мы в виде Е 
7. Решить систему уравнений 
п = 5, 
378У = 12. 


8. При каком условни точки (хи, и!) н 
(х., уз) лежат на графике некоторой парабо- 
ды вида у = х?-- рх-|- 47 

9. Решить систему уравнений 


ахтуа=1, 
та 2=1, 
ху-Раг = 1. 


10. При каких а точки с кобрдинатами 
(—1, —3— д), (3,344 1), 4—@а, 2+2) 
лежат на одной прямой? 
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Силы трения 


Л. П. Баканина 





Сила трения часто вызывает у посту- 
пающих в вуз серьезные затруднения, 
особенно сила трения покоя. Чему 
равна ее величина? Как она направле- 
на? Попытаемся ответить на эти вопро- 
сы, разобрав несколько конкретных 
примеров. Задачи, рассмотренные в 
статье, в разные годы предлагались 
на вступительных экзаменах в Мос- 
ковский физико-технический  инсти- 
тут, и мвогие абитуриенты не смог- 
ли с ними справиться. 

Прежде всего вспомним некоторые 
особенности снл сухого трения, воз- 
никающего между двумя твердыми те- 
лами. При непосредственном взаимо- 
действии (соприкосновении) этих тел 
возникают силы, действующие на каж- 
дое из них. Согласно третьему закону 
Ньютона эти силы равны по величи- 
не и противоположны по направле- 
нию. Составляющие этих сил, направ- 
ленные перпендикулярно соприка- 
сающимся поверхностям, называют си- 
ламн нормального давления. Состав- 
ляющие, направленные вдоль поверх- 
ности, называют силами трения. 

Пусть тело лежит на горизонталь- 
ном столе. Будем действовать на него 
горизонтальной силой, величина ко- 
торой постепенно увеличивается. До 
тех пор, пока эта сила меньше опре- 
деленной величины Рыз», тело будет 
сохранять состояние покоя потому, 
что на тело со стороны стола дейст- 
вует сила трения йокоя, по величине 
равная приложенной силе. Направле- 
кие силы зрения противоположно воз- 
можному перемещению. Еслибы не бы- 
лол,эения, тело сразу начало бы коль- 
зитЕ. Можно сказать, что тело «пы- 


$$ 





тается» начать скользить, но трение 
удерживает его на месте. Если же 
величина воздействия больше ЁЕиаь, 
возникает скольжение. Сила трения 
скольжения, как известно, не зави- 
снт от величины сил, действующи 
на тело вдоль поверхности: 
Еск = ЁМ. 
Величина силы нормального давления 
М№ не зависит ни от величины каса- 
тельных взаимодействий, ни от свойств 
трущихся поверхностей. 

Опыт показывает, что обычно Ёск не- 
сколько меньше Ри... Однако отличие 
это невелико, и при решении почти 
всех задач считают, что Рек = Ризх. 
Это приближение стало настолько 
привычным, что его обычно даже и не 
оговаривают. Точно так же пренеб- 
регают зависимостью силы трения от 
скорости. На рисунке 1 пунктиром 
изображена (несколько преувеличено) 
зависимость силы трения от скорости, 
наблюдаемая на опыте, а сплошной 
красной лннией — обычное упрощен- 
ное представление этой зависимости. 


Рис. 1. 
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Перейдем теперь к разбору кон- 
кретных задач, при решении которых 
особенности сил трения играют су- 
щественную роль. 

Задача 1. 110630, подходя 
к станции со скоростью и = Т2 км/ч, 
начинает равномерно тормозить. Ка- 
ково наименышее время торможения 
поезда до полной остановки, безопас- 
ное для спящих пассажиров? Коэффи- 
циент трения пассажира о полку # = 


При торможении поезда скорость 
движения полки, на которой лежит 
пассажир, уменьшается, и если бы 
пассажир сохранил прежнюю ско- 
рость, он начал бы скользить по полке 
вперед, по ходу движения поезда. 
Однако, как толькоон начинает или, 
вернее, как только он «пытается» на- 
чать скользить, возникает сила тре- 
ния. Она ссобщает пассажиру тор- 
мозящее ускорение. Если это уско- 
рение равно ускорению поезда, ско- 
рость пассажира все время равна ско- 
рости полки, на которой он лежит, 
и пассажир не скользит по полке. Мак- 
симальное возможное ускорение мо- 
жет сообщить максимальная сила тре- 
ния покоя, которая, как мы уже гово- 
рили, приближенно равна Рек = ЁМ. 
Согласно второму закону Ньютона 


ТАтах = АМ, 


тде т — масса спящего пассажира, 
а № — сила его нормального давле- 
ния на полку. Для горизонтальной 
полки № = мя иаиах = Ав. Значит, 
ускорение поезда, при котором пас- 
сажиры не падают с полок, 


а +5 ЕР. 


Время торможения до полной оста- 
НОвКИ 


1—2 =10 с. 
а 


Задача 2. Автомобиль, тро- 
гаясь с места, равномерно набирает 
скорость, двигаясь по горизонтальному 
участку дороги, представляющему со- 
бой дугу окружности в 30° радиуса 
Ю = 100 м. С какой максимальной 
скоростью автомобиль может  вы- 
ехать на прямой участок пути? Ко- 
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Рис. 2. 


эффициент трения колес о землю Е = 


Единственная внешняя горизон- 
тальная сила, действующая на авто- 
мобиль, — это сила трения. Разгон, 
как мы предполагаем, происходит без 
проскальзывания, следовательно, мы 
нмеем дело с силой трения покоя. 
Только эта сила н может сообщить ав- 
томобилю необходимое ускорение. 

Так как движение автомобиля по 
окружности — это движение с уско- 
рением, сила трения должна быть на- 
правлена под углом к скорости (рис.?). 
При этом составляющая Ёь, направ- 
ленная вдоль скорости, сообщает ав- 
томобилю необходимое для разгона 
ускорение, а составляющая ЁК,, на- 
правленная по радиусу окружности, 
изменяет направление скорости так, 
чтобы автомобиль двигался по окруж- 
ности. Центростремител ьное ускорение 
В —= т, следовательно, Ру =т =. 
Скорость максимальна в конце раз- 
гона, значит, тогда же максимальна 
и Ри. Так как по условию задачи ав- 
томобиль набирает скорость равно- 
мерно, сила Рк постоянна. 

Как известно, пройденный путь, ус- 
корение и скорость в конце пути свя- 


заны "соотношением 

2акз = 8. 

0? о? 
Отсюда ак = с , а сила Ек=т Е 


Геометрическая сумма сил Ен и Ё; 
не должна превышать максимальной 
силы трения покоя Р-р = тр. Так 
как эти силы перпендикулярны друг 
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другу, то в конце разгона 


ета — ("+8 


Отсюда 


( КК км 

а м 
У \У',-С.. 

Задача 3. Небольшой кубик 


массы т покоится на шероховатой 
плоскости, наклоненной к горизонту 
под углом %. Коэффициент трения 
Е=2 а. Определить, с какой ми- 
нимальной горизонтальной силой РГ, 
лежащей в плоскости склона (рис. 3), 
нужно толкать кубик, чтобы он на- 
чал двигаться. 

При А > ю а под действием толь- 
ко силы тяжестн кубик не будет сколь- 
зить по наклонной плоскости, так 
как направленная вдоль наклонной 
плоскости проекция силытяжести Р. = 
= трзта меньше максимальной си- 
лы трения покоя Р.р == Атясоза. Ес- 
ли приложить горизонтальную силу 
Е, то результирующая сила, дейст- 
вующая вдоль наклонной плоскости, 
будет равна (см. рис. 3} 


Если Ер—> ЁЕ.р, кубик начнет сколь- 
зить, так как сила трения покоя уже 
не может его уравновесить. Мини- 
мальное значение необходимой для 
этого силы Е можно найти из усло- 
вия 


Е? - (тб зто)? == (Ета соза)?. 








—— 
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Отсюда Е=у Зита. 


Задача 4. Хоккейная шайба па- 
дает на лед под углом & к вертикали 
со скоростью и. С какой скоростью 
шайба начнет скользить по льду, если 
после удара о лед она не подпрыги- 
вает? Коэффициент трения шайбы 
о лед равен Е. 

Изменение количества движения, 
согласно второму закону Ньютона, 
равно импульсу действующей силы. 
По условию задачи вертикальная со- 
ставляющая вектора количества дви- 
жения за время удара обращается в 
нуль. Значит, импульс силы нормаль- 
ного давления иа поверхность МАЕ 
равен МАЕ -= те’ со$ @, где АЁ— вре- 
мя удара, а М — средняя сила дав- 
ления шайбы на лед во время удара. 

Так как по условию задачи шайба 
после удара скользит, сила трения 
во время удара — это сила трения 
скольжения Рек = АМ. Время соуда- 
рения АЁ очень мало, а тАуерт — 
конечная величина, поэтому сила нор- 
мального давления при ударе гораз- 
до больше веса шайбы. Среднее значе- 
ние силы трения во время удара 


( тА 
Ер= ВМ = [лет тр) 


тАуверт 
к м 
Импульс силы трения за время удара 
Р-р = ВМА = Ето, 059. 


Изменение горизонтальной составля- 
ющей количества лвижения шайбы за 








} 


Рис. 5. 


время удара равно 
ту — ти Япа = — Ато с0$ 9%, 


откуда и = ипа — Аи с05“. 

Если коэффициент трения А очень 
мал, изменение горизонтальной со- 
ставляющей количества движения шай- 
бы тоже мало, и приближенно можно 
считать, что для горизонтальной про- 
екции выполняется закон сохранения 
количества движения. 

Следует отметить, что приведенное 
решение справедливо только тогда, 
когда А «< о. Попробуйте разобрать- 
ся самостоятельно, что будет проис- 
ходить в случае, если А > ва. 


Упражнения 

1. Тело опускают без начальной ско- 
рости на ленту транспортера, движущуюся 
со скоростью и= 3,6 км/ч. Коэффициент 
трення между телом я лентой А = 1. Какой 
путь пройдет тело по ленте? 

2. Изучая дорожное происшествие, авто- 
инспектор установил, что след торможения 
автомобиля, ехавшего по асфальтовой до- 
роге, равен 60 м. С какой скоростью ехал 
автомобиль, если коэффициент трения колес 
об асфальт при торможения равен 0,52 

3. Маховнк раднуса В — 0,2 м насажен 
на закрепленную горизонтальную ось радиу- 
са г== 0,02 м. Сила трения между махови- 
ком и осью Рен = 10% н. Для того чтобы 
легче было снять маховик с оси, к его ободу 
прикладывается снла Р = 80 м, создающая 
врашающий момент отиоснтельно оси (рис. 4). 
С какой минимальной силой А нужно тянуть 
маховик вдоль оси, чтобы снять его? 

4. Две дороги, АВ и СР, ваправленнье 
под углом 120? друг к другу, выходят на 
круглую  асфальтированную площадь риа- 
днуса л = 68 м {рис. 5). С какой максималь- 
ной постоянной скоростью может ехать по 
площади автомобиль, чтобы попасть с одной 
дороги на другую, если коэффициент трения 


между асфальтом и шинамн автомобиля & =: 
= 05? 
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Число Авогадро 
н предсмертный 
вздох 

Юлия Цезаря 


Сколько молекул в стакане 
воды или в литре воздуха? 
Поскольку молекулы малы, 
та, конечно, зто число очень 
велико. Для иллюстрации 
прибегают к различным на- 
глядным примерам. Вот один 
из них: если из стакана воды 
ежесекундно удалять сто мил- 
лиардов молекул, то стакан 
опустеет примерно через мил- 
лион лет. Или другой прн- 
мер. Вообразим, что мы как- 
то пометнли все молекулы 
в стакане воды и вылили 
эту воду в Мировой океан. 
Если затем перемешать оке- 
ан н зачервнуть из него ста- 
кан воды, то в стакане ока- 
жется больше тысячн мече- 
ных молекул. 

Рассмотрим еще один не 
менее интересный пример. 

Известный — английскнй 
популяризатор науки 
Джеймс Джинс говорил, что, 
когда кто-нибудь нз нас де- 
лает вдох, в его легкие попа- 
дает несколько молекул, уча- 
ствовавших в предсмертном 
вздохе Юлия Цезаря. Прав- 
доподобно ля это утвержде- 
НС? 

Пусть в последнем вздо- 
хе Юлия Цезаря участвовало 
п молекул н в наши легкие 
попадает А из них. Тогда 

т 

=, {3) 
где м — масса воздуха, вхо- 
дящего в легкие при вдохе, 
а АМ — масса земной атмос- 
феры. Если И — масса од- 
ного киломоля воздуха, а 
№ — число Авогадро, то 


т 
п Ир М. (2) 
Подставив (2) в (1), полу- 
чаем: 
ык т? № 
В АГ (3) 


Теперь можно произве- 
сти вычисления. 


{Окончание см. с. 75$) 


тд] 
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Информация 
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А. И.брю ВМШ при Московском 
математическом обществе 





ВМШ — это вечерняя математическая 
школа. Заниматься в этой школе мо- 
гут все желающие ученики 6—8 клас- 
сов. Вступительных экзаменов в ВМШ 
нет. 
Хорошо работающим школьни- 
кам Совет ВМШ присваивает звание 
«ученик ВМШ», выдает удостовере- 
ние, а по окончании года — рекомен- 
дацию для поступления в математи- 
ческую школу. 

За десять лет работы ВМШ ее быв- 
шие ученики много раз побеждали 
на всесоюзных и международных мате- 
матических олимпиадах, напечатали 
десятки научных работ. Но ВМШ 
не ставит своей единственной целью 
подготовку и отбор будущих профес- 
сионалов-математиков. 

Умение «математически мыслить» 
полезно (а часто и необходимо) лю- 
бому человеку. Ведь математику мож- 
но применять везде! Например, с фев- 
раля по май 1973 года на семинаре, 
в котором я участвую, рассматри- 
вались математические модели, приме- 
няемые в экономике, социологии, ме- 
дицине, психологии, геологии, гене- 
тике, демографии и так далее. Но, 
к сожалению, ученые и инженеры 
при обсуждении этих вопросов иног- 
да пользуются теоремами и формула- 
ми математики, не понимая отчетливо 
их смысл. 

Это, естественно, приводит, к 
ошибкам. Чтобы таких ошибок не 
было, надо как можно раньше начать 
тренироваться в осознании смысла 
математических теорем, например, 
в математическом кружке или в ве- 
черней школе. 


Основное на занятиях ВМШ —ре- 
шение задач; основная обязанность 
учеников ВМШ — не стесняться и не 
бояться задавать вопрос, когда что- 
либо не совсем понятно.Программу к 
боты каждой группы (кружка) ВМШ 
определяют руководители этой 
группы; при этом учитываются ин- 
тересы школьников, занимающихся в 
группе. 

ВМШ работает с октября по ап- 
рель. Учебный год начинается с соб- 
рания в Актовом зале Московского 
университета. Занятня проводятся 
один раз в неделюв школах иливауди- 
ториях МГУ. Кроме того, регулярно 
проводится общий для всех групп кон- 
курс по решению задач. 

Желающие заниматься в ВМШ мо- 
гут написать по адресу: 117071, Моск- 
ва, В-7Т1, Ленинский проспект, 9. 14, 
корп. 7, ЦЭМИ, лаборатория теории 
вероятностей и математической ста- 
тистики, ВМ Ш, или позвснить во вто- 
рой половине сентября по телефонам: 
291-85-72, 139-35-29. 

В заключение` мы приведем нес- 
колько задач из числа разобранных 
на занятиях ВМШ. Отметим, что око- 
ло 400 задач ВМШ собрано в двух 
книгах: Е. Б. Дынкин, 
С. А. Молчанов, А. Л. Ро- 
зенталь, А. К. Толиныго«Ма- 
тематические задачи» (М., «Наука», 
1971); Е. Б. Дынкин, С.А. Мол- 
чанов, А. Л. Розенталь«Ма- 
тематические соревнования. Арифме- 
тика и алгебра» {М., «Наука», 1970). 
По материалам ВМШ работают«Встре- 
чи с тремя Неизвестными» в журнале 
«Пионер». 


Задачи 

1. Вдоль прямого шоссе стоят 6 домов. 
Где вырыть колодец, чтобы сумма расстоя- 
ний от него до домов была наименьшей? 
Тот же вопрос, если домов 7. 

2. Золотой призер чемпионата набрал 
7 очков, серебряный — 5. броизовый — 3. 
Сколько очков набрала команда, занявшая 
последнее место? (За победу в матче дается 
2 очка, ничья — 1, проигрыш — 0.) 

3. Решить в натуральных числах урав- 
нения: 

а) ху? т 3" — х= 8 
м --12= 

{х! — произведение всех натуральных чисел 
от | до х, например, 1! == 1, 21 == 1.2, 31 = 
= 1.2.3 = 6, 41 = 1-2-3-4 -= 24). 

4. Числа ри р* — 6 простые. Найти р. 

5. Дан треугольник АВС. Через точку 
А проведена параллельно ВС прямая, на 
которой взята точка р. Перпендикуляр ВЕ 
опущен на СО. Доказать, что площадь тре- 


1 
угольника АВС равна _ СР-ВЕ. 


6. Одинаковые цифры зашифрованы оди- 
наковыми буквами, а разные — разными. 
Расшифруйте равенство: 


МЯУ х МЯУ = МЯУЯК -[ УЯЯ. 


7. Прожектор освещает внутренность уг- 
ла в ©. Крепостная стена расположена по 
периметру выпуклого многоугольника, не 
являющегося параллелограммом. Доказать, 
что тремя прожекторами можно осветить 
снаружи всю стену. (Точка АД считается ос- 
вещенной прожектором В, если его лучи до- 
стигают всех точек некоторой части стены 
вокруг А.) 

8. Первый задумывает п цифр х\, Х». ... 

.. Хя. Второй казывает л натуральных 
чисел а, @., . ., @п. Первый в ответ 
сообщает сумму ах, Разх, |... т алхи. 
Сколько вопросов надо задать второму, что- 
бы отгадать цифры х., х.. ...., хп? Как 
действовать, когда хи. Х., ..., Хи — Не обя- 
зательно цифры, а натуральные числа, мень- 
шие 1000? А еслн про хи, хо, -.., Ха Из- 
вестио лишь, что это натуральные числа? 

9. Есть ровно 57 способов выдать х руб- 
лей билетами по Зи 5 рублей. Чему равно х 
{укажите все возможности)? 

10. Найти все функции {[ такие, что для 
любых чисел х, у справедливо равенство 


#(х) Ри) — ху= Но, НУ, — 1 
11. Про точки А, В, С нзвестно, что для 
любой четвертой точки М отрезок АМ мень- 
ше хотя бы одного из отрезков ВМ и СМ. 
Доказать, что точка А лежит на отрезке ВС. 
12. Подобрать числа а, В, с, 4, е так, 
чтобы уравнение 


рах Че исх —4-=е 
имело кории х=Зих= 4. 
13. Натуральное число п делится на 12 


н имеет 14 различных натуральных делите- 
лей. Найти п. 
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Число Авогадро 
н предсмертный 
вздох 

Юлия Цезаря 


{Окоцчание, начало см. с. 7!) 


Объем воздуха, посту- 
пающего в легкие при вдохе, 
составляет около двух лит- 
ров. Так как атмосферный 
воздух  нмеет плотность 
1,3 г/л, масса вдыхаемого 
воздуха’ ты 2. 10-3 лег. 

Атмосферное — давление 
близко к 10 н/м?. Значит, 
над каждым квадратным мет- 
ром земной поверхности на- 
ходится столб воздуха весом 
103 м, то есть массой около 
10% кг. Учнтывая, что радиус 
Земли В -= 63,7-10 м, на- 
ходим, что земная атмосфера 
имеет массу М = 51-107 ке. 

Воздух состоит на 80% 
из азота и на 20% из кисло- 
рода, поэтому для воздуха 
можно принять В = 
2ы 29 кейкмоль. 

Наконец, число Авогад- 
ро Млы 6-102% |/кмодь. 

Подставнв численные 
значення велични в равен- 
ство (3), получим: 


й {2.10-3)3 6-10 
751.109 ^^ 29 = 


== 6. 


Итак, Джинс прав: ког- 
да мы делаем вдох, в нашн 
легкие попадает полтора де- 
сятка молекул, участвовав- 
ших в предсмертиом вздохе 
Юлия Цезаря. 


Б. Ю. Коган 
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Телевидение 
готовит в вуз 





С 1-го октября 1973 года Главная редакция 
научно-понулярных ни учебных программ 
Центрального телевидения начинает транс- 
лировать по третьей программе передачи для 
постунающих в вузы. 

Телевизионные занятия будут продол- 
жаться в теченне всего учебного года. Каж- 
дую неделю зрителям предлагаются следу- 
ющие передачи: по физнке — в понедельник 
вечером ин в пятницу утром; по математн- 
ке — во вториик и в среду утром. В ту же 
неделю эти нередачи повторяются: по фн- 
знке — в среду и в воскресенье утром; по 
математике — в четверг и в субботу вече- 
пом. 

В основу передач по физике н матема- 
тнке положена «Программа вступительных 
экзаменов для поступающих в высшие учеб. 
ные заведения СССР». Телезанятия помо- 
гают закрепить, углубить, расширить и си- 
стематизнровать школьные знания учащих- 
ся; занятне составляется © учетом тех во- 
просов программы, которые чаще всего вы- 
зывают затруднения у абитуриентов. 

Регулярно слушателям  телекурсов 
предлагаются домашние задания (они 6бу- 
дут публиковаться в еженедельнике «Гово- 
рит и показывает Москва»), состоящие из 
задач и примеров различной  трудностн. 
Периодически проводятся контрольные ра- 
боты по пройденным разделам. Кроме того, 
во время телепередач будут проводиться 
контрольные опросы. 

Выполнив домашнее задание, слуша- 
тель курсов должен высдать на телестудию 
открытку — отчет о выполнения работы. На- 
писавшие контрольную работу высылают 
отчет и саму работу. Эти отчеты проверя- 
ются сотрудииками телекурсов и оценива- 
ются в условных баллах по специально 
разработанной шкале. 

В 1973/74 учебном году, каки в иро- 
шлые годы, телекурсы будут проводить оч- 
ные зачеты по пройденным темам (два раза 
по математике и два раза по физике). Как по- 
казывает опыт работы курсов, встречи уча- 
щихся < преподавателями значительно по- 
вышают эффективность телеобучения: бу- 
дущие абитуриенты, находясь в условиях, 
сходных с теми, которые бывают на вступлн- 
чельных экзаменах, проходят своеобразную 
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психологическую подготовку. С другой сто- 
роны, н преподаватели в результате неносред- 
ственного контакта с телезрителями могут 
установить, как воспринимается слушате- 
лями излагаемый материал, и, если это необ- 
ходимо, оперативно внести соответствующие 
коррективы в свою работу. Наряду с при- 
емом зачетов предполагается ин периодическое 
проведение очных консультаций. 

На очные зачеты и консультации вызы- 
ваются слушатели, активно и систематически 
занимающиеся на телекурсах. Принимают 
зачеты ин проводят консультации препода- 
вателн столичных вузов. Слушатели, успеш- 
но сдавшие зачеты, получают свидетельства 
06 окончании подготовительных телевизион- 
ных физико-математических курсов. 


На телекурсы могут быть зачислены как 
учащиеся выпускных классов средних обще- 
образовательных школ н техникумов, так 
н лица, уже нмеющие среднее образование 
Прием на телекурсы проводится без конкурса. 

Желающие закиматься на подготови- 
тельных телевнзнониых курсах должны при- 
слать на Центральное телевидение в Главную 
редакцию инаучно-популярных и учебных 
программ «Анксту-заявление» и «Регистра- 
нионную карточку». 

Оформляются они следующим образом. 

Возьмите две обыкновенные почтовые 
карточки и на лицевой стороне каждой на- 
лишите полностью и разборчиво свой домаш- 
ний адрес, фамилию, имя, отчество. Одна 
из этих карточек будет являться «Анкетой- 


заявлениеме, другая — «Регистрационной 
карточкой». 
Обратные (чистые) стороны карточек 


заполните так, как указано на образцах, 
причем карточки располагайте короткой сто- 
роной по горизонтали. 


Прнводим пример заполнения «Анкеты- 
заявлення» и «Регистрационной карточки» 
прн поступлении на математическое отде- 
ление телекурсов. 

Не забудьте приклеить к «Регистрацион- 
ной карточке» свою фотографию (в верхний 
левый угол), а нижнюю часть карточки раз- 
графить на 50 клеточек {5 горизонтальных 
рядов по 10 клеточек в каждом, размер клет- 
ки ЮХ 10 мм). 





АНКЕТА-ЗАЯВЛЕНИЕ «М» 


1. Фамилия. имя, отчество. 

2. Год рождения. 

3. Род занятий 

(учусь. работаю) 

4. Место работы, должность, стаж (если 
работаете). 

Прошу принять меня на отделение 
математики Московскнх подготовитель- 
ных телекурсов для поступающих в ву- 
зы, 


Подпись, дата. 








№ ... «М 
Фотография 
3х1 
РЕГИСТРАЦИОННАЯ 
КАРТОЧКА 
1. Фамилия, имя, отчество. 
2. Последняя годовая оценка по матема- 


тике, полученная вами в школе или 
среднем учебном заведенин. 

. Место учебы (если учитесь). 

. В какой вуз собираетесь поступать. 


> № 


п и о ии | о оеааыь | шишь 


К «Анкете-заявлению» и «Регистрацион- 
ной карточке» приложите незаклеенный кон- 
верт с написаниым на нем своим адресом (в 
этом конверте слушателю, зачисленному на 
курсы, высылается «Извещение о зачисле- 
нии не телекурсы»), вложите все это в дру- 
гой конверт и отправьте по адресу: 113162, 
Москва, Шаболовка, 53. Главная редакция 
научно-популярных и учебных програми, Мос- 
ксвские подготовительные телекурсы для по- 
ступающих в вузы. 

Прн постунленни на Физическое отде- 
ление телекурсов «Аикста-заявление» и «Ре- 
гистрационная карточка» оформляются так 
же; естественно, на обеих карточках нужно 
в правом верхнем углу проставить вместо 
буквы «М» букву «Ф», в «Регистрационной 
карточке» в третьем пункте проставить го- 
следиюю годовую оценку по физике, в «Ан- 
ксте-заявленииь указать, что хотите посту- 
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пить на физнческое отделение  телекурсов, 
а на конверте, который вы отправите на те- 
лестудню, сделать пометку «Ф». 

Желающие заниматься на обоих отде- 
лениях должны оформить две «Анкеты-за“ 
явления» и две «Регистрационные карточки» 
(отдельно для физического я для математи- 
ческого отделений); однако оба заявления 
и 066 регистрацнонные карточки пошаите 
в редакиню в одном конверте (сделав на нем 
две пометки «Фо н «М»). 

Отчеты о выполненни домашних заданий 
оформляются на обычных почтовых карточках 
(на каждой карточке — отчет о выполиенин 
только одного домашнего задания) следую- 
щим образом. 

На лицевой стороне карточки в графах 
«куда» и скому» напишите свой домашиий 
адрес, фамилию, имя, отчество. В графе 
«адрес отправителя» -- адрес редакции: 
113162, Москва, Шаболовка, 58, Московские 
подготовительные телекурсы, Математика 
(или «Физика»). 

На обратной (чистой) стороне карточки 
выпишите ответы к задачам и примерам до- 
машинего задания. 

Домашнее задание по физике состоит из 
пяти задач. Ответы к ним надо давать в ана- 
литическом вкде (формулой) н в чнсловом 
{в системе СН). Каждая верно решекная за- 
дача оценивается в два балла (1 балл — за 
правильную аналитическую формулу и 1 
балл — за правильный числовой ответ), 

Домашнее задание по математике со- 
стоит также из пяти задач (или примеров) 
различной трудностн. 

Под ответами на домашние задания как 
по физике, так и по математике слушатель 
должен написать дробь, числитель которой 
означает сумму баллов, полученных учащим. 
ся за все предыдущие домашние задания 
{проставляется самим слушателем), а зкаме- 
натель — сумму баллов за данное задание 
{эта цифра проставляется преподавателем 
курсов). 

На карточке-отчете о выполнекии до- 
машнего задания каждый раз обязательно 
проставляйте иомер домашнего задания и 
свой шифр (ваш шифр будет указан В при- 
сланном вам «Извещении © зачисленни на 
телекурсы»). 

В нижней частн карточки (после отве- 
тов) изшите вопросы, замечания, предло- 
жения. 

Заполненную карточку вложите в кон- 
верт н отправьте в редакцию. На конверте 
обязательно проставляйте номер домашнего 
задания, свой шифр и букву «М» (или «Ф»). 

После проверки карточка отсылается 
обратно слушателю. Оценку за выполнение 
домашнего задания вносите в «Извещение о 
зачислении на телекурсы» (в клеточку, со- 
ответствующую данному заданкю).- 


Срок выполнения домашних заданий — 
две недели со дня их публикаций в сжене- 
дельнике «Говорит и показывает Москва». 


А. В. Каганов, Н.Н. Наслузов 
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«Ивант» для младших школьников 





Задачи 


1. В примере на сложение цифры 
были заменены буквами, получилось 
вот Что: 

УДАР -- УДАР = ДРАКА. 
Попробуйте расшифровать этот при- 
мер. 


2. Семиклассник Петя переехал 
в новый пятиэтажный дом, у которого 
1-й и2-й этажи во2-м и 3-м подъездах 
заняты под магазин. Все лестничные 
площадки дома устроены одинаково, 
на каждой из них находится не более 
четырех квартир. Номер квартиры Пе- 
ти — 31. На каком этаже живет Петя? 
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3. На веревочной петле в горизон- 
тальном положении висит палка, один 
конец которой значительно толще 
другого. Палку разрубили в том 
месте, где была петля. Одинаков ли 
вес получившихся частей? 








5. Если машинист ие может сразу 
сдвинуть с места тяжелый состав, он 
дает сначала задний ход, а затем мед- 
ленно трогает состав с места. В чем 
туг дело? 


Художник Э. В. Назаров 





Новоселы зоопарка «Кванта» 





В «Кванте № 1 за 1972 год была 
опубликована статья А. Ю. Сойфера 
«Наш зоопарк», в которой самым ма- 
леньким читателям нашего журнала 
была предложена новая игра: из 12 
фигурок треугольного гексамино. сло- 
жить первых обитателей зоопарки 
«Кванта» — двух веселых гусей и 
верблюда. Предлагалось также при- 
думать новых обитателей зоопарка. 
Сегодня мы познакомим вас с ними. 


Наш зоопарк пополнился новосела- 
ми. Они прибыли к нам из Москвы 
и Казани, города Электроугли Мос- 
ковской области и Норильска, горо- 
да Навои Бухарской области и То- 
больска Тюменской области. Новосе- 
лов оказалось очень много, мы пред- 
ставим вам самых интересных. 

Оля Ш. (к сожалению, свою фа- 
милию Оля не сообщила) из г. Элект- 
роугли прислала нам очаровательно- 
го котенка (рис. 1) и черепаху, кото- 
рая смотрит, не слишком ли быстро 
она идет (рис. 2). Девятилетний Вова 
и двенадцатилетний Толя Шустовских 
из г. Тобольска прислали курицу 
(рис. 3) и множество собачек, одну 
из которых мы предлагаем вашему 
вниманию (рис 4). 
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«Свою фигурку я назвал ‚,Кот 
на охоте’” (см. рис. 5), так как соз- 
дается впечатление, что кот, выгнув 
спину, готовится прыгнуть на свою 
жертву», — пишет Сметанин Андрей 
из Норильска. Отметим, что «Кот 
на охоте» состоит из всех двенадцати 
треугольных гексамино! 

ее ваших писем, в которых на- 
деемся найти новых зверюшек для зо- 
эпарка «Кванта» и ответ на вопрос, 
как сложить наших новоселов. 


А. Ю. Сойфер 









ИИММУ 

ААА 

УЖУДУДУ ДУХ 
\"ЖУДУАУАУА` 
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м 
А 


унас в гостях журнал ря == 


ИН. Леман > 





Одинаковы ли расстояния между — точ- 
ками А, Ви М, №> 


Что, по-вашему, нзображено па этой фо- 
тографии? 





Какой эллипс больше: 
нижний или внутрен- 


ний верхинй? Зто окружность? 





Как вы думаете, есть ли на этих рисунках 
Квадрат или не квадрат? квадрат? 
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Ответы, указания, решения 
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К статье «Красочная комбинаторнка» 

4. Применим специальную черно-белую 
раскраску (рис. 1). Квадратное тетрамино на 
любом участке доски покроет нечетное чис- 
ло белых ни нечетное число черных клеток, 
прямое тетрамино покроет по дее клетки каж- 
дой расцветки, и косое тетрамино покроет 
либо по дае клетки каждой расцветки, либо 
4 одного цвета и ни одной другого. 16 тет- 
рамино, упоминаемых в условии. покроют 
нечетное число черных и нечетное число бе- 
лых клеток доски данной расцветки. Но наша 
доска содержит четное число клеток каждого 





Рис. 1. Рис. 2. 





Представители «нечетных» 
рамнио (нх всего 24). 


Рис. 3. Е. 
Представнтели а«четных» тетрамино 
(нх всего 1 {). 


тет- 


цвета, следовательно, не может быть покры- 
ла указаиными плитками тетрамино. 


8. См. рисунок 2. 


6. а) Если все 35 возможных видов гек- 
самнно считать фигурами, вырезанными из 
шахматной доски с обыкновенным чередо- 
ваннем черных и белых клеток, то у 24 фигур 
окажется по 3 клетки каждого цвета («не- 
четные» гексамино), ау 11 фигур —2 клет- 
ки одного цвета н 4 — другого (ачетные» 
гексамино) — убедитесь! Несколько фнгур 
«нечетной» и «четной» категорий показано 
на рисунке 3. 

6) Предположим, чтс удалось из 35 плн- 
ток гексамино составить какой-либо пря- 
моугольник в 210 клеток (35 Х 6 = 210). 
Так как «нечетных» гексамино четное число 
(24), а остальные гексамино — «четные», то 
поквытый ими прямоутольник должен со- 
держать зелног число черных клеток в &ет- 
нсе число белых. Но любой прямоугольник 
из 210 клеток с шахматным чередованнем 
черных и белых клеток содержит нечетное 
число (105) черных клеток и нечетное число 
{105) — белых. 

8. Нет. Воспользуйтесь раскраской в 
статье на рнсунке 8. 


11. Забирая желтые орехи, мы брали н 
настоящие. При нервых пяти дележах мо- 
ряк получал на один срех меньше, чем в 
задаче без мартышки, а при последнем де- 
леже каждый моряк получил на один орех 
меньше. Получнлось 10 лишних орехов — 
шесть мартышке и четырех желтых. 


12. См. рисунок 4- 

13. Каждый куб можно поставить разиы- 
ми способами (6 разных верхних граней и в 
каждой такой позиции еще 4 разных перед- 
них грани); комбинируя ориентации всех 
четырех кубоа, получаем 24%. Но готовый 
нараллелепипед имеет 4 ориентации (про- 
верьте), итого 2%: 4-=- 82944 возможных 





79 





Рис. 5. 


конструкций *). Условию задачи удовлетво- 
ряют два таких параллелепипеда, они по- 
лучаются друг мз друга поворотом каждого 
кубика на 180° вокруг его передней грани 
(при этом передние грани кубиков не меня- 
ются, а верхияя н нижняя грани каждого 
кубнка меняются местами). Итого 2 шанса 
из 82944. 

14. Для расцветки, показанной на ри- 
Сунке 5, удовлетворяющей условию задачи, 
решение головоломки найдите самостоя- 
тельно. 

К статье «Системы двух линейных уравненнй 
с двумя нензвестнымих 

1. Нет. 

2. Уравнение х= | имеет единствен- 
ное решение х == |, а решением системы яв- 
ляется любая пара чисел внда (1, а). 


3. а = ОЗ 
4. а = 3: 
5 а=1 6=-—. 


6. Числа, ло модулю равные 1. 
7. Прологарифмировать систему по ос- 
нованию 2. 
8. Хх: эЁ Х2. 
9. Пиаж1, ах —2 будет 
1 


х=и-г2= ге 


при а=\1 буджт 2=\— ху, где 
х, у — любые; при а = —2 нет решений. 

10. 0. =0, а. =1 (во втором случае 
две последние точки совпадают). 





*) Мы считаем, что синзу стоит кубик 
№ 1, на нем — кубик № 2 и так далее. 





КорреХтор Н. Б. Румянцева 
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К статье «Силы трений» 


1. $ = 2 = 5 см. 
2. == 87 км/ч. 
3. М = 600 н. 


4. итах = УЕВ = 75 км/ч (В == 


=гИЗ). 


К статье «ВМШ при Московском математи- 
неском обществе» 


1. Колодец можно рыть в любом месте 
между третьнм и четвертым домами. 

2. 2 очка (5 команд). 

3. а) Вычтите число 3 из обеих частей 
уравнения и разложите левую часть на мно- 
жители. 

6) Есть два пути: если х больше 5, то 
у? оканчивается на 2, чего не может быть; 
если х больше 6, то у? делнтся на 3, но не 
делится на 9, чего не может быть. 

4. Проверьте, что если х ие делится на 5, 
то хз — | делится на 5. 

5. Опущенные на ВС высоты треуголь- 
ников АВС и РВС равны. 

6. МЯУ = 102 или МЯУ = 103. 

7. См. статью И. М. Яглома в «Кванте» 
№ 3, 1972 (надо применить результат за- 
дани МЗ9). 

8. Для отгадывания цифр достаточно 
одного вопроса: а; = 1, аз = Ю, аз = 100,... 
.... @п = 108-№ Если известно лишь, что 
загаданы натуральные числа, то одного воп- 
роса ме хватит (докажите, хватит двух: 
первым узнаем сумму этих чнсел, пусть она 
меньше 10%, во втором вопросе а; = 1, аз = 
= 10^, а, ='10*\, ..:. 

9. х = 840 -|- 5а - ЗЬ, гдеа = 0, 1, 2; 
Ь =0, 1,2, 3, 4. Указание. Любой спо- 
соб выдачи можно получить из любого дру- 
гого, несколько раз меняя пять трешек на 
трн пятерки. 

10. = т хин Гы =. 

12. Например, а= —1, 6=4, с=\1, 
а = —3З, е= 1. 


13. 192. 


К задачам ««Квант» для младших школьников» 
{см. «Квант» № 8, 1973) 

1. = а с=а(а- 1). Тогда х = 
= (4 а- 1?. 

2. Эйхлер — инженер, Бауманн — элек- 
трик. 
3. 36 км/ч, 99 м. 
8. }8 часов. 

5. 40 лет. 








Чеховский полиграфический комбннат 
Союзполиграфпрома при Госраруитесином 
комитете Совета Минястров СССР по делам 
издательств, полиграфии и киижной торговли 
г. Чехов, Московской области 
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школьников по физике 


1. Награждение победителей. и председатель жюри УП олиминады по 
2. Члены команлы г. Ленииграла из закры- физике  член-корреспондент АН СССР 
тнн олимпнады К. Я. Кондратьев на открытнн олимпиады. 


3. Председатель Всесоюзного оргкомитета 4. 5. Постоянные корреснонденты «Квапта» 
олнмпиады академик И. К. Кикоин (слева) — Ю. Лурье н Л. Брагвиския. 
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1) - У, 


№ нашим читателям 


С 1 сентября производится подпи- 
ска на научно-попупярный физико- 
математический журнал «Квант» на 
1974 год. 

Основисе содержание  журна- 
ла — материалы, помогающие лучше 
понять физику м математику, на- 
учиться применять этим науки для 
объяснения различных явлений и 
процессов, с которыми мы сталки- 
ваемся на практике, научиться ре- 
шать задачи. 

В журнале читатель найдет мно- 
го задач. Среди них задачи, предла- 
гавшиеся на вступительных экзаме- 
нах в различные вузы, опимпиздиые 
и просто интересные задачи. 

Заметки с описанием физических 
приборов помогут читателю поста- 
вить и провести физический экспе- 
римент. 

Журнал публикует статьи обзор- 
ного характера, рассказывающие о 
достижениях науки, о проблемах, 
которые еще ждут своего решения; 
рассказы об ученых, о том, как рож- 
даются научные открытия. 

В журнале постоянно помещают- 
ся рецензим на книгм — уже вышед- 
шие и еще только готовящиеся к из- 
данию. 

Журнал рассчитан в первую оче- 
редь на учеников 7—40 классов. Он 
полезен учителям, особенно тем, 
кто руководит кружками или ведет 
факультативные занятия по физике 
м математике, а также всем, кто лю- 
бит математику и физику. 

Журнал распространяется толь- 
ко по подписке, которая произво- 
дится без ограничений. 

Цена номера 30 коп., стоимость 
годовой подписки 3 руб. 60 коп. 
При подписке ссылайтесь на наш 
индекс 70465. 
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Научно-пон уилярный 


физико-математический 





На рисунке сверху изображена замыслова- 
тая фиеура. лежащая на листе клетчатой 
бумаги. На ее «территорию» попало Девять 
узлов (узлами мы назвали точки пересече- 
ния горизонтальных и вертикальных прямых. 
линующих бумагу). А нельзя ли сдвинуть 
ге по бумаге так, чтобы в занимаемую ее 
площадь попало меньше узлов? Оказывает- 
ся можно: если площадь произвольной фи- 
гуры. лежащей на клетчатой бумаге, мень- 
ше п (площадь одного квадрата принята за 
единицу). то ее можно сдвинуть так. что на 
ее территорию попадает не больше —7) 
узлов. Это утверждение низывается  теорс- 


мой Блихфельди. Постарийтесь ге доказать. 
После этого вам останется убедиться, что 
площадь нашей фигуры меньше единицы, и, 
значит, ее можно вообще сдвинуть с узлов. 


На первой странице обложки вы видите мо- 


дель идеального ионного кристалла. Свой- 
ства кристаллических веществ определяют- 
ся строением их кристаллической решетки. 
О том. как по микроскопическим характери- 
стикам найти механические параметры —ве- 
щества рассказывается в статье Г. Б. Ку- 
пермана и Е. Д. Щукина «Механические 
свойства кристаллов». 
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=== ЗВАРИСТ ГАЛУА 


«У меня нет времени... У меня нет 
времени!» Эти слова, нацарапанные 
майской ночью 1832 года почти нераз- 
борчивыми каракулями на листке, 
сплошь исписанном алгебраическими 
формуламн, кричат о самой удивя- 
тельной и трагической судьбе, кото- 
рая когда-либо выпадала на долю 
ученого, — о судьбе Эвариста Га- 
луа. Непризнанный гений, отвержен- 
ный ученый, одинокий и непримирн- 
мо честный. В ночь неред дуэлью 
двадцатилетний юноша писал в по- 
следний раз, писал,  ирощаясь с 
друзьями, с наукой, с жизнью. 

Эварист Галуа родился 26 октяб- 
ря 1811 года в городке Бур-ля-Рен в 
семье директора панснона. Его мать 
Аделаида-Мари, дочь доктора прав 
Парижского университета, дала свое- 
му сыну хорошее гуманитарное обра- 
зование,. Ето любимые авторы — 
Плутарх и Тит Ливий, Корнель и 
Расин — учили, что нет большего 
счастья, чем отдать жизнь за свободу 
своей родины. 

В двенадцать лет Эварист посту- 
ил в Парижский лицей Людовика 
Великого. Там он стал одним из луч- 
иих — похвальные листы н призы за 
латннские стихи и переводы с гре- 
ческого сыпались на него один за дру- 
гнм. Однако Эварист довольно быст- 
ро охладевает к литературе и нсторин 
и остается на второй год в классе 
риторнки. Его работу оценили как 
посредственную, поведение — как 
рассеянное, ум — как слишком юный. 
Галуа воспользовался своим возвра- 
щением на повторный курс для того, 
чтобы одновременно учиться н в ма- 


тематическом классе. Там сразу об- 
наружнлись его исключительные ма- 
тематические способности. Элемен- 
тарные книги но алгебре не удовлет- 
воряли юношу: в них отсутствовал 
дух научного исследования. Зато 
учебник геометрии Лежандра он про- 
чнтываст, не отрываясь, как роман, 
и, когда кончает чтение, весь длин- 
ный ряд теорем прочно остается в его 
памяти. 

Настоящее умственное наслажде- 
ние дает ему чтение работ Лагранжа, 
одиого из крупнейших математиков 
ХУП века. С поразительной лег- 
костью Галуа овладеваст математи- 
ческим анализом. Но больню всего его 
заинтересовала работа Лагранжа, в 
которой великий аналитик исследо- 
вал проблему разрешимости в радн- 
калах алгебранческих уравнений. 

Еще в ХУ\УГ веке итальянские ма- 
тематики Тарталья и Кардано вывели 
формулы для решения уравненнй 
третьей степени, а Феррари, юный 
ученик Кардано, — формулы для ре- 
шения уравнений четвертой степени. 
Но дальше дело застопорилось: нн- 
кому не удавалось вывести формулу 
для решения уравнений пятой степе- 
ни. В том, что такая формула сущест- 
вует, математики в то время не сом- 
невались. Всем казалось, что дело 
лишь в том, чтобы найти эту форму- 
лу, составить вогипебную комбнина- 
цию из коэффициентов уравнения. 
знаков арифметических действий и 
радикалов, по которой можно будет 
решить любое  уравненне  иятой 
степени. Но проходили столетия, а 
такую комбинацию никому не удава- 


4 


лось составить, хотя многие посвя- 
тили этому всю жизнь. 

Лагранж отличался своеобразным 
складом ума. В каждом вопросе он 
стремился создать широкие теоре- 
тические концепции, связывающие в 
еднное целое все множество отдель- 
ных задач, предложений и приемов. 
Этот же подход применил он и к воп- 
росу о решении уравнений в радика- 
лах. Он не стал составлять различ- 
ные комбинации, а постарался но- 
нять, в чем была причина успешностн 
приемов, примененных  Кардано, 
Феррарн, Эйлером, Чирнгаузеном и 
многими другими для решения урав- 
нений 3-й и 4-Й степеней. 

Оказалось, что все онн делали одно 
и то же — составляли выражения из 
корней уравнення, которые при пере- 
становках корней принимали относи- 
тельно мало различных значений. На- 
пример, если взять рациональное вы- 
раженне, составленнсе из 4 корней 
Х1, Ха, Хз, Ха уравиения 4-й степени, 
то при различных перестановках кор- 
ней оно приует, вообще говоря, 24 раз- 
личных значения (потому что 4 объек- 
та можно переставлять 24 способа- 
ми). 

Одночлен х, примет при таких не- 
рестановках 4 значения: х,, х., Х., 
Хз, то есть столько же, какова степень 
уравнения; произведение 


(\:—х.) м: — 3) хи —хИх 
Хх — хз) (Х.—х) б—х.) 


при этих перестановках принимаст 
лншь 2 различных значення; двучлен 
хх. хх. — только 3 различных 
значения. Лагранж доказал, 
что если х..... ди — Корни 
уравнения л-й стенени, то число 
перестановок К, не меняющих 
вида — некоторого рационального 
выражения К... Хи), — ЯВЛЯ- 
ется делителем числа  лЦл!-= 
== 1.2....-1), а само это выражение 
удовлетворяет уравнению л!/Ё-й сте- 
пени, коэффициенты которого могут 
быть выражены через коэффициенты 
заданного уравнения. 

Анализнруя всевозможные выра- 
жения. составляемые из корней дан- 
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ного уравнения, н перестановки, ос- 
тавляющие эти выражения неизмен- 
ными, Лагранж доказал, что если 
р — простое число, то решение любо- 
го уравнения р-й степени сводится 
указанным путем к решению уравне- 
ния степени (р—2)!. Прн р 
имеем (р — 2)! 1, уравнения пер- 
вой степени решаются. Если же р 
=05, то (р — 2)! = 3! = 6, то есть 
решение уравнения пятой степени 
сводится к решению уравнения шестой 
степени. «Отсюда следует, — писал 
Лагранж, — что весьма сомнительно, 
чтобы методы, которые мы рассмотре- 
лн, могли дать полное решение урав- 
нения пятой степени». Главное же в 
работе Лагранжа было то, что он ус- 
тановил связь между решением урав- 
нения в радикалах и перестановкамн 
корней. Эту связь он назвал «истнн- 
ной философией решения уравне- 
ннй». 

Работы Лагранжа открыли перед 
Галуа новый мир. Все его помыслы 
отныне направлены на математику. 
Забыты история, литература, рито- 
рика; преподаватели этих наук пи- 
тут, что «его способности — это не 
более чем легенда, которой пора ме- 
рестать верить...». Даже учитель ма- 
тематики Вернье, который был весь- 
ма высокого мнения о дарованиях 
Галуа, считает поведение Эвариста 
очень плохим, а его самого — скрыт- 
ным и самолюбивым. Он видит, что 
юношей владеет страсть к математнке, 
но пытается уговорить его заниматься 
н математикой, и риторнкой. Поздно! 
Галуа уже вступил на нуть само- 
стоятельной иаучной работы. В шест- 
надцать лет он совершает ту же ошиб- 
ку, которую за несколько лет до него 
сделал другой гениальный юноша — 
норвежец Нильс Абель, — он думает, 
что решил уравнение пятой степени. 
Какое значение имеет то, что Верньс 
дал ему лишь седьмую награду. Галуа 
уже не думает о лицее — он стремится 
в знаменитую Политехническую шко- 
лу, где преподают хченики Лагранжа. 
Он верит, что в ней его оценят... 

Однако понытка поступить в По- 
литехннческую школу окончилась про- 





валом: знания работ Лежандра и Лаг- 
ранжа оказалось недостаточно для 
того, чтобы решать изощренные за- 
дачи, предлагавшиеся экзаменатора- 
ми. Галуа вновь возвращается в опо- 
стылевший лицей. И здесь ему влер- 
вые улыбается счастье — он встреча- 
ет учителя, который смог оценить его 
гениальность. 

Ришар умел подниматься выше 
офицнальных программ, он был в 
курсе успехов наук и стремился рас- 
ширнть кругозор своих учеников. 
Отзывы Ришара о Галуа просты: 
«Он работает лншь в высших областях 
математики». 

И действительно, уже в семнадцать 
лет Галуа получает лервые научные 
результаты. Одна его заметка посы- 
лается в нзвестный математический 
журнал н вскоре выходит в свет. 
И хотя заметка называется «Доказа- 
тельство одной теоремы о периодиче- 
ских непрерывных дробях», она все- 
цело посвящена теории уравнений — 
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Галуа исследует, как связаны друг с 
другом разложения двух корней урав- 
нения в непрерывные дроби. 

Эта заметка — лишь первая про- 
ба пера. В семнадцать лет Галуа сде- 
лал гораздо более важные открытия в 
теорнин уравнений и направил работу 
в Академию наук. Представить его 
работу взялся самый знаменитый из 
французских математиков того вре- 
мени — Коши, но академик был слин!- 
ком занят, н работа юного лицеиста 
попросту затерялась. 

Продолжать эти исследования у 
Галуа уже не было времени: надо бы- 
ло готовиться к повторной попытке 
поступить в Политехническую школу. 
На этот раз ни у Эвариста, ни у его 
учителя Ришара сомнений в успехе 
не было — экзамены должен был дер- 
жать не самонадеянный школьник, а 
глубокий знаток математикн, автор 
научных работ. 

И снова Эварист стоит перед эк- 
заменаторамн. Каштановые волосы, 
близоруко прищуренные глаза. 
Взволнованный и бледный, он вы- 
глядит моложе своих семнадцати с 
половиной лет, Руки нервно крошат 
мел. «Расскажите, что Вы знаете о 
логарифмах». И вмиг застенчивость 
Эвариста сменяется гневом: «Я не 
школьник! Не буду отвечать на такой 
простой вопрос!». Тогда Галуа пред- 
ложилн решить труднейшее уравне- 
ние. В несколько минут он набросал 
орнгинальное решение. Не поняв на- 
писанного, экзаменатор засмеялся. 
После короткого спора выведенный 
из себя Эварнст бросил в экзамена- 
тора тряпку для стирання мела. Это 
был не только жест гнева, но и жест 
отчаяния: Галуа понял, что то, о 


чем он страстно мечтал, ускользает 
от него навсегда. 
«Почему  экзаменаторы задают 


кандидатам только запутанные воп- 
росы? — записывает он. — Может 
показаться, что они боятся быть по- 
нятыми теми, кого спрашивают. От- 
куда взялась эта злосчастная мане- 
ра нагромождать в вопросах искус- 
ственные трудности? Неужели кто- 
нибудь думает, что наука слишком 


проста? А что из этого получается? 
Ученик заботится не о том, чтобы 
получить образование, а о том, чтобы 
выдержать экзамены... Можно с пол- 
ным правом сказать, что несколько 
лет назад появилась новая наука, при- 
обретающая с каждым днем все боль- 
шее и большее значение. Она состоит 
в изучении пристрастий господ эк- 
заменаторов, их настроений, что онн 
предпочитают в науке и к чему пита- 
ют отвращенне». 

А через несколько дней после 
неудачных экзаменов на Эвари- 
ста сваянлась новая, неизмеримо боль- 
шая беда. Второго июля его отец 
Николя-Габрнэль Галуа, затравлен- 
ный политическими противниками, 
клерикалами и незуитами, покончил 
с собой. 

Эварист провожает прах своего от- 
ца. За гробом идут сотни жителей 
Бур-ля-Рена. Они отдают последние 
почести своему мэру, который бес- 
сменно руководил городом в тече- 
ние семнадцати лет. Гроб вносят 
в церковь. Многие остаются на улн- 
це. Они не хотят войти в храм, слу- 
жнтель которого — виновник траге- 
дин. Священника не вндно, панихнду 
служит викарий. Прниходский свя- 
щенник встречает процессию на клад- 
бище. В толпе раздаются возмущен- 
ные крики: «Убийца!» В кюре летят 
камни. 

В душе Эвариста смерть и похоро- 
ны отца оставилн глубокий след. 

В феврале 1830 года восемнад- 
цатилетний Эварист Галуа был зачис- 
лен в Приготовнтельную — шко- 
лу — ничтожную и бледную тень 
прежней Нормальной школы, уп- 
раздненной Бурбонами в 1826 году. 
Поступить туда ему было легко — 
ведь эта школа была как бы продол- 
жением лицея Людовика Великого. 
В ней готовились кандидаты на зва- 
нне преподавателя. 

В Приготовнтельной школе Эва- 
рист сдает нспытания на степень бака- 
лавра литературы и математики. 
Лишь после второй попытки он был 
удостоен этого звания, плохо выдер- 
жав испытания по литературе, но 
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очень хорошо — по математике и фи- 
знке. Во время обучения Галуа пуб- 
ликует еще три научные работы, ко- 
торые в январе 1830 года представ- 
ляет на конкурс в Академию наук. 
Тенерь его судьба в руках бессмен- 
ного секретаря Академни — Фурье. 
Фурье начинает читать рукопись, но 
вскоре умирает. Вторая рукопись, 
как ин первая, исчезает. 

Летом 1830 года, когда Галуа за- 
канчивал первый год обучения в 
Приготовительной школе, Июльская 
революция лишает власти короля 
Карла Х. На баррикадах в первых 
рядах сражаются студенты Политех- 
нической школы, той самой, куда так 
стремился попасть Галуа. 

Приготовительной школой в то 
время руководил некто Гиньо. Пы- 
таясь помешать своим студентам прн- 
нять участие в развертывающихся со- 
бытиях, он взял с них слово не покн- 
дать школу и распорядился запереть 
двери. Лишь два ученика отказались 
дать слово, требуемое директором, — 
Галуа и его кузен Бенар. 

В ночьс 28 на 29 июля Галуа пы- 
тается вырваться на волю и присоеди- 
ниться к восставшему народу. За 
это Гиньо подвергает нарушителя до- 
машнему аресту. Галуа полон гнева 
ни презрения к Гиньо, да я возведе- 
ние на престол Луи-Филиппа вместо 
установления республики является 
в его глазах изменой идеалам, за 
которые сражались бойцы баррикад. 

Во время каникул 1830 года Га- 
луа активно участвует в работе рево- 
люционных кружков, вступает в Об- 
щество друзей народа. После начала 
занятий в Нормальной школе (ре- 
волюция вернула ей прежнее назва- 
ние) юноша начинает борьбу со все- 
сильным директором. В конце ноября 
Гиньо запрещает мятежному Галуа 
покидать школу. 

Но Эварист не сдается. Он нахо- 
дит возможность нанести ответный 
удар. В декабрьском номере «Ля га- 
зетт дез эколь» за лодписью «Ученик 
Нормальной школы» было помещено 
резкое пнсьмо. Автор не ограничился 
критнкой системы преподавания в 
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Факсимиле рукописи Э. Галуа. 


школе. Он рассказал о политической 
беспринципности ее директора, опн- 
сал издевательства, которым подвер- 
гаются «строптнвые»... Для Гиньо 
было ясно, кто автор письма. Через 
четыре дня после его опублнкования 
Эвариста исключают из школы. 
Галуа оказался лишенным не толь- 
ко права посещать лекции, но и 
средств к существованию. Верный 
себе, Эварист не предается горестным 
размышлениям. Он действует. 9 ян- 
варя 1831 года в той же газете «Ля 
газетт дез эколь» появляется объявле- 
ние: «В четверг 18 января г-н Галуа 
откроет публичный курс высшей ал- 
гебры у Кайо, книготорговца, улица 
Сорбонны, дом 5. Этот курс будет 
читаться во все четверги в час с чет- 
вертью; он предназначен молодым 
людям, которые, чувствуя, насколько 
неполно изучение алгебры в коллежах, 
желают углубиться в эту науку. Курс 
состоит из теорнй, частично новых, ко- 
торые никогда еще не изучаянсь в 
публичных курсах. Мы ограничимся 
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тем, что назовем новую теорию мни- 
мых, теорню уравненнй, разрешимых в 
радикалах, теорию чисел и эллипти- 
ческих функций, трактуемых чисто 
алгебраически». Это была неслыхан- 
ная дерзость: исключенный ученик 
восставал против своих учителей, де- 
вятнадцатилетний юноша бросал вы- 
зов официальной Сорбонне. 

Как утверждают свидетели, на пер- 
вую лекцию пришло тридцать слу- 
щателей, на второй нх было не более 
десяти, а на третьей (и последней) — 
четыре человека. Галуа читал слни- 
ком сложно. 

Из приведенного объявления вид- 
но, что в это время Галуа уже вла- 
дел идеями, обессмертившими его 
имя, — лекции посвящались разре- 
шимости уравнений в радикалах. 
Над разрешимостью уравнений Эва- 
рист начал думать еще со школьной 
скамьн. Теперь он уже знал, что 
ошибся, общее уравнение пятой сте- 
ненн нельзя решить в радикалах 
(доказательство этой теоремы было 


опубликовано Абелем в 1826 году *)). 
Но ведь доказательство Абеля, равно 
как и исследования Лагранжа, отно- 
снлись к общим уравнениям, к урав- 
нениям с буквенными коэффициента- 
мн. А что будет, если рассматривать 
лишь уравнения с числовыми коэф- 
фициентами? Ведь может же случить- 
ся, что, хотя общей формулы для ре- 
шения таких уравнений нет, корни 
каждого отдельного уравнения мож- 
но выразить в радикалах. А если это 
не так?.. Тогда должен быть какой- 
то признак, позволяющий  опреде- 
лить, решается данное уравнение в 
радикалах или нет. Что же это за 
признак? 

Нет сомнений, что  путеводной 
звездой для Галуа, кроме работы 
Лагранжа, служила работа Гаусса 
(напнсанная им в семнадцать лет } о 
построенни правильных многоуголь- 
ников **). В этой работе Гаусс иссле- 
довал, при каких п уравнение 

ж-- мы... х+1=0 (1) 
можно решить в квадратных радика- 
лах, используя, кроме арифметиче- 
ских действий, лишь извлечение квад- 
ратных корней. Но было ясно, что 
если допустить возможность извле- 
чения корней любой степени, то урав- 
нение (1) решается в радикалах. 

Чем же отличается уравнение (1) 
от уравнений общего вида? 

хам... фа, = (2) 

Тем, что между корнями имеются 
зависимости, которых нет для корней 
уравнения (2). Ведь в общем случае 
между корнями х., ..., х„ уравне- 
ния {2) есть только найденные еще в 


ХУТ веке французским математиком 
Виета зависимости 


ж Вх. +... РР ж = —а,, 
ры + х,х: в. а Жлыр АНЕаь м 





*) Короткое сообщение появилось еще 
в 1824 году. 
**) О ней смотрите статью: Гинди- 
Не С. Г. Дебют Гаусса. «Квант», 1972, 
в 1. 
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и те соотношения, которые можно 
вывестн из них с помощью арифмети- 
ческих операций. А корни уравнения 
(1} имеют вид *) 


# ЗА 214 
т, 
Е =1,2,..., м, и из формулы Муав- 
ра видно, что 


2л 
Хь = 605——— 


2л ол \ 
Е г 
Х = (55 т т НЕЙ и Е = 


== С0$ Е Ея Л =х 
ыы п-т} з т № 
то есть 


РИ: = у = ре 
ХА = Ха, Хо == ХТ, Хз == ХЗ, Ха = м... 

А на соотношениях вида хь = 
и вытекающих из них следствиях по- 
строено все доказательство Гаусса. 
Но отдельные следствия из этих со- 
отношений отличаются от них лишь 
номерами корней. Например, при п = 
= 4 из соотношений х» = хр вытека- 
ют и такие: 


2 3 4 
Ха = Х,, Ха == Ха, Х: == Х2, Хз == д. 


Чтобы получить их из соотношений 
хь = х*, достаточно поменять номера 


корней по такому закону: 

Ё 234 

241 3}- 
Эта запись означает, что х, перехо- 
дит вх. (то есть х, заменяется на хо), 
х, — Вх ИТ. д. Далее, корни можно 
переставить еще раз. При этом х, 
сначала переходит в х», а потом х, — 
в х.. Окончательно, х, переходит в 
х.. Если проследить за всеми корня- 


ми, то окажется, что при повторном 
применении перестановки (4) получа- 





*) В самом деле, это уравненне можно 
записать в таком виде: 


А по формуле Муавра 
2 эл "+! Е 
совет — = 
= с05 лм 2 — 1-0. 


ется перестановка 


(4321) 


Так получаются 4 различные переста- 
новки корией, в том числе и тождест- 
венная перестановка 


(1234) 
12341, 


при которой все корни остаются на 
месте. Эти перестановки, ин только 
они, переводят соотношення хх == 
= хх в другие соотношения, выпол- 


пяющиеся для корней уравнения (1} 
при м = 4. И любопытно вот что. 
Если сделать сначала одну такую 
перестановку, а потом другую, то в 
результате получится перестановка, 
которая тоже переводит верные соот- 
ношения в верные. Эти перестановки 
можно умпожать подобно числам. 

А нет ли таких перестановок и для 
других уравнений? Ведь и для них 
можно составлять соотношения между 
корнями и смотреть, при каких пе- 
рестановках верные соотношения бу- 
дут переходить в верные. Конечно, са- 
мые лучшие — это те уравнения, кор- 
ни которых — рациональные числа. 
Такие уравнения решаются без извле- 
чения корней. Для таких уравнений 
есть очень простые соотношения меж- 
ду корнями х, = 6; ..., Х, = бин 
единственной — «перестановкой», со- 
храняющей этн соотношения, —яв- 
ляется тождественная перестановка. 
Значит, уравнение тем проще, чем 
меньше совокулность перестановок, 
сохраняющих соотношения между 
корнями! Следует как-то назвать та- 
кие совокупности перестановок. Эти 
перестановки собираются — вместе, 
группируются. Не назвать ли их 
совокупность группой? 

Вряд лн, применив это название, 
Эварист думал, что он вводит в ма- 
тематнку новое понятие, которому 
суждена долгая и славная жизнь, 
что число работ, посвященных груп- 
пам, будет исчисляться многими тТЫ- 
сячамн, что методы теории групп от- 
кроют тайны кристаллических реше- 


Вар:ИКуапытссте.ги 


ток, атома и многое другсе. Он хотел 
лишь посмотреть, что происходит с 
группамн перестановок корней в 
процессе решения уравнений. 

Конечно, Галуа не был первым, 
кто имел дело с группами перестано- 
вок корней. Ими занимались уже и 
Лагранж, и Гаусс. Сам Галуа пони- 
мал, что идеи, высказанные им, в 
неявной форме содержались в работах 
его предшественников. 

Но велнка заслуга того, кто 
разъяснил такие иден, сформулиро- 
вал существенные свойства понятий, 
применил их к решению новых и труд- 
ных задач. Это и сделал Галуа для 
понятия группы — лишь после его 
работ оно стало предметом изучения 
математиков. 

Однако вернемся к ходу рассужде- 
ний Галуа. Теперь надо внимательнее 
носмотреть, какие соотношения могут 
быть между корнями уравнения. Это 
зависит от того, какне коэффициенты 
считать допустимыми в таких соот- 
ношениях. Возьмем уравнение 


' 


хх - 1 = 0. 


Еслн в соотношениях допустимы 
лишь рациональные коэффициенты, то 
для его корней есть только соотноше- 
ния Виета, соотношения вида хь == 


=: д и те, которые из них получаются 

с помощью рациональных операций. 
Но если допустить коэффициенты бо- 
лее сложного вида, то появятся и 
новые соотношения. 

Чем шире множество коэффициен- 
тов, тем больше соотношений между 
корнями. А тогда перестановки, со- 
хранявшие верными все старые соот- 
ношения, могут уже оказаться не- 
пригодными: они могут нарушать но- 
вые соотношения. Значит, с расшире- 
нием множества коэффициентов груп- 
па уравнения уменьшается. Но ведь 
если уравнение решено, то его группа 
превращается в единичную, то есть 
в группу из одной  тождественной 
перестановки. Так вот в чем тайна 
решення уравнений! Надо расширять 
множество коэффициентов и следить 
за тем, как меняется при этом груп- 
па уравнения (через много десятиле- 


ы 


тий все математнки будут называть 
ее группой Галуа). Как только груп- 
па превратится в тождественную, 
уравнение решено. А расширять мно- 
жество коэффициентов надо, ирисое- 
диняя к нему корни каких-то вспомо- 
гательных уравнений. Теперь ясно, 
какие вспомогательные уравнения хо- 
роши, — только те, присоединение 
корней которых к допустимому мно- 
жеству коэффициентов уменьшает 
группу Галуа. 

Осталось выяснить, какой должна 
быть группа уравнения, чтобы его 
можно было решить в радикалах. 
Близкий результат появился в 1829 
году в берлинском «Журнале Крелля». 
Его автором был знаменитый Абель. 
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Он доказал, что уравнение решается в 
радикалах, если все его корни можно 
выразить в виде рациональных функ- 
ций от одного корня хь == Ёи(х,), 
причем эти функции должны обладать 
следующим свойством коммутативно- 
сти: АРк(ЁЕКха)) = РИЁь(х)). В этом 
случае и перестановки, сохраняю- 
щие соотношения х, — К) (х,), обла- 
дают тем же свойством коммутатив- 
ности — их произведение не зависнт 
от порядка сомножителей (для любых 
перестановок это не так). 

Могучим напряженнем ума Галуа 
решает задачу до конца. Оказывает- 
ся, уравнение решается в радикалах 
в том и только в том случае, когда его 
группа определенным образом сво- 
дится к коммутативным группам пе- 
рестановок (мы не будем здесь гово- 
рить точнее, что это значит). При этом 
Галуа вводит фундаментальные для 
всей теории групп понятия нормаль- 
ного делителя, смежного класса, раз- 
решимой группы и так далее. Вол- 
шебный ключ найден — теория групя 
раскрывает тайны уравнений. 

Перед Галуа разворачивается гран- 
днозный план целой серии научных 
работ, которым суждено совершить 
переворот в математике... И здесь 
перед ним встает моральная пробле- 
ма, о которой мы узнаем из записи, 
сохранившейся на листке бумаги: 

«Человек, обладающий какой-нн- 
будь идеей, имеет выбор: или поль- 
зоваться в течение своей жизни колос- 
сальной репутацией ученого челове- 
ка, или же оставнть большое имя в 
будущем. Первое имеет место, если 
применять свою идею, не высказывая 
ее; второе — если ее опубликовать...» 

Лля Эвариста выбор ясен — его 
ндеи принадлежат всему миру наукн. 
Он хочет изложить все самое важное, 
что есть в его исследованиях, изло- 
жить добросовестно, без уловок, ука- 
зывая путь, который привел его к 
этим результатам, отмечая все зат- 
руднения и нерешенные вопросы. 

Но Галуа не было суждено выпол- 
нить свой план. Его захватили рево- 
люционные события. Сразу после нс- 
ключения нз Нормальной школы он 






вступил в артиллерию национальной 
гвардни. Из четырех батальонов ар- 
тиллерии два почти целиком состояли 
из членов Общества друзей народа. 
Это была вооруженная сила револю- 
ции, и правительство Луи-Филиппа 
постаралось как можно скорее рас- 
пустить его. После этого Галуа участ- 
вовал во всех волнениях, потрясав- 
ших Париж на протяжении 1831 года. 
Математика была заброшена. 

9 мая 1831 года Общество друзей 
народа организовало банкет в ресто- 
ране «Вандаж-де-Бургонь». Среди при- 
глашенных на почетном месте — 
Александр Дюма. Многие участники 
в знак протеста надели мундиры ар- 
тнллеристов национальной гвардии. 
Тосты за революцию 1793 года, за Ро- 
Сеспьера, за монтаньяров встречаются 
аплодисментами; тосты за револю- 
цию 1830 года — шиканьем ин сме- 
хом. И вдруг... тост за Луи-Филип- 
на... Кто же провозгласил такой тост? 
Неужели неистовый республиканец 
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Эварист Галуа? 


В ответ раздались 
свистки, но вдруг все умолкли — 
в руке у Галуа был не только стакан 
с вином, но и открытый нож! Осторож- 
ный Дюма предпочел удалиться с 
банкета. Но большинство осталось. 
Участники банкета, подражая Галуа, 
угрожающе поднимают руки ни повто- 
ряют: «За Луи-Филиппа! За Лун- 
Филиппа!». 

На следующий день Галуа аресто- 
вывают. Ему предъявляют обвинение 
«в попытке спровоцировать покуше- 
ние на жизнь и особу короля францу- 
зов путем заявления, сделанного в 
общественном месте во время нублич- 
ного собрания». Суд, состоявшийся 
15 июня, оправдал Галуа — защитник 
сумел убедить присяжных в том, что 
ресторан ие является общественным 
местом. Галуа спокойно встал, взял 
со стола вещественных доказательств 


свой нож, закрыл его, положил в 
карман и вышел, не промолвив нн 
слова. 


Но Эварист недолго оставался на 
свободе. 14 июля 1831 года, в день 
взятия Бастилни, несколько сотен 
манифестантов с развевающимися зна- 
менами прошли по Новому мосту. 
Они протестовали против запрещения 
демонстраций Лун-Филнипом. В пер- 
вых рядах — Галуа. На нем мундир 
национального гвардейца, в руке — 
карабин, под мундиром — кинжал. 
Как только демонстранты перешли 
мост, их окружили отряды полиции. 
Галуа был арестован вместе со многи- 
ми другими участниками демонстра- 
ции. На этот раз его приговорили к 
шести месяцам тюремного заключе- 
ния за незаконное ношение военной 
формы и оружия. 

В тюрьме Сент-Пелажи Галуа от- 
редактировал свои самые важные на- 
учные работы. В предисловии к од- 
ной из них он писал: 

«Прежде всего, титульный лист 
этой работы не загроможден нменами, 
фамилиями и званиямн и не сопровож- 
дается похвалами скупым вельмо- 
жам, кошелек которых открывается, 
когда вы им курите фимиам, и гро- 
зит захлопнуться, как только ка- 
дильница иссякает. Никто не увидит 
здесь заголовка, написанного аршнн- 
ными буквами н выражающего поч- 
тительное благоговение перед све- 
тнилом науки или каким-нибудь уче- 
ным покровителем, весьма полезным 
{н я даже сказал бы необходимым) 
для того, кто в двадцать лет хочет 
писать. 

Я не говорю, что все хорошее в моей 
работе достигнуто благодаря советам 
ни поощрениям такого-то. Не говорю 
потому, что это значило бы лгать...» 

А лгать Эварнст не мог. В тюрьме 
Сент-Пелажи он получил еще один 
«привет» от префекта полнции месье 
Жиске — пуля, пущенная 29 июля с 
чердака соседнего дома, влетела в 
камеру и расплющилась о стену в 
нескольких сантиметрах от головы 
заключенного. 

Здесь же, в тюрьме, Галуа полу- 
чил письмо из Академии наук. В нем 
лежала его рукопись и записка от 
секретаря академии Франсуа Араго: 
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«Дорогой месье Галуа! 

Ваша рукопись была послана для 
ознакомления месье Пуассону. Он 
возвратил ее нам с отзывом, который 
мы здесь и приводим: 

‚,Мы приложили все усилия, чтобы 
понять доказательства месье Галуа. 
Его рассуждения недостаточно ясны, 
недостаточно развернуты и не дают 
возможности судить, насколько они 
ТОЧНЫ...“‘ 

Академия вновь, в который раз, не 
поняв, отвергла его работу... 

Впрочем, отчасти в этом был вн- 
новат н сам Эварист. В спешке он не 
совсем ясно излагал свом мысли, а 
некоторые теоремы, которые не были 
им доказаны, сформулировал как до- 
казанные. Да и стиль работ Галуа был 
непривычен для математиков начала 
ХХ века. Новый стиль был провоз- 
вестником математнки ХХ века. Вмес- 
то длинных выкладок для решения 
проблем применялись совершенно не- 
ожиданные идеи; кроме того, в его ра- 
ботах было слишком много новых 
понятий. Неудивительно, что Пуассо- 
ну, научные интересы которого были 
далеки от теорни алгебранческих 
уравнений, эти работы показались 
недостаточно ясными. 

Здоровье Эвариста ухудшается. 
16 марта 1832 года его переводят в 
тюремную больницу. Именно здесь он 
познакомился с женщиной (имя ее 
осталось неизвестным), которая сы- 
грала роковую роль в судьбе Галуа. 

В последнюю ночь своей жизни он 
привел в порядок свои рукописи и на- 
писал несколько писем. В одном из 
них, адресованном своему един- 
ственному другу Огюсту Шевалье, 
он кратко изложил содержание своих 
исследований и попроснл обратиться 
к виднейшим математикам для оцен- 
ки важности этих результатов — в их 
нстинности он не сомневался. Другое 
его пнсьмо кончается словами: «М№1- 
1еп$ |мх, Поггепда ргосеПа, фепеБг!$ 
аетегп!5, 1шпуои ва» *), как бы резю- 





*) «Ослепляющий свет, ужасная буря, 
окруженная вечным мраком» (лат.). 


мирующими его судьбу такой, какой 
он ее тогда видел. 

Утром 30 мая 1832 года какой- 
то крестьянин около пруда в мес- 
течке Жантнйи паткнулся на тяже- 
ло раненого в живот молодого че- 
ловека. Раненого перевезли в боль- 
ницу, где он скончался утром следу- 
ющего дня на руках своего брата. 


— Не плачь, — просил Эварист 
брата перед смертью, — не плачь. 
Мне нужно сохранить все свое му- 
жество, чтобы умереть в двадцать 
лет. 


В одном из последних писем он 
писал: «Я умираю жертвой подлой 
кокеткн и двух преданных ей просто- 
филь». Но Эварист знал не все. Уже 
упоминавшийся ирефект полиции 
Жиске в своих «Мемуарах» вспомн- 
нал: «Месье Галуа, неистовый рес- 
публиканец, был убит на дуэли од- 
ним своим другом». Уже одна такая 
осведомленность префекта полиции 
подозрительна. Есть и другие факты. 
указывающие на то, что дуэль была 
специально подстроена, чтобы убрать 
«неистового республиканца», угро- 
жавшего жизни короля. Ведь неда- 
ром же в другом письме, адресован- 
ном «всем республиканцам», Эварист 
писал: «Прощайте! Я отдал свою 
жизнь на благо народа’ 


Только через 14 лет после смерти 
Галуа его работы были разобраны и 
опублнкованы „]нувиллем. Призна- 
ние же пришло еще позже — в 70-х 
годах прошлого столетия. 


Сейчас имя Галуа — одно из са- 
мых популярных в математике. Груп- 
па Галуа, когомологин Галуа, по- 
ля Галуа — трудно перечислить все 
словосочетания, в которых встреча- 
ется его фамилия. И когда, читая 
какую-нибудь научную работу, встре- 
чаешь сокращение Са|, не надо 
долго размышлять о его смысле: бук- 
вы Са!| означают Саю!15 — имя одного 
из величайших математиков всех вре- 
мен и народов. 
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Новое 
доказательство 


Вероятно, все иаши читате- 
лн знакомы с теоремой о сред- 
нем арифметическом и сред- 
нем геометрическом. Форму- 
лируется она так: если есть 
Эва положительных числа а 
ао = 
и В, та т > У ‚ при- 


чем равенство достигается, 
когда а — $. 

Приведем совсем прос- 
то и наглядное его до- 
казательство. 

Построим квадрат СРЕР 
со стороной СО -= а -= В (см. 
рисунок). Предположим по- 
ка, что а 3 Ь. На сторонах 
квадрата от точек С, р, Е. Е 
отложим . равные отрезки: 
СК =: РЕ = ЕМ = ЕМ = ®. 
Через точки Ё и № проведем 
прямые. параллельные сто- 
роне СО, а через точки К к 
М — параллельные — сторо- 
не СЁ. Точки пересечения 
этнх прямых обозначим че- 
рез А, Т. $, Р. В результате 
этих построений получаем 
квадрат ВТР и четыре рав- 
ных прямоугольника, так 
что площадь квадрата СОЕР 
оказывается равной сумме 
площади квадрата ВТР и 
учетверенной площади пря- 
моугольника КДОЕР. 








Е 
м ВЯ 
Площадь квадрата 
СРЕР равна (а- В), пло- 
щадь прямоугольника равна 
произведению аф, получаем 
такое равенство: | 
(а 5)? = 446+ $ ртёр. 
Но так как $ рубр => 
2.0 (очевидно), то {а г 
-- В): 4 ав, отку да 


а Ь > ИаБ. 
УТ. М. Дубинский 
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А.Ф Андреев 


СВЕРХТЕКУЧЕСТЬ 


жидкого 


ГЕЛИЯ 





Одним из важнейших достижений сов- 
ременной физикн явилось открытие 
особых свойств жидкого гелия. Эти 
свойства неожиданны и парадоксаль- 
ны. В настоящее время все они объе- 
диняются понятием сверхтекучести — 
явлением, открытым советским физи- 
ком П. Л. Капицей в 1938 году. Яв- 
ленне сверхтекучести, разумеется. не 
сводится к чисто количественной оцен- 
ке, то есть к тому, что жидкий гелий 
течет значительно лучше — других 
жидкостей. Свойства  сверхтекучего 
гелия *), как показал в 1941 году со- 
ветский физик-теоретик Л. Д. Лан- 
дау в своей теории сверхтекучести, — 
наиболее яркое проявление общих 
закономерностей в поведении любого 
вещества ири достаточно низких тем- 
пературах. Именно поэтому так ве- 
лико то влияние, которое оказали нс- 
следования жидкого гелия и на дру- 
гие, казалось бы, далекие области 
физики. 


1. Свойства сверхтекучего гелия 


Гелий не случайно 
ным газом. Его атомы чрезвычайно 
слабо взаимодействуют с другими 
атомами и особенно между собой. 
Вот почему гелий переходит из газо- 
образного состояния в жидксе при ре- 
кордно низкой температуре (4,2° К 
при нормальном атмосферном давле- 
нии) н при дальнейшем понижении 
температуры не затвердевает вплоть 


называют иперт- 





*) Имеется в виду наиболее распростра- 
ненный изотоп гелия Не®. 
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до абсолютного нуля. Твердый гелий 
существует лишь при повышенном 
давленин (около 25 атмосфер при тем- 
пературах, близких к абсолютному 
нулю}, когда из-за уменьшения рас- 
стояния между атомами силы сцеп- 
ления возрастают, что способствует 
затвердеванию тела. 

В интервале температур от 4,2° К 
до 2,27 К жидкий гелий ведет себя во 
всех отношениях как обычные жид- 
кости. При температуре 2,2? К гелий 
зереходит из обычного состояния, так 
называемого гелия |, в особое состоя- 
ние — гелий ШП, обладающее свойст- 
вом сверхтекучестн. Ниже мы рас- 
смотрим несколько наиболее важных 
экспериментов, проведенных с гелием 
П, и покажем, что результаты этих 
экспериментов в корне противоречат 
обычным представлениям о жидкости 
и что для их объяснения необходимо 
привлечение каких-то новых пред- 
ставлений. 


Вязкость и сверхтекучесть 


Первая загадка возникает при изме- 
рениях вязкости (или, другими слова- 
мн, внутреннего трения) гелия И. 
В обычных жидкостях вязкость (точ- 
нее, коэффициент вязкости) может 
быть измерена двумя простейшими 
снособами, дающими, конечно, один 
и тот же результат. Первый способ 
заключается в измерении скорости вы- 
текания жидкости из сосуда через уз- 
кую щель под действием силы тя- 
жести (рис. 1). Скорость жидкости, 
изображенная на рисунке стрелками, 





Рис. }. 


максимальна в средней частн щели и 
убывает при приближении к стенкам. 
Различные слои движутся, таким об- 
разом, с разными скоростями, и поэ- 
тому между нимн возникает сила внут- 
реннего трения, от величины которой 
зависит скорость вытекания. По вели- 
чине этой скорости можно судить о 
вязкости жидкости. Второй способ 
(рис. 2) заключается в измерении вре- 
мени затухания крутильных колеба- 
ний погруженного в жидкость дис- 
ка. Здесь все аналогично первому слу- 
чаю. Жидкость вблизи днска увлека- 
ется его движением, а вдали она прак- 
тически покоится. Различные слон 
жидкости вновь движутся с разными 
скоростями, и возникающая сила вяз- 
кости приводит в конце концов к тому, 
что энергия колебаний превращается 
в тепло. Измерив время затухания, 
можно определить вязкость. 
Эксперименты с жидким гелием, 
проведенные иервым способом, нока- 
зали, что вязкость гелия ] вполне 





Рис. 2. 
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заметна и измерима, но при переходе в 
область гелия |] она скачком падает 
до неизмеримо малой величины, кото- 
рая, скорее всего, равна нулю. Каза- 
лось бы, еще имеется возможность 
считать. гелий П жидкостью, подчи- 
ияющейся обычным законам, ис об- 
ладающей чрезвычайно малой вяз- 
костью. Однако результаты измере- 
ний вторым способом дают для вяз- 
кости гелия П величину того же по- 
рядка, что и для гелия 1. Таким обра- 
зом, оказывается, что гелий Ш], в от- 
личне от обычных жидкостей, в одних 
условиях совсем не обнаруживает 
вязкости, а в других его вязкость 
вполне заметна. 


Фундаментальное свойство гелия 
| протекать через узкие щели, не об- 
наруживая вязкости, ин было названо 
сверхтекучестью. 


Перенос тепла и движение 


В обычных жидкостях существует 
два механизма переноса тепла — теп- 
лопроводность н конвекция. 


Теплопроводность — это передача 
тепла от более пагретых мест к менее 
нагретым в неподвижной жидкости. 
Рассмотрим следующий опыт (рис. 3). 
Нагреватель Н излучает тепло в на- 
правлении, указанном ина рисунке 
стрелкой;  темиература — жидкости 
убывает слева направо. Если перенос 
тепла осуществляется  теплоировод- 
ностью, то жидкость неподвижна, 
а от более нагретых мест к менее 
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нагретым возникает поток тепла *). 
Для того чтобы теплопроводный по- 
ток тепла был отличен от нуля, необ- 
ходимо, таким образом, чтобы тер- 
мометр Т, показывал более высокую 
температуру, чем термометр ТГ.. Ко- 
лнчественной характеристикой тепло- 
проводности является коэффициент 
теплопроводности, связанный с отно- 
шением потока тепла к разности 
температур. Чем больше коэффициент 
теплопроводности, тем больший поток 
тепла переносится в жидкости от од- 
ного участка к другому прн одной н 
той же разности температур, или, дру- 
гимн словами, тем меньшая разность 
температур необходима, чтобы обсс- 
печить один и тот же поток тепла. 

Конвекционный перенос тепла свя- 
зан с движением самой жидкости. 
Если в рассматриваемом опыте жид- 
кость в силу каких-то причин при- 
ходит в движение в направлении сле- 
ва направо, то в этом направлении 
происходит перенос тепла, поскольку 
движущаяся жидкость обладает теп- 
ловой энергией. Причиной возникно- 
вения потока тенла в данном случае 
является движение жидкости, а не 
разность температур. — Конвекцион- 
ный перенос тепла может, таким 
образом, происходить и при оди- 
наковых показаниях термометров 7, 
и 

В обычных жидкостях конвекция 
связана с достаточно большими зна- 
чениями потока тепла. Если поток 
тепла мал, то механизм переноса теп- 
ла является чисто теплопроводным, 
и мы можем определить коэффициент 
теплопроводности жидкости, измерив 
на опыте поток тепла и разность тем- 
ператур. 

Если мы проведем этот опыт с ге- 
лнем П, то обнаружим, что как угод- 
но малые количества тепла переносят- 
ся через жидкость при абсолютно 
равных показаниях термометров Т, 
и Т.. Можно сделать два вывода из 


*) Поток тепла — это энергия, прохо- 
дящая в единицу времени через едииичную 
площадку, перпендикулярную направлению 
распространення энергнн. 
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этого результата. Предиоложим сна- 
чала, что в гелии П, как ив обычных 
жидкостях, при малых потоках тепла 
конвекция несущественна ин основ- 
ную роль играет теплопроводность. 
Тогда мы должны прнписать гелию 
1} бесконечно большую теплопровод- 
ность. Однако можно предположить, 
что в гелин И перенос тепла осу- 
ществляется всегда только посред- 
ством конвекции, а тогда разности 
температур может и не быть. 

Для того чтобы выяснить, какое 
предположение соответствует дей- 
ствительности, поступим следующим 
образом. Установим в гелии лепесток 
Л, который может свободно вращаться 
вокруг неподвижной осн О (см. рнс. 3). 
Мы обнаружим, что всегда, когда че- 
рез гелий П протекает поток тепла, 
лепесток отклоняется в направлении 
потока, что явно указывает на двн- 
жение жидкости. Таким образом, под- 
твердилась вторая гипотеза. 

Ситуация, однако, значительно 
сложнее, чем нам сейчас может пока- 
заться. Рассмотрим следующий весь- 
ма наглядный опыт (рис. 4), прове- 
денный П. Л. Капицей в 1941 году. 
Нагреватель Н установлен в гелии 
И, частично заполняющем замкнутый 
сосуд с единственным выходом в ок- 
ружающий гелий П. Вблизи выхода 
находится тот же лепесток /Т на оси 
О. Если включить нагреватель, то 
поток тепла будет вытекать из внут- 
ренней области наружу, что, как мы 
уже знаем, связано с движением жид- 
кости. Действительно, лепесток „7 
отклоняется вправо, показывая, что 


Рис. 4. 


гелий вытекает из сосуда. Но самое 
удивительное в этом опыте то, что 
уровень жидкости в сосуде ие пони- 
жается. Можно проводить опыт как 
угодно долго, ленесток все время бу- 
дет отклонен. Жидкость, казалось бы, 
непрерывно вытекает. однако уровень 
остается прежним. Последний резуль- 
тат убедительно показывает, - что за- 
коны движения гелня {| должны 
принципиально отличаться от зако- 
нов движения обычных жидкостей. 
В частности, и механизм конвекции 
в гелия И совершенно особый. 


2. Теория сверхтекучести 


При комнатных температурах су- 
дествуют твердые тела, жидкости н 
газы. Если повышать температуру, 
то все твердыс тела и жидкости прев- 
ращаются в газ, то есть в систему, 
состоящую из отдельных свободио 
движущихся молекул. При дальней- 
шем повышении температуры теп- 
ловсе движение атомов, входящих в 
состав молекул, становится столь ин- 
тенсивным, что молекулы начинают 
расиадаться на отдельные атомы. При 
еще более высоких температурах {по- 
рядка десятков тысяч градусов) ато- 
мы распадаются на электроны и атом- 
ные ядра. При столь высоких темпера- 
турах любое вещество, таким обра- 
зом, представляет собой газ, состоя- 
щий изсвободных электронов и ядер*). 

Сверхтекучий гелий П — это жид- 
кость, существующая лишь при доста- 
точио пизких температурах (от 2,2°К 
и ниже). Поэтому, для того чтобы 
сбъяснить его свойства, нам необхо- 
димо выяснить сначала общие зако- 
номерности, связанные с изменением 
характера тенлового движения в лю- 
бом веществе при понижении темпе- 
ратуры. 


Элементарное возбуждение 


Рассмотрим процесс понижения тем- 
пературы, начав с температур порял- 
ка десятин тысяч градусов. Что произо- 


*) Такое состояние вещества называется 
плазмон. 
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шло, когда электроны и ядро объеди- 
нились в атом? Для нас существенно 
следующее. До объедииения каждый 
электрои н ядро имели по три степени 
свободы. соответствующие их неза- 
висимому движению в пространстве. 
После объединения возможно сво- 
бодное движение лишь атома в целом. 
Число стененей свободы — системы 
уменьшилось. Можно сказать, что с 
понижением температуры — уменьши- 
лось число возможных видов теплово- 
го движения. 

При дальнейшем понижении тем- 
пературы все новые ни новые вилы теп- 
лового движения исчезают, или, как 
говорят, вымерзают. Вслед за движе- 
нием электронов относительно ядра 
вымерзает движение атомов относи- 
тельно центра тяжести молекулы. 
Прин комнатных и более низких тем- 
пературах мы можем вообще забыть 
о том, что молекулы состоят из ато- 
мов, которые в свсю очередь состоят 
из электронов и ядер, и считать, что 
тепловое движение есть движение мо- 
лекул как неделимых частиц. Когда 
газ или жидкость затвердевают, мо- 
лекулы уже не имеют возможности 
свободно перемещаться в простран- 
стве на заметные расстояния, а со- 
вершают лишь малые колебания 
вблизи определенных положений рав- 
новесия. 

Процесс вымерзання видов теилово- 
го движения происходит, конечно, 
н при температурах ниже комнатных. 
Так как при абсолютном нуле темие- 
ратуры вообще все виды теплового 
движения должны исчезнуть, то мож- 
но предположить, что при достаточно 
низких температурах во всяком ве- 
ществе эффективен лишь какой-то 
один наиболее устойчивый к вымер- 
занию вид теплового движения. Этот 
вид движения называют элементар- 
ным возбуждением. — Элементарные 
возбуждения в разных веществах раз- 
личны. Поэтому основная задача, 
возникающая при — исследовании 
свойств какого-либо вешества при 
очень низких температурах, заключа- 
ется в выяснении природы его эле- 
ментарных возбуждений. 
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Для жидкого гелия И это не мо- 
жет быть, конечно, движение отдель- 
ных атомов гелия *), хотя бы потому, 
что именно на таком представленин о 
тепловом движении основана физи- 
ка обычных жидкостей, законам ко- 
торой, как мы видели, свойства гелия 
Ц явно противоречат. Нужные нам 
элемеитарные возбуждения следует 
искать среди каких-то других видов 
теплового движения. „1. Д. Ландау 
предположил, что элементарными воз- 
буждеинями гелия Ш являются не 
движения отдельных атомов, а кол- 
лективные движения атомов жидкос- 
ти, то есть звуковые колебания, и 
показал, что на основе этого пред- 
положения можно построить после- 
довательную теорню сверхтекучести. 
Сейчас предположение о звуковой 
природе элементарных возбуждений 
полностью подтверждено многочнис- 
ленными  экспориментальными  нс- 
следованиямн. 

Существуют и простые соображе- 
ния, ноказывающие естественность та- 
кого предиоложения. Действитель- 
но, в обычных веществах процесс 
вымерзапия движения отдельных 
молекул связан с затвердеванием жил- 
кости. В твердом теле молекулы мо- 
гут совершать, как уже отмечалось 
выше, лишь малые колебания вблизн 
определенных положений  равнове- 
сия. Но это не есть независимые коле- 
бания отдельных частиц. Колебание 
какой-либо молекулы сразу переда- 
ется соседям, и в результате воз- 
никаст колебание всего коллектива 
молекул, то есть всего твердого тела. 
А это и есть звуковые волны. В обыч- 
ных веществах, таким образом, про- 
цесс вымерзаиия движения отдель- 
ных молекул означает переход к зву- 
ковому типу движения. Звук может 
распространяться и в жидкостях, од- 
нако в обычных жидкостях он в кон- 
це концов всегда затухает просто пото- 
му, что его энергия превращается в 
энергню теплового движения отдель- 


*) Молекула телия состоит из одного 
атома. 
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ных частнц, которое играет там ре- 
шаюшую роль. Но если мы имеем 
жидкость, о которой известно, как в 
случае с гелием И, что движение от- 
дельных частиц в ней должно уже вы- 
мерзнуть, то звук неизбежно стано- 
вится единственным видом теплового 
движения. Можно сказать так: про- 
цесс вымерзания — индивидуального 
движения частиц рано или поздно обя- 
зательно должен произойти, и после 
этого может остаться только коллек- 
тивный, то есть звуковой, вид движе- 
ния. Во всех веществах этот процесс 
сопровождается затвердеванием. В ге- 
лини же из-за весьма слабого взаимо- 
действия между атомамн затвердева- 
ния не происходит, и поэтому переход 
от индивидуального к коллективному 
движению осуществляется в жидком 
состоянии. 

Это свойство жидкого гелия от- 
личает сго от всех других жидко- 
стей, и именно оно, как мы увидим, 
лежит в основе всех обсуждавшихся 
выше необычных явлений, наблюдав- 
шихся в гелии 1. Утверждение о том, 
что элементарными возбуждениями в 
гелии П являются звуковые волны, 
означает, что при низких температу- 
рах тепловое двнжение в жидком ге- 
лин целиком обусловлено - наличием 
звуковых волн, которые распростра- 
няются по всем возможным направле- 
ниям. Внутренняя энергия теплово- 
го движения (или просто тенло) при 
этом есть ие что иное, как энергия 
звуковых волн. При повышении тем- 
пературы внутренняя энергия долж- 
на возрастать, а это значит, что долж- 
ва увеличиться энергия звуковых 
воли. 


Некоторые свойства 
звуковых волн в жидкости 


Первое важное для нас свойство 
заключается в том, что распростра- 
венне звука сопровождается перено- 
сом массы жидкости в направлении 
распространения. Если проследить за 
движением какой-либо частицы жид- 
кости при распространении в жилд- 


кости звуковой волны, то оказывает- 
ся, что на ее колебательное движение 
накладывается медленное — поступа- 
тельное движение в направлении 
распространения волны*). 

Наличие переноса массы в любой 
системе частиц означает, что система 
обладает отличным от нуля импуль- 
сом (количеством движения). Следо- 
вательно, ин звуковая волна несет 
нмпульс в направлении распростра- 
нения волны. Это подтверждается це- 
лым рядом опытных фактов. Напри- 
мер, если звук падает на стенку и по- 
глощается ею или отражается, то 
изменение импульса передается стен- 
ке, н возникает так называемое зву- 
косе давление. 

В жидком гелин И тепловое дви- 
жение обусловлено наличнем звуко- 
вых волн. Обычно энергия воли, 
распространяющихся по различным 
направлениям, одинакова, н потому 
переноса массы нет. Если же но ка- 
кой-либо причине звуковые волиы 
прнобретают преимущественнсе на- 
правление распространения, то в этом 
направленни возникнет перенос мас- 
сы жидкости. 

Рассмотрим еще вопрос об излуче- 
нии звука в жидкости. Для того что- 
бы погруженное в жидкость тело из- 
лучало звук, необходимо, чтобы оно 
совершало колебательнсе движенне. 
Тело, движущееся в жидкости с ио- 
стоянной скоростью и не совершающее 
при этом никаких пульсирующих 
движений (изменений формы, разхе- 
ров ит. п.), звук излучать не может. 

Здесь следует сделать одну оговор- 
ку. Последнее утверждение справед- 
ливо, если скорость тела не слишком 
велика, во всяком случае меньше ско- 
рости звука. При сверхзвуковой 
скорости даже равномерно —движу- 
щееся тело может излучать звук **). 


*) Обычно этим псступательным движе- 
ннем пренебрегается, так как сто скорость, 
пропорциональная амплитуде колебаний, ма- 
ла по сравнению со скоростью распростра- 
нения волны. 

**) Наглядным проявлением этого эф- 
фекта является изменение характера излу- 
чения звука самолетом, преодолевающим зву- 
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Те же самые утверждения спра- 
ведливы, очевидно, и в случае, когда 
тело неподвижно, а жндкость дви- 
жется. В частности, если жидкость 
обтекает тело со скоростью, меньшей 
звуковой, то излучение звука не- 
возможно. 


Объяскение свойств телия И 


Свойство сверхтекучести жндкого ге- 
лия Й непосредственно вытекает из 
свойств ЗВУКОВЫХ ВОЛН В ЖИДКОСТИ. 
В самом деле, трение, возникающее 
прн течении через щель обычных 
жидкостей, приводит к тому, что в 
результате взаимодействия частиц 
жидкости с неровностями стенок ки- 
нетическая энергия движения жид- 
кости превращается в тепло. В слу- 
чае гелия Ш, в котором внутренняя 
энергия представляет собой эиергию 
звуковых волн, наличие трения озна- 
чало бы, что энергня звуковых волн 
увеличивается, то есть что при обте- 
канин неровностей стенок жидкость 
излучает звук. Но это, как мы виде- 
ли, невозможно при малых скоростях 
течения. 


Рассмотрим, однако, процесс тече- 
ния гелия 11 через щель более подроб- 
но. Невозможность излучения звука 
означает, что в жидкости ие могут 
появиться новые звуковые волны. 
Но при любой отличной от нуля тем- 
пературе в ней уже имеются звуковые 
волны, связанные с наличнем теплово- 
го движення. Чтобы рассмотреть их 
взаимодействие со стенками, выберем 
в качестве системы отсчета саму 
движущуюся жидкость, то есть будем 
считать, что жидкость покоится, а 
стенки щели движутся в противопо- 
ложном направлении. Свойство сверх- 
текучести состоит в том, что движу- 


ковой барьер. Самолет, летящий с дозвуко- 
вой скоростью, излучает звук лишь благо- 
даря вибрациям, связаниым в основном с 
работой двигателей. При скорссти, болыисй 
звуковой, интенсивность излучения резко 
возрастает, поскольку включается механизм 
непосредственного излучения звука самим 
самолетом, 
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щиеся стенки не увлекают жидкость, 
но «увлекают» имеющиеся в жидкости 
звуковые волны. Действительно, при 
«столкновениях» звуковых ВОЛН с дви- 
жущейся шероховатой стенкой они 
получают от нее некоторый импульс 
в направлении движений стенки. Яс- 
но поэтому, что движение стенок 
приводит к появлению пренмущест- 
венного направления распростране- 
ния звуковых волн. При этом, как 
мы знаем, возникает перенос массы 
жидкости. Таким образом, в дейст- 
вительности движущиеся стенки ув- 
лекают своим движением некоторую 
массу, но ири низких температурах 
энергия звуковых волн весьма мала, 
и потому  переносимая ими масса 
много меньше полной массы — жид- 
костн. 

Можно представить, как будто ге- 
лий 11 состоит из двух компонент, 
способных двигаться независимо друг 
от друга. Движение одной из них не 
сопровождается трением, и она назы- 
вается лоэтому сверхтекучей компо- 
нентой. При движении другой ком- 
поненты, увлекающейся — стенками, 
как ин в обычных жидкостях, возника- 
ст трение; эта компонента называется 
нормальной. Сумма масс обеих ком- 
понент равна полной массе жидкости. 
Нужно, конечно, иметь в виду, что 
разделение гелия 1] на две комнонен- 
ты является чисто условным. В дей- 
ствительности, как мы видели, в ге- 
лни !| могут существовать два вида 
движений, каждсе из которых со- 
провождается переносом своей массы, 
иричем сумма масс равна истинной 
массе жидкостн. Одно из этих движе- 
ний связано с движением звуковых 
волн ин сопровождается трением, вто- 
рсе обладает свойством  сверхтеку- 
чести. Все атомы гелия участвуют в 
обоих движениях, о разделении ато- 
мов на свертекучие и нормальные 
ири этом не может быть и речн. 

При повышении температуры энер- 
гня звуковых волн возрастает и вмес- 
те с тем возрастает масса, связанная 
с нормальным движением. Наконец, 
прн некоторой темиературе она ста- 
новится равной истинной массе жид- 
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кости. При этом сверхтекучее дви- 
жение исчезает, так как нсчезает 
переносимая им масса, и гелий ИП 
переходит в гелий 1, который ведет 
себя как обычные жидкости, посколь- 
ку в нем возможно только нормаль- 
ное движение. 

Если в гелии |! равномерно дви- 
жется какое-либо тело со скоростью, 
меньшей звуковой, то возникающее 
прн этом сверхтекучее движение не 
оказывает ему ннкакого сопротивле- 
ния. Действительно, если снла со- 
протнвлення отлична от нуля, то 
для перемещения тела к нему нужно 
приложить силу, которая совершит 
работу. Однако эта работа может пре- 
вратиться лишь в тепло, то есть лой- 
тн на излучение звука в жидкости, 
что, как мы знаем, невозможно. 
Этот результат можно сформулиро- 
вать и как отсутствие силы давления 
на тело, обтекаемое  сверхтекучим 
движением. Звуковые же волны при 
встрече с поверхностью твердых тел, 
погруженных в жидкость, обменива- 
ются с нимн импульсом, что мы уже 
видели на примере их взаимодействия 
со стенками щели. Поэтому обтекг- 
ние нормальным движением сопро- 
вождается возникновением силы дав- 
ления. 

Теперь мы можем легко объяснить 
рассмотренные вначале эксперимен- 
ты с гелием 1. 

Ири измерении вязкости первым 
способом (опыт со щелью) вязкость 
гелия П не обнаруживается, посколь- 
ку сверхтекучая компонента весьма 
быстро вытекает через щель без тре- 
ния. Тот факт, что она нмеет плот- 
ность, несколько меньшую полной 
плотности, в данном случае совер- 
ненно незаметен, так как любая обыч- 
ная жидкость, обладающая вязкостью 
протекала бы через достаточно узкую 
щель несравненно медленнее. 

Измерення вязкости с помощью 
колеблющегося диска приводят к от- 
личной от нуля вязкости нотому, что 
диск движется в жидкости, содер- 
жащей обе компоненты. Затухание его 
колебаний происходит вз-за взаимо- 
действия с нормальной компонентой. 


Можно сказать, что в эксперимен- 
те со щелью проявляет себя сверх- 
текучая компонента, а в эксперимен- 
те с диском — нормальная. 

Выделение тепла в гелни И пред- 
ставляет собой процесс излучения зву - 
ковых волн. Перенос тепла в каком- 
то определенном направлении проис- 
ходит потому, что энергия звуковых 
волн, распространяющихся в этом 
направлении, больше, чем в обрат- 
ном. Поэтому направление нереноса 
тепла является в То же время направ- 
лением  преимущественного раснро- 
странения звуковых волн и связан- 
ной с ними нормальной компоненты. 
Перенос тепла в гелнии 11, таким обра- 
зом, всегда сопровождается движени- 
ем нормальной компоненты, то есть 
механизм переноса тепла всегда ком- 
векционный. Вот почему в опыте, 
схема которого изображена на рн- 
сунке 3, показания термометров бы- 
ли одннаковы, а лепесток все время 
отклонялся в направлении теплового 
потока под действием обтекающей его 
нормальной компоненты. 

Если лоток тепла имеет место в ге- 
лин 11, заполняющем некоторый зам- 
кнутый сосуд, как на рисунке 4, то не- 
прерывного переноса массы жидкости 
в одном направлении не происходит, 
так как порождаемая потоком раз- 
ность давлений вызывает движение 
сверхтекучей компоненты в обратном 
направлении. Причем, скорость сверх- 
текучего движения соответствует то- 
му, Что суммарный перенос массы 
отсутствует, поэтому уровень жид- 
кости не меняется. Отклонение ле- 
пестка показывает, что из внутрен- 
ней области вытекает нормальная ком- 
понента, а сверхтекучее движение 
остается незаметным, так как оно не 
оказывает давления на обтекаемые им 
тела. 
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Точки 
на плоскости 


Вот задача, решение которой, 
на первый взгляд, кажется 
совершенно — невозможным. 
Требуется найти на плоскости 
такой конечный набор точек, 
что пермендикуляр, восстав- 
ленный в середине отрезка, 
соединяющего любые две точ- 
ки, обязательно пересечет еше 
хотя бы две точки из этого 
набора. Тем ие менее задача 
имеет интересное решение. 
А набор с таким удивитель- 
ным свойством состоит всего 
нз восьми точек. Постарай- 
тесь отыскать его! 


Задачи 


Задача [. Какое чис- 
ло точек можно выбрать 

а) на плоскости, 

6) в пространстве 
так, чтобы каждые три точ- 
ки служнли вершинами пра- 
моугольного треугольника? 

Задача 2. Какое чис- 
10 точек можно выбрать 

а} на плоскости, 

6) в пространстве 
так, нтобы каждые три точ- 
ки служили вершинами ту- 
поугольного И 


21 


ПЕр:/Куапетссте.ги 





„Л. Е. Садовский, 
А. Л. Садовский 


Как измеряют 


площадь 





Задачу измерения площади фигуры, 
ограниченной некоторой замкиутой 
линией, приходится решать лицам 
самых различных спецнальностей: ма- 
тематикам, геодезистам, физикам.... 

Прежде всего возникают два тес- 
но связанных между собой вопроса: 
что такое площадь и что значит ее 
измерить? 

Эти вопросы не так уж просты, 
н школьный курс геометрии дает 
ответы на иих постененно н только 
для некоторых частных случаев. Сна- 
чала для ряда простейших фигур — 
квадрата, прямоугольника, треуголь- 
ннка, а затем для мпогоугольника, 
круга н некоторых сего частей (сек- 
тора, сегмента). 

Вспомним, что квадрату, сторона 
которого равна единице длины, нри- 
писывают площадь, равную единице 
(площади). Это условие является ак- 
сномой (аксиома единнцы площадн). 
Еслн, далее, фигура (рис. 1) состоит 
из двух частей, которые имеют не 
более чем конечное число общих от- 
резков м точек, и если при этом пло- 
щади частей определены, то сумму 
площадей этнх частей приннмают за 
площадь всей фигуры. Условие это 
называется аксномой сложения пло- 
щадей (аддитивностью площадн *)). 
Наконец, уславливаются равным фн- 
гурам припнсывать равные площади 
{аксиома конгрузнтности). 


*) О свойстве аддитивности некоторых 
величин шла речь в статьях: Ионин Ю. И. 
Интеграл. «Квант», 1972, №9 и Смо- 
родинский Я. А. Имертная масса. 
«Квант», 1972, № 3. 
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Теперь мы готовы ответить на сле- 
дующий вопрос. 


Что называется площадью фигуры? 


Рассмотрим фигуру Ё с границей С: 
Предположим, что существует до- 
статочно большой квадрат, целиком 
содержащий Р (такая фигура назы- 
вается ограниченной}. 
Воспользуемся палеткой — иро- 
зрачиой пластинкой с нанесенными 
на исе двумя семенствамн взаимно 
перпендикулярных прямых. Эти пря- 
мые образуют сеть, состоящую из 
квадратиков. Назовем её сеткой раз- 
ряда А, если стороны кадратнков рав- 


ны Я» = 10Е (© — целое число). 


Наложим палетку на фигуру Е 
{рис. 2) ин рассмотрим те квадратики, 
которые имеют общие точки с внут- 
ренней частью фигуры РЁ или с кон- 
туром С. Онн составляют многоуголь- 
ник Р» (окрашенный в желтый и зе- 
леный цвет на рисунке 2). Яспо, что 


— 








Рис. 1. 





к полностью покрывает фигуру Е 
и может даже выходить за ее границу 
С. Площадь Е», согласно аксиоме ад- 


дитивностн, равна сумме 5, площа- 
дей этих квадратиков (она пропор- 
циональна числу квадратиков, со- 
ставляющих .ЁРь). Величину $; ©с- 
тественно принять за прибли- 
женное значение площа - 
дн фигуры ЁР (< избытком). 

Подсчитаем теперь сумму $, пло- 
щадей тех квадратиков сетки разря- 
да №, которые целиком содержатся в А. 
Эти квадратики составляют много- 
угольник {к (он окрашен в зеленый 
цвет), не выходящий за контур С. 
Ясно, что при любом Ё справедливо 
неравенство 5.:35,. Естественно 
принять 5 за приближенное 
значение площади РЁ (с 
недостатком ). 

Заметим, что сам контур С ока- 
‘зывается заключенным в некоторой 
многоугольной области фи (она окра- 
шена в желтый цвет), лежащей между 
границамн многоугольников Ёь и м; 

площадь Фь равна $ — 5ь- 

Можно убедиться (проверьте это!), 
что при переходе от сетки разряда № 
к сетке разряда А -- | выполняется 
неравенство $» >> $к.,. При этом 
каждое число мы неотрицательно, по- 
этому монотонно убывающая н огра- 
ниченная снизу последовательность 


Зы 5.2 9... 55.) 
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должна иметь предел $ = ит $х. 
в + со 

Аналогично, монотонно возраста- 
ющая последовательность 
$ 3525... 5... (2) 
также имеет некоторый предел 
$ = Нм 5. 

>< 

Предположим, что при неограни- 


ченном увеличении разряда № сетки 
(и, следовательно, при стремлении Йл 
к нулю) последовательности (1) и (2) 
нмеют один и тот же иредел: $ = $8. 
В этом случае фигуру Ё называют 
квадрируемой и площадь се при- 
нимают равной $ *). Если ЕЁ квадри- 
руема, то ес граница С, как это 
следует из предыдущего, может быть 
заключена в многоугольную область 
фи, площадь 5» — 5» которой неогра- 
ннченно уменьшастся ирн возраста- 
нии А. Поэтому вполне логично усло- 
виться считать, что площадь такого 
контура С равиа нулю. Таким об- 
разом, еслн область Ё квадрируема, 
то площадь ограничивающего ее кон- 
тура равна нулю. 

Справедливо, конечно, и обратисе 
утверждение (докажите его): ссли пло- 
щадь контура С равна нулю (это зна- 
чит, что С можно покрыть много- 
угольной областью $, составленной 
из квадратиков сетки разряда К, 
площадь которой стремнтся к нулю 
при &, стремящемся к бесконечностн), 
то фигура Е квадрируема. 

В болыниистве практических слу- 
чаев приходится иметь дело с лнния- 
ми С нулевой нлощади. К их числу 


*) Заметим, что все рассуждення в дей- 
ствительности нс зависят от ориентации 
палетки отиосительно фигуры. Если при 
одной ориентации сеток фигура ЁР оказыва- 
ется квадрируемой, то она окажется такой 
же н при произвольном смещении сеток. 
И хотя при новом положении сеток сами чн- 
словые последовательмости (1) и (2) меня- 
ются, предел их 5 остается одвим и тем же. 

Проведенные здесь рассуждепия впол- 
не аналогичны тем, которые в учебниках 
геометрии приводят к определению площа- 
ди круга как предела последовательности 
площадей правильных вписанных (описаи- 
ных) многоугольников при неограниченном 
удвоении числа их сторон. 
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Рис. 3. 


относятся линии, изученные фран- 
пузским математиком Камилем 
Жорданом (1838—1922). Это так 
называемые жордановы кривые. Если 
жорданову' кривую рассматривать как 
траекторию движущейся (в плоско- 
сти) точки, то ее прямоугольные ко- 
ординаты х н у можно задать как не- 
прерывные функцин 


х =х (0, у = 
времени # (15:5 #:5 8). 


— 

Жордан доказал, что всякая за- 
мкнутая жорданова линия С без хо- 
чек самопересечения разбивает всю 
плоскость на две части: внутреннюю 
и внешиюю (рис. 3); для каждой 
из них С служит общей границей. 
„Любые две точки, принадлежащие 
одной и ТОЙ же части фигуры (па- 
пример, внутренней), можно соеди- 
нить ломаной, не пересекающей С. 
„Любая ломаная, соеднняющая две 
точки Нз разпых частей, неизбежно 
нересекает С. Так как площадь вся- 
кой замкнутой и несамопересекающей- 
ся жордановой кривой равна пулю, 
то фигура Р (она ограничена) квадри- 
руема, то есть для нее последователь- 
ности (1) и (2) имеют общий предел 5. 


у (1) 


Измерение площади 


Теперь становится понятным, что зна- 
чит измерить площадь квадрируемой 
фигуры 2. Это значит найти число $ — 
предел последовательности чисел $» 
(илн 5). Каждое из чисел $, дает 
лишь приближенное значение пло- 
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щади с избытком (5, — с недостат- 
ком). Этот избыток (недостаток) тем 
меньше, чем больше разряд # сеткн. 

Естественно, что на практике нс 
вычисляют предел. $, а ограничивают- 
ся определением его приближенного 
значения 5, с помощью сетки под- 
ходящего разряда *). 

Однако издавна возникла потреб- 
ность в более совершенных, чем па- 
летка, приборах, позволяющих из- 
мерять площадь быстрее, точнее и, 
но возможности, автоматически. Пер- 
вые такие приборы, называемые пла- 
ниметрами, были созданы более ста 
лет тому назад и, как очень часто 
бывает в вопросах большой практни- 
ческой или паучной важности, почти 
одновременно в различных странах. 
Один из первых планиметров (плани- 
метр-самокат) был изобретен в 1854 го- 
ду русским механиком П.А. За- 
рубиным (1816—1886). В том же 
тоду иную конструкцию планиметра 
предложил швейцарский математнк 
Я. Амслер (1823—1912). 

Эти и подобные им планиметры 
основаны на довольно простой н 
вместе с чем весьма плодотворной 
ндее (мы изложим лишь саму идею, 
а строгие доказательства опустим). 

Рассмотрим в плоскости чертежа 
два произвольных положения неко- 
торого отрезка (стержня). Перевести 
отрезок из исходного положения А, Ву 
в конечное — АВ (рис. 4а)} можно с 
помощью перемещений трех типов: 

(1) поворотом вокруг середины 
Со стержня на угол & >= 0 в положе- 
ние А,В,, параллельное АВ; 

(2) поступательным перемещеннем 
на величину А > 0 в направленин, 
перпендикулярном Л,В., переводя- 
щим отрезок в положение А,В, на 
ирямой АВ; 


*) Заметим, что методы интегрального 
исчисления позволяют в большинстве прак- 
тических случаев определить число 5 без 
яспользования последовательности (1) или 
же найти приближенное значение 5 более 
экономным путем, нежели подсчетом квадра- 
тиков по сетке (0 понятни интеграла см. 
статью: Ионии Ю. И. Интеграл. «Квант», 
1972, №9). 





| ель 
Рис. 4а. 


(3) сдвигом на д > 0 в наиравле- 
нии АВ, совмещающим тачку А, 
с точкой А. 

Впрочем, из курса физикн из- 
вестно, что два последних переме- 
щения можно заменить одним — по- 
ступательным перемещением, перево- 
дящим А.В, сразу в АВ. При этом 
отрезок «заметет»  параллелограмм 
В, А,АВ с высотой й и основанием, 
равным длине { отрезка. 

Подсчитаем всю площадь, заме- 
таемую отрезком при перемещении 
из А.В в АВ. Прежде, однако, при- 
мем важиое правило. 

Условимся приписывать (глядя из 
ВвА) площади положительный знак, 
если она при перемещении схержия 
остается справа от него, и отрица- 
тельный, если она остается слева 
(рис. 44а). 

С учетом этого правила ясно, что 
суммарная площадь, заметенная ст- 
резком в результате перемещения пер- 
вого тнпа, равна нулю. 
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Естественно, что равна пулю ило- 
щадь, заметенная при перемещении 
третьего тнпа. Отличной от нуля 
оказывается лишь площадь прямо- 
угольника, заметенного прин посту- 
пательном перемещении второго типа; 
она равиа (В (этой же величине равна 
и площадь параллелограмма В, А,АВ). 

Если теперь стержень совершает 
произвольное перемещение из но- 
ложення А’В. в положение АВ, то 
в любой момент это перемещение мож- 
но разложить на три: типов (1), (2) 
и (3). При этом неремещения (1) и 
{3) не дают вклада в заметаемую пло- 
щадь, а перемещение в направлении, 
перпендикулярном отрезку (тнпа (2)), 
полностью определяет заметаемую 
площадь (это — самое «тонкое» место 
в наших рассуждениях, имеяно здесь 
мы не приводим строгие доказатель- 
ства). 

Таким образом, для определения 
суммарной площади (точнее, алгеб- 
ранческой суммы площадей), заметен- 
ной отрезком известной длины [, 
достаточно иметь устройство, изме- 
ряющее суммарное перемещение от- 
резка в перпендикулярном низправ- 
лении (рис. 46). 

Оказалось, что таким устройством 
может служить небольшое колесико Ю 
с закругленными краями, пасаженное 
в середине (в точке С.) стержня ни 
соедниенное с ним так, что оно может 
лишь вращаться. Ясно, что при пе- 
ремещеннях первого итретьего типов 
колесико не станет вращаться, 
а увлекаемое стержнем будет лишь 
скользить по поверхности чертежа. 
Но зато при перемещении второго типа 
оно практически без скольжения бу- 
дет катиться по чертежу, поворачи- 
ваясь относительно стержня. Прн этом 
оно повернется как раз на дугу, рав- 
ную й. 


Следует иметь в виду, что колесико мо- 
жно поместить в любой точке стержня. При 
этом сохраняется возможность _ использо- 
вать его для измерения площади. Попробуйте 
убедиться сами, что если колесико сместить 
ца величину 7. относительно середины стерж- 
ня, то его показания изменятся на Аа, где 
а — угол (в радианах), образованный нсход- 
ным и конечным положением стержня. 
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Рис. 5. 


Если окружность колесика раз- 
бить на некоторое число делений, а 
на стержне укрепить указатель, то 
окажется возможным следить за тем, 
насколько поворачивается колесико. 
Возникнет простейший счетный ме- 
ханизм. Сразу замечаем, что не всег- 
да второй отсчет (после обвода) ока- 
зывается больше первого (до обвода), 
все зависит от того, в какую сторону 
будет вращаться колесико. Если сдви- 
нуть стержень из положения А, Во 
в положение АВ, а затем возвратить 
его снова в исходное, то в результате 
отсчет останется без изменения, то 
ссть указатель будет стоять против 
одного и того же деления в начале и 
в конце этих двух перемещений. Это 
естественно, так как стержень дваж- 
ды прошел над параллелограммом 
В.А.АВ; один раз площади принисы- 
вался положительный знак, другой — 
отрицательный. 

Воспользуемся полученными ре- 
зультатами для вычисления площа- 
дн $ фигуры РЁ с криволинейной гра- 
ницей, например, такой, как на ри- 
сунке 5. Для этого один из концов В 
стержня будем перемещать вдоль гра- 
ннцы Е в направлении стрелки. Ко- 
нец А пусть при этом движется по 
прямой ГА. На рисунке 5 показано 
несколько положений стержия при 
его перемещении от точки. Р границы 
к точкам О, Ю и Т. 

Мы замечаем, что над определяе- 
мой площадью $ стержень АВ прой- 
дет лишь один раз — при перемеще- 
нии из точки @ к точкам Ю, Т, Р. Зато 
площадь, лежащая вне границы, бу- 
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Рис. 6. 


дет пройдена дважды, и притом В 
различных иаправлениях: один раз 
при движении от точки Ок Юн Т, 
а второй — при перемещении от Т 
кРиО0. 

Итак, ссли стержень в коние об- 
хода займет исходное положение, то 
в результате колесико покажет ве- 
личину й, отвечающую только пло- 
щадн $. Конец А не обязан двигаться 
по прямой, он может перемещаться 
по дуге окружности или замкнутой 
(направляющей) линии Г. Но в по- 
следнем случае не только над ило- 
щадью $, но в над площадью $ (рис. 6) 
фигуры, охватываемой [, стержень 
проходит лишь один раз. Когда обе 
границы обходятся в одном направ- 
лении, то все элементы площади $ 
остаются справа от стержня АВ, а 
элементы площади $ — слева, и по- 
тому им присванваются различные 
знаки (отсчет колесика отвечает нх 
разности). Если же они обходятся в 
разных направлениях (рис. 7), то 





Рис. 7. 





Рис. 8. 


отсчет отвечает их сумме. Цозтому 
фт Ее ЕТУ: (3) 


В качестве граннцы 5 можно выб- 
рать круг радлуса г; тогда & = ли 
н искомая площадь составит 


$5 = 4-Е яг. 


В этой формуле зпак плюс выбира- 
ется, например, и тогда, когда $ де- 
жит внутри $ (рис. 8}. 

Все сказанное озиачает, что стер- 
жень < колесиком {его часто называ- 
ют интегрирующинм) может служить 
планиметром. Однако тахой простой 
прибер неудобен в работе и ввосит 
большие погрешностн. В действи- 
тельности планиметр устроен ке- 
сколько сложиее, хотя принции его 
работы остается тем же. Имеются пла- 
ниметры многих тинов, выпускаемые 
различными заводамн точной мехз- 
вики. Очи отанчаются друг от друга 
конструкциямн отзельвых элементов, 
а также выбором кривой, по которой 
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движется конем А стержня, В ка- 
честве такой крязой обычно выбира- 
ют либо прямую линию (линейный 
планиметр), либо окружность (по- 
лярный планиметр). 


Конструкции планиметров 


Рисунок 9 дает представление об 
общем виде полярного планциметра. 
Лолярный рычаг р и обводный рычаг [ 
сседннены щарниром ® и могут быть 
отделены друг от друга; па конце об- 
водного рычага имеется острый штиль 
Ё. которым обводят гранниу площа- 
ди, и упор }, посдохраняющий чертеж 
от повреждения итилем. Полярный 
рычаг вращается вокруг своего кон- 
ца (полюса), шарнирео соединенного 
с тяжелой платой ПП (она не позволяет 
полюсу сдвигаться}. Счетлый меха- 
низм (рис. 10} свазан с обводным ры- 
чагом. Ето можно сдвигать вдоль 
этого рычага н укреплять в нужном 
положенин винтом 9. Счетный ме- 
ханизм опирается на измерительное 
колеснко Ю и дополнительный опор- 
ный ролик С, придакаций прибору 
устойчивость. Врашение колесика К 
через червячный винт передается счет- 
ному диску 2. Один полный оборот 
колесика зызываст новорот диска на 
одйо из десяти занесенных на нем 
делений. Перныестр связанзого с ро- 
лнком счетиого барабанчика Т раз- 
делен из сто малых делений. С по- 
мощью расположенного рядом с ним 
верньера У можно отсчитывать де 
сятые доли малого барабанчика Т. 





Рис. 9. Полярный лланимет? 
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Рис. 10. Счетный механизм полярного пла- 
инметра. 


Каждый отсчет препставляет собой 
четырехзначное число: сначала запи- 
сывается количество полных делений 
на диске 7, затем число болыцих де- 
лений на барабанчике 7, потом число 
полных малых делений на нем и, на- 
конец, число десятых малого деления. 

Для определення площади 5 в 
делениях планиметра следует уста- 
новить обводный шпиль Ё в некоторой 
точке границы, заметить начальный 
отсчет, обвести всю границу, и, вер- 
нувшись в исходную точку, записать 
новый отсчет. Затем вычесть из пер- 
вого отсчета второй; тогда их разность 
{с точностью до знака) даст число, 
которое для получения искомой ве- 
личины Я надо умножить на радиус р 
колеснка. Чтобы каждый раз не прн- 
ходилось умножать длину { на ве- 
личину й, подсчитывают заранее, че- 
му соответствует одно деление пла- 
ниметра (так называемую «цену де- 
ления» планиметра} при определенной 
длине обводного рычага /. Для этого 
обводят какую-либо фигуру (напри- 
мер, квадрат илн круг), площадь ко- 
торой можно подсчитать по форму- 
лам геометрии. Затем делят эту 
площадь на разность отсчета в конце 
и в начале обвода. 

В спецнальном паснортс, который 
прилагается к каждому прибору, ука- 
зывается цена деления при различ- 
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ной длине { обводного рычага. Эту 
длину можно изменять, сдвигая счет- 
ный механизм. При сдвигах счетного 
механизма измерительное колесико 
смещается от средней точки на ту или 
иную велнчину А. Тем не менее мож- 
но доказать, что выведенная выше фор- 
мула остается по-прежнему справед- 
ливой. Исключение представляет слу- 
чай, когда в результате обвода гра- 
ницы рычаг { совершит полный обо- 
рот. В этом случае разность отсчетов 
надо увеличить на 241%. 


Самодельный планиметр 


Среди всех планиметров имеется один 
необычайно простой. Это так назы- 
ваемый «планиметр-топорик Прица» 
{1886 г.). Он может быть изготов- 
лен из куска обыкновенной прово- 
локи, согнутой в виде растянутой 
буквы П (рис. 11). Один из загну- 
тых концов А заостряется и служит 
обводным шпилем, другой конец Т 
расплющивается и имеет вид топори- 
ка, лезвие которого лежит в одной 
плоскости с острием. Острие # уста- 
навливается в некоторой точке О 
внутри измеряемой площади (жела- 
тельно поближе к центру тяжести об- 
водимой фигуры). Положение точки 
Го касания лезвия топорика с чер- 
тежом отмечают; затем, держа то- 
порнк отвесно, ведут острие к гранн- 
це, обводят всю границу и возвраща- 
ются в исходную точку О. При этом 
топорик описывает некоторую кривую 
(если лезвие острое, она окажется 





нацарапанной на чертеже). Одна из 
таких линий — линия погони *), воз- 
никающая при обводе круга, — пока- 
зана на рисунке 12. Возвратившись 
в исходную точку О, отмечают новое 
положение Т, лезвия. Чтобы опре- 
делить теперь площадь обведенной 
фигуры, надо измерить в радианах 
угол фФ =; Т.ОТ, между начальным 
н конечным положением планиметра 
н умножить его на Ё. Если угол не- 
велик, то вместо него достаточно из- 
мерить хорду.ТоГ, н составить лро- 
изведение {.Г.Г,- Это правило мож- 
но получить из общей теории планн- 
метра **). Оно означает, что плани- 
метр-топорик не нуждается даже в 
измерительном колесикс. 
Действительно, предположим, что 
планиметр-топорик всё же снабжен 
нзмерительным колесиком, насажен- 





*) По такой кривой должен бежать охот- 
ник за зайцем, если он, «поймав зайца на 
мушку», захочет в течение всей погони дер- 
жать его под прицельным огием и при этом 
не менять направления ружья относительно 
корпуса. 

**) Элементарную геометрическую тео- 
рню планиметра-топорика привел зкадемик 
А.Н. Крылов в 1904 году в статье «Оп 
{ве папе рГапите{ег» (Собр. трудов. Т. \). 
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ным на его конце (рядом с лезвием). 
Тогда прн обводе границы фигуры Р 
колесико будет только скользить, и 
потому поворот его окажется нулевым. 
Если, однако, колесико насадить в 
середине топорика, то поворот его 


{ 


же дугу р повернется колеси- 


ко прин повороте стержня из положе- 
ния ОТ, в ОТ,, а всего — на [- 
Поэтому алгебраическая сумма пло- 
шадей, обметенных планиметром, ока- 
жется равкой Ёф. Остается только 
заметить, Что эта величина равна ал- 
гебранческсй сумме искомой пло- 
щадя 5 н площади $, ограниченной 
кривой погони (она замыкается по- 
воротом планиметра на угол $). Мож- 
но доказать, что если начальная точ- 
ка О обвода расположена близко к 
центру тяжести ЁР, то $ близко к ну- 
лю, и формула (3) дает: 
Ср 


Планиметр-топорик может легко 
изготовить каждый из вас. Но уже 
полярный планиметр требует высо- 
кой культуры производства, он низ- 
меряет площадь в десять раз точнее 
планиметра-топорика. Высокой точ- 
ности (прецизионные) планиметры из- 
меряют площадь в десять раз точнес, 
чем обычные (ошибка составляет лишь 
0,0001 обводимой площади). В этих 
приборах измерительное колесико ка- 
тится не по чертежу, который может 
иметь складки или другие неровно- 
сти, а по снециальному металлическо- 
му диску или линейке. 

Примечание. Не всегда об- 
ход границы фигуры Ё сопровож- 
дается движением конца А по на- 
правяяющей [ строго в одном на- 
правленин и заканчивается ее пол- 
ным обходом: движение против. ча- 
совой стрелки может сменяться дви- 
жением по часовой и наоборот. Все 
зависит от взаимного расположения 
и конфигурации ЕЁ и Д. В связи с 
этим рисунки 6, Ти 8 являются су- 
губо схематичиыми. 
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и.М Ям Фщенки углов 





Исходной для нас будет служить сле- 
дующая несложная, но поучительная 

Задача {!. Пусть А, В, С — 
три произвольные  (несовпадающие} 
точки на плоскости; углы треугольни- 
ка АВС (точнее, /. ВАС, ДАВС и 
Д. АСВ) мы обозначим через а, В и 
у. Пусть а = ф > В. Какие значения 
могут принимать а, ‘и В? 

Эта задача хорошо иллюстрирует 
тематику настоящей статьи: в ней 
обсуждается следующая (в общем ви- 
де не решенная до сих пор!) 

Основная проблема. На 
плоскости даны п точек А, А.,... 

., А,. Обозначим через @, 
а.,..., @м иглы треугольников, об- 
разованных этими точками *). Пусть 
а, = ... ам. Какие зно- 
чения могут принимать &,, @» ‚... 

‚, Як? 

Чтобы представить себе, с чем мы 
можем встретиться при решении ос- 
новной проблемы, решим задачу 1. 


Решение задачи 1 


Так как а + В т фу = 180° = 3.60°, 
то наибольший из трех угловтреуголь- 
ника не может быть меньше 60°, а 





*) Число №, разумеется, зависит от л. 
Нетрудно видеть, что 
п (л— 1) (п-2) 
1.2.3 № 
п (1—1) (п 2) 
р 


М = 303 =3 


где [> — число сочетаний из л по 3, но нам 
эта формула не понадобится. 
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наименыший не может быть больше 
60°: « == 60°, В = 60°. При этом и а, 
и В могут быть равными 60° (рис. 1). 
С другой стороны, наибольший угол & 
может быть сколь угодно близок к 
180° и может даже равняться 180°, 
если точки А, Ви С лежат на одной 
прямой (рис. 2). Аналогично, нан- 
меньший угол В может быть сколь 
угодно близок к 0” и даже может 
равняться 0° (см. рис. 2). Наконец, 
«средний» угол у тоже может быть ра- 
вен 0° (см. рис. 2). С другой стороны, 
так как два угла треугольника долж- 





Рис. 1. 





Рис. 2. 





ны быть острыми, то ф < 90° (случай, 
когда три точки лежат на одной пря- 
мой, не спасет положения, поскольку 
при этом < = 180°, В = 0°, у = 0°). 
Однако }› может быть сколь угодно 
близким к 90° (на рисунке 3 наимень- 
ший угол В = С. ВАС очень мал, а 
/. АВС = /. АСВ 2 90°). Таким об- 
разом, 


60° = а = 180°, 0°<}<%°, 
0° В = 60°. 


Чтобы завершить решение задачи 
1*}, нам еще надо доказать, что а 
может принимать любое значение 
в пределах 60° = а = 180” (и анало- 
гично для углов В и 7$). Впрочем, эта 
часть решения очень проста — она 
сводится к построению  треуголь- 
ника АВС, у которого наибольший 
угол & (или «средний» угол 1, или 
наименыший угол В) имеет заданное 
значение, выбранное в указанных 
пределах; это вы легко сделаете сами. 


Обсуждение решения задачи 1 


Прежде всего изменим обозначения. 
Условимся обозначать вершины тре- 
угольника через Д,, А., Аз, а его 
углы — через с ,, ©, &;. Наибольший 
из углов ©, @., “аз можно обозначить 
так: 
& = тах а,, 
+ 


а наименьший из углов @&1.@&., @з так: 
В = мла,, 
: 


прнчем Е = 1, 2, 3. 


тах — это сокращение латинского сло- 
ва тажтит — «максимум», то есть наиболь- 
нее. Знак : под тах показывает, что меня- 
ется #, то есть задан набор величин @; (здесь — 
а, Це, @з), из которых мы берем наибольшую 
{а ие, скажем, наибольший из вообще воз- 
можных углов треугольника А,А.А: — в 


*) Мы приводим здесь подробное решение 
задачи 1. Указания к решению остальных 
задач помещены в коние журнала (но не то- 
ропитесь туда заглядывать —— попробуйте сна- 
чала решить задачу самостоятельно). Звез- 
дочкой отмечены более трудные задачи; во- 
просительный знак у номера задачи озна- 
чает, что решение автору не известно (от- 
куда еще вовсе не следует, что эта задача — 
трудная; подумайте и иад этими задачами}. 
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этом случае мы напишем тах ©). Знак тах 
ВА, А, А, 

обычно употребляется для наибольшей из 
конечного числа велнчин (здесь — из трех). 
Для наибольшей из бесконечного числа ве- 
личин тоже можно применять знак тах, 
но это опасно — здесь надо еще доказы- 
вать, что это наибольшая величина суще- 
ствует (см. далее). 

пип — сокращение латинского слова гиё- 
питит — «минимум», то есть наименьшее. 


В задаче 1’не вызывало никаких 
затруднений определение самого 
большого возможного значения 
©, то есть 


тах и = тах тах о; = 180°, 
ВА, А,А,  БА.А,А, @ 


и самого малого возможного 
значения В, то есть 
тт 


В=шш шта, = 0°. 
АА. А,А, 


АА, А, А, { 

Наибольший интерес здесь пред- 
ставляло отыскание наимень- 
шего возможного значения ©, то 
есть 

пай] а = пит тах а, = 60°, 
АД.А,А, АДА, | 
и наибольшего 
значения В, то есть 


ВОЗМОЖНОГО 


шах 


В= тах тшша, = 60°. 
ЗА, А.А, 


АА. А.А, 1 

Постановка таких «минимаксных» 
задач характерна для современной 
«чистой» и (особенно!) прикладной 
математики. 

Значительную часть задачи 1 так- 
же составляет оценка наиболь- 
шего возможного значения вели- 
чины *) (наименьшее легко находится: 
из рисунка 2 следует, что ту =0°). 

АА,А, А, 
Однако здесь нас подстерегает сюр- 
приз: оказывается, что искомого наи- 
большего значения $} не суще- 
ствует: угол\у может быть сколь 
угодно близок к 90°, но он никогда не 
окажется равным 90° Математики 
в таком случае говорят, что 90° — 
это (точная) верхняя грань величины \: 
5ир у == 90°. 
А, ь 


зир — это сокращение латинского слова 
зиргетит — «супрем ум», то есть высшее. 
Запись 5ир х; = & означает, что х; < & для 
любого #, ио х; может быть сколь угодно 


1 


близким к , то есть & — наименьшее из 
чисел, не меньших чем любое х;. Можно по- 
казать, что если величины х; ограничены 
сверху, то есть существует хотя бы одна 
верхняя грань величин то среди этих вер- 
хних граней найдется наименьшая (точная), 
то есть зир х; существует. 

Аналогично употребляется запись шй хт. 
1м[ — это сокращение латинского слова т- 
Нтит — зинфимум», то есть низшее. 

11{ х;— это точная нижняя грань, 
то есть наибольшее из чисел, не превосхо- 
лящих любого х;. В тех случаях, когда это 
не вызывает затруднений лри чтении, мы не 
будем писать Г, АА. А.А. ит. п. под знака- 
ми зир, иф, тах, пит. 

Нетрудно понять, с чем связан 
этот сюрприз. Ясно, что величины 


тах &, и пита, существуют — ведь 
: : 


из трех углов а,, м. и аз всегда 
можно выбрать наибольший и наи- 
меньший. А число троек {А,, А,, Аз} 
точек на плоскости является бес- 
конечным. И здесь мы уже не 
можем ручаться за то, что найдется 
такая тройка, которой отвечает наи- 
большее значение угла у. Ведь ие- 
реходнть от одной тройки точек к 
другой, которой отвечает большее зна- 
чение угла у, мы можем сколь угодно 
много раз, и прин этом каждый раз 
может оказаться, что все равно оста- 
лась тройка, лучшая, чем все пре- 
дыдущие. 

В принципе, ни одна из величин 
зира, зир В, зир ?, ша, ШЕВ, Еф 
не обязана достигаться — и мы долж- 
ны расценить как удачу то обстоя- 
тельство, что величины зпр < = 180”, 
зир В = 60°, иЁа = 60° и шЕВ == 0° 
достигаются, то есть что существуют 
тах ©, тах В, пита и пит В. Для 
величины 1, как мы видели, 1ПЁ*} == 0? 
достигается, а зир \ = 90° — нет. 

Аналогично этому, скажем, для вели- 


| 
чины —, где п — натуральное число, 


1 
5ир =! достигается (при л= \, а 


я 


. | 
Г 0 — нет; таким образом, величина 
п 


1 
—п имеет максимум и не нмеет минимума. 


Рассмотрим, наконец, вопрос о 
том, для каких именно троек точек 
Р; = {А А,, А}} (или ДА, В, 3) 
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достигается максимум или минимум 
величин а, Ви. Легко видеть. что 
пла и (одновременно) тах В ло- 
стигаются для единственной 
тройки точек — для вершин правиль- 
ного треугольника АВС (см. рис. 1) 
конечно, с точностью до замены тре- 
угольника АВС подобным, что, впро- 
чем, не меняет ни одного из его уг- 
лов. тах у, как мы уже знаем, вооб- 
ще не существует. А величины тах <, 
тт В и тип у реализуются беско- 
нечны м множеством разных (даже 
не подобных) троек точек, — ведь 
средняя точка на рисунке 2 может 
располагаться в любом месте на от- 
резке, соединяющем две другие точки. 

Теперь мы перейдем к другим 
задачам. 


Задачи, связанные с основной 
проблемой 


Задача 2. а) Путь Р,-= 
= {А, В, С, 2} — произвольная си- 
стема четырех точек на плоскости; 
величину наименымего из 12 углов, опре- 
деляемых эп" и точками, обозначим 
через В. Док. жите, что 0° = В = 45°. 

6) Пусть Р; — произвольная си- 
стема пяти точек на плоскости: 
наименымий из углов, определяемых 
этими точками, обозначим через В. 
Докажите, что 0° — В = 36". 

в) Пусть Рё — произвольная си- 
стема шести точек на плоскости; 
наименьший из определяемых этими 
точками углов обозначим через В. 
Докажите, что 0°=В= 30°. 

Для каких систем из четырех. 
пяти и шести точек на плоскости 
достигаются наибольшее и наимень- 
шее значение угла В? 

Начало решения зада- 
чи2. Предположим, что рассмат- 


рнваемые точки — это вбитые в зем- 





Рис. 5. Рис. 6. Рис. Т. 


лю колышки (или вбитыс в фанерный 
лист гвозди); набросим па все этн 
колышки растянутую резипку и да- 
Дим ей сократиться, обтянув колыш- 
ки (рис. 4). Тогда резинка примет 
форму выпуклого мпогоугольника —- 
наименьшего выпуклого многоуголь- 
ника, содержащего внутри себя (нли 
на границе) все заданные точки. Этот 
многоугольник называется —вы- 
пуклой оболочкой рассматри- 
ваемой системы точек; его вершины 
совпадают с какими-то из этих точек. 

Выпуклая оболочка четырех точек 
может представлять собой четырех- 
угольник (рис. 5), треугольник 
(рис. 6) или «двуугольник», то есть 
отрезок (рис. 7); оценить в каждом 
случае, каким может быть наимень- 
ший из углов, образованных задан- 
ными точками, мы предсставим чн- 
тателю. 

Задачи 2а и 26 предлагались уча- 
щимся 9-х и 10-х классов на первом 
туре ХХУ\У! Московской школьной 
математической олимпиады {1963 год); 
у этих задач оказалось довольно 
много решений. 

Если вам удастся решить зада- 
чу 2, то, вероятно, у вас не вызовет 
особых затруднений и следущая (не 
особенно трудная) 

Задача 3. На плоскости дано п 
различных точек; обозначим через В 
наименыший из углов, определяемых 


ятими точками. Докажите, что 
| 1807 


Для каких систем из п точек на 
плоскости угол В принимает наи- 
менышее возможное значение 0° ци для 


каких — наибольшее возможное зна- 


80° 
чение — 
п 
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Попробуем теперь оценить нан- 
больший из углов, определяе- 
мых п точками. 

Задача 4. а) На плоскости 
даны 4 (различные) точки; обозначим 
через « наибольший из углов, опредс- 
ляемых этими точками. Докажите, 
что 90° за = 180°. 

6) На плоскости дано 5 точек; 
обозначим через @ наибольший из 
углов, определяемых этими точками. 
Докажите, что 108 за < 180°. 
‚ в) На плоскости дано 6 точек; обо- 
значим через & наибольший из углов, 
определяемых этими точками. До- 
кажите, что 120° а = 180°. 

Для каких систем из четырех, 
пяти н шести точек на плоскости 
достигаются наибольшее и наимень- 
шее значения угла ©? 

Задача 4 по трудности не превос- 
ходит близкую к ней по содержанию 
залачу 2. Сравнение этих двух задач 
позволяет усмотреть лишь одно раз- 
личие между ними, которое можно 
воспринять как сигнал о том, что 
задачи об оценке наименьшего угла В 
и наибольшего угла & могут расхо- 
диться по характеру ответов и по 
трудности решения: в то время как 
в задачах 2—3 наибольшее значение 
наименьшего угла В всегда реализу- 
ется для единственной сн- 
стемы точек, в задаче 4 наименьшее 
значение угла < достигается для бес- 
конечного множества разных (тоесть 
не подобных) систем точек. Игнори- 
ровать этот «сигнал» не следует; дей- 
ствительно, следующая задача уже 
совсем не похожа на простые задачи 
2—3: она гораздо труднее их. 

Задача 5*.а) На плоскости да- 
ны 7 точек ; пусть а — наибольший 
из углов, задаваемых этими точками. 
Докажите, что 120° < а = 180°, 
но что для любого угла ф, большего 
120° (например, для ф = 190°1”), 
можно подобрать 7 точек так, что 
все задаваемые этими точками углы 
будут меньше ф (Оругими словами, 
докажите, что та = 120°, но па 
не существует). 

6) Докажите, что для систем из 
8 точек на плоскости сохраняет силу 


33 


тот же результат, что и для систем 
из 7 точек (то есть что здесь также 
ша = 120°, и тт < не существует). 

Обратимся снова к фигурирующим 
в основной проблеме «общим» систе- 
мам Р„= {А А ..., А} из п 
точек на плоскости; наибольший из 
углов, определяемых этими точками, 
мы обозначим через о, а наимень- 
ший — через В. Так как, очевидно, 
наибольшее возможное значение & 
равно 180°, а наименьшее значение В 
равно 0°, то задача оценки углов & и В 
сводится к нахождению зирй (эту 
величину мы обозначим через В или 
поскольку она, разумеется, зависит от 
п, — через В (п)) и иЁо (эту величину 
мы будем обозначать через © или 


а (п)}. Найти величину В (п) несложно: 
— В (и) = 180” 

п ЮО 
н эта величина всегда достижима 
(см. задачу 3). Однако задача нахож- 
дения величины < (пл) не так проста 


и в общем виде до сих пор еще не 
решена. Задачи 4 и 5 утверждают, 
что а (4) = 90°, а(5) = 108° ин 
а (6) =а (7) = а (8) = 190°; 
при этом значения < (4), а {5) иа (6) 
достижимы, а значения © (7) иа (8) 
уже недостижимы. — = 
Задачу определения величины « (л) 


впервые поставил американский гео- 
метр Л. Блюменталь; ее решением 
занимались венгерские математики 
П. Эрдеш *) и Г. Секереш. П. Эрдеш 
предположил, что для всех п > 6 


1 .180°, где 2^— < п=2^, 


Е 
и что достигается это значение © (п) 


лишь прн л = 6. Однако доказано 
до сих пор Лишь, что 
Г: Е—1 

а(2") =—>—.180° при #2 

*) Пал Эрдеш — видный современный 
венгерский математик. Эрдешу принадлежат 
миогие яркие результаты в разных областях 
математики (теория Чисел, математический 
анализ, теория вероятностей, геометрия н 
т. д.}; однако в результате его деятельности 
число нерешенных до сих лор задач лишь уве- 
личилось, ибо он поставил больше иовых 
задач, чем решил старых. 
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и что 
если 21 <п< 2" (где Ё > 3), то 
т. 180° > «(п) > 2—2.180° 


{последняя оценка может быть даже 
слегка усилена). 

Обратимся теперь к остальным 
углам, фигурирующим в проблеме. 

Задача 6. Пусть Р. — про- 
извольная система четырех точек на 
плоскости; @& = @ и ©“ — два са- 
мых больших из двенадцати углов, 
задаваемых этими точками, а В = 
= В") и В“ — два самых маленьких 
угла; при этом оо, Ва) — В. 
Докажите, что 


а) 72° < а? < 180°; 
6) 0? < В“ < 45°. 


Для каких систем точек реализу- 
ются наибольшее и наименыиее зна- 
чения углов о и В“ 

Задача 7. Докажите, что 
при вех п > 2 таха (1) = 180° при 


рае), 


и тта@ =0° при 
Ри 

п(л— 1) (1—2) : в (п— 1} (п--2 

о кам"), 
Таким образом вопрос об оценках 

всех А углов а сводится к опреде- 

лению величин ШЁ а, где 


Ри. 


п(л— 1) (п— 2) 
6 


(Е а@® можно обозначить символом 
ай (п)) и зир В® при 


1<:=— 


* —| а 
а" *) 





*) Заметьле, что ро е-а. 


‚-пп— И ([п—2) п(п— 1) (л— 2) 
ПЗ РИ НО ЕЕ 


р: — 
= №. Укажем еще, что число подлежащих 
определению величии В? всегда вдвое боль- 
ше числа интересующих нас чисел (0, на- 
пример: 2 н 1 при л=3, 8 и 4 при п=4 
итд. 


(сир В”? можно обозначить символом 
Ви? (п)). Так, если п=3, то необхо- 
димо найти три числа © (3) —= @ (3), 


В“? (3) =В(3) и В‘2?(3); мы знаем, 
что эти числа равны 60°, 60° и 90°, 
н что лервые два из них достижимы, 
а третье — нет (см. задачу 1). Прн 
п =4 требуется определить уже 12 
чисел: @( (4) == “ (4), а (4), 


и В“ (4)=В (4), В (4),...,В® (4); 
из них нам пока известны о == @ == 
== 90°, ао = 72° и Ви = В =. 45°, 
причем все эти значения достижимы 
(см. задачи 2а, 4а и 6). Однако 
общий вопрос об определении М чи- 
сел а (п) и В® (п) является доста- 
точно сложным, поскольку пока нам 
не известны даже величины а (п) == 


а (п). 


Задача 8’. Пусть Р, — си- 
стема четырех точек на плоскости. 
Определите 1193 (==0(3) {4)) и 


зир В‘ (=8“3 (4)). Достигаются ли 
значения ©“? (4) и В® (4)? 
Задача 9’. Определите величины 
№ (5) и В® (5). 

Задача 10’. Что еще вы мо- 
жете сказать об оценках углов 
Иа ао В 

(Простота точной оценки возмож- 
ных значений последнего угла 
«(№ —= В заставляет попытаться оце- 
нить возможные значения «предпос- 
леднего» угла о\\-№ — В‘; при этом 
целесообразно начинать с небольших 
значений п.) 


Точки в поостранстве 


Разумеется, задачи об оценках углов 
нмеют смысл и в стереометрии. Пусть 
Р„ — произвольная система п точек 
в пространстве (эта постанов- 
ка не запрещает всем точкам лежать 
в одной плоскости). Условимся обоз- 
начать греческими буквами ф = $® 
наибольший из всех задаваемых эти- 
ми точками углов и ф =: $? — нан- 
меньший. Заметим сразу же, что ре- 
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зультат задачи 7 полностью сохра- 
няет силу и для рассматриваемой сте- 
реометрической задачи, так что 
здесь также требуется определить 
п(п— | (п— 2) 

65 Величин 

ев) п(п— 1) п 2) 
Еф =ф 3 


п 


и 


величин зир\ф” = $. 

Задача 11. Пусть Р.— произ- 
вольная система четырех точек в 
пространстве, ф— наибольший из 
определяемых этими точками углов, а 
{ф— наименыший угол. Докажите, что 

а) 60°<ф<180° (так что $124) = 
= $(4) = 60°}; № 

6) 0°<ф=60° (так что (4) = 

- $4) = 60°). 

Для каких расположений четырех 
точек пространства достигаются 
значения ф-= 60° и ф = 60°? 

Задача 19°’ Для того же случая 
четырех точек в. пространстве най- 
дите наименьшее возможное значение 
ф(2) (4) второго по величине угла $) и 
наибольшее возможное значение \}(?? (4) 
предпоследнего по величине 1?) *). 

Задача 13’ Для случая пяти 
точек пространства найдите наи- 
моныцее возможное значение ф (5) са- 
мого большого угла ф и наибольшее 


возможное значение ф (5) самого ма- 
лого угла \*). 

Задача 14?. Что еще вы мо- 
жете сказать об оценках углов ф®, 
..., $, задаваемых п точка- 
ми в пространстве? 

В заключение укажем еще, что 
«задачи об оценках углов» можно ста- 
внть н несколько иначе. Мы во всех 
случаях считали число п точек плос- 
кости или пространства заданным — 
и при этих условиях стремились оце- 
нить те или нные из углов ©, 
о?) ..., о или ФО, $... 40. 
Однако такую постановку задачи мож- 


9, 


*) Разумеется, если, скажем, тт $(?) 
не существует, то потребуется определить 
#1242 (=$(2 (4)). Это относится и к зада- 
че 13. 


3$ 


но и «обратить» — заранее задать ту 
нли иную оценку для (одного или 
нескольких) углов ©, о(?),..., а № 
нли $, $, ..., $ и поставить 
вопрос о том, при каком числе п 
точек плоскости или пространства 
этн оценки могут быть удовлетворе- 
ны. Мы ограничимся здесь лишь дву- 
мя примерами подобной постановки 
задачи, принадлежащими, видимо, все 
тому же Палу Эрдешу. 

Задача 15. При каком числе п 
точек 

а) на плоскости, 

6} в пространстве 
их можно расположить так, что все 
образуемые этими точками углы будут 
не больше 90°? 

Задача 16. При каком числе нп 
точек 

а) на плоскости 

6)* в пространстве 
их можно расположить так, что все 
образуемые этими точками углы бу- 
дут меныше 90°? 

Таким образом, в задаче 15 тре- 
буется расположить точки так, что- 
бы все углы о(® или (2 были не боль- 
ше 90°; в задаче 16 нестрогое нера- 
венство заменяется строгим. П. Эр- 
деш указал решения простых задач 
15а и 16а и высказал предположения 
об ответах к задачам 156 и 166. Зада- 
ча 156 впервые была решена в 1962 го- 
ду известными математиками Л. Дан- 
цером и Б. Грюнбаумом; впоследствии 
то же решение нашел студент МГУ, 
член жюри Всесоюзных математиче- 
ских олимпиад Гриша Гальперин. 
Задачу 166 впервые решил в 1961 го- 
ду английский математик Г. Крофт; 
в 1963 году несколько более простые 
ее решения нашли тот же Б. Грюн- 


баум и немецкий математик К. Шют- 
те. 
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Максимум? 


Иногда бывает интересно не 
только решать нерешеиную 
задачу, но и найти лучшее 
решение той, которая, ка- 
залось, была уже решена. 
Вот одна такая задача. 
Возьмем цифры от 1 
до Э и разделим их на четыре 
группы: в первой группе — 
три цифры, а в остальных — 
по две. Зафиксировав по- 
рядок цифр в этих группах, 
мы получим четыре числа. 
Перемножим теперь трех- 
значное число на одно из 
двухзначных а два остав- 
шиеся  двухзначных числа 
между собой. Например: 


158 79 
23 46 
474 474 
316 36. 
3634 3634 


В обоих случаях произведе- 
ние равно 3634. 

Так вот, нужно распреде- 
лить те же 9 цифр по той же 
схеме (с равными произведе- 
ниями), но получить при этом 
наибольшее возможное про- 
изведение. 

‚о Лолгое время наиболь- 
шим было произведение 174Х. 
х32==96Х 58— 5568, но за- 
тем оно было улучшено, и 
максимальным стало считать- 
ся произведение 584Х 12= 
=96х 73—=17008. 

Этот результат держался 
до 1971 года, когда в Японин 
было найдено новое рекорд- 
иое решение этой задачн. 
По-видимому, оно окажется 
последним, хотя это еще 
не доказано. Попробуйте най- 
ти, чему равно это последнее 
рекордное произведение или 
увеличить его. 

В. Б. 
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Г.Б. Куермн, Механические свойства 
кристаллов 


Е. Д. Щькин 





Такие свойства твердых тел как упру- 
гость, прочность, новерхностное на- 
тяжение определяются силами взаи- 
модействия между атомами и строе- 
нием кристаллов (типом кристалли- 
ческой решетки). Изучая силы меж- 
атомного взаимодействия, можно, на- 
пример, определить величину модуля 
упругости, предела прочности мате- 
риала, энергин связи кристалла н 
коэффициента поверхностного — на- 
тяжения. 

Таким образом оцениваются ха- 
рактеристики любых твердых тел, 
но проще всего это сделать для идеаль- 
ных ионных кристаллов. В решетке 
таких кристаллов периодически че- 
редуются положительные и отрица- 
тельные ноны. 

Для оценки прежде всего необхо- 
димо выяснить величину силы единнич- 
ной межатомной связи, которая в нон- 
ных кристаллах определяется силой 
взаимодействия между двумя ионами. 


Силы межатомного взанмодействия 


Зависимость сил межатомного взан- 
модействия *} от расстояния между 
центрами атомов в твердых телах схе- 
матически показана на рисунке 1. 

По этому рисунку можно судить 
о некоторых особенностях сил меж- 
атомного взаимодействия. 

1. Между атомами одновременно 
действуют силы притяжения и силы 





*) Подробиее о силах межатомного вза- 
имодействия можно прочитать в статье: М я - 
кишев Г. Я. Взаимодействие атомов и 
молекул. «Квант», 1971, № И. 


отталкивания. Результирующая сила 
межатомного взаимодействия — сум- 
ма этих ДВУХ Сил. 

2. При уменьшении расстояния 
между атомами снлы отталкивания 
нарастают значительно быстрее, чем 
силы притяжения; поэтому существует 
некоторое расстояние м, при котором 
силы притяжения и силы отталкива- 
ния уравновешнваются и результи- 
рующая сила становится равной нулю. 
В кристалле, предоставленном самому 
себе, ионы располагаются именно на 
расстоянии г, друг от друга. Если 
расстоянне между атомами меныше 
равновесного (г < го}, то преобладают 
силы отталкивания, если г > г, то 
преобладают силы притяжения. 

Эти свойства межатомных сил по- 
зволяют условно рассматривать час- 
тицы, образующие кристалл (напрн- 
мер, ионы Ма и С! в кристалле пова- 
ренной соли), как твердые упругие 
шары, взаимодействующие друг с дру- 
гом. Деформация растяжения крис- 
талла приводит к увеличению рассто- 
яния между центрами соседних ша- 
ров и преобладанию сил притяжения, 
а деформация сжатия — к уменьше- 
нию этого расстояния и преобладанию 
сил отталкивания. 


Прочность при растяжении 


Пределом прочности обычно называют 
наибольшее напряжение *), которое 





*) Напряжение материала — это упру- 
гая сила, действующая на единицу площади 
сечения, перпендикулярного этой силе. 


я 
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может выдержать материал, не раз- 
рушаясь. При растяжении образца 
предел прочности определяется мак- 
симальной величиной результирую- 
щей снлы межатомного притяжения, 
приходящейся на единицу площади 
сечения, перпендикулярного направ- 
лению растяжения. 

Результирующая сила межатом- 
ного взаимодействия достигает максн- 
мального значения, когда центры 
атомов находятся на расстоянии Гу 
друг от друга (см. рис. 1). Когда 
растяжение еще более увеличивается, 
силы взанмодействия становятся на- 
столько малымн, что связи между 
атомами разрываются. 

Обозначим величину наибольшей 
снлы притяжения между двумя ато- 
мами (то есть величину силы еди- 
ничной связи) через ЁРизх, а Чнсло 
связей на единице площади сечения, 
перпендикулярного направлению 
внешней силы, через №.,. Тогда пре- 
дел прочности кристалла 

с = Андах Мсь- 


На рисунке 2 показана простей- 
шая модель ионного кристалла по- 
варенной соли (МаС| состонт из по- 
ложительных нонов натрия и отрн- 
цательных нонов хлора). У каждого 
нона в этом кристалле шесть ближай- 
инх соседей с противоположным зна- 
ком заряда. Прн разрыве такого 
кристалла у каждого атома обрыва- 
ется по одной связи. Разрыв кристал- 
ла схематически изображен на ри- 
сунке 3. В рассматриваемой модели 
число связей, разрывасмых на каж- 
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дом квадратном сантнметре, равно 
числу атомов, приходящихся на эту 
площадь (№ = А,:). Для просто- 
ты мы пренебрегаем взаимодействием 
между ионами, находящимися друг 
от друга на расстояниях, больших у 
(остальные ионы удалены ва расетоя- 


ния не меньше, чем ху 2). Эти взаи- 
модействия дают относительно не- 
большую поправку. Для оценки пре- 
дела прочности в достаточно умножить 
наибольшее значение силы взаимо- 
действия между двумя атомами на 
число атомов, приходящихся на еди- 
ницу площади в плоскости разрыва: 


б==Р тах И ат- 


Оценка величины сил связн 


Порядок величины сил связи в ион- 
ных кристаллах можно найти, исходя 
нз предположения, что ионы взаимо- 
действуют по закону Кулона. В на- 
шей модели кристалл состоит из чере- 
дующихся монов противоположных 


знаков, равновесные расстояния меж- 





ду которыми г.2=3 А *}. Предположим, 
что деформация остается упругой 
вплоть до деформации, соответствую- 
щей разрыву; иначе говоря, наи- 
болыпей упругой деформации соот- 
ветствует напряжение, равное пределу 
прочности. Но максимальной упругой 
деформации приблизительно соответ- 
ствует максимальное значение силы 
межатомного притяжения (см. рис. 1). 

Опыты с самыми прочными 
кристаллами показали, что их максн- 
мальная относительная упругая де- 
формация ещах **) перед разрушением 
обычно не превышает 10—20%. Поло- 


| 
ЖИМ 2х = 5 ^=17% . Этой относитель- 


ной деформации соответствует смеще- 
ние атомов от положения равновесия 


1.е е 
на расстояние Аг == 2, -= 5 ЗА = 0,5А. 


Таким образом, при подсчете сил 
межатомного притяжения для рас- 
сматриваемой модели кристалла за 
расстояние между ионами следует 
брать величину 


г= м - Аг == ЗА + 0БА= 35 А. 


Если учесть, что заряд каждого 
иона по величине равен заряду элект- 
рона, то есть 4 == 1,6-10-1 к, то 
максимальное значение силы при- 
тяжения между двумя атомами будет 
равно 

г 9 
АдЕз г? 


(1,6. Ю-№)2 
9-1: 5лотвр 








Рвах 


=2.10-8 (н). 


Таково по порядку величины зна- 
чение единичной силы межатомной 
связи. 


Прочность кристалла 


Оценим примерное число атомов, 
приходящихся на единицу поверх- 
ности разрыва кристалла. 





*) Для кристалла МаС| это расстояние 
равно 2,814 А (1 А= 10-0 м). 

**) Относительная деформация = прн 
растяжении равна отношению абсолютной 


деформацни тела к длнне этого тела в нор- 
мальном состоянни. 
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Днаметр иона равен приблизитель- 
но расстоянию между соседними иона- 
ми. Мы считали это расстояние рав- 


ным 3 А, тогда число атомов на каж- 
дом квадратном метре поверхности 
разрыва кристалла 


1 [1 
Мат ^^ Вб- я: 10 (=) . 


В нашей модели кристалла чнс- 


ло связей, проходящих через еди- 
ницу площади, равно числу ато- 
мов (№„ = М,.), значит, Ме = 


лы 10 м-*. 

Теперь можно оценить теорети- 
ческую величину предела прочности 
кристаллов: 


СА=2 - 1010 н[м?. 


Оценка величины модуля упругости 


Если известны значения единичной 
межатомной связи и, следовательно, 
предела прочности кристаллов, то 
можно оценить величину модуля 
упругости. 

По закону Гука в пределах упру- 
гой деформации напряжение пропор- 
ционально растяжению. Коэффициент 
пропорциональности между величи- 
ной деформации = и напряжением с 
(молуль упругостн) 

а 


ВЕ * 


Так как величина прочности по 
нашей оценке 


922.10 н/м?, 


а максимальная упругая деформация 
1 

тах > 6’, То модуль  упругостн 

2.10%.6 


Ню). 


Результат расчета по порядку ве- 
личины соответствует  эксперимен- 
тальным данным. Например, модуль 
упругости стали 2-10 1 н/м*, алю- 
миния 0,7 - 101 н/м?, каменной соли — 
0,4. 10" ну/м?. 
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Оценка величины энергии связн 


Зная величину еднничной силы меж- 
атомной связи, можно найти величи- 
ну энергии взаимодействия двух ато- 
мов. Энергия связи двух атомов оп- 
ределяется работой, необходимой для 
удаления этнх атомов друг от друга 
на такое расстоянне, при котором 
силы взанмодействия исчезающе малы, 
Это расстояние (см. рис. 1) пример- 
но равно 2 г. 

Для упрощения будем считать 


Сре ЗНАЧЕНИИ СИЛЫ ЕЗАЙОДОКСС. 
вия при изменении расстояния от 
до 27, равным 5 ЁРы.х. Гогла энергия 


связи (в расчете на одну связь) равна 


№, = А=Р-1==Рер (27% — Го) = 
Ро» 2.10- 
р: ах. ЗЕ ® == 


3.10-#*(0ж). 


Интересно сравнить полученное 
значение потенциальной энергии 
взаимодействия частиц в твердом теле 
(энергии связи) с кинстической энер- 
гней их теплового движения, . опре- 
деляемой в среднем величиной АТ. 
При комнатной — темнературе 


№; — ЕТ -= 1,38-10-23.300 = 
— 4.10-й (0%). 


Видно, что М,» И", то есть в твер- 
дом теле энергия межатомного взаи- 
модействия много больше энергии 
теплового движения. 

По нзвестному значению энергии 
одной связи найдем энергию связи 
кристалла, то есть энергию, которую 
необходимо затратить, чтобы разде- 
лить кристалл на отдельные атомы, 
и сравним полученную величину с эк- 
спериментальными значениями. На 
опыте величина энергии связи кри- 
сталлического вещества — это теилота 
испарения твердого тела. 

Энергия связн одного моля вещест- 
ва равна 

И = М, № М,, 


где №, — энергия одной связн, №’ — 
число связей, приходящихся на одии 
атом, №. — число Авогадро. 
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Рис. 4. 


В рассматриваемой простейшей 
решетке (см. рис. 2) на каждый атом 
приходится по одной связи. Следо- 
вательно, величина энергии связн 


№", — 3.10-19.1-6,02. 103 = 
де 18-101 (2%) = 40 < 


моль 


м 
моль’ " 





Это значение близко к найден- 
ным экспериментально значениям 
энергни связи различных кристаллов 
(несколько десятков  килокалорий 
на моль). 


Вычисление 
поверхностного натяжения 


Пользуясь рассмотренной моделью, 
можно оценить и величину удельной 
новерхностной энергии — коэффи- 
циент поверхностного натяжения. Эта 
величина равна энергии, которой об- 


ладает единица поверхности па грани- 
ты 


це вещества (& =<|. При разры- 


ве кристалла сечения $ образуется 
новая поверхность площадью 
$, = 25 (рис. 4). Энергия связн еди- 
ницы поверхиасти плоскости разры- 
ва твердого тела равна \” = \, х 

№. Где №, — энергия одной свя- 
зи, а №., — число связей, прихо- 
дящихся на одии квадратный метр. 
Эта энергия принадлежит как слою 
атомов, лежащему с одной стороны 
плоскости разрыва, так и слою, ле- 
жащему с другой стороны. 


Поверхностное натяжение 


и 5 _ 
Ме  3-10-9-109 дж 
йе 2 я =) 


У кристалла МаС =: 0,35 дж/м?. 

Рассматривая взанмодействие 
между ионами, мы смогли оценить 
порядок величины предела прочности, 
модуля упругости, энергин связи, 
коэффициента поверхностного натя- 
жения. Таким образом, мы убедились, 
что силы взаимодействия между но- 
нами кристаллической решетки, то 
есть силы, действующие в «микро- 
мире», определяют  макроскопичес- 
кие свойства твердых тел. 

Можно поступить и наоборот — 
по найденным экспериментально ха- 
рактеристикам механических свойств 
кристаллов определить величину сил 
межатомного взаимодействия. Оцени- 
те, например, величину сил межатом- 
ного взаимодействия по известному 
значению модуля упругости 
Е=10М нм. 

Оценки, которые мы проводили, 
делались в предположении, что рас- 
сматриваемый кристалл имеет иде- 
альную структуру решеткя. У ре- 
альных кристаллов правильность 
решетки нарушается. Учег этого 
факта значительно усложняет тео- 
ретические расчеты характеристик 
физических свойств кристаллов. Не- 
которые из сделанных нами оценок 
для идеальных кристаллов значи- 
тельно расходятся с данными, по- 
лучаемыми из экспериментов. 
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(Стакан воды 


Какой стакан устойчивее — 
до краев полный воды или 
наполовнну пустой? 

Если у вас есть два со- 
вершенно одинаковых по фор- 
ме предмета, то более устой- 
чивым будет тот, у которого 
ниже центр тяжести. Это вы, 
наверное, знаете. Поэтому, 
чтобы сделать устойчивее на- 
лолненный водой стакан, до- 
статочно отпить из него не- 
сколько глотков. При этом 
центр тяжести, который рань- 
ше находился в центре ста- 
кана, опустится. Сколько же 
нужно оставить в стакане 
воды, чтобы его положение 
было наиболее устойчнвым? 

Ведь, если выпить всю 
воду, то центр тяжести ока- 
жется на прежнем месте (дно 
мы будем считать невесомым). 
Значит, в какой-то момент 
центр тяжести занимал ‹а- 
мое низкое положение. Как, 
зная вес пустого и полного 
стаканов, определить, каким 
должен быть уровень воды 
в наиболее устойчивом ста- 
кане? 

Те, кто знакомы с высшей 
математикой, вероятно уже 
сообразнлн, что для решения 
достаточно выразить высоту 
центра тяжести стакана через 
полсжение уровня воды в нем, 
а затем, продифференцировав 
эту функцию, приравнять 
производную нулю и найтн 
таким сбразом минимум. Од- 
нако существует и более 
простое решение этой задачи 
бгз всякой высшей матема- 
тнки. Попробуйте найти его. 


В. Б. 
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Как определить 
полюса магнита? 


Б. И. Алейников 





Вопрос этот совсем не такой простой, 
каким кажется с первого взгляда. 
Ведь у нас нет никакой уверенности 
в том, что полюса магнита не раскра- 
сили в различные цвета просто, чтобы 
их различать, то есть без связи с их 
истинным магнетизмом. Кроме того, 
магнит может быть вообще не мар- 
кирован. 

Для опыта нужны две вещи — 
постоянный  подковообразный маг- 
нит, не обязательно раскрашенный в 
два цвета (даже интереснее, если 
полюса магнита заранее не разме- 
чены), и... телевизор. Опыт лучше 
производить утром или днем, когда 
по телевидению передают сетку для 
настройки телевизоров. 

Поднесем магнит к экрану вклю- 
ченного телевизора так, как пока- 
зано на рисунке. Изображение не- 
медленно исказится. В центре сетки 
имеется маленький кружок. Он за- 
метно сместится вверх или вниз, 


в зависимости от того, как располо- 
жены полюса магнита. 
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Изображение на экране телеви- 
зора создает электронный луч, нду- 
щий из глубины трубки на зрителя. 
Наш магнит отклоняет движущиеся 
электроны, поэтому изображение сме- 
щается. Направление действия маг- 
нитного поля на движущийся заряд 
определяется по правилу левой рукн. 
Нужно расположить ладонь так, что- 
бы силовые линии входили в нее, а 
вытянутые пальцы указывали направ- 
ление тока; тогда отогнутый под уг- 
лом 90° болышой палец укажет на- 
правление смещения движущегося 
заряда. Силовые линии идут от се- 
верного к южному полюсу ‘магнита. 
А направлением тока в правиле ле- 
вой руки считается «техническое» на- 
правление — от плюса к минусу. Так 
двигались бы положительные заряды. 
Но в кинескопе движутся электроны, 
причем летят они на нас. Это эквива- 
лентно тому, что положительные за- 
ряды летят от нас. Поэтому вытяну- 
тые пальцы левой руки должны быть 
направлены в экран. Остальное по- 
нятно. По смещению центрального 
кружочка телевизионной сетки опре- 
деляем, какой полюс магнита подне- 
сеи к экрану, северный или южный. 
Итак, с помощью телевизора можно 
легко и быстро определять располо- 
жение полюсов немаркированного маг- 
нита. 

Телевизор может помочь и прн 
определении знака полюсов немарки- 
рованной батарен. Для этого опыта 
необходимо иметь батарею, электро- 
магнит с дугообразным сердечником, 
телевизор, сопротивление, проводник. 

Подключим к батарее последова- 
тельно электромагнит и сопротивле- 
ние, подобранное с таким расчетом, 
чтобы ток не превышал допустимого. 
Поднося электромагнит к экрану те- 
левизора, определим по правилу ле- 
вой руки его полюса. Далее по пра- 
вилу буравчика найдем направление 
тока и, следовательно, знаки полю- 
сов батареи. 
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Окрестность фигуры 


Ю. И. Ионин, 
7. Д. Курляндчик 





Разберем две геометрическне задачи. 

Задача |1. В прямоугольник 
20 Хх 25 бросили 130 единичных квад- 
ратов. Доказать, что в прямоуголь- 
ник можно поместить круг радиуса 
1/„, ме пересекающейся ни с одним из 
квадратов. 

Выясним, где может находиться 
центр круга радиуса '/,, не пересе- 
кающегося с данным единичным квад- 
ратом. Геометрическим местом точек, 
удаленных от квадрата не более чем 
на 1/., является фигура, изображен- 
ная на рисунке | (расстоянием от точ- 
ки до фигуры называется расстояние 
до ближайшей точки этой фигуры). 
Следовательно, центр круга радиу- 
са 1/., не пересекающего с квадратом, 
расположен вне изображенной на рн- 
сунке 1 фигуры, которую мы назо- 


! 
вем локрестностью квадрата. По- 
1 
строим 5-окрестность для каждого 


из данных 120 единичных квадратов. 
Центр искомого круга должен ле- 
жать вне этих окрестностей. Кроме 





того, чтобы круг оказался внутри пря- 
моугольника, его центр должен при- 
надлежать меньшему прямоугольни- 
ку 19 Х 24, который получится, ес- 
ли сдвинуть каждую сторону исход- 


1 
ного прямоугольника внутрь на 5. 


Задача будет решена, если удастся 
доказать, что построенные 120 ок- 
рестностей не покрывает полностью 
меньший прямоугольник. 

Оценим площадь,  покрываемую 
этими окрестностями. Каждая ок- 
рестность состоит из квадрата со 
стороной 1, четырех прямоугольни- 


о 
Ти и 


ков 5 четырех четвертей 
! 

круга радиуса 5. Следовательно, 

площадь одной окрестности равна 


1 2 : 
1-- 4. -! а.) Пр Все 
= 


я 4 
120 окрестностей покрывают площадь, 
лепревосходящую {окрестности мо- 


гут перекрываться) 120. [ 3 += 


=360 -| З0д. 

В то же время площадь прямоу- 
гольника 19 Х 24 равна 456. Оста- 
ется заметить, что 

360 -- 30л < 456, 
так как л<3,2. 

Задача 2. {7лоская фигура пло- 
щцади | покрыта конечным числом 
кругов. Доказать, что из этих кругов 
можно выбрать один или несколько 
поларно непересекающихся, занимаю- 


1 
щих площадь не меныие д: 


Выберем самый большой из дан- 
ных кругов н обозначим через А, 
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Рис. 2. 


его раднус. Если площадь этого кру- 


га не меньше у, 


о 1 
положим, что К! < 5. Так как 


раднусы остальных кругов не боль- 
ше А ‚, то центры тех из них, которые 
пересекаются с выделенным кругом, 
лежат в Ю,-окрестности этого круга. 
Сами же круги лежат в 2Ю,-окрест- 
ности выделенного круга (рис. 2). 
Так как площадь этой 2Ю ‚-окрестно- 
сти, равная ЭлА1, меньше 1, то най- 
дутся круги, не пересекающиеся с 
выделенным. Пусть А, — радиус на- 
ибольшего из таких кругов. Если 


лю? - п? >5. задача решена. Если 
же лю! + лР? р то 94ЮТ + 
4918: < и, следовательно, найдется 
круг, центр которого лежит вне А ,- 
окрестности первого и вне Ю,-окрест- 
ности второго круга и который тем са- 
мым с этими кругами не пересека- 
ется. Обозначим через Ю; радиус на- 
иболышлего из кругов, не пересекаю- 
щихся ни с одним из двух выделен- 


о 
ных кругов. Еслн лАт - лю? - 


Е р: 1 
--лЮз = 5 задача решена, в противо- 


положном случае повторяем рассуж- 
дение. Таким образом, каждый раз 
мы либо находим несколько попарно 
непересекающихся кругов, сумма пло- 


задача решена. Пред- 


щадей которых не меньше 5’ либо 


обнаруживаем сще один круг, не пе- 
ресекающийся нн с одним из найлен- 
ных. Последнее в конце концов ока- 
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жется невозможным так как кругов 
конечное число. 

В обеих разобранных задачах по- 
лезным оказалось понятие окрестнос- 
ти фигуры. 

Определение 1]. Пусть г — 
положительное число. в-окрестностью 
плоской фигуры Е называется мно- 
жертво всех точек плоскости, раесто- 
яние *) которых до фигуры ЁЕ не пре- 
восходит е. 

Можно несколько иначе описать 
&-окрестность плоской фнгуры. 

Определение 2. (10строим 
круги радиуса с центрами в каждой 
тонке фигуры Е. Совокупность то- 
чек всех этих кругов и есть =-окрест 
ность фигуры РГ. 

Понятие =-окрестности можно вве- 
сти н для тел в пространстве. Нужно 
только вместо кругов рассмотреть 
щары радиуса е < центрами в точках 
тела. 

Выясним, что представляет собой 
=-окрестность выпуклого многоуголь- 
ника. Нетрудно понять, что она сос- 
тоит из самого многоугольника, иря- 
моугольников высоты 2, построенных 
на его сторонах как на основаниях 
н расположенных вне многоуголь- 
ника, и круговых секторов раднуса 
= с центрами в вершинах многоуголь- 
ника (рис. 3). Центральный угол сек- 


*) Говорят, что точка О находится на 
расстоянии от фигуры РЁ, если всякий круг 
с центром О и раднусом, меньшим е, не пе- 
ресскается с фигурой Е, а всякий круг с 
раднусом, большим в, пересекается. 





Рис. 4. 


тора ’при каждой вершине много- 
угольника дополняет до 180° внутрен- 
ний угол многоугольника при этой 
релшине. Следовательно, сумма всех 
центральных углов равна 180°п — 
— 180? (п — 2) =360°, (и—число сто- 
рон многоугольника, 180” (п — 2) — 
сумма его внутренних углов). Это 
озиачает, что, расиоложив секторы без 
наложений и совместив их центры, 
мы получим круг раднуса =. Теперь 
легко вычислить площадь =-окрестно- 
сти выпуклого многоугольника. Она 
равна $-+-Рё{-пе?, где $ -- площадь 
многоугольника, а Р — его периметр. 

Рассмотрим еще одну задачу, ко- 
торая легко решается, если восполь- 
зоваться понятием окрестности фигу- 
ры. 
Задача 3. Точки А, В, СО 
расположены в пространстве таким 
образом, что длины отрезков АС и 
ВР не превосходят 1. Доказать, что 
913 каждой точки М отрезка АВ мож- 
но найти такую точку М отрезка 
СР, что длина отрезка ММ не пре- 
восходит 1. 

Доказываемое утверждение можно 
сформулировать следукящим образом: 
каждая точка отрезка АВ отстоит 
не более чем на | от отрезка СО, то 
есть принадлежит 1-окрестностн от- 
резка СР. Эта окрестность состоит 
из прямого кругового цилиидра ра- 
диуса |, осью которого служит от- 
резок СО, и двух полушарий радиу- 
са 1, осью которого служит отрезок 
Ср, и двух полушарий радиуса | с 
центрами в точках С и О, основани- 
ями которых являются основания ци- 
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линдра и которые расположены вне 
цилиндра (рис. 4). Из условия зада- 
чи следует, что точки А и В принад- 
лежат 1-окрестности отрезка СО, а 
так как эта окрестность выпукла, то 
она содержит весь отрезок АВ. что 
н требовалось доказать. 


Упражнения 

1. Стороны выпуклого многоугольника 
пернметра Р отодвигают параллельно самим 
себе во внешнюю сторону на расстояние | 
и продолжают до пересечення. Докажите, 
что площадь многоугольника увеличится 
прн этом более чем на Р- д. 

2. Найдите объем в-окрестностн еди- 
ничного куба. 

3. В параллелепипеде 5х 10Х 25 про- 
извольным образом расположено 120 едн- 
цичных кубов. Докажите, что в параллеле- 
инпед можно поместить шар радиуса \/., 
не имеющий общих точек ни с одннм из ку- 
бов. 

4. На плоскости расположено несколько 
правильных треугольников, покрывающих 
площадь !. Докажнте, что из них можно 
выбрать один или несколько попарно не- 
пересекающихся треугольннков с суммарной 
площадью, не меньшей ув. 

5. В квадрат со стороной 38 см бросилн 
100 выпуклых многоугольников, площадь 
каждого из которых не превосходит л см?; 
а периметр — 2л см. Докажите, что в квад- 
рат можно. поместить круг раднуса 1, не 
пересекающийся ни с одним из многоуголь- 
НИКОВ. 

6. Докажите, что в выпуклый много- 
угольннк площадн $ н периметра Р можно 


поместить круг радиуса -р’. 


7. В квадрате со стороной | находится 
6 отрезков длнны 1/,. Доказать, что на неко- 
торых двух отрезках найдутся точки М и 
№, расстояние между которыми меньше М4. 
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задачнив фанта 








Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 1 декабря 1973 года по адресу: 
117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, издательстео «Наука» ‚ журнал «Крант». 
После адреса на конверте напишнте, решення какнх задач вы посылаете, например: 
«Задачник «Кванта», №226, М227» или «...Ф238». Решения задач по каждому из пред- 
метов (математике и физике), а также новые задачн просьба присылать в от- 
дельных конвертах. Оригннальные задачи, предлагаемые для публикации, присылайте 
вместе с вашимн решеннями этнх задач (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», 
новая задача по физнке» илн «...ковая задача по математике» ). Решення задач из раз- 
ных номеров журнала присылайте в разных конвертах. 

В письмо вложитс конверт с написанным на нем вашим адресом (в этом конверте вы по- 
лучите результаты проверки ваших решений). Задачи повыщениой трудиости отмечемы 
звездочкой. После формулнровкн задачи мы обычно указываем, кто предложил нам 


эту задачу. Разумеется. не все эти задачи публикуются впервые. 


Задачи 
М226—М230; Ф238—Ф242 


М226. В трех вершинах квадрата 
находятся три кузнечика. Они игра- 
ют в чехарду. При этом, если куз- 
нечик А прыгает через кузнечика В, 
то после прыжка он оказывается от В 
на том же расстоянии (но, естествен- 
но, по другую сторону и на той же 
прямой; рис. 1). Может ли после 
нескольких прыжков один из кузне- 
чиков попасть в четвертую вершину 
исходного квадрата? 

Ю. И. Ионин 





Рнс. 1. 
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№227. На каждой стороне парал- 
лелограмма взято по точке. Площадь 
четырехугольника с вершинами В этих 
точках равна половине площади па- 
раллелограмма. Докажите, что хотя 
бы одна из диагоналей четырехуголь- 
ника параллельна одной из сторон 
параллелограмма. 
Е. В. Саллимен 
М228. Лнст клетчатой бумаги раз- 
мером ля Хх пн клеток раскрасили в п 
цветов (каждую клетку закрасили в 
один из этих цветов или не закрасилн 
вообще). Гравильной называется рас- 
краска, прн которой в каждой строке 
н в каждом столбце нет двух клеток 
одного цвета. Всегда ли можно «ло- 
красить» весь лист правильным обра- 
зом, если первоначально были пра- 
вильно закрашены 
а) л° — | клетка: 
6) 7—2 клетки; 
в) п клеток? 
Д. Логочев 
М229. В центре квадрата нахо- 
дится полицейский, а в одной из вер- 
шин — гангстер. Полицейский может 
бегать по всему квадрату, а ганг- 
стер — только по его сторонам. Из- 


вестно, что максимальная скорость 
полицейского равна ны, а гангстера — 
у. Цель полицейского — оказаться с 
гангстером ина одной стороне квад- 
рата. Докажите, что 


и ] 
а) если >, то он может до- 
биться своей цели; 
[2 1 я 
6) еслн < , тогангстер может 


помешать ему это сделать. 
А. Белкин 





Рис. 2. 


№230. Докажите, что из любого 
выпуклого равностороннего (но не 
обязательно правильного) пятнуголь- 
ника можно вырезать правильный 
треугольник, одна из сторон которого 
совпадает со стороной пятиугольника 

(рис. 2). 
С. Конягин. 


$238. Имеются две проволоки 
квадратного сечения, сделанные из 
одного и того же материала. Сторона 
сечения одной проволоки — | мм, 
а другой — 4 мм. Для того чтобы рас- 
плавить первую проволоку, через нее 
нужно пропустить ток в 10 а. Какой 
ток нужно пропустить через вторую 
проволоку, чтобы она расплавилась? 

Считать, что количество тепла, 
уходящего в окружающую среду за 
} секунду, пропорционально разно- 


8 


Рис. 3. 
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сти температур проволоки и среды и 
площади поверхности проволоки, при- 
чем коэффициент пропорционально- 
сти одинаков для обенх проволок. 


Ф239. Колесо радиуса Ю катится 
без проскальзывания по горизонталь- 
ной плоскости. Скорость центра ко- 
леса постоянна. 

Как известно, траекторию криво- 
линейного движения точки в течение 
малого промежутка времени всегда 
можно считать дугой окружности. 
Определить радиусы окружностей, по 
которым движутся точки колеса А 
и В, в тот момент времени, когда ра- 
диус-вектор точки А горизонтален, 
а радиус-вектор точки В составляет 
угол © с вертнкалью (рис. 3). 


Ф240. Шар-зонд, имеющий нера- 
стяжимую оболочку, поднялся на 
максимальную высоту и совершает 
малые колебания около равновесного 
уровня. Найти период этих колеба- 
ний, считая, что на такой высоте плот- 
ность воздуха р убывает с высотой 
равномерно на величину 6 = 1,2. 
- 10-2 р через каждые й = 100 м. 
Трением шара о воздух пренебречь. 


М. В. Казарновский 


$241. Кольцо массы т может 
скользить по стержню длины Ё. Сила 
трения между ними Г. Определить, 
какую минимальную скорость и, нуж- 
но сообщить стержню, чтобы он про- 
летел сквозь кольцо, если вначале 
кольцо покоится. 

Опыт проводится в невесомости. 


Ф242. Камера-обскура представ- 
ляет собой прямоугольный ящик, 
в одной из стенок которого имеется 
круглое отверстие. Освещенность изо- 
бражения Солнца, которое получает- 
ся на противоположной стенке каме- 
ры — экране, падает вдвое при уда- 
лении от центра изображения к краю 
на 0,9 радиуса изображения. Во 
сколько раз освещенность передней 
стенки камеры больше, чем освешен- 
ность в центре изображения? 


Г.Т. Коткин 
47 





Решения задач 
№184—М189; Ф198—Ф202 





№184. Докажите тождество 





а 
о НЕ 
п! 


Пе -2)..@+т) 


Докажем это тождество методом матема- 
тической индукции. При п = 1 оно верно, 


поскольку 0 = С =Н=Е 


О я Е 


хх  Ь ХО-И 


Допустим, что верно тождество 





| 2 
О бы 
х ХЕ" х-2 

п—1 


ет + (1х 
Ся =. п! 
> хп ХИ... @ м)‘ () 


Заменнм в (1} х на х--1. Получим тож- 
дество 

[а С! п — 1 
о. (И п 
х-1 х-+2 хп 





О а" 
п! 


Ре +0@ +8) ея о 


Вычтем почленно (2) из (1) и воспользуем- 
ся тем, что 


Сп = Ся = Са, = С =1, 


Саб" = СИ 
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для каждого & =0,1,2, ..., п 1. Полу- 
чим 
ОИ С С 
хо хх сх 
С” 
И п! 
+(-) хв +(—Ю Хх 


р п- | п! 
Ху! = БЫ). @ тт) Хх 


1 | 
а 


(пи 
=2е-0..@ать ° @® 


Таким образом, нндуктивный шаг про- 
делан и наше равенство доказано при всех 


п. 
Те, кто читал статью В. Н. Вагутена 
«Числа с последовательности н многочле- 


ны» в «Кваите» №2 (1973), заметили, ко- 
нечно, что в задаче М184 мы получилн 
формулу разности порядка п для последо- 


вательности #(х) = Е. 


(— 17 м! 
АП ИИ, ВЕНЫ ВЫ ИЕННЕА 
К = ЕО.) 
Многие чнтатели привели доказательяво 


следующего утверждения о единствен- 
ности тождества вида (1): если верно тож- 
дество 


п! чо Ак 
то. би- > ХА» (4) 
[1 


где Ак — некоторые числа, то 


СЕМ 


Ак = (— Си = Е ьГ. {5} 


Действительно, достаточно умножить обе 
части (4) на общий знаменатель х (х - 1)... 
...(хл) и положить в полученном тож- 
дестве х = -— А. Тогда справа все слагае- 
мые, кроме одного 


Ак (— #)(—#+1)..(-—11.2.... 
4: (п А) = Ак (— А (п К)! 


обратятся в нуль н мы придем к (5). 


№185. На кафтане площадью | помещается 
5 заплат, площадь каждой из которых не 
меньше .. Докажите, что найдутся две 
заплаты, площадь общей части которых 
не меньше Шь. 


Рис. [. 


Обозначим через хи площадь части каф- 
танаа покрытую ровно №  заплатами 
(&(=0.1,..., 5). По условию площадь каф- 
тана равна 1, а сумма площадей заплат — 2 : 
Зе == жом, В хо а Ра РЁ 

5 
$; = хь + 2х: -- Зхз -| Ах, р 5% = 5. 
Сумма площадей всех 10 нопарных нересе- 
чений заплат равна 
э2 = Хх. + Зхъ -[- 6х 10х, = —%, е— 
- хь + Зхз 5х. 75 = 25, — 
— 33, =22. 


поэтому хотя Сы одно из 10 попарных пере- 


— А: 


сечений будет по площади не меньше 16 = 
(равенство возможно, только если 
Ха = х, = Хх. = Хь= 0 и все 10 попарных 
пересечений равны по площади!). 

Решение задачи М!85, различных ее 
варнаитов и обобщений тесно связано © 0д- 
ной замечательной общей формулой длЯ ад- 
дитивных функций множества — «формулой 
включений и исключений». Об этой Связи 
подробно рассказывается в отдельной за- 
метке «Заплаты на кафтаме», которая будет 
помещена в 12 номере журнала. 


№186. Найдите все решения уравнения 
] 1 | 


ОБВИНЕНИЕ ВЕ 1 
7 г 
в целых числах, отличных от 1. 


Если Ё — целое число, отличиое ОТ Г. 
то 


р 1 
& < 9 


{на рисунке 1 красными штрихами на Число- 
| , 
вой оси показаны числа вида —х_, в. 


ра 
Отсюда сразу следует, что ни одно из чисел 
х, у, 2 не может быть отрицательным; если, 
скажем, х < 0, то 


1 | 1 0 } \ } } 
ава о аль 


Итак, достаточно найти решение в целых п о- 
ложительнмых числах х, у, 2, 

Мы можем считать, что 1«<х<у?г: 
остальные решения получатся перестанов- 
кой. Другимн словами, достаточно Найти 
такие решения, для которых 


1 1 1 
>>, 
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Ясно, что х ие может быть больше 3: 
сслн ху 3, те 


1 1 и 1 1 1 1 

+ и тв ть 
Поэтому возможиы только два случая: 

1) х=3 (и тогда, очевидно, ‘у=2=3); 

2) х=?. В этом случае должно быть 


ту - >. 


у 


При этом у не может быть больше 4: иначе 


Ви По: 
И" А ПА 


а г“ 


Поэтому либо у= 4 (и тогда г = 4), либо 
у <= 3 (и тогда 2 = 6). 

Итак, уравиение имеет всего десять рс- 
шений в целых числах, отличных от 1: 
шесть, получающихся перестановкой из чи- 
сел (2, 3. 6), три. получающиеся перестанов- 
кой из чисел (2, 4, 4), и еще одно: х= 3, 
у=3, 2=3. 


№187. На плоскости заданы ве точки 
АнВ. Найдите геометрическое место треть- 
их вершин С треугольника АВС, у которого: 

а) высота АЛ’ роевна стороне ВС: 

6) медиана АА, равна стороне АС; 

8} медиана АА, равна спюроне ВС; 

г) высота СС’ равна медиане ВВу; 

9) высота ВВ’ равна медиане СС. 


а) Искомое миожество точек С будет, 
очевидно, симметричным относительно прЯ- 
мой АВ; поэтому достаточно исследовать 
только точки, лежащие в одной из полупло- 
скостей, на которые прямая АВ делит плас- 
кость. 

Постронм точку О такую. что РВ! АВ 
и РВ = ВА. В той полуплоскости, которую 
мы рассматривасм, такая точка О, очевидно, 
единственна. Если высота АА’ равна СВ, 
то (рис. 2) 


ААЛА'В = АСВО 


(углы А’АВ и СВО равны, поскольку оба 
они острые, АА’ ВС и АВ ВО). Таким 


образом, 
ВС = 90°. (1) 
Обратно, если для некоторой точки С угол 





Рис. 2. 
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Рис. 3. 
ВСР прямой, то, очевидно, ААА’В = 
== АСВР и АА’= ВС. Таким образом, 


достаточно найти миожество точек С, для 
которых выполнено условие (1) (Ви б— 
фиксированные точки). Это множество, как 
известно, — окружность с днаметром ВО. 
6) Пусть Е — такая точка на продол- 
жении мелианы АА;, что А.Е = АД,. 
Тогда АСЕВ — параллелограмм (рис. 3). 
Условие АД, = АС равноснльно тому, что 
АЕ = 2ВЕ. (2) 

Воспользуемся такой теоремой: 
Если А и В — 086 данные точки плос- 
кости, то множество точек Е плоскости, 


АЕ 
дяя которых ВЕ= К (Е — фикснрованное 


положительное число, отличное от №. — 
окружность, построенная на диаметре Е\Е». 
202 Еу н Ё. — точки на прямой АВ. дая 
которых 

АБ, Г. АЕ. ь 

пра и и 

ВЕ, 


(Е, лежит виутри отрезка АВ, Е, — вне 
этого отрезка). Ниже мы коротко напомним, 
как можно доказать эту теорему *). 

Из этой теоремы следует, что множество 
точек Б — окружность с диаметром Е\Ез, 
Е. и Е, — точки на прямой АВ такие, что 


АБ. о що 
ВЕ, = ВЕ, —^, 





*) См. также книги: Васильев Н. Б., 
Гутеимахер В. Л. Прямые и кривые. 
М., «Наука», 1970, с. 22, 102 и Гель- 
фанд И. №., Глаголева Е. Т., 
Кириллов А. А. Метод координат. 
М., «Наука», 1968, с. 32. 





Рис. 4. 
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а чтобы получить искомое множество точек С, 
нужно сдвинуть эту окружность на вектор 


— — — 
ВА (ведь ЕС = ВА!). 
Осталость только доказать теорему. Чисто 
геомстрически это можно сделать по такому 
ЛЕ в АЕ, — АЕ. 
плану: ссли вр ВЕ, = ВЕ, , 


то ЕЁ; и ЕЁ, — биссектрисы углов между 
прямыми АЁи ВЕ; поэтому = Е. ЕЁ. == 90°, 
так что Е лежит на окружности с диаметрам 
Е. Ео. Обратно, если О — центр этой окруж- 
ности, то для любой точки ЕЁ окружности 
ЕО? = АО.ВО, то есть треугольники АОЁ 
н БОВ подобны н 


ЕЛ _ АО _бЕ 
Е ФЕ ОБ 
в) Условие АЛ, = ВС эквивалентно тс- 
му, что 
АЛ, = 2ВА4. (3) 


Таким образом, геометрическим местом 
точек А, служит та самая окружность, ко- 
торая использовалась в решении предыду- 
шей задачи (рие. 4), только теперь ее нужно 
не сдвигать, а подвергнуть растяжению с 
козффициеитом 2 н центром в точке В: ведь 
ВС == 2ВА ‚! 





Рис. 5. 


г) Опустим из точки В, — середины сто - 
роны АС — перпендикуляр В;:К на прямую 
АВ. Разумеется, СС” = 2В.К, поэтому усло- 
вие СС’ = ВВ, равносильно такому условию 
(рис. 5): ВВ, = 2В,К (катет равеи поло- 
вине гнпотенузы). Следовательио, 
& ВВК -= 30°. Поэтому геометрическое ме- 
сто точек В, — четыре луча, выходящие из 
точки В и образующие с отрезком АВ углы 
в 30° и 150°. Множество точек С получается 
из него растяжением с коэффициентом 2 
н центром в точке А. 

д) Пусть Ё — проекция точки С, (е- 
редины отрезка АВ) на прямую АС. Посколь- 
ку (рис. 6) ВВ’= СС, то 2СИ. = СС, 
н АСС, = 30°. Следовательно0о, ДАСС, 
равен 30” или 150”, и геометрическим местом 
точек С будет пара окружиостей, проходя- 
щих через точки А и С,. 

На рисунке 7 изображены ответы к 
задачам М187 а— д). Точки С, лежащие 
иа самой прямой АВ, мы ие включаем в 
искомое множество точек (они приводят к 
«вырожденным» треугольинкам АВС); выше 





Рис. 6. 


мы не оговаривали это в каждом 
случае для экономии места. 

Мы получили много решений задач 
М№М187 а)—д). но в большинстве из них со- 
держатся недочеты (например, потеряна «по- 
ловина» ответа, нет полного доказательства 
«в обе стороны» и т. п.). 


отдельном 


И. Б. Васильев 


М188. Между некоторыми из -2п городов 
установлено воздушное сообщение, причем 
каждый город связан не менее чем с п другими 
(беспосадочными рейсами). Докажите, что 
даже если отменить любые п—1 рейсов, то 
все равно из любого города можно добраться 
в любой другой город на самолетах (с пере- 
садками). Укажите все случаи, когда такая 
«связность» нарушается при отмене п реа- 
сов. 


Предположим, что после отмены иеко- 
торых { рейсов «связность» нарушилась. 
Тогда наверняка есть такие Ё городов, где 
Е = п, что из них нельзя проехать в осталь- 
ные 2л — А городов. Действительно, рас- 
смотрим некоторый город А и все города, 
в которых можно из него проехать (возможно, 
с пересадкамн). Если их (вместе с А) не 
больше п, то нужные & городов найдены. 
Если же их ти т>> п, то из них нельзя 
попасть в остальные 2п — т городов, а из 
этих 2" — т < п городов нельзя проехать 
в остальные т городов. Итак, в любом слу- 
чае найдутся А городов, где Ап, из ко- 
торых нельзя проехать в остальные 2п — А 
городов. Первоначально каждый из этих 
городов был связан авиалипиями не менее 
чем с л городами, поэтому по крайней мере 
п-+- 1 — # рейсов соединяли его не с выде- 
ленными А городами и, следовательно были 
отменены, Значит, всего было отменено не 
меньше чем Ап-|-1— № рейсов. Но 
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Е! Ю>Ъп—1 при = 1,2,..., п. 
Следовательно, если отменить л — | рейс, 
то «связность» не нарушается. 

Ответим теперь на второй вопрос за- 
дачи. Заметим, что Ё(л-- 1 — № = п лишь 
при #& = Ти = л. Бели # = 1, то это зиа- 
чит, что некоторый горол был связан рейсами 
ровно с м городами и все эти рейсы были от- 
меиены. Если № = л, то это значит, что не- 
которые п городов А,, А, ..., Аи попарно 
соединены авиалиниямн, оставшиеся п го- 


родов А}, и мы А, тоже попарно сос- 


динены авиалиниями и есть еще л рейсов, 
соединяющих города А, и Д,, А.нА..... 


..., Ани А,. На рисунке 8 вы видите схе- 
мы авиалиний для П=Я и п= 3. 
7. Г. Йиманов 


№189. Три отрезка АВ, ЕЕ и СР проходят 
через одну точку О, причем точка Е лежит 
на отрезке АС, а точка Е — на отрезке ВР. 
Докажите, что ЕЁ меньше хотя бы одного 
из двух отрезков — АВ или СР (рис. 9). 


Мы воспользуемся тем, что длнна биссек- 
трисы в треугольнике ие превосходит полу- 
суммы длии заключающих ее сторон (дока- 
жнте это!). Предположим, что отрезок ЕР 
длиннее на А большего яз отрезков АВ, СР 
(тах (АВ. СР)). Пусть ЗАОЕ + 2ЕОС — 

АВ СО 
в противном случае ЕЁ р. н ЕР 
не может быть длиниес шах (АВ, СР). Пусть 
для определенности &АОЕ > 5ЕОС. Ио- 
строим тогда такой отрезок Е}, (см. рис. 10), 


что -2Ё.ОЁ = -УЕОС. Ясно, что точка Е\ 
принадлежит отрезку АС, а точка Р, — от- 


СО -- ЕЕ 
резку ВО. ЕР не 








‚ поэтому Ё,Ё, 


по крайней мере на 2А длиннее тах (АВ, ОС). 
Таким образом, мы сумели перейти от от- 
резка, «большего на А», к отрезку, «бель- 
шему на 2А», где А — некоторое положитсль- 
ное число. Повторив такой переход А раз, 
мы получим отрезок ЕхРь, который длиннее 
тах(АВ, СО) по крайней мере на 2.А. 
Выбрав А достаточно большим, мы можем 
сделать длину отрезка ЕкРк большей 
АВ - СО, что невозможно. Полученное про- 
тиворечие показывает, что отрезок ЕЁ не 
может быть больше тах(АВ, СО). Задача 
решена. 





Рис. 7. 
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Рис. 9. 





Рис. 10. 


Вот второе решение задачи М189. Про- 
ведем через точки Е и РГ прямые, перпенди- 
кулярные ЕР. Продолжим отрезки ОЛ, 
ОВ, ОС, ОР до пересечения с этими прямыми 
и введем обозначения, как показано иа 
рисунке 11, Пусть точка А лежит внутри 

. полосы между прямыми, С — вне се; тогда 
О должна лежать внутри полосы (иначе, 
очевидно, СО›> ЕЁ). а В — вне. Из не- 





Рис. 11. 
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равенств 
АА. _ АЕ АЕ — ВЕ В.Р ВВ 
905 РЕ ЕЕЫ = ЕВ, щ, ВП, 
следует, что либо АА, = ВВ, (и тогда 
АВ> ЕЁ), аибо СС,>Рр., (и тогда 
СрЪ ЕЁ). : 


Д. Ю. Григорьев 





$198. Конькобежец решил затормозить и 
свел вместе пятки. Хотя это и трудно (по- 
чему?), но конькобежцу удается удерживать 
пятки вместе, Как он будет  Овигеиться 
дальше? 


Обычно при малых скоростях движения 
конькобежец тормозит, сводя вместе не пят- 
ки, а носки ног. Такое движение конькобеж- 
ца устойчиво. Однако конькобежец риску- 
ст упасть. Поэтому при больших скоростях 
движения конькобежец (как н хоккеист) 
тормозит, поворачивая оба конька в одну 
сторону. При этом он. конечно, тормозит 
н одновременно едет в сторону. Впрочем, 
даже сводя носки ног вместе, конькобежец 
обычно сдет попеременно то на ойном, то 
на другом коньке. 

Когда лезвие конька расположено по 
направаению движения конькобежна, конек 
легко скользит по льду, то есть сила трения 
очень мала. Бели конькобежец хочет затор- 
мозить, он ставит конск под некоторым углом 
к нанравлению движения, при этом возникает 
еще одна сила трения, перпендикулярная 
лезвию. Величииа этой силы намного боль- 
ше первой, так как в эТом случае лезвие конь- 
ка как бы срезает лед. Для простоты в даль- 
нейшем будем говорить только сб этой, пер- 
пендикулярной лезвию, силе трення. 

Пусть конькобежиу удалось свести пятки 
вместе. Из рисунка 12, а видио, что в этом 
случае кроме сил сопротивления Ре: и 
Гс.›. направленных против скорости г. 
существуют силы Р, и Е›. стремящиеся 
развести коньки в стороны. Вот почему конь- 
кобежцу приходится прикладывать усилия, 
чтобы удержать пятки вместе. 

Как будет двигаться конькобежец после 
того. как он свел пятки ног? Ответить на этот 
вопрос нетрудно, так как из опыта известно, 
что в этом случае конькобежец развернется 
и затем будет схать задом наперед. Труднее 
объяснить, почему это происходит. Здесь 
важны, по-видимому, несколько факторов. 

Одни нз них — завнсимость сил трення, 
перпендикулярных плоскости конька, от 
угла, который образует плоскость конька 
с направлением движения конькобежна, Если 
угол равен пулю, то эта сила тоже равна ну- 
лю, при угле, равном 90°, — сила максималь 
на. (Зависимость силы трения от угла связана 





Рнс. 12. 


с измененнем количества льда, «срезаемого» 
коньком в единицу времени.) Пусть в силу 
каких-то случайных прнчни, например, НЗ-за 
неровностей льда, конькобежец повернулся 
на пекоторый угол (рис. 12, 6). В этом; слу- 
чае сила В. уменыинтся, я сила Е, увелн- 
чится. Следовательно, изменятся и моменты 
сил относительно оси, проходящей через 
центр тяжести  конькобежца. Это приведет 
к тому, что конькобежец развернется и бу- 
дет ехать задом нанеред (рис. 12, в). Такое 
ноложение конькобежна устойчиво (пока- 
жите это]. 

Другой возможный . фактор — это то. 
что при резких поворотах ног положеине 
центра тяжести це успевает измениться. 
Нетрудно сообразить, что это тоже приводит 
к увеличению момента силы Р, и уменыше- 
нию момента силы Р.. 

Возможно, играют роль и другие факто- 
ры. так что для того чтобы дать полный 
Тест, пужиы эксперименты, которые позво: 
лили бы оценить влияние каждого из факто- 
роЕ. Возможно, эти эксперименты поставит 
кте-мибудь из наших читателей. Тогда мы 
продолжим обсуждение этой задачи. 


$139. Нейтрон легко проходит через слой 
свинца, но задерживается в таком же слог 
парафина, воды или другого соединения, го- 
держащего водород. Объясните, почему- 
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При прохождения нейтрона через ве- 
щество он сталкивается с атомами вещества 
н передает им часть своей кинетнческой энер. 
гни. Благодаря этсму он тормозится. Пока- 
жем, что при столкловении с атомом водоро- 
да нейтрон нередает ему большую часть своей 
энергии, чем при столкновении с атомом 
свияца. Будем считать мейтрон и атом ве- 
щества шарами, между которыми происходит 
ипентральный абсолютно упругий удар. Обоз- 
начим массу атома М, массу нейтрона т, 
скерость нейтрона до столкновения с ато- 
мом щ, После столкновения с атомом и и 
скорость атома после столкновения и. По- 
яожим, что атом до столкновения локоился 
(в действительности он колеблется около 
положения равновссия. однако в силу хао- 
тичностн этого движения им можно преис- 
бречь). Посмотрих, как зависит эмеотия, 
передаваемая этому атому при столкноне- 
нии, от отношения масс атома и нейтрона, 
то есть от отношения масс сталкивающихся 
шаров. 

Запишем 
н импульса: 


законы сохранения энергии 


т . Ми? ти? 


5 ое Ш 


тио = Ми- ть. 
Перепишем эту систему так: 





58 — 0 = и, 
30 — $ = Ён 


{здась А = и ^ ОТнюшение массы атома к 


массе нейтрона), откуда 


РЕ 


Телерь можно найги энергию атома после 
столкновения (ее потерял при стоакновении 
нейтрон): 


и Ми? _ " Ма щий 
ПА ны < 2 (и 
ыы 
И о 
т 
Так как 5 =, —э0 начальная 
энергня нейтрона, то 
# 4 
и 
И =Че ЕШЬ = 1 Й.- 
Е ы 2 


Исследуем полученисе выраженне. Оче- 
видно, что при А =Ои А-+со Ш. -+0. 


к 
Так как функция Е непрерывна, 


то при некотором значенни А она булет 
максимальна (рис. 13). Ясно, что максимум 
функции соответствует минимуму выраже- 
ния в зиаменателе, которое можно за- 
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Рис. 13. 
писать так: 


# 1 \ 
2-- [ -- 55 : 
Согласно теореме о среднем *) сумма 


1 
& + -к минимальна при равенстве слагае- 


1 


мых, то ссть когда # -= —= или А = 1. При 


этом Ш = 

Итак, нейтрон передает атому макси- 
мальную часть свсей начальной книетицес- 
кой энергин ири равенстве масс нейтрона и 
атома, как в случае атома водорода. 

При А= 207, как в случае свинца, 
нейтрон при столкновении с атомом пере- 

4 


дает ему примерно 50 свсей кинетнческой 


энергни. 

Все рассуждения в ирницине сстаются 
справедливыми и для ненентральных уда- 
ров. Так как столкиовения нейтрона с ато- 
мамн вещества происходят многократно, 
начальная кинетическая энергия нейтрона 
довольно быстро переходит в тепло. 

Этим и сбъясняется то, что нейтроны 
хорошо задерживаются водой, парафином 
или другими ссединениями, содержащими 
атомы водорода, и легко проходят через 
такие же блоки свинца. 


$200. В результате импульсного разряда 
конденсатора через разреженный гелий про- 
исходит нагревание газа до температуры Т. 
Оценить величину Т, если напряжение на 
конденсаторе & = 30 кв, емкость конденса- 
тора С = 18 мкф в газ занимает объем 10 л 
при давлении 10-? мм рт. ст. 


Для оценки будем считать, что при 
разрядке конденсатора вся его энергия рас- 
ходуется только иа нагревание гелня. то 
есть на увеличение его внутренней энергии. 
Поэтому можно записать, что 


бы 
2 





== АУ ви. 


Гелий—одноатомный газ. Поэтому его внут- 


*) См. статью: Боровинский Л. А. 
Задачи на максимум и минимум. «Квант», 
1973, № 5. 
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$ 
ренняя энергия и равна —>— ВТл, а ес 


3 
нзменсние Ави == > К” (Г —Т.). где 


Ю— универсальная газовая постоянная, п-- 
число молей газа, Т.—начальная темпера- 
тура. Согласно уравнению газового состоя- 
ния 





Ре. = п КТ. 
и 
Ро 
ча 
где Ро, У., То-— начальные параметры ге- 


лия (Т.о можно считать равной комнатной. 
то есть 300° К). Таким образом, получаем 





Си: 3 и 

7-2 АВТ». 
откуда 

7 Си 0 

т = ЗР.Ио - 15=1,2-1 


н Тр 3,6.108 градусов по Кельвину. 

При решении задачн мы предполагали, 
что можно пренебречь теплообменом с окру- 
жающей средой, нагреванием пластин кон- 
денсатора, излучением энергни электромаг- 
нитиых воли. Полученный результат резко 
отличается от экспериментальных данных, 
поэтому следует заметить, что наши допу- 
щения противоречат действительности. На- 
иример, учет теплообмена с окружающей 
средой уменьшает температуру сразу на 
несколько порядков (примерно до тысяч 
градусов). 


Ф201. Если к некоторому сопротивлению под- 
ключить аккумулятор, то зависимость тока 
в цепи от времени будет такой, как показано 
на рисунке 14 красной линией. Если к к этому 
же сопротивлению подключить другой такой 
же аккумулятор, но частично разряженный, 
то зависимость тока от времени будет та- 
кой, как показано на рисунке 14 синей лини- 
ей. Если оба аккумулятора подключить к то- 
му же сопротивлению вместе, соединив их 
параллельно, то вначале по цепи будет идти 
ток 1,5 а. Нарисуйте график Оальчейшего 
изменения тока в цепи со временем. 
Внутреннее сопротивление аккумуля- 
пюра в процессе разрядки не меняется. 





Рис. 14. 


Так как аккумуляторы имеют одинако- 
вые э. д. с. и внутренние сопротивлення, 
то прин их параллельном соединении через 
них будут идти одииаковые токн, равные 
половине тока через сопротнвление, то есть 
0,75 а. Оба аккумулятора при этом будут 
разряжаться. 

По условию задачи емкость *) первого 
аккумулятора равна 1 а-3Зч= За-ч. По- 
этому второй аккумулятор будет разряжаться 


За-ч 
в течение четырех часов (0.75 —4 ч]; ем- 


кость первого К концу этого процесса умень- 
шится до 2 а-ч. После этого второй аккуму- 
лятор будет вести себя аналогично конден- 
сатору, на котором есть некоторое напряже- 
ние, но ток через него не идет. Действитель- 
но, как только 3. д. ©. этого аккумулятора 
начнет уменьшаться, первый аккумулятор 
будет его подзаряжатьло э. д. с., равной 
напряжению па зажимах перлого аккумуля- 
тора. 

Начиная с этого момента первый акку- 
мулятор будет работать только на внешнее 
сопротивление. Гак как его оставшаяся ем- 
кость равна 2 а-ч, а по сопротивлению идет 
ток | а, то его энергии хватит на два ча- 
са работы. 

Следовательно, в течение четырех часов 
но сопротивлению идет ток 1.5 а, затем в 
течение двух часов — | а. График изме- 
нения тока со временем исказан на рисунке 14 
черной линией. 


Ф202. Триба радиуса г заполнена пористым 
веществом плотности ро. Невесомый поршень, 
на который действует постоянная сила Е, 
вдвигаясь в трубу, уплотняет вещество 90 
плотности р (рис. 15). С какой скоростью 
Овижется поршень, если уплотнение происхо- 
дит скачком, то есть в трубе как бы перг- 
мещается с некоторой скоростью поверхнос ть, 
справа от которой плотность вецества ро. 
а саева 0? В начальный момент эта поверх- 
ность совпадает с плоскостью поршня. 


Будем считать, что труба достаточно 
велика, так что граница областей с различ- 
ной плотностью находится далеко от Конца 
цилиндра. Тогда ясно, что единствениой го- 
ризонтальной силой, действующей иа вс- 
щество в цилиндре. является сила Ё; поэтому 
изменение импульса вещества в цилиндре 
равно импульсу этой силы. 

Каждая из приведенных в движение 
частиц зещества движется со скоростью 
движення границы между областями с раз- 
личной плотностью. Обозначим эту скорость 
с,а скорость движения поршия у. 





*) Емкость аккумулятора — это макси- 


мальный заряд, который можно получить ст. 


него при разрядке. 
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Рис. 15. 


За время А! поршень переместится на 
расстояние у АБ н в движение придут те 
частицы, которые находятся в объеме гАл/?, 
причем плотность этих частиц равна ро 
(остальные частицы, плотность которых рав- 
на р— Ро, уже движутся со скоростью с). 
Так как скорость каждой из частиц равна с, 
то импульс, который приобретают частицы 
вещества за время Аё, равен гЛАфилт. 
Этот импульс, как мы уже говорили, равен 
импульсу силы Р. Следовательно, 


ЕРАЕ перегАЁ (1) 


Ясно, что скоростн с и г не независимы. 
Из условия ‘сохранения массы слелует, что 
масса вещества, которос находится в сбъеме 
А 1лг?, при смещении поршня на расстоя- 
ние А? должна распределиться по объему 
сА\1лг*, причем здесь она будет иметь плот- 
ность р—рь. Поэтому ` 


орА ли? == сф—ро) Аг. 


Отсюда 
Зри @) 
Р — Ро 
Подставляя (2) в формулу (1), получим 
с оз Ра 
а В — Ро :. 


ы уе Ро. 
> п Про 


И. Ш. Слободецкий 
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Высота пирамиды 


М. Л. Крайзмов 


ПРАКТИКУМ 
АБИТУРИЕНТА 





Что можно сказать о высоте произ- 
вольной пирамиды? Довольно мало. 
Разве только повторить, по существу, 
определение: высота пирамиды про- 
ходит через вершину пирамиды ин пер- 
пендикулярна ее основанию. 

Однако, если про пирамиду из- 
вестны некоторые дополнительные све- 
дения, то положение высоты можно 
охарактеризовать подробнее. Так, 
всем хорошо известеи тот факт, что 
в правильной пирамиде высота про- 
ходит через центр лежащего в осно- 
вании правильного многоугольника. 
Опыт приемных экзаменов показы- 
вает, что абитуриенты обычно твердо 
знают положение высоты пирамиды, 
у которой все боковые ребра равны, 
но испытывают болышие затруднения, 
если нужно определить положение 
высоты пирамиды, у которой, на- 
пример, равны между собой только 
два смежных боковых ребра. 

В настоящей статье мы проследим, 
какие особенностн пирамиды позво- 
ляют получить дополнительную ин- 
формацию о том, как проходит высо- 
та пнрамиды. В приводимых ниже 
утверждениях устанавливается связь 
между свойствами пирамиды и поло- 
жением се высоты. Эти утверждения 
не следует, конечно, заучивать. Но нх 
полезно осознать и научиться «видеть», 
решая ту или иную задачу о инра- 
мидах. 

Утверждение 1. Если 60- 
ковая грань пирамибы перпендикуляр- 
на плоскости основания, то высота 
пирамиды проходит в плоскости этой 
грани, а основание высоты лежит на 
той стороне основания (или на ее 
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продолжении), по которой эта грань 
пересекается с плоскостью-основания. 

В самом деле, если боковая грань 
А5$В перпендикулярна плоскости ос- 
новання пнрамиды (рис. 1), то, со- 
гласнс теореме о перпендикуляре, 
опущенном на одну из двух взаимно 
перпендикулярных плоскостей и имею- 
щем общую точку с другой из этих 
плоскостей, высота $0 пирамиды при- 
надлежит плоскссти боковой гранн 
АЗВ. При этом основание О высоты 
пирамиды находится на стороне АВ 
основания (или на ее продолжении). 
Другими словами, высотой пирамиды 
является высота треугольника АЗВ. 

Утверждение 2. Если два 
смежных боковых ребра пирамиды 
равны, то основание высоты пирамиды 
находится на перпендикуляре, про- 
веденном через середину той стороны 
основания, из концое которой исходят 
эти боковые ребра. 

Действительно, пусть $0 — вы- 
сота пирамиды (рис. 2); тогда ОА 
и ОВ — проекции ребер $А и $В 
на плоскость основания. Если ЭА = 
=>, Зо’ во свойст- 
ву проекций наклонных! 


известному 
равных 





ОА = ОВ, то есть точка О (лежащая 
в плоскости основания) равноудале- 
на от концов стороны АВ основания. 
Следовательно, основание О высоты 
$0 пирамиды лежит на перпендику- 
ляре, проведенном (в плоскости ос- 
нования пирамиды) через середину 
стороны АВ. 

Утвержденне 3. Если две 
смежные боковые грани пирамиды оди- 
наково наклонены к плоскости осно- 
вания, то основание высоты пирамиды 
лежит на биссектрисе угла, обра- 
зованного теми сторонами основания, 
через которые проходят эти боковые 
грани. 

Пусть равны двугранные углы, 
образуемые с плоскостью основания 
боковыми гранями АЗВ и В$С (рнс.3). 


Если $0 — высота инрамиды, 
а З3МО и $КО — линейные углы 
этих двугранных углов, то прямо- 


угольные треугольники 5ОМ и 50К 
равны (ибо 50 — общий катет и 
-;$МО-= -5$КО); поэтому ОМ=ОК, 
Но тогда равны прямоугольные 
треугольники ОМВ и ОКВ, а потому 
—ОВА = ОВС. Следовательно, 
ВО — биссектриса угла АВС. 

Утверждение 4. Рсли 6о- 
ковое ребро пирамиды образует равные 
углы с двумя примыкающими к нему 
сторонами основания, то’ основание 
высоты пирамиды лежит на биссект- 
рисе угла, образованного этими сто- 
ронами основания. 

Пусть $ВА = 35ВС (рис. 3). 
Проведем высоты $М и $К боковых 
граней АЗВ и В$С; прямоугольные 
треугольники $5МВ и $КВ равны. 


Отсюда вытекает, что $М = $К, а по- 
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Рис. 3. 


тому и ОМ = ОК. Но тогда равны 
прямоугольные треугольники ОМВ 
и ОКВ, вследствие чего >ОВА =: 
= = ОВС. 

Утверждение 5. Если 60- 
ковое ребро пирамиды перпендикулярно 
пересекающейся с ним стороне осно- 
вания, то основание высоты пирамиды 
находится на перпендикуляре, восстав- 
ленном (в плоскости основания пи- 
рамиды) к этой стороне из точки ее 
пересечения с этим боковым ребром. 

Действительно, пусть боковое реб- 
ро $В пирамиды перпендикулярно 
стороне АВ основания (рис. 4). Опус- 
тим высоту $0 пирамиды и проведем 
прямую через точки О и В. По теоре- 
ме о трех перпендикулярах заклю- 
чаем, что ОВ 1 АВ, то есть основанне 
О высоты пирамиды в самом деле ле- 
жит на перпендикуляре, проведен- 
ном (в плоскости основания) К сто- 
роне основания АВ через вершину 
основания В. 

Утверждение 6. Если 60- 
ковое ребро пирамиды — перпендику- 
лярно скрещивающейся с ним стороне 
основания, то основание высоты пи- 
рамиды находится на перпендикуляре, 





Рис. 4. 
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Рис. 5. 


опущенном на эту сторону из точки 
пересечения этого бокового ребра с 
плоскостью основания. 

В самом деле, если боковое ребро 
ЗА перпендикулярно стороне ВС ос- 
новання пирамиды (рнс. 5), то, про- 
ведя высоту $О пирамиды и прямую 
через точки А и О, по теореме о трех 
перпендикулярах заключаем, что 
ОА 1 ВС. 

Особенно важным является сле- 
дующий частный случай утвержде- 
ния 6: если боковое ребро треуголь- 
ной пирамиды перпендикулярно скре- 
щивающейся сним стороне основания, 
то основание высоты пирамиды: но- 
ходится на той высоте лежащего 
в основании пирамиды треугольника, 
которая опущена на эту сторону. 

Таковы шесть особенностей пи- 
рамиды, каждая из которых оказывает 
свое специфическое влияние на поло- 

‚ жение ее высоты. Полезно отметить, 
что если пирамида обладает какимн- 
либо двумя из этих особенностей, 
то положение высоты пирамиды опре- 
деляется точно, то есть можно 
однозначно указать точку, являющую- 
ся основанием высоты пирамиды. 
Вот примеры. 

1) Если боковое ребро пирамиды 
перпендикулярно плоскости  основа- 
ния, то это боковое ребро и служит 
высотой пирамиды. 

2) Если все боковые ребра пирами- 
ды равны между собой, то основанием 
высоты пирамиды служит центр ок- 
ружности, описанной около лежащего 
в основании пирамиды многоугольника. 

3) Если все боковые грани пирамиды 
равнонаклонены к плоскости основания, 
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Рис. 6. 


то основанием высоты пирамиды слу- 
жит центр окружности, вписанной 
8 лежащий в основании пирамиды 
многоугольник. 

Мы рекомендуем читателям са- 
мостоятельно доказать эти утвержде- 
ния. Перейдем теперь к рассмотре- 
нию некоторых задач. 

Задача |1. Найти объем пи- 
рамиды ЗАВС, если 
5А = ВС = 8, АВ = 5В = $С =М, 

АС = 15. 


Для решения заметим, что 17° = 
= 15*-- 8; отсюда, применяя тео- 
рему, обратную теореме Пифагора, 
к треугольникам АВС и АЗС, 
можно заключить, что 

„АСВ = =5АС = 90°. 

Так как АС А$ (см. рис. 6), 
то основание О высоты пирамиды $0 
лежит на перпендикуляре, восстав- 
ленном (в плоскости треугольника 
АВС) в точке А к стороне АС (см. ут- 
верждение 5). Далее, так как 5В =$С, 
то точка О лежит на перпендикуляре, 
проведенном (в плоскости треуголь- 
ника АВС) через середину Л отрезка 
ВС (см. утверждение 2). 

Следовательно, АСКО — пря- 
моугольник. Теперь из прямоуголь- 
ного треугольника ЗОА находим вы- 
соту пирамиды: 


50=у $А?*— АО? = 
=У 54:—(-- ВС) = 493, 
после чего легко определяется объем 


пирамиды: Уздвс = 809 3- 
Задача 2. В пирамиде ЗАВС 
ребра АЗ и ВС взаимно перпендику- 





лярны, а углы наклона боковых граней 
АЗВ и ВУС к плоскости основания 
равны между собой. Определить объем 


пирамиды, если АВ == 15, АС 
ВС = 14, $В = 10,5. 

Так как 451 ВС (рис. 7), то 
основание О высоты пирамиды $0 
лежит на высоте АМ треугольни- 
ка АВС (см. утверждение 6). По- 
скольку грани АЗВ и В$С одина- 
ково наклонены к илоскости АВС, то, 
согласно утверждению 3, точка О од- 
новременно лежит на биссектрисе ВК 
угла АВС. 

Следовательно, осиованием О вы- 
соты пирамиды является точка пере- 
сечения высоты АМ и биссектрисы ВК 
треугольника АВС. 

Вычислив площадь треугольника 
АВС по формуле Герона: 5$ = 84, 
легко находим, что 

АМ == 12, ВМ = 9. 
Используем, далее, свойство бисхек- 
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трисы внутреннего угла треуголь- 
ника АВХ: 

[ет ВУ х 9 

АО АВ’ 12—х=“ 15, 
откуда ОМ =х == 4,5. Из’ прямо- 


угольного треугольника ОМВ теперь 
определяем ОВ, а затем из прямо- 
угольного треугольника ЗОВ вы- 
числяем высоту пирамнды: 05$ = 3. 
Следовательно, объем пирамиды 
ИУзлдвс = 84 

Задача 3. В треугольной пи- 
рамиде ЗАВС боковые ребра 58 
и $С равны между собой, а углы накло- 
на боковых граней АЗВ и АЗС к плос- 
кости основания равны. Определить 
объем пирамиды, если АВ = 15, 
ВС = 14, АС = 13, А$ = 18 (рис. 8). 
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Рис. 8. 


Основание О высоты $0 будет 
точкой пересечения перпендикуляра, 
восставленного к стороне ВС в ее 
середине, и биссектрисы АО угла 
ВАС (см. утверждения 2 и 3). По- 
скольку АВ-ЕАС, эти прямые пере- 
секаются в единственной точке, яв- 
ляющейся серединой дуги ВС окруж- 
ности, описанной вокруг треуголь- 
ника ВАС. Далее находим: Зьлвс —84 

ас 
(по формуле Герона) и К. лдас = 45 = 
%. Отсюда ОК=К— И Е-КСе-- 


==: 4.* ОС? = ОК? —- КС? == 65, 
з ОК 4 
зи = О0АС = зт —0СК = обс= 78’ 


т р 
с05 30 АС= ИЕ’ # ПО теореме коси- 


нусов из ЛАОС находим АО: АО = 
—2у65 (легко показать, что надо 
брать болыший корень получающегося 
квадратного уравнения). Теперь 


0$ = АЗ Аб? = 8, 
= .84-8 =224. 


Задача 4. В основании пира- 
миды лежит равнобедренный треуголь- 


УБдве = 





Рис. 9. 


ник с боковой стороной а и углом при 
вершине «. Боковое ребро, исходящее 
из верщины угла а, образует с плос- 
костью основания также угол . Опре- 
делить объем пирамиды, если ее скре- 
шивающиеся ребра перпендикулярны. 

Вершина 5 пирамиды проекти- 
руется на плоскость основания В 
точку пересечения высот треуголь- 
ника АВС (см. утверждение 6). 
Легко найти площадь треугольника 


АВС (рис. 9): $ = _ а? чпа. Далее, 
из ЛАВК находим: АК =асо0$а, из 
ДАОК: АО = А" = 95% и из 


[22 
с$ С0$ => 
Е 2-5 


А АО05: 05$ = АО 4 а = 29, 





| ь ._ & 
аззта. п —. 


огкуда Уздвс = 5 


Упражнения 

1. Сформулировать утверждения, обрат- 
ные утвержденням 1—6. Слраведливы ли 
эти обратные утверждения? 

2. (МГУ, мехмат, 1961). В треугольной 
пирамиде высота, проведенная из вершины, 
попадает в точку пересечения высот тре- 
угольника, лежащего в основании. Показать, 
что тем же свойством обладают и все высоты 
пирамиды, опущенные из вершин основания 
на боковые граин. 

3. (МГУ, мехмат, 1962). В треугольной 
пирамиде $АВС высота, опущенная из вер- 
шины $, проходнт т точку рересечения 
высот треугольника АВС. Кроме того извест- 
но, что 5В=в, 5С-= с, 2 8В5$С = 90°. Най- 
ти отношение площадей граней АВ и Д5С. 

4. (МГУ, физфак, 1966). В основании 
пирамиды лежит правильный треугольник 
со стороной а. Одна из граней пирамиды 
перпендикулярна к плоскости осиования. 
Эта грань является равнобедренным тре- 
угольником с боковой стороной 6, причем 
Ь д а. Найтн площадь того сечения пира- 
мнды, которое является квадратом. 

5. (МГУ, мехмат, 1971). Все грани тре- 
угольной пирамиды — равные равнобедрен- 
ные треугольники, а высота пирамиды совпа- 
дает с высотой одной из ее боковых граней. 
Найти объем пирамиды, если расстояние 
между наибольшими противоположнымн реб- 
рами равно единице. 

основании треугольной призмы 
лежит равносторонний треугольник со сто- 
роной УИ см. Определнть объем приз- 
мы, если ее боковое ребро равно 6 см, а 
одна из вершни верхнего основания удалена 
от противоположных вершин нижнего осно- 
вания на 5 см, 
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0 признаках 
делимости на 1973 


Г признак. Зачерк- 
нуть последнюю цифру чнсла 
и прибавнть к получениому 
числу произведение вычерк- 
нутой цифры на 592. Если 
полученное число делится 
на 1973, то и исходное число 
делится на 1973. Последова- 
тельно выполняя эту опе- 
рацию, мы придем к четы- 
рехзначному числу. 

Пример. Делится ли на 
1973 число 9 430 736? 

}} 243 073--592.6= 
== 243 073--3552=246 625, 

2) 24 662--592. 5= 
—24 662--2960=27 622, 

3) 2762-{ 592. 2=2762-- 
— 1184—3946. 

Но 3946 делится на 1973. 
Следовательно, 2430 736 
делится на 1973. 

п признак. За- 
черкнуть последнюю цифру. 
Оставшееся чнсло умножить 
на З и от полученного резуль- 
тата отнять произведение вы- 
черкнутой цифры на 197. 
Если полученное число де- 
лится на 1973, то и исходиое 
число делится на 1973. 

Пример. Делится ли на 
1973 число 2430 736? 

1) 243 073-3 — 197.6 = 
= 729219 — 1182 = 728 037, 

2) 72 803.3 — 197-7 = 
= 218 409— 1379 = 217 030, 

3) 21703.3 — 197.0 = 
— 65 109, 

4) 6510.3 — 197-9 = 
19 530 — 1773 = 17 757, 

5) 1775-3 — 197-7 = 
— 5325 — 1379 == 3946, 

6) 394-3 — 197.6 = 0. 
Следовательно. 2430736 де- 
лится на 1973. 


В. М. Розентуллер 
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Московский 


физико-технический 
институт 





Московский физико-технический 
институт готовит инженеров-физиков- 
исследователей по новейшим облас- 
тям физики и техники. 

Особенность системы обучения, 
принятой в физнко-техническом инсти- 
туте, состоит в том, что здесь фунда- 
ментальное высшее образование со- 
четается со специальной подготовкой 
в так называемых базовых научно- 
нсследовательских институтах и кон- 
структорских бюро, где созданы спе- 
циальные кафедры института. 

На первых курсах студентам 
дается общенаучная подготовка. 

Математика, общая и теоретиче- 
ская физика, общественные наукн 
изучаются в объеме университетских 
курсов, чтобы будущие специалисты 
хорошо владели знаниями, составляю- 
щимн основу образования физика- 
исследователя. Быстрому  ознаком- 
лению с возрастающим потоком 
научно-технической информации спо- 
собствует углубленное изучение ино- 
странных языков. 

Обучение конкретной специально- 
сти и самостоятельная  исследова- 
тельская работа в базовом институте 
начинается уже со второго — третье- 
го курсов. 

В базовом институте студент слу- 
шает лекцни по специальности, участ- 
вует в работе научных семинаров, 
глубоко входит в исследовательскую 
работу лабораторий института. Бу- 
дущий специалист имеет дело с но- 
вейшими приборами; участвует в ре- 
шении не модельных, специально для 
его практики придуманных задач, 
а актуальных проблем, стоящих перед 


лабораторней. Дипломная работа 
каждого студента МФТИ входит, как 
правило, в тематический план базо- 
вого института. В творческой обста- 
новке научного коллектива студент 
проходит неоценимую школу восин- 
тания. Работа под, непосредствен- 
ным руководством крупного ученого 
во многом предопределяет успех его 


будущей самостоятельной  деятель- 
ности. 
Среди базовых институтов 


МФТИ — ведущие научные центры 
Москвы (см. «Квант» № 6, 1972}. 

Институт готовит специалистов 
на семи факультетах: факультет ра- 
диотехники и кибернетики, факуль- 
тет общей и прикладной физики, 
факультет аэрофизики и космических 
исследований, факультет молекуляр- 
ной и химической физики, факультет 
физической и квантовой электроники, 
факультет аэромеханики и летатель- 
ной техники, факультет управления 
и прикладной математики. 

На каждом из факультетов подго- 
товка ведется по широкому кругу 
специальностей, охватывающему боль- 
шинство областей современной физи- 
ки, техники и кибернетики. 

Ниже мы публикуем  варнанты 
вступительных экзаменов по матема- 
тике и физике 1973 года. 


Математика 


Вариант ! 


1. Бесконечно убывающая геометрическая 
прогрессия содержит член, равный '/>. Сум- 
ма всех членов прогрессин, стоящих до него 
равна 60, а сумма всех членов, стоящих 
осле него, равна Ч. Определить порядко- 
вый номер этого члена прогрессни. 


2. Две окружностн раднусов А иг (К > г) 
имеют внутреннее касанне в точке А. Через 
точку В, лежащую на большей окружности, 
проведена прямая, касающаяся меньшей 
окружностн в точке С. Определить длнну 
отрезка АВ, если ВС=а. 

3. Решить систему уравнений: 


Э1юрз(у - х) — 108зх = 210812 -- ов» (Зу — х) 


ху +3 у 
1 у 3х т— 2 ю4-=0. 


4. Решить уравнение: 
1 ] 
с0зх " совх.совах = 
1 1 
—мих ^— ©059х-с03 3х ° 


5. Основаннем прямого нараллелепнпеда 
АВСРА!В,С.0, является квадрат АВСО 
со стороной 4 см, а длина каждого бокового 
ребра АА:, ВВ, СС., ОР: равна 6 см. Пря- 
мой круговой цилиндр расположен так, что 
его ось лежит в плоскости ВВ:0О,0, а точки 
А1, С, В: и центр О квадрата АВСО лежат 
на боковой поверхности цилнндра. Опреде- 
лить раднус цилиндра. 


Варнант 2 


1. Две бесконечно убывающие геометрн- 
ческие прогрессин таковы, что первый член 
первой прогрессин является знаменателем 
эторой. а знаменатель первой прогрессни 
являстся первым членом второй прогрессин. 
Отношение суммы первой прогрессни к сум- 
ме квадратов всех се членов равно 8/з; а 
такое же отношение для второй прогрессин 
равно 3» Найти сумму каждой из этнх 
прогрессий. к 

2. Окружность радиуса В проходит через 
вершину А равнобедренного треугольника 
АВС, касается основания ВС в точке В и пе- 
ресекает боковую сторону АС в точке В. Оп- 
ределить длину боковой стороны АВ, если 
АР: ОСжЕ, 
3. Решить снстему уравнений: 


10865 — 27) =4—у 


2х 
Юй АЕ: = ю82(х — 1!) — 108.(2 —х). 






Рис. 2. 





{ 
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4. Решить уравнение: 

© х-2 & 2х+3 с& Зх+4 «® 4х=0. 

5. Сторона основання АВС правнльной 
призмы АВСА.В,С, равна | см, а каждое 





из боковых ребер нмеет длину 75 см. Пря- 
мой круговой иланыяр расположен так, что 
точка А; и середина /1 ребра СС, лежат на 
его боковой  поверхностн, а ось цилиндра 
параллельна прямой АВ: н отстоит от нее 
на расстоянни 4 см. Определить раднус ци- 
линдра. 


Физика 
Бнает 1 


1. Груз весом Р==1Т опускается с по- 
мощью лебедки с постоянной скоростью 
© =4 м/с (рнс. 1). Какова будет максималь- 
ная сила натяжения троса прн внезапной ос- 
тановке лебедкн, еслн коэффициент упруго- 
стн троса равен & —=0,5 Г/см? Весом троса н 
трением пренебречь. 

2. Когда колнчество водяных паров в 
воздухе больше (н во сколько раз) — после 
месяца затяжных дождей с мокрым снегом 
в ноябре при 0°С н относительной влаж- 
ности 95% нлн после месяца сухой жары в 
июле при 35° С н влажности 40%? Давленне 
насыщенного пара прн 0°С — 4.6 мм рт. ст., 
при 35° С — 42 мм рт. ст. 

3. Протекающий через сопротивление 
В =100 ом ток нзменяется во времени по 338- 


кону [=А7Г, где Ё==1, если время измеряет- 
ся в секундах, а ток — в амперах. Какое 
время протекал ток. если на сопротивленин 
выделнлось колнчество тепла ()=3,5 кдж? 

4. В спектре излучения аргонового лазе- 
ра нанболее нитенсивнымн являются линия с 
длинами волн А,=4,88.-10-°см и А:= 
=5,15. 10-3 см. Прн какнх значеннях прелом- 
ляющего угла а призмы, поставленной на 
нутн лучей. (рис. 2), нз призмы выйдет пу- 
чок, содержащий компоненту 2.2 н не содер- 
жаший компоненту А:? На первую грань 
призмы лучн падают нормально. Зависимость 
показателя преломлення материала призмы 
от длины волны нмеет вид: 


; 
п=1-+ 5, где а -= 2,38-10-? см?. 


т 





4} 6) 


Рис. 3. 








Приемник 
Источник 
м монов 
—4ч —_. 
® ® 
В 
® ® 
Рис. 4 
я 
в ь 1_ —ы 
Рис. 5. 
Бнлет 2 


1. Пружниа скрепляет два груза, массы 
которых 1 и М (рис. 3). Когда снстема нод- 
вешена за верхний груз (положение 4), длн- 
на пружины равна {:. Если систему поста- 
вить на подставку (положение 6), длина 
пружнны равна (5. Определить длнну неназ- 
ряженной пружнны 4%. 

2. В вертикально расположенном сосуде 
сечения $. закрытом поршнем массы т, 
находнтся воздух. Когда на норшень поло- 
жили свинцовую болванку массы М, рас- 
стояние его от дна цилиндра уменьшялось 
в п раз. Во сколько раз изменилась темис- 
ратура воздуха в цилиндре? Виешиес давле- 
ние равно ро. 

3. В масс-спектрометре пучок нонов нро- 
ходнт ускоряющую разность потенциалов 
О н через выходную щель попадает в одно- 
родное поперечное магнитное поле с индук- 
цией В (рнс. 4). После прохождения дугн 
окружности в 180° ноны попадают в прнем- 
ник. Найти расстоянне между входной 
щелью прнемннка н выходной щелью уско- 
ряющей камеры. Отзошенне заряда иона к 
его массе 4/т считать известным. 

4. В оптнческой снстеме, предназначенной 
для задержкн во времени короткого свето- 
вого импульса, используется многократное 
отражение света от двух вогнутых сферичес- 
ких зеркал З: (раднус крнивнзны ВЮ, = 10 м) 
и 3: (радиус кривизны А.=1 м), располо- 
женных на расстоянни 1. =5.5 м друг от дру- 
га (рнс. 5). В центре зеркала З1 имеется от- 
верстне диаметра @=2 им. На это зеркало 
на высоте А =15 см от осн надает короткий 
световой нмпульс в внде тонкого луча, па- 
раллельного осн. Оценить, через какое вре- 
мя этот луч выйдет через отверстие. 
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Кольца 
Сатурна 


Среди планет Солнечной сис- 
темы Сатурн — единственная 
планета, окруженная коль- 
цамн. Этих колец четыре. 
Последнее, почти невидимое, 
было открыто всего два года 
назад. 

Недавно  амернканские 
‚ченые Томас Макдонаф и 
ня Брайс выдвинулн гнпо- 
тезу о существовании у Са- 
турна пятого кольца. По нх 
мнению +ВННОВНИКОМ» в03- 
никновения этосо кольца яр- 
ляется самый большой из 
10 спутников Сатурна — 
Титан. Титан является в 
Солнечной системе уникаль- 
ным. Он — единственный 
спутник планеты, обладаю- 
щий атмосферой. Плотность 
воздуха атмосферы Титана 
почти такая же, как у Земли 
{воздух Тнтана состонт глав- 
ным образом нз водорода и 
метана). Плотная атмосфера 
Титана постоянно рассенва- 
ется: находящиеся в верхних 
слоях атмосферы частицы воз- 
духа, скорость которых до- 
статочно великя, выходят из 
сферы притяжения спутника. 
Частицы, «вырвВавшиеся» из 
сферы притяжения Титаня, 
попадают в мощное гравнта- 
ционное поле Сатурна и *вы- 
водятся» на орбиту вокруг 
планеты. Таков, по мнению 
американских ученых, ме- 
ханизм образования нового 

кольца Сатурна. 
Т. П. 
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Книга о Вселенной 





К концу 50-х годов нашего 
столетия развитие астроно- 
мии, физики, биологии и ря- 
да других наук позволило на 
научной основе подойти к 
решению издавна интересо- 
вавшей человечество пробле- 
мы о существовании Жизни 
вне Земли и, в частиости, о 
существованни жизни разум- 
ной. Если в предшествовав- 
ший период ученым прихо- 
дилось поневоле  ограннчи- 
ваться отдельными  догад- 
ками, а проблема в целом 
была отдана на откуп пи- 
сателям-фантастам, то теперь 
появились конкретные науч- 
ные исследовання  условнй 
возникновения жизии, рас- 
пространенности Жизни, в 
том числе ин разумной, во 
Вселениой, возможности свя- 
зи с внеземиыми цивилиза- 


циямн. Были проведены н 
экспериментальные работы. 
В 1959 году американские 


ученые Д. Коккони и Ф. Мор- 
рисон рассмотрелн возмож- 
ность связн между цивнли- 
зациями с помощью электро- 
магнитиых волн и предло- 
жидЯ искать сигналы внезем- 
ных цивилизаций на при- 
родном — стандарте длин 
волн — вблизи раднолннии 
с длиной волны 21 см, испус- 
хаемой межзвездным — вейт- 
ральным водородом. Уже в 
1960 году эта идея нашла 
практическое воплощение: с 
помощью радиотелескопа, 
зеркало которого имело диа- 
метр 27 м, Ф. Дрейк в США 
в течение нескольких ме- 
яцев пытался уловить сиг- 
налы искусственного  про- 
исхождения от двух близ- 
ких К нам звезд, похожнх на 
Солнце: = Эридана ит Кита. 
Сигналов поймать не удалось, 
но первые попытки вряд ли и 
могли дать положительный 
результат. 
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ВСЕЛЕННАЯ 
ЖИЗНЬ 
РАЗУМ 


исоилевсяия 


от Ты т г и" 


О ВИ 


Мы упомянули только о 
двух работах, а таких иссле- 
дований появилось  доволь- 
но много. Возникла  необ- 
ходимость обобщения всех 
этих новых результатов по 
проблеме, находящейся на 
стыке многих наук. Пожалуй, 
первым таким обобщающим 
трудом явилась популярная 
монография известного со- 
ветского астрофизика, ныне 
члена-корреспондента Ака- 
демнн паук СССР и члсна 
Нацнональной Академии 
наук США И. С. Шкловского 
*Вселениая, жизнь, разум», 
выпущенная Издательством 
АН СССР в 1962 году. На- 
пнсанная живо н увлекатель- 
но, она вместе с тем отлнча- 
ется достаточной научной 
строгостью, хотя по иеоб- 
ходнмости содержит и мио- 
жество гипотез. 

В соответствии со своим 
названием книга разделена 
на три части. Первая часть 
посвящена проблемам астро- 
номни. Это — систематичес- 
кий рассказ о небесных тс- 
лах и их системах, о физн- 
ческих условиях на них, об 


их эволюции. Раздел этот 
имеет самостоятельную цен- 
ность, так как дает хорошее 
представление о современном 
состоянии  астрономви. Во 
второй части автор рассмат- 
ривает условия,  необходи- 
мые для возникновення н 
развития жизни на планетах. 
анализирует понятие «Жизнь 
н исследует — возможность 
существования жизнн иа дру- 
гих планетах Солнечной сис- 
темы. Последняя, третья 
часть охватывает различные 
стороны проблемы «Разумная 
жизнь во Вселениой». Здесь 
н обсуждение возможности 
осуществления межзвезд- 
ной связи оптическими и ра- 
днометодами, а также с по- 
мощью автоматических зон- 
дов, соображения о темпах 
развития человечества, © воз- 
можностях прямых контак- 
тов между различнымн циви- 
лизациямн и многое другое. 

Книга И. С. Шкловского 
получила широкую извест- 
ность как в нашей стране, 
так и за рубежом. В 1965 го- 
ду вышло ее второе издание, 
ав 1973 году — третье (пере- 
работанное и дополненное)*). 
За 1! лет, прошедших с мо- 
мента выпуска первого из- 
дания книги, появнлось мно- 
жество научных статей и ряд 


монографий, — посвященных 
рассматрнваемой проблеме; 
прошло также несколько 


международных совещаний. 

С помощью наземных 
установок и космических ап- 
паратов продолжалось изуче- 
ние физических условий на 
планетах н спутниках Сол- 


*} Шкловский И. С. 
Вселенная, жизнь, разум. 
Изд. третье, дополненное н 
переработанное. М., «Наука», 
1973. 


нечной снстемы. Выяснилось, 
например, что условия на 
Венере вряд ли допускают 
возможность существования 
на ней каких-либо форм жнз- 
ин. С большой степенью увс- 
ренностн можно говорить и 
об отсутствни жизни ма Луне. 
Условия на Марсе оказались 
гораздо более суровыми, чем 
предполагали раньше, что, 
конечно, усилило  позицни 
скептиков, отрицающнх воз- 
можность существования 
жизни на этой планете. Свим- 
ки спутников Марса — Фо- 
боса и Деймоса, — получен- 
ные автоматической межлла- 
нетной станцией, свидетель- 
ствуют о том, что это огром- 
ные глыбы естественного про- 
нсхождения, усеянные кра- 
терами — следами  столкно- 
вения с другими телами. Эти 
снимки опровергают гипо- 
тезу автора кннги об искус- 
ственном происхождении 
спутников Марса, которой 
в первых двух изданиях уде- 
лялось довольно много места 
и от которой И. С. Шклов- 
ский в третьем изданни отка- 
зывается. Много нового у3- 
али исследователи и о дру- 
гих планетах Солнечной сис- 
темы. 

В связи с общепривнан- 
ной идеей о том, что благо- 
приятные условия для воз- 
никновения жизнн сущест- 
вуют только на планетных 
телах, небезынтересны ни ре- 
зультаты поисков планет у 
других звезд. Особенно впе- 
чатляющи нсследовання так 
называемой звезды Барнар- 
да, одной из самых близких 
к Солнцу. Вокруг этой звез- 
ды обращаются по крайней 
мере три планеты, близкие 
по своей массе к Юпнтеру. 
Теперь можно не сомневаться 


в шнрокой — распространен- 
иостн планетных систем во 
Вселенной. 

Развнвались теоретн- 


ческие и экспериментальные 
исследования проблемы связи 
с внеземными цивилизацня- 
ми, главным образом, с по- 
мощью радиоснгналов. Опы- 
ты Дрейка былн повторены, 
В частностн, и в Советском 
Союзе, в Горьком, под руко- 
водством В. С. Троицкого. 
Исследовались 12 звезд, до- 
вольно близких к Солнцу 


(удаленных от него на 10— 
60 световых лет). И в этом 
случае ивкаких искусствен- 
ных сигналов обнаружено не 
было. Сейчас разрабатывают- 
ся более чувствительные сис- 
темы, способные принимать 
сигналы от объектов, уда- 
ленных от нас на тысячи све- 
товых лет, 

Продолжались иссле- 
довання условий. — необхо- 
димых для возникновения и 
развнтня жизни на планетах, 
а также попытки решения 
важнейшего вопроса о путях 
возникновения Живого ве- 
щества из неживого. 

Некоторые итоги прово- 
дившегося в течение 10— 
15 лет комплексного научно- 
го изучення проблемы су ще- 
ствования жнзнн на других 
мирах и возможностн уста- 
новления связн с внеземвы- 
ми цивилизациями былин под- 
ведены на  советско-амери- 
канском совещаннн ученых, 
состоявшемся в сентябре 
1971 года в Бюраканской 
обсерваторнн (Армення). Бы- 
ли приглашены и ученые ряда 
других стран. На совешании 
прнсутствовалн астрономы, 
физикн, радисфизнки, кн- 
бернетики, бнологн, лингвис- 
ты, антропологн, историкн. 
социологи. Уже это простое 
перечисление специальностей 
ученых, принявших участне 
в работе совещання, дает не- 
которое представленне о шн- 
роте круга рассматривавших- 
ся на нем вопросов. 

Готовя третье издание 
своей книги, автор учел ре- 
зультаты всех новых нссле- 
дований н итоги Бюракан- 
ского совещания, которому 
он посвятил отдельную главу. 

Кннга И. С. Шкловско- 
го дает отчетливое и полное 
представление о современном 
состоямин исследованый в об- 
ласти рассматрнваемой про- 
блемы. Эту книгу смело мож- 
но рекомендовать широкому 
кругу читателей, интересу- 
ющихся современным — ес- 
тествознанием. Следует, од- 
нако, помнить, что это — 
не развлекательная брошю- 
ра, а книга, требующая опре- 
деленной подготовки, и чи- 
тать ев нужно внимательно. 


И. Е. Евгеньев 


Бир:УКуапитесте.ги 


Кант и часы 


Один из крупнейших немец- 
ких философов Иммануил 
Кант (1724—1804), профессор 
Кенигобергского уннвер- 
ситета вел столь размеренный 
образ жизни, что граждане 
Кенигсберга проверяли свои 
часы, когда видели как он 
выходит из своего дома и 
направляется быстрым шагом 
на лекцни в университете. 

Однажды вечером Кант 
с ужасом заметил, что его 
настенные часы остановились. 
К тому же свои карманиые 
часы он накануне отдал ре- 
монтировать. Однако он прн- 
думал как выйти из создавше- 
гося положення. 

Кант завел часы. Заме- 
тив положение стрелок, он 
отправился к своему другу 
Шмындту, который жил прн- 
мерно на расстоянии одного 
километра от дома философа. 
При входе в хвартиру Шмндта 
Кант взглянул на часы, вн- 
севшне в коридоре. Уходя 
от Шмидта, он снова посмот- 
рел на часы. Домой Кант 
возвращался потому же пути, 
которым шел к Шмидту, сво- 
им обычным размерениым ша- 
том. Прийдя домой Кант 
немедленно и точно поставнл 
стрелки своих часов. 

Как Кант узнал точное 
время? 


Л. К. 
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Любая современная наука об- 
ладает своим специфическим 
языком, в котором исполь- 
зуются весьма много специ- 
альных терминов. Более того, 
развитне науки приводит к 
увеличению ее словаря, так 
что зачастую ученые одной 
специальности, но разной спе- 
цнализацни с трудом понн- 
мают друг друга. Очень яр- 
ко, а, может быть, и нанболее 
ярко, это свойство современ- 
ной науки проявляется в ма- 
тематике. Иногда учителю 
математики трудно разоб- 
раться в современной работе, 
например, по математической 
логике. Особенно это проя- 
внлось в связи с введением 
новой программы по мате- 
матике. В таких случаях хо- 
рошую помощь может ока- 
зать толковый словарь. 
Издательство — «Просве- 
щение» проявнло ценную 
нницнатнву,  издав «Толко- 
вый словарь математических 
терминов» %}. Основная цель 
этого словаря — оказать по- 
мощь учителям математнки 
и школьннкам в ознакомле- 
нии с математической  тер- 
мннологней. Со времени из- 
дания. этой книги прошло 
достаточно времени, так что 
уже можно подвести некото- 
рые итоги, оценить, в какой 
мере удалось авторам слова- 
ря решить стоявшую перед 
нимн весьма сложную задачу, 
Прежде всего факты: вы- 
пущенный тиражом 102 ть- 
сячи (большими тиражамн 
физико-математическая  ре- 
дакция издает разве что по- 
собия для абитуриентов), сло- 
варь исчез с прилавков бук- 
вально в 2—3 неделн. И, на- 
пример, автор настоящей за- 
метки, не сумев приобрести 
его в магазнне, вынужден 
был прибегнуть к помощи 
знакомых. Быстрое — исчез- 





*) Мантуров О. В., 
Солнцев Ю. К., Сор- 
кин Ю. И., ФедииН. Г. 


Толковый словарь матемз- 
тических терминов. —М., 
«Просвещенне», 1965. 
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Что такое «центроид»? 





новение словаря с прилавков 


кннжных магазннов — свн- 
детельствует прежде всего о 
насущной необходимости по- 
добного издания. Но вот то, 
что за прошедшие 8 лет этот 
словарь являлся весьма ред- 
ким гостем букннистов (при- 
шлось не полениться и обойти 
несколько московских буки- 
иистических магазинов; дн- 
алог был прнмерно таким: 
*У вас есть словарь матема- 
тических терминов?» — 
Нет.» — «А бывает?» — «Да, 
бывает, но редко»), позволя- 
ет надеяться, что словарь ок: - 
зался полезным его владель- 
цам, н, как говорят матема- 
тики. отсюда следует, что 
авторы словаря достигли на- 
меченной целн. Хотя, опять- 
такн, может, дело лишь в том, 
что другнх изданий, способ- 
ных заменнть словарь, просто 
нет, а «на безрыбье и рак — 
рыба». 

Попытаемся оценить со- 
держанне словаря по сущест- 
ву. В последнее время в раз- 
лнчных неследованиях широ- 
кое распространение полу- 
чил так казывасмый «метод 
экспертных оценок», суть ко- 
торого в двух словах сводит- 
ся к следующему: если ка- 
кому-либо объекту или яв- 
лению трудно или даже нс- 
возможно дать точную коли- 
чественную объективную 
оценку, обращаются к по- 


мощи нескольких экспертов- 
спецналистов, выводят некую 
среднюю из оценок, данных 
этимн экспертамн, которую 
и приписывают исследуемо- 
му объекту. В качестве субъ- 
ективной оцеяки одного из 
таких экспертов будем рас- 
сматривать настоящую за- 
метку. Прежде чем выста- 
вить свою оценку, попытаем- 
ся её хоть немного обосно- 
вать. Написание всякого сло- 
варя начннается с составлс- 
ния перечня слов, которые 
собнраются в него включить. 
Поскольку словарь  пред- 
назначается в помошь учн- 
телям н школьникам, то 
вполне естественно выглядит 
весьма полное представитель: 
ство в словаре терминов, от- 
носящихся К элементарной 
математнке. Ограниченные 
объемом книгн, авторы прн 
сборе терминов, относящихся 
к высшей математике, бес- 
спорно вынуждены руковол- 
ствоваться собственными вку- 
сами. Мне кажется разумным 
тяготение авторов к тем раз- 
делам  высшенк математики, 
которые изучаются на млад- 
ших курсах болысинства выс- 
ших учебных заведений (диф- 
ференциальное и интеграль- 
ное исчисление, высшая ал- 
гебра), а также к гсометри- 
ческим дисииплинам, т. е. 
к разделам, непосредственно 
примыкающим к школьной 
элементарной математике и 
в настоящее время уже во- 
шедшим в пробные школьные 
учебннки. Хотя и здесь мож- 
но найтн немало терминов, 
несправедливо, на мой взгляд 
обойденных авторами (на- 
пример, «коразмерность». 
«признаки сходимости ря- 
дов}. Это, однако, в большой 
степенн сбъясняется  раз- 
мерамн словаря (прнблизн- 
тельно 1800 термннов}. Для 
сравнения отметим, что из- 
данный в ГДР в 1961 году 
небольшой лвухтомный ма- 
тематнческнй словарь со- 
держит около 200 тысяч слов. 
А вель большинство немецких 
терминов имеет русские эх- 
виваленты. 


Теперь о содержании 
статей. Как н должно было 
бы быть, опять-таки иаибо- 
лее подробными и полными 
являются статьи, относящн- 
сся к разделам  элементар- 
ной математики, и, что осо- 
бенно важно, авторы очень 
внимательно отнеслись к оп- 
ределениям в элементарной 
математике, в то время как 
в различных других изда- 
ниях — школьных  учебни- 
ках и даже «Большой Совет- 
ской Эвциклопедии» — опре- 
деления ие всегда точны. 
Например, довольно часто 
встречается такое определе- 
ние призмы: «Призмой на- 
зывается многограиник, у’ко- 
торого две грани — равные 
многоугольники с соотвст- 
твенно параллельнымн сто- 
ронамн, а все остальные гра- 
нн — параллелограммы». Это 
определение неверное (почс- 
му? — проверьте это само- 
стоятельно}, о чем и гово- 
рнтся в соответствующей 
статье справочинка. 

Конечно, не все термнны 
элементарной математнки 
объяснены достаточно полно, 
в частности, статью «Косину- 
сов теорема» неплохо было бы 
пополнить теоремой косн- 
нусов для четырсхугольника, 
но в целом этот раздел сло- 
заря заслуживает самой вы- 
сокой оценки. 

Что касается терминов, 
относящихся к различным 
разделам высшей  математи- 
ки, то, к сожалению, оии 
объясняются иногда не столь 
тщательно. Тут и не совсем 
верное определение числа аё» 
(статья «Замечательные пре- 
делы»), и ошибочная форму- 
лировка леммы Гейне—Боре- 
ля. В ряде статей имеются 
ссылки ва отсутствующие В 
словаре статьи. Так, в статье 
«Случайная велнчнна» есть 
ссылки на отсутствующую 
статью  «Распределения за- 
кои», но зато в словаре имс- 
ется статья «Распределение», 
на которую и следовало со- 
слаться. В статье «Рефлек- 
снвность» есть ссылка на 
статью «Бинарные отноню- 
ния», которой в словаре нет. 


В ряле статей, связанных 
друг с другом взаимоссылка- 
ми, по-разному обозначают- 
ся одинаковые элементы. 


Так, в статьях «Группа», 
«Группойд», «Квазигруппа» 
элементы множеств  обозна- 
чаются малыми латинскими 
буквами (а, 6. с....), а в 
статье «Полугруппаз они же 
обозначаются большими ла- 
тннскими буквами (А, В, 
С....}. Список неточностей, 
погрешностей и опечаток 
можно было бы, к сожалению, 
продолжить. Но не они оп- 
ределяют лицо этого интерсс- 
ного и весьма нужного сло- 
варя. Не делая скидок ав- 
торам, можно считать, что 
в общем «первый блнн» от- 
нюдь не вышел комом. 

Чего бы мне хотелось 
пожелать авторам словаря? 
Во-первых, более пдательно 
подойти к отбору терминов, 
которые будут включены в 
словарь. Может быть, стои- 
ло бы обратиться к ведущим 
специалистам в различных 
отраслях математики с прось- 
бой просмотреть перечень тер- 
минов и пополнить его, если 
онн сочтут необходимым. Во- 
вторых, учесть недочеты, от- 
меченные как в этой рецен- 
зин, так и в других критн- 
ческих выступлениях, пись- 
менных и устных, причем осо- 
бенио важно учесть мнение 
тех, кому этот словарь в пер- 
вую очередь предназначен. 
И ‘тогда, будем надеяться, 
словарь получит еще более 
высокую оценку. 

И, наконец, несколько 
слов в адрес издательства. 
Было бы целесообразно про- 
должить эту ценную инн- 
цнативу н как можно скорее 
перенздать эту весьма нуж- 
ную и полезную книгу. Мы 
надеемся, что в ближайшее 
время «Толковый словарь 
математических  термннов» 
уже можно будет купить в 
магазине, не прибегая к по- 
мощи знакомых. 

Ну, а что такое «центро- 
ид» да и многое другое, вы 
узнаете, прочитав эту книгу. 


К. Н. Кашин 
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Еще одна 
олимпиада 


15 апреля 1973 года в городе 
Скопле проходнла Х\] рес- 
публиканская  математичес- 
кая олимпиада школьников 
Македонии. Ниже мы приво- 
дим иекоторые из пред- 
лагавшнхся на иней задач, 

1. Докажите, что если 
ху = 0 о 1+ 
-- 3-ти = Зду. 

2. Дана прямая р и две 
точки Аи В не лежащие на 
ней. Средн треугольников 
АВХ, где Х — точка пря- 
мой р найти треугольник с 
нанменьшим периметром. 

3. Про равиобедренный 
треугольник АВС известно, 
что его можно разбить на два 
равнобедренных  треуголь- 
ника. Найти углы этого тре- 
угольника. 

4. Дано уравнение а%х"-|- 
-- ба? 6х -- 58? = 0; а, 620 
а) Докажите, что его корни 
действительны при любых 
значениях параметров; 

6) Выясните прн каких зна- 
чениях параметров выпол- 
няется соотношение 


м - ха _ Хх 
3 25 


5. В точке В окружности 
с диаметром АВ проведена 
касательная. Найти точку 
окружности, равноудаленную 
от точки А и касательной. 

6. Пусть АВ — днаметр 
окружности, а М — неко- 
торая точка, ие лежащая ин 
на окружности ни на прямой 
АВ. Пусть А, и В, точки 
пересечения прямых МА и 
МВ и окружности, а $ — 
точка пересечения прямых 
АВ, н А, В. Докажите, что 
прямая М5 — перпендику- 
лярна к АВ. 

7. Пусть Ё нечетное по- 
ложительное число. Докажн- 
те, что произведение #Ё по- 
следовательных нечетных чи- 
сел делится на Ё. 


ЕЯ, 


М. Л. 


$7 


В этом номере мы продол- 
жаем публиковать аннота- 
ции на книги, выходящие в 
1973 году и представляющие 
интерес для наших чито- 
телей. 

ВУ квартале 1973 года 
выйдут в свет следующие 
книги (заказы можно на- 
правлять через магазины 
«Книга— почтой»). 


МАТЕМАТИКА 
Издательство «Наука» 


1. Дорофеев Г. В., 
Потапов М. И., Ро- 
зов Н.Х. Пособие по ма- 
темапшке для поступающих 
в вузы (избранные вопросы эле- 
ментарной математики). Из- 
дание 3-е, переработанное и 
дополненное (объем 30 л., 
тираж 300 000 экз., цена 1 р. 
04 к.). 

В книге доступно и по- 
пулярно изложены отдель- 
ные важные разделы элемен- 
тарной математики. Аналн- 
зируя решения задач всту- 
пительных экзаменов в ву- 
зы, авторы уделяют много 
внимания разбору типичных 
ошибок, допускаемых — аби- 
туриентами. 

Кннга будет полезна не 
только абитурнентам, мо и 
учителям средней школы. 

При подготовке 3-го из- 
дания авторамн был учтен 
опыт вступительных — экза- 
менов последних лет. 

2. Зайцев В. В,, 
Рожков В. В., Ска- 
навн М. М. Элементар- 
ная математика. Издание 
2-ое, переработанное и до- 
полненное (объем 25 л., ти- 
раж 200 000 экз., цена | р. 
08 к.). 

Книга представляет со- 
бой снстематическое изложе- 
ние элементарной математи- 
ки. Изложение теоретнческнх 


вопросов сопровождается 
разбором задач, предлагав- 
шихся на вступительных 


экзаменах в раздичные вузы. 

Книга рассчнтаиа на учн- 
телей средней школы, уче- 
ников 10-х классов и лиц, 


Новые книги 


готовящихся к вступитель- 
ным экзаменам в вузы. 


3. Розенфельд Б. А., 
Сергеева И. Д. Стерео- 
графическая проекция {объ- 


ем 4 л., тираж 30 000 экз., 
цена 15 к.). 

Книга посвящена изло- 
жению метода проектирова- 
ния сферы на плоскость н 
применению этого вида прс- 
ектирования в астрономии и 
географни. 

Последний раздел книги 
посвящен изложению геомет- 
рии Лобачевского и, в част- 
ностн, рассказывает о про- 
ектировании плоскости Лоба- 
чевского на обычную плос- 
КОСТЬ. 

Книга рассчитана на 
учнтелей средней школы н на 
школьников 9 н 10 классов. 

4. РозенфельдБ. А., 
Рожанская М. М,, 
Соколовская З. К. 
Абу-р-Райхан ал-Беруни 
(объем 15 л., тираж 10 000 
экз.. цена 95 к.}. 

Ккига посвящена жизни 
и деятельности крупнейшего 
ученого средневековья — 
Беруин *). 

Книга рассчитана на шн- 
рокий круг читателей, вклю- 
чая школьников старших 
классов. 


Издательство «Мир» 

5. Фаермарк Д. С. 
Задача пришла с картины 
{объем 10 л., тнраж 50 000 
экз., цена 60 к.). 

Эта своеобразная книга 
построена на ннтересном сю- 
жете. Отталкнваясь от из- 
вестной картины Н. Л. Бог- 
данова-Бельского «Устный 
счет», автор рассказывзет о 
жизни художника и о его 
картине. Обращаясь к ма- 
тематической задаче, усло- 
вие которой написано на 
картние, автор рассказывает 
о многих задачах, связанных 





*) См. «Квант», 1973, 


№ 9, с. 2. 
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с целыми числами, об исто- 
рии этих задач и о крупных 
русских, советских и зару- 


бежных ученых, внесших 
большой вклад в теорию 
чисел. 


Написанная ярким эмо- 
цнональным языком, кни- 
га безусловно будет инте- 
ресна шнроким кругам чита“ 
телей. 

6. Гассе С. Занима- 
тельное путешествие по 
стране линейного  програм- 
мирования (объем 12 л., 
тираж 75 000 экз., цена 62 к.). 

В книге популярно и 
доходчиво изложены вопросы 
линейного — программирова- 
ния. Автор, не вникая в де- 
тали и опуская сложные рас- 
счеты, очень доходчиво рас» 
сказывает о переходе от кон- 
кретных задач к их матема- 
тнческим моделям, как соот- 
носится эта модель с реаль- 
ной действительностью. Рас- 
сказывая о возникших при 
этом трудностях, автор по- 
казывает пути их преодоле- 
НИЯ. 

В специальном  мате- 
матическом приложении (ко- 
торое можно опустить прн 
первом чтении) автор более 
детально знакомит чнтателя 
© математическими вопроса- 
мн линейного программи- 
рования. 

Кннга рассчитана на са- 
мый широкий круг читателей. 


Издательство «Просвещение» 

7. Колягин Ю. М,, 
Луканкнн Г. Л. Основ- 
ные понятия в школьном кур- 
се математики (объем 20 л., 
тираж 100000 экз., цена 
85 к.). 

В книге излагаются ос- 
новные понятия математикн 
(теорня множеств, элементы 
математической логнки, гк- 
сноматика, равенства, урав- 
нения, геометрические пре- 
образования векторов и так 


далее) применительно к 
школьному курсу матема- 
ТНКН. 


Книга будет полезна учн- 
телям математики средней 


школы. Ее также с интере- 
сом прочтут школьники стар- 
ших классов. 


М. Л. Смолянский 


ФИЗИКА 


Издательство «Наука» 


1. Смородин- 
ский Я. А., Шварц- 
бург А. Б. Законы мг 
ханики (объем 15 л., тираж 
100 000 экз., цена 62 к.). 

В книге, основываясь 
только на материале школь- 
ного курса физики, подроб- 
но разбираются задачи двн- 
жения материальной точки 
на плоскости, колебания. 
движение жидкости и газа, 
законы небесной механикн. 

Книга предназначена 
школьникам старших клас- 
сов, но она также будет по- 
лезна учителям физики, вс- 


дущим факультативные за- 
НЯТИЯ. 
2. Физика. Часть Ш. 


Оптика и волны. Под редак- 
цней Ахматовадлд. С., 
изданне 2-е (объем 20 л., 
тираж 100000 экз., цена 
1 р. 29 к.). 

Эта книга является пере- 
зодом американского Учеб- 
ника для средней школы по 
курсу общей физики. Пол- 
ный курс состоит из четырех 
частей: «Вселенная», — «Оп- 
тика и волны», «Механика», 
«Электричество и строение 
атома». 


Публикуемая вторая 
часть курса «Оптика и вол- 
ны» явится полезиым допол- 
неннем к существующим 
учебинкам по физике. 


Книга рассчитана на 
широкий круг читателей, име- 
ющих отношение к школьному 
курсу физики. 

3. Над чем думают фи- 
зики. Выпуск 10. Атомное, 
ядро (объем 12 л., тираж 
50 000 экз., цеиа 60 к.). 

Сбориик — научно-попу- 
лярных статей, переведен- 
ных нз американского жур- 
нала «Зчелийс Ащтегсап», 
посвящен достижениям фи- 
зики атомного ядра н их при- 
ложенням. 


Статьн написаны круп- 
нымн  специалистами-физи- 
ками. Их с интересом прочтут 
и учителя средней школы, и 


любознательные школьннки 
старшнх классов. 


Издательство «Атомиздат» 


4. Гладков К. А. 
Атом от А 40 Я. Издание 
2-е, переработанное и допол- 
ненное (объем 12 л., тираж 
150 000 экз., цена 60 к.). 

Зто—мзленькая энинкло- 
педия ядерной физикн, даю- 
шая простое, но достаточно 
полное представление о ядер- 
ной физике. 

Книга рассчитана на 
широкий круг читателей. 


Издательство «Просвещение» 


5. Балаш В.А. 3а- 
дачи по физике и методы их 
решения. Изданне 3-е, пере- 
работанное и дополненное 
(объем 25 л., тираж 100 000 
экз., цена 85 к.). 

В этой книге, предназ- 
наченной в первую очередь 
для лиц, готовящихся к 
конкурсным экзаменам в ин- 
ститут, собраны задачи по- 
вышенной трудности по все- 
му курсу физики. Этн задачи 
предлагались на вступитель- 
ных эКзаменах в ряде мос- 
ковских вузов (МГУ, МИФИ, 
МФТИ и так далее). Все за- 
дачн приведены с подробными 
решениямн. Краткие теоре- 
тические вводки перед каж- 
дым разделом помогают вспо- 
миить законы, лежащие в ос- 
нове решения задач. 

Книга полезна школьин- 
кам 9—10 классов. 

6. Кац Ц. Б. Биофизи- 
ка на уроках физики (объем 
10 л., тираж 40000 экз., 
цена 40 к.). 

В книге излагаются 
элементы биофизики и бно- 
ники. 

Она представляет инте- 
рес для учителей физики сред- 
ней школы и для школьнн- 
ков старших классов. 

7. Прокофьев О.Н. 
Удивительное рядом (объем 
6 л., тираж 100000 экз., 
цена 20 к.). 

В этой кииге рассказы- 
вается о новой — науке — 
бнионнке. 

Книга представляет ин- 
терес для учащихся 8—10 
классов. 
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НАУЧНАЯ ФАНТАСТИКА 


Издательство «Молодая 
гвардия» 


1. Альтов Г. Третье 


тысячелетие {объем 12 л., 
тираж 100 000 экз., цена 
62 к.). 


Научно - фантастический 
роман, рассказывающий о 
далеком будущем Земли, о 
дальних космических путе- 
шествиях людей, о встречах 
с обитателями иных планет 
и контактах с ними. 

Роман построен на остро- 
приключенческом сюжете. 

2. Жемайтис О. 
Багряная звезда (объем 10л., 
тираж 100000 экз., цена 
50 к.). 

Научно - фаитастическая 
повесть о первой советской 
экспедиции на Марс. Космо- 
навты раскрывают многие 
загадкн  таннственной пла- 
неты и,  главиое, находят 
следы великой — цивилиза- 
ции, существовавшей сотни 
тысяч лет назад. 

3. Журавлева В. 
Золотые кони дерзания (объем 
15 л., тираж 100 000 экз., 
цена 70 к.). 

Книга — научно-фантас- 
тических рассказов о жизни 
и открытиях психолога Киры 
Сафрай. Наука подходит к 
великим открытням в нсихо- 
логин, приближается К рас- 
щифровке тайн творчества. 
Показать человека, который 
сделает для психологии то, 
что сделали Эйнштейн и Бор 
для физики, показать пути 
к открытиям, драму ндей — 
такую цель преследует автор 
этого сборника. В этом свое- 
образие, привлекательность 
и смысл книги. 


Т. С. Петрова 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Расшифруйте умножение 


“ * * 
* * 
* в * * 
* * ь 6 
бе к 6 
* * * * * 


2. Велосипед имеет передний н 
задний тормоз. В каком порядке их 
нужно включать при резкой оста- 
новке? 





3. Я и мой друг приобрели за 
3 дня 18 марок. Сегодня я купил столь- 
ко марок, сколько мой друг вчера 
и сегодня, но зато позавчера он ку- 
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пил на 2 марки больше, чем я вчера 
и позавчера. Сколько же марок прни- 
обрел каждый из нас? 

4. Что произойдет, 
ченный 
на некоторое время 


если вклю- 


электронагреватель вынуть 
ИЗ ВОДЫ? 





5. В кузове грузовой машины ос- 
тавили бревно с гвоздем в середине. 
Бревно при движении машины сво- 
бодно каталось в кузове и царапало 
дно. Какая часть дна кузова может 
быть испорчена? 

Размеры кузова: Зм Хх 2 м; дли- 
на бревна 2 м. 





6. Какой ток идет через сопротив- 
ление ЗА в схеме, показанной на 
рисунке? Величины всех  со- 
противлений и напряжение И счи- 
тать известными. 3, 





Художник 3. В. Назаров 
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А.С. Варлховкий ТАЙНЫ совершенных 


чисел 
пар 


и дружественных 





В восьмом номере нашего журнала за 1971 год была опубликована заметка И. Я. Депмана 
0б историн так называемых совершенных чисел — чисел, равных сумме своих делителей. 
В продолжение этой темы мы помещаем переработанную статью М. Гарднера *), в кото- 
рой рассказывается о замечательных снойствах этих чисел, Публикация для «Кванта» 


подготовлена А. С. Варпаховским. 


Пожалуй, ни одни числа не имеют 
такой захватывающей истории, как 
числа совершенные и их ближайшие 
родственники — дружественные чис- 
ла. 

Первый важный шаг в построении 
теории совершенных чисел был сделан 
еще Евклидом, который установил, 
что формула 2“”-\ (2 —1) дает со- 
вершенное число всякий раз, когда 
множитель в скобках оказывается 
простым (для этого необходимо, чтобы 
п было простым, хотя далеко не для 


всякого простого числа ло число 
2" —| также является простым). 
Вот — доказательство теоремы 


Евклида. Пусть у числа 27-1 (2—1) 
множитель в скобках простой. Тогда 
делителями этого числа, отличными 
от самого числа, будут 


1, 2 4, оу 97-1, 
(2"—1),2 (2"—1),4 (2"—1),...,2"-8Х 
х (2" —1). 


Возь мем сумму всех этих дели- 
телей: 


мае с ео а 
а ар 
х (2"—1) = (2—1) -+ (2—1) х 

х (2 — №) = 2" (2—1) 


Следовательно, число 27-1 (2"—1) — 
совершенное. 





*) Заепийс Атепксап», 1968, №3. 


Спустя 2000 лет Леонард Эйлер 
доказал, что формула Евклида опре- 
деляет все четные совершенные числа. 
Любопытно, что до сих пор никому 
не удалось найти нечетное совершен- 
ное число, и, возможно, такого вообще 
не существует. Поэтому в дальней- 
шем, говоря о совершенных числах, 
мы будем подразумевать четные со- 
вершенные числа. Удивительная фор- 
мула Евклида тесно связана с обыч- 
ной геометрической прогрессией со 
знаменателем 2 (1, 2, 4, 8, 16,...). 
Вспомним древнюю историю о пер- 
сидском царе и авторе шахматной 
игры. Восхищенный этой игрой, царь 
предложил автору самому выбрать 
себе награду. Тот, на первый взгляд, 
изъявил очень скромное желание, 
попросив положить на первую клетку 


шахматной доски одно зернышко пше- 


ницы, на вторую — два зернышка, 
на третью — четыре и такнм спосо- 
бом заполнить все 64 клетки. Ока- 
залось, что число зерен в последней 
клетке равно 9 223 372 036 854 775 808, 
а удвоенное это чнсло без | равно 
суммарному числу зерен на доске, что 
в несколько тысяч раз превышает го- 
довой урожай пшеницы во всем мире. 
Написав в каждой клетке шахматной 
доски число зерен, которое должно 


быть в ней, и забрав из каж- 
дой клетки по одному зернышку, 
увидим, что оставшееся в клетке 
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число зерен в формуле Евклида олре- 
деляется выражением 2” — 1. Если 
это число простое, то, умножив его 
на число зерен в предыдущей клетке, 
то есть на 2"-1, получим совершен- 
ное число. (см. рис. 1}. 

Простые ча ряда 2" — 1 на- 
зывают числами Мерсенна по имени 
французского математика ХУП века, 
занимавшегося их изучением *). На 





*) См. также ат о № ы с. 3. 
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рисунке 1 закрашены те клетки, в 
которых после вычитания {| полу- 
чаются числа Мерсенна. Таких кле- 
ток на доске 9 — им соответствуют 
первые девять совершенных чисел. 

Совершенные числа обладают ря- 
дом таинственных и вместе с тем за- 
мечательных свойств. Например, все 
совершенные числа «треугольные». Это 
означает, что если взять, допустим, 
шарики в количестве, равном совер- 
шенному числу, то их можно распо- 
ложить так, что они образуют рав- 
носторонний треугольник. 

Иначе говоря, каждое совершенное 
число есть сумма вида 1 + 2+3 - 
Щ4--... и. 

Также легко можно заметить, что 
каждое совершенное число, за исклю- 
ченнем 6, есть частичная сумма ряда 
из кубов, нечетных чисел 13 - 33 -|- 
5+. 

А вот еще одно свойство совершен- 
ных чисел: сумма обратных значе- 
ний делителей совершенного числа, 
включая и само число как делитель, 
всегда равна 2. Так, для числа 28 
Чем 


ей еее Не эв = 


До сегодняшнего дня остаются 
без ответа два важных вопроса: су- 
ществует ли нечетное совершенное 
число и существует ли наибольшее 
четное совершенное число? До сих 
пор не найдено нн одного нечетного 
совершенного числа, но вместе с тем 
н не доказано, что такого числа не 
существует. Ответ на второй вопрос 
зависнт от того, является ли ряд 
простых чисел Мерсенна бесконеч- 
ным, так как каждое простое число 
этого ряда приводит к совершен- 
ному числу. Было замечено, что при 
подстановке первых четырех чисел 
Мерсенна (3, 7, 31, 127) вместо я в фор- 
мулу 2"— |1 снова получаются 
числа Мерсенна. Более 70 лет мате- 
матики надеялись, что такая законо- 
мерность должна привести к заклю- 
чению о бесконечности ряда простых 
чисел Мерсенна. Однако в 1953 году 
вычислительная машина разрушила 
их надежды. Было обнаружено, что 


-г-+-— 


в случае п = 2\3 — ] = 8191 {прос- 
тое число Мерсенна) число 23191 —] 
не просто. Так до сих пор и не извест- 
но, является ли ряд Мерсеняа беско- 
нечным илн в нем имеется самое 
большое число. 

Оре в книге «Теорня чисел и ее 
история» цитирует забавное выска- 
зывание Питера Барлоу из его книги 
«Теория чисел», вышедшей в 1811 го- 
ду. Барлоу, вычислив девятое совер- 
шенное число, заявил, что «это нан- 
большее число, которое когда-либо 
будет найдено, потому что совершея- 
ные числа не более чем любопытны 
и вряд ли кому-либо придет в голову 
пытаться найти большее совершен- 
ное число». Однако в 1876 году фран- 
цузский математик Эдвард Лукас, 
автор классической четырехтомной 
работы по занимательной математике, 
объявил об открытии двенадцатого 
совершенного числа 2128 (217 —]). 
Позднее у Лукаса появились сомне- 
ния в том, что 2127 —] есть простое 
число" Мерсенна, но впоследствин его 
простота подтвердилась. 27 — | — 
наибольшее число Мерсенна, найден- 
ное без помощи вычислительной ма- 
шины. В таблице 1 приведены выра- 
жения по формуле Евклида для 23 из- 
вестных совершенных чисел, выписа- 
ны первые восемь из них (дальнейшие 
числа содержат слишком много зна- 
ков) и указано число десятичных 
знаков для каждого из этих чисел. 
Последнее известное  совершеннсе 
число, которое имеет 22 425 дели- 
телей, появилось на свет в 1963 году 
носле того, как вычислительная ма- 
шина Иллинойского университета об- 
наружила 23-е число  Мерсенна. 
В честь этого событня на почтовых 
отправлениях математического от- 
деления университета ставили штамп 
с надписью; «21213 — | — простое 
число». 

Обобщением совершенных чисел 
являются дружественные числа. Возь- 
мем любое число и просуммируем его 
делители для получения второго чис- 
ла. Затем просуммируем делители 
второго числа и так далее в надежде, 
что в конце концов мы придем к исход- 
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ному числу. Если исходное число 
получается на первом шаге, то, зна- 
чит, цепочка имеет лишь одно звено, 
а само число — совершенное. При 
двузвенной цепочке два числа обра- 
зуют дружественную пару: сумма 
делителей одного из чисел равна 
другому числу. Наименыцие дру- 
жественные числа, образующие пару, 
равны 220 и 284. 

В 1636 году Пьер Ферма нашел 
другую дружественную пару чисел: 
17 296 и 18416. Он и Рене Декарт 
независимо друг от друга дали пра- 
вило образования дружественных пар, 
не подозревая, что это правило было 
сформулировано еще в {Х веке одним 
арабским астрономом *). Третью пару 
нашел Декарт: 9 363 584 и 9 437 056. 
В ХУШ веке Эйлер опубликовал 





*) Жителем месопотамского города Хар- 
рана — Абу-л-Хасаном Сабитом ибн Корра 
ибн Марван ас-Саби ал-Харрани (ок. 830— 
901). (Ирим. ред.) 


Таблица \1 
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список 64 дружественных пар, однако, 
как показала позднейшая проверка, 
в двух случаях он ошибся. В 1830 году 
Адриен Мари Лежандр нашел еще 
одну дружественную пару, а в 1867 
году шестнадцатилетний — итальян- 
ский юноша Б. И. Паганини удивил 
математический мир, объявив, что 
числа 1184 и 1210 — дружественные. 
Это была вторая по величине пара, 
которую все проглядели. И хотя, 
возможно, Пагаинни нашел эту пару 
методом проб н ошибок, имя его на- 
всегда вошло в историю теории чисел. 

Сегодня известны более 600 дру- 
жественных пар; многие числа пар 
состоят более чем из 30 цифр. Послелд- 
няя известная пара была вычислена 
на ЭВМ в 1964 году. В таблице 2 прни- 
ведены дружественные пары в диапа- 
зоне чисел от 0 до 100 000. 

Все известные дружественные пары 
состоят либо из двух четных чисел, 
либо (что гораздо реже) из двух не- 
четных. Но никто не доказал, что 
не существует дружественной сме- 
шанной пары. Брэтли и Мак-Кэй 
выдвинули гипотезу, что все нечетные 
дружественные числа кратны 3, а сум- 
ма чисел, образующих дружествен- 
ную пару, кратна 9. Никто еше не 
предложил общей формулы для всех 
дружественных пар, и нензвестно, ко- 
нечно или бесконечно чнсло таких пар. 

В настоящее время известны 
только две цепочки чисел, которые 
ириводят к исходному числу н имеют 
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Таблица 2 


1 220 284 
5 1184 у2ю 
3 2 620 2 924 
4 5 020 5 564 
и 12 285 14 596 
8 17 296 18 416 
9 53 020 у 58 084 
10 66 928 65 992 
т! 67 095 7 УХ 
12 89 616 87 633 
Г: 9 750 88 730 


больше чем два звена. В 1918 году 
французский математик Ц. Пуде иа- 
шел цепочку из пятн звеньев (12 496, 
14 288, 15 472, 14536, 14 264) и по- 
разнтельную цепочку из 28 звеньев 
(28 — совершенное число), которая 
начинается с числа 14316. А вот 
трехзвенную цепочку до сих пор найтн 
не удалось, несмотря на обширные 
поиски с помощью ЭВМ. И эти поис- 
ки будут продолжаться до тех пор, 
пока не встретится трехзвенная це- 
почка или пока какой-нибудь мате- 
матик, специализирующийся в тео- 
рии чисел, не докажет, что таких 
цепочек нет. 
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Ответы, указания, решения 


ресиверов нет 


К статье «Оценки углов» 


2. Если точка В находится внутри тре- 
угольника АВС, то хотя бы один из 6 углов, 
на которые АР, ВР и СР делят углы тре- 
угольника, не больше 30°. В силу этого нам до- 
статочно рассмотреть случай, когда выпук- 
лая оболочка точек не содержит внутри себя 
нн одной точкн. Далее заметьте, что сумма 
всех углов л-угольника равна 180° (п — 2). 
а днагонали делят эти углы нал (п— 7) 
частей. См. также указанне к задаче 3. 

3. Предположим, что точки А, Аз... 

... Аз пронумерованы так, что > АлА,А,— 
угол А-угольннка М (А = п), являющегося 
выпуклой оболочкой даниых точек, н что 
лучи АА. А 13, А 1 ее А „Аль, А :Ал 
следуют один за другим именно в таком по- 
рядке (все эти лучн проходят внутри или по 
границе угла А.А, Ал: некоторые из них мо- 
гут и совпадать). Есан В — точка на продол- 
жении луча А. Алза А\, то 1807-= < ВА, Ал= 
= < ВАА, = < А.А, Аз | < ААА. + 
зы ет < Ап А аАл = < А.А. Ат + 
т ХААлА, т ААА, т... + 
-- < ААА). Поэтому если все углы 
А; А;Ак не меньше В. то 180°>> пВ, откуда 


В = 





в 





Велнчниа угла В достигается лля 


системы п Точек, совнадающей с вершинами 
правильного п-угольника. При этом дая 
того, чтобы выписанное выше неравенство 
обращалось в равенство для каждой вершины 
многоугольннка /1, необходимо и достаточ- 
но, чтобы М был правильным л-угольником. 
4. а) Выпуклая оболочка 4-х точек мо- 
жет. быть или четырехугольником, или тре- 
угольником, внутри которого лежит четвер- 
Тая точка, или отрезком. В первом случае хо- 
тя бы один из углоа четырехугольника не 
меньше 90°; во втором случае хотя бы один 
из «внутренних» углов не меныше 120°; в 
третьем случае четыре угла равны 180°. 
6) Выпуклая оболочка 5-ти точек может 
быть или лятиугольником, или четырехуголь- 
ником, или треугольником, или стрезком 
(последний случай интереса не представляет, 
здесь © =: 1807). В гереом случае хотя бы 
один из углов пятиугольника не меньше 


Е . 1807 =: 108°, в третьем случае хотя бы 


один из углов не меньше 120°. наконец, если 
выпуклая оболочка — четырехугольник, то 
пятая точка лежит внутри одного из двух 
треугольников, на которые четырехуголь- 
ннк разбивает его диагональ; тем самым этот 
случай сводится к уже разобранному. 

в) Если выпуклая оболочка — шести- 
угольник, то хотя бы один его угол не мень- 


4 
ше = - 180°= 120; в противном случае 


найдутся либо 3 точки, лежащие на одной 
прямой (тогда @ == 180°), либо точка, ле- 
жащая внутри треугольннка, образованного 
тремя другими точками (этот треугольник — 
либо выпуклая оболочка данных точек, либо 
одна из частей выпуклой оболочки, на ко. 
торые ее разрезают выходящие из одной вер- 
шины днагоналя). 


Для случая четырех точек значение @ = 
— 90° достигается дяя вершин любого пря- 
моугольника; акалогично этому в задачах 
46 н 4в наименьшее значение @ достигается 
для вершин выпуклого многоугольника с 
равными углами. 


5. Так как уже для шести точек плос- 
костн наибольший из образованных ими уг- 
лов не меньше 120°, то это справедливо и для 
любого большего числа точек. При этом и зма- 
чение с = 120° при большем числе точек 
недостижимо, так как иначе каждые 
шесть из рассматриваемых (разных!) точек 
должны являться вершинамн шестиуголь- 
ника с углами в 120°, что невозможно. 


Далее достаточно рассмотреть (скажем, 
ицентрально-симметричный) шестинугольник 
А,А,АзА.А,Аз с углами то 120°, причем 
такой, что А.А, < А,А. < А.А. (знак < 
означает «много меньше»), точки АзА, на. 
ходятся на биссектрисах углов Аз и Аз ше- 
стнугольника на одинаковом и очень малом 
расстоянии от вершин Аз н 4; тогда на- 
нбольший нз углов, образованных точками 
Аь, А», Аз, Аз, Ав, Ав, А, Ав, будет ие- 
значительно превосходить 120” (сделайте 
примерный чертеж). 

6. а) Если выпуклая оболочка М дан- 
ных точек — отрезок, то @{*) = 180°; если 
М — треугольник, то минимум два евнутрен- 
них» угла не меньше 90°. Пусть теперь М — 
четырехугольник А. А.АзА: и А; — самый 
большой нз углов этого четырехугольника: 
тогда <" А,А.Аз- < А,АзА ь-| < А. АА, 
-- < АА, Аз Е < А.А. Аз —= 360° и, сле- 
довательно, хотя бы один из этих углов не 
меньше ; . 360° =- 72°. Значение ©?) = 72° 


достигается, если все рассматриваемые углы 
равны 72°. 


6) Если выпуклая оболочка М данных 
точек — отрезок, то (2) == 0°; если М — 
треугольник, то два наименьших угла М — 
острые, каждый из ннх делится на две части, 
меньшая из частей не больше 45°. Наконец, 
если М — четырехугольник А.А ›АзАа, то 
< А.А,А: т < А, АЦА, + < А.А, + 
< АА, А. = 180° и < АА. Аз < А.А Аз 
+ А.А 3А, + < АзАзА. = 1805; в каждой 
из этих сумм хоть один из углов не больше 45°. 

Значение В“) = 45° реализуется, на- 
пример, для квадрата. 

7. Рассмотрите п точек, лежащих ина 
одной прямой. 
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11. Оба результата сразу следуют из 
того, что сумма всех 12 углов, задаваемых 
четырьмя точкамн, равна 720° (сумма углов 
четырех треугольников}; поэтому хотя бы 


один из углов не меньше — . 720° == 60° и 


хотя бы один нз углов не больше 60°. 

Значения ф == 60° и\ = 60° реализуются 
лишь для системы Р., состоящей нз вершин 
правильного тетраэдра. 

15. См. решение задачи М130, «Квант» 
№ И, 1972. 

16. а) Лишь 3 точки. 

6) Рассмотрим «выпуклую оболочку» на- 
ших точек, то есть нанменьший выпуклый 
многогранник М, содержащий внутрн себя 
или на границе все данные точки (№4 можно 
представить себе как многогранник, огра- 
ниченный «резиновой пленкой», натяцкутой 
на наши точки н стремящейся сократить свою 
поверхность). 

В рассматриваемом случае ни одна из 
точек не может находиться внутри Ми все 
грани М — остроугольные треугольники (в 
силу результата задачи 16а). 

Пусть теперь пять точек удовлетворяют 
условию задачи. В таком случае М имеет 
пять вершин, то есть, если Р и Г — число 
ребер н граней многогранника М, то 

5—Р+Г=2 
{теорема Эйлера; см., например, 
«Квант» № 4, 1972, статья А. П. Савн- 
на «Карты и раскраски»). С другой стороны, 
так как каждая из Г граней содержит по 
три ребра и каждое ребро принадлежит двум 
граням, то 3ЗГ = 2Р, то есть 


3 
ЕК 

откуда сразу можно найти, что Г = биР= 9. 
С другой стороны, если В; н В. — число 3- 
гранных и 4-гранных углов М, то В. | В; = 
= 5 и ЗВ. -- 48, = 2Р = 18, откуда выте- 
кает, что В, = 2и В, = 3. Так устанавли- 
вается, что А обязательно является «тре- 
угольной бипирамндой», то есть состоит из 
двух треугольных пирамид АВСР и АВСЕ, 

сложенлых общим основанием АВС. 
Теперь, используя то, что все 10 тре- 
угольников АВС, АВР, ..., СОЕ являются 
остроугольными, с использованием теоремы 
косинусов устанавливается, что, например, 
АВ? - АС? > РВ? -|- РС? (+) 

(это неравенство далее потребуется). 
Рассмотрим теперь шесть точек, удовлет- 
воряющих условию задачн. В этом случае 
аналогично первой части решения с исполь- 
зованнем теоремы Эйлера устанавливается, 
что выпуклая оболочка М данных точек мо- 
жет быть либо «четырехугольной бипирами- 
дой АВСОЕР, то есть многогранником, об- 
разованным двумя четьрехутольными пи- 
рамидами АВСОЕ и АВСОЕ, сложенными об- 
щим сснованнем АВСО, либо сискривленной 
пятнугольной пирамидой» АВСОЕР, в ко- 
торой точка ЕЁ соединена со всемн вершинами 


76 


НИр:/Куап1. тссте.ги 


«искривленного пятиугольного основания 
АВСРЕ, составленного из трех примыкаю- 
щих треугольников АВС, АСР и АРЕЁ. В 
первом случае, дважды применяя игравен- 
ство (=) к 5-вершинникам АСОЕР н АВСЕР, 
мы получим 
ЕА* -- РС* >> ВА? -- ЕС? и ЕА* + ЕС? > 
>> РАЗН ЕС?, 
что невозможно; во втором случае, приме- 


няя то же неравенство к б-вершинникам 
АСРЕЕ н АВСОЕ, получим 


СЕ? -Ё СА? > РЕ -р РА? 
рее -- РА* > СЕ? -- САз, 
что, разумеется, Тоже невозможно. 


Нтак, наибольшее число точек, совмес- 
тимое с условиями задачи, равно 5. 


н 


К статье «Окрестность фигуры» 

1. Указание. Полученный  много- 
угольник содержит 1-окрестность исходного 
многоугольника. 


ЛЕ? 4 
о У=у- бе 12-1 + 3 де = 


4 
— | -Ёр 6 -|- Зле? -|- —8 12. 


4. Можно рассуждать так же, как при 
решении задачн 2 в тексте. Проверьте, что 
отношение площади правильного треуголь- 
ника со стороной | к площади его 1-окрест- 


3 
12 -- 3 ---4д 


8. Решение. Нужно доказать, что 
внутри многоугольника есть точка, отстоя- 


ности больше! в. 





щая от его контура более чем на ры ‚ то есть 


5 
пе принадлежащая тр" окрезтнесди кон- 


тура многоугольника. Часть этой окрест- 
ностн, расположенная внутри многоуголь- 
ника, заштрихована на рис. 1. Высота каж- 
дого из прямоутольинков, изображенных на 





Рис. 1. 


$ 
этом рисунке, равна р’. Площадь заштри- 
хованной фигуры меньше суммы площадей 
5 
прямоугольников, то есть меньше —2`. Р=5. 


Следовательно, в многоугольнике остаются 
незаштрихованные точкн, что н требовалось 
довазать. 


К статье «Высота пирамиды» 


Е 
О Указа- 


$. —. 


с 


р а Иа? | 46 
` а - 458 


ние. Показать, что рассматривасмая пира- 
мида обладает лишь одной парой взаимно- 
перпендикулярных скрещивающихся ребер. 
Доказать затем, что плоскость искомого сече- 
иия параллельна этим взаимно перпеидику- 
лярным скрещивающимся ребрам. 

5. 2,.. Указание, Пусть ЗАВС — 
данная пирамида; показать, что АВ АС 
= 8$ = ($ и А$ == ВС, а высота $0 пи- 
рамиды лежит в грани В5С. Доказать за- 
тем, что 5А и ВС — наибольшие ребра пи- 
рамилы. 

6. 22 смз. 


К статье 
нистинтут» 


«Московский физико-технический 


Математика 
Варнант 1 


1. Номер члена равен 5. 

2. Пусть 0. О, — центры данных окруж- 
ностей (рис. 2). Касательная ВС может 
занимать любое из двух положений, указан- 
ных на рисунке 2. Пусть В —- точка пересе- 
чення АВ с меньшей окружностью. Соедн- 
ннм точки В и О, а также О и0О,. Треуголь- 
ник ОВА ин ОДА — равнобедренные 
{ОВ = ОА = В. ОО = ОА = 2), поэтому 
углы ОВА, ОАВ, ОДА равны. Это означает, 
что прямые ОВ ны 0.) — параллельны. 
Обозначим длины отрезков ВО и АВ соот- 
ветственно хи у. Тогда, учитывая, что АБ = 
= и—х, из подобия треугольников О.ДА 
и ОВА получаем: 


т. 
В 





(1) 


Кроме того, 
Р #2 


ух (2) 
(ВА — секущая, ВС — касательная к мень- 
шей окружности). 
Из уравнений (1) и (2) находим: 
К 
ИЕ: 
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Рис. 2. 





3. В обоих уравнениях системы пере- 
ходим к логарифмам по основанию 2 и по- 
тенцируем: 


{(и--х)? 
ры == (Зи -- х) 
ху 3 у 
хи 3х! Хх 
После упрощения этой системы получим: 
фу, — 4ху | 3х2 =0 р 
у? — Зху-р Зх—у= 0. в) 
Второе уравнение системы (1) преобра: 
зовываем к виду: (у — Зх)(у — 1) == 0. Рас- 
смотрим последовательно два случая 
1] и=1. Из первого уравнения систе- 


мы (1} получаем: х; = |, х. = —. Подста- 
й 1 
новка значений (1, 1} м (5, 1) в оба уравие- 
ния исходной системы обращает их в тож- 
р 
дества. Поэтому пары чисел (1, 1), (5. 1) бу- 
дут решениями этой системы. 

2) и = 3х. При таких у первое уравне- 
нне системы (1) превращается в тождество. 
Подстановка значений х= с, и =: 3с в оба 
уравнения исходной системы превращает 
их в тождества лишь прин с>> 0. Поэтому 
пары чисел (с, 3) будут решениями этой 
системы при с» 0. 

1 

Решение (3, 1), полученное в случае (1) 

является одним нз решений вида (с, 35} 
| 
при с=3. 

4. После приведения левой части к об- 
щему знаменателю преобразуем ее К виду 

<0$ 2х -|- | 

с05 х-6059х 605$ х-6059х 
Второе слагаемое правой части урав- 


нення переносим в левую часть и снова 
приводим ее к общему знаменателю 


2с0$ х-с0$ Зх + 1 соз 4х -- со$ #х 4 1 
20$ 2х-с0$ Зх 0$ 2х-с0$ Зх 
2 с0522х -- 05$ 2х 
— 7 05 2х-с03 Зх 


2с0$ 2х -- 1 
с0$ Зх 





7 


Теперь уравнение имеет вид 
2с0$ 2х -. | 1 
с053х — эпх' 





откуда 
251 х с05 2х -- Эл х 
с0$ Зх Е 


$17 Зх — зтх -- зах 


2 


с0$ Зх ' 
зи Зх _ а 
сое 1 Чи Зх = 1. 


Последнее уравнение имеет те же решения, 
что ин исходнсе, при условии, что 
ут х50, с05х50, с052х50, сс$ ЗхэЕ 0 (1) 
: д 


Далее находим: Зх == +. дп, х = 12 -= 


а 


;. ЯП 
1” К ’ 
делим, при каких л для этих значений х 
будут выполнены условия (1). Очевидно, 


п=0, =1, =2,... Теперь опре- 


до \ 
60$ Зх =: ©05 [= ди) хо при п=0, +1, 


=2,... Условие эт х50, 60$ хэе0, 
052х320 эквивалентно условию эт 4х0, 


л 
то есть хр, р=0, +1, +2, -3, ..., 


д пл 5 
Решив уравнение 2 +73 = -4_ Р относи- 


тельно целых чисел л при р — целых, най- 

дем, что п= 382, в =0, 1, +2. ... 
м: ) дп 

Значит, для х==-5 т 73”, Где п — нелсе, 


ПЭЕЗЕ --2. К =0, +1, ... Условие (№) вы- 
полнено, ни эти значения представляют со- 
бой все решения исходного уравнения. 
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5. Рассмотрим два случая: 

} Ось цилиняра пересекает прямую 
ОВ.. Тогда нетрудно видеть, что она пере- 
секает се в середине К отрезка ОВ;. Через 
точку К проведем отрезок МА параллельно 
РВ {рис. 3). тогда ВМ = МВ =3 см, 


1 ры 
Ки == ОВ= У? -м. Угол 
ВКМ =В, тогда КВ, зтВ = В, М =3 см. 
КВ, -с0$ В = КМ = У? см. Обозначим угол, 


образуемый осью цилиидра с прямой ММУ 
через а, 


Пусть 


—В<а<л— В. (п) 


Онустнм из точек В,. С,, А, перпен- 
дикуляры на ось цилиндра—В,В., С,С.. 
А,С. соответственно. При этом заметным, что 
прямая А.С, перпендикулярна плоскости 
В,2.28В, а потому перлендикуляр 0,С., 
проведенный из точки О, к оси цилиндра, 
будет прсекцией наклонных С.С, н /1:С. 
на плоскость В,2. ОВ, значит и сами нак- 
лонные СС, и А,С. будут перпендикуляр- 
ны оси цнлнидра. В треугольнике КВ, В. 
имеем В.В. = К == КВт (В -- &) = 
= (300$ а -- ]/2 т @) см. где Ю— радиус 
цилиндра. Проведем О,Е перпендикулярно 
В,8.. Очевидно, что угол В,О,Е равен <. 
Тогда в треугольнике В,О,Б имеем В.Е = 
== 0, 81-50 а =21/2 мпа см. Те- 
перь О.С. — ЕВ == В.В. = В.Е = 


= (3с05 & — У2 зто) см. Наконец, в тре- 
угольнике С.0:С, нмеем ©: == А? == 
= С,07 + 0,С?. Подставив сюда полученнье 


выражения для А, С.О1 и О.С, =21/2 см, 
будем иметь: 


(3 с0за +- У 2 та) = 
= (3 с0за — 1/2 зи о)? + 8. 
Решив это уравнение, найдем 


6—1 гу 


: ЕЙ 
2 агс $п 3 т р) п 





‚ 
п=о0. =, +2, ... 
Условию (1) удовлетворяют только два 





1 22 
значения: @&‹ == —5 агсяп уе и а = 
И 36 
5 о агсяп — 3 _› причем оба уг- 


ла о) и а, находятся в интервале от 0 до 
1 


уз 


у — , та, = у —3 * 60$ и = 


д : 
м Далее находим Это == 


1 
— из ° 
4 5 
+2 яп а, = сь 6 см, КЮ =— 3 см. 





Значит, К -= 3608 - 


Рис. 4. 


2) Ось цилиндра параллельна прямой ОВ.. 
В этом случае ОВ, образующая цилиндра. 
Проведем из точек В,, С,, 4, перпендику- 
ляры к оси цилиндра _В,В., С.С,, А.С, 
(рис. 4). Как и в случае 1), отрезок О.С. 
перпензикулярен оси цилиндра, а сго про- 
долженне 0,Е перпендикулярно прямой 
ОВ. Находим: 08, = Псм, зо В 

2 
ОЕ = 6 |й п 5“ 


ка й 
=- УТ злее, 


а 0 
С.Е -= В.В, = К, С.0, = (в ву 2. см 


н в треугольнике С.О.С, имеем а == 
ра 4 
== С.От -- О,Ст, то ссть 





откуда 
РЕЯ ра 
а 
Вариант 2 
3 2 
а 
4-3 
2. АВВ] т 
К 
3. ты 4}, (с, —2). где 1<6<2. 
1 1 
4. х= + -5 агссо$ д -- дя, 
п==0, 1, +2, 
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В 
4 


Физика 
Билет | 


5. В = 


1. 10 Г. 
Пуп 
тхт 
3. 1=8,4 с. 
4. 0, 5<ят &<0,526. 
Билет 2 


ти — Мы 
т- М 





== 3,5. 

















3. {2 


К задачам «На клетчатой бумаге » 


(см. «Квант» № 9, 1973, с. 17) 
Смотри рисунок 2. 


ГИГА 
[1 НРА 


Рис. 5. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 
(см. «Квант» № 9, 1973) 

Е. Петя живет на 5-м этаже. 

2. 8126 Хх 2 = 16252. 

3. Масса толстого конца больше. 

4. Прн нагревании вода, которая содер- 
жится в древесине, расширяется и разрыва- 
ег древесные волокиа. 

5. Давая задний ход, машинист сдвига- 
ет буфера всех вагонов. Когда после этого 
от трогает состав вперед, вагоны начинают 
двигаться по олиому, н машинист может 
сдвинуть состав, 
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К задаче №189. 
Указание. 


Длина 
2аё 
= а 59$ $/2, гдеа и ь— длины сторон, 


заключающих 
между ними. 


биссектрисы 


биссектрису, а ф— угол 


К задачам (см. с. 21) 


1. Если Ак В — две наиболее удален- 
ные друг от друга точки, то все остальные 
точки лежат на окружности (соответственно 
на сфере) $ с днаметром АВ. 

а) 3 или 4. 

6) Исключим две наиболее удалемные 
друг от друга точки А ни В, пусть Сир — 
наиболее удаленные из оставшихся точек. 
Тогда все точки лежат на сфере $ с диамет- 
ром АВ и сфере $ с днаметром СО, то есть все 
точки принадлежат пересечению $ и $5 
далее надо отдельно рассмотреть случаи, 
когда 5 и $ совпадают и когда они не сов- 
падают. 

В первом случае рассмотрение множества 
(«геометрического места») таких точек М, 
что АВМ — прямоугольный, сразу при- 
водит к выводу, что, кроме А, В, С, р, мы 
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не имеем нн одной точки. Во втором случае 
с использованием теоремы Пифагора легко 
устанавливается, что если точки А, В, М 
и М удовлетворяют условию задачи, то либо 
х АММ = < ВММ = 90°, либо < АММ = 
— < ВММ = 90°, откуда также можно вы- 
вести, что ни одной точки, отличной от А, 
В, Сир, рассматриваемое миожество точек 
не содержит. 

Итак, число точек здесь также равио 3 
илн 4. 

2. Сколь угодно большое. В самом де- 
ле, пусть, скажем, на плоскости уже выбра- 
но п точек А., А....., Ал, удовлетворяю- 
щих условию задачи. Соединим между собой 
каждые две точки А; и Ауи через Ауи А) 
проведем перпендикулярно к А; А; прямые, 
которые ограничивают некоторую «полосу», 
причем все точки, лежащие вне этой полосы, 
образуют с А: ис Аутупоугольный треуголь- 
ник. Построенные полосы ие могут запол- 
иять всю плоскость, ибо каждая прямая, 
не параллельная ни одной из них, пересе- 
кает совокупность всех полос по конечному 
числу отрезков и, значнт, содержит точки, 
не принадлежащие ни одной полосе. Присо- 
единив такую точку Ал! К имеющимся и точ- 
кам, мы получим совокупность п -- 1 точек, 
удовлетворяющих условию задачи. 





Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфлрома 

прн Государственном комитете Совета Министров 
СССР по делам издательств, полнграфни 

х книжной торговли, 

г. Чехов Московской областя 





Рукописи ме аозвращаются 





НА МАРКАХ — ОСНОВО- 
ПОЛОЖНИКМ ДИФФЕРЕН- 
ЦИАЛЬНОГО И ИНТЕГРАЛЬ. 
НОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
Открытие дифференцизль- 
ного м интегрального исчис- 
ления принадлежыт к числу 
важныенших достижений ма- 
тематыческой мысли. Оно со- 
ставило целую эпоху в раз- 
витим асех точных наук. 
Дифференциальное я 
интегральное исчиспение бы- 
ло создано почты одновре- 
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УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


АЕРАОВИОГЕ РКАЖАЦЕ 


438 
ил. =. 
ав оне 


вает мев 
АРАД? мял 


менно Исааком Ньюто - 
ном [1643—1727] м Гот- 
фрндом и 
мом Ленбныцем 
[1646—1716]. Портреты этнх 
великих ученых вы видите 
на марках, выпущенных во 
Франции и ФРГ. 

На фото прыведена так- 
же французская марка с 
портретом Рене Денарта 
[1596—1650]. — запожившего 
основы аналитической гео- 
метрии. Он ввел понятие пе- 
ременнойя величины, без кото- 
рого открытия Ньютона мн 
Лейбница были бы невоз- 
можны. На марке — Декарт 
изображен на фоне свомт 
сочинений, слева раскрыта 
одна мз его знаменитых книг 
«Рассуждение о методе». 

Дальненшее развитие 
дифференциальное м ннте- 
гральное исчисленые получи. 
ло в трудах Леонарда 
Р?милера (1707— 1733]. 
Жана Д’Аламбера 
[1717—1783] и Жозефа 
Лун Лагранжа [4736— 
1813]. 

Биографы Энлера, говоря 
о его математических сочи- 
нениях, алервые аводят в 
дифференциальное и инте 
гральное исчисление поня- 
тие «красотан. 

Д’Апамбер в 26 пет раз- 
рабо’ал общие правила со- 
ставления м решения диф- 
ференциальных  уравненин 
[в 23 года он уже был из- 
бран членом Французской 
Академии маук]. 

Жозеф Лун Лагранж — 
знаменитый французским 
математик — ввел методы 
интегрирования дифферен- 
циальных уравненми,. 

Портреты этих ученых 
приведены на советской и 
французских марках. 

Нз советском марке 
Л. Эйлер изображен на фо- 
не Петербургской и Берлин 
скои Академим наук, членом 
которых он явпяйся. 

А. В. Алтыкис 





БИр:УКуапетссте.ги 


К нашим читателям 


Продолжается подписка на научно-попупяр- 
ный физнко-математическим журнал «Каантю 
на 1974 год. 

Основное содержание журнала — мате- 
Риналы, помогающие лучше понять физику 
и математику, научиться применять этм нау- 
км дпя обьяснения различных явлений нм 
процессов, с которыми мы стапкиваемся на 
практыке, научиться решать задачн. 

В журнале читатель найдет много задач. 
Среди иих задачн. предпагавшиеся на всту- 
пительных экзаменах в различные вузы, 
опимпмадные м просто интересные задачм. 

Заметки с описанием физических прибо- 
ров помогут читатепю поставить и прове- 
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В. 3. Кресин Природа 
сверхпроводимости 





В начале ХХ-го века физикам удалось проникнуть в область температур, близких к абсо- 
лютному нулю. Это привело к возникновению совершенно новой области науки — физики 


низких температур. 


Вещество, изучаемое в столь «холодных» лабораториях, находится в совершенно ие- 
обычных условиях. Они отличаются от привычных условий тем, что температура пони- 


жена почти на 300“. 


В мире низких температур наблюдается целый ряд весьма своеобразных яваений. И самые 
замечательные из ннх — это два «сверхъявления» : сверхпроводнмость, о которой пой- 
дет речь в этой статье, и сверхтекучесть жидкого гелия. 


Сверхпроводящее состояние вещества 


Открытие сверхирово - 
димости. Явление сверхпрово- 
димости было открыто немногим более 
60 лет тому’ назад, в 1911 году. В ла- 
бораторин голландского физика Ка- 
мерлинг-Оннеса исследовалось элект- 
рическое сопротивление металлов при 
сверхнизких температурах. 
Камерлинг-Оннеса интересовало, 
как изменяется способность чистых 
металлов проводить электрический 
ток при чонижении температуры. Сс- 
противление движенню электронов 
в чистом металле возникает за счет 
тепловых колебаний ионов, располо- 
женных в узлах кристаллической ре- 
шетки. При понижении температуры 
эти колебания становятся менее ин- 
тенсивными, что приводит к уменыше- 
нию сопротивления. В качестве объек- 
та исследования была выбрана ртуть, 
так как ее можно было легко очистить 
от примесей. Вначале сопротивление 
ртути действительно уменьшалось с 
понижением температуры. Однако 
прн Т == 3,71° *) (в дальнейшем эта 
точка голучила название критиче- 
ской температуры и стала обозначать- 


*) Здесь и ниже мы приводим злачения 
температуры по шкале Кельвина. 


2 


ся Т,} произошло непредвиденное. 
Электрическсе сопротивление скач- 
ком обратнлось в нуль (рис. 1). 
При температурах, меньших Ть, ток 
протекал по металлу без всякого 
сопротивления. Позднее Камерлинг- 
Оннес писал: «Не осталось сомнений 
в существовании нового состояния 
ртути, в котором сопротивление фак- 
тически ксчезает... Ртуть перешла 
в ковое состояние, которое в соответ- 
ствии с его необыкновенными элект- 
рическими свойствами хожно` назвать 
скерхпроводящим состоянием»**.) 





"*) Из речи, гроизцесениой при вручении 
Нобелевской премии. 





Рис. 1. 


1* 


Отсутствие электрического — со- 
противлення означает, что при про- 
текании тока полностью отсутствуют 
потери энергии. Ведь тепловые потери 
при прохождении тока по обычным, 
несверхпроводящим металлам (такие 
металлы называют — нормальными) 
обусловлены  сопротнвлением  про- 
водника. Это видно из известной фор- 
мулы, выражающей закон Джоуля — 
Ленца: 


= РАЕ 


В сверхпроводнике электроны 
не испытывают сопротивления и ке 
теряют энергин. Поэтому сверхпро- 
водящий ток не затухает. 

В 1959 году был поставлен такой 
эксперимент. В металлическом коль- 
це был наведен сверхпроводящий ток. 
Через два с половиной года приборы 
не отметили никакого уменьшения 
этого тока. Отсутствие тепловых по- 
терь приводит к тому, что время 
циркуляции тока по кольцу практи- 
чески бесконечно велико. 


Сверхпроводящие 
щества. Впервые эффект сверх- 
проводимости был обнаружен при ис- 
следовании ртути. Однако вскоре бы- 
ли открыты новые сверхпроводники. 

В настоящее время известно около 
25 элементов, переходящих при по- 
нижении температуры в сверхпрово- 
дящее состоянне. Самая высокая кри- 
тическая температура у ниобия 
(Тк == 9,27), а самая низкая — у нри- 
дия. У иридия сверхпроводимость 
обнаруживается при температуре 
всего 0,140”. Сейчас достигнуты тем- 
пературы в тысячные доли градуса. 
Возможно, многие элементы ока- 
жутся сверхпроводниками при темпе- 
ратурах более низких, чем Т„ ирндия. 

Основную часть сверхпроводящих 
веществ составляют не чистые ве- 
щества, а сплавы и соединения. 
Сейчас известно около 500 таких 
срерхпроводящих веществ, и их чис- 
ло все время увеличивается. Во мно- 
гих лабораториях мира ведется ин- 
тенсивный поиск новых сверхпрово- 
дящих матермалов. 


ве- 
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Самые высокие температуры, при 
которых сохраняется свойство сверх- 
проводимости, наблюдаются именно 
в сплавах. Долгие годы «рекордеме- 
ном» был сплав ниобия с оловом 
М. $п, критическая температура 
которого 18,1”. В настоящее время 
самой высокой Т,„ обладает сложнсе 
ссединение М№.А!-М№.Се,  синтези- 
рованное несколько лет тому назад 
н сохраняющее свойство сверхпрово- 
димости вплоть до температуры 
Тк = 20,1°. 

Уже простсе изучение свойств 
сверхпроводников позволяет сделать 
некоторые интересные выводы. 

Существуют сплавы (капример, 
сплав меди с серой Сиб или золота 
с висмутом Ац,В1), компоненты ко- 
торых порознь сверхпроводннками не 
Являются. 

Бериллий становится  сверхиро- 
водящим только в том случае, если 
образец приготовлен в виде тонкой 


пленки, толщина которой ие пре- 
вышает 10-8 см. 
Различные металлы неодинаково 


проводят электрический ток. Можно 
было бы ожидать, что такие хорошие 
проводники, как медь, золото, сереб- 
ро, у которых сопротивление в обыч- 
ных условиях н так очень мало, легче 
другнх веществ переходят в состоя- 
ние сверхпроводимости. Однако на 
опыте наблюдается совсем другая 
картина. Именно в этих металлах 
сверхпроводимость не обнаружена. 
Важность этого факта отмечалась 
физиками еще задолго до создания 
теорин сверхпроводимости. Так, в 
книге Я. Г. Дорфмана и И. К. Кн- 
конна, вышедшей 40 лет тому назад *), 
читаем: «То обстоятельство, что ни 
Ав, ни Сц, ни другие наилучшие про- 
водники не переходят в сверхпрово- 
дящее состояние, но, наоборот,... пло- 
хие проводники... обладают этой уди- 
вительнсй особенностью, свидетель- 
ствует о том, что механизм сверх- 
проводимости совершенно отличен от 


механизма обычной проводимости». 
*) Я. Г. Дорфман, И. К. Ки. 
коим. Физика металлов. ГТТИ, 1933. 


Недавно было обнаружено, что 
некоторые полупроводники также мо- 
гут при низких температурах пере- 
ходить в сверхпроводящее состояние. 


Особое состояние ве- 
щества. Слово — чсверхпроводи- 
мость» отражает способность веществ 
проводить электрический ток без вся- 
кого сопротивления. Но это — не 
единственная особенность сверхиро- 
водников. Сверхпроводящий — пере- 
ход — это не только исчезновение 
электрического сопротивления. Это 
переход в совершенно новое физи- 
ческсе состояние. В сверхпроводни- 
ках наблюдаются аномалии почти 
всех известных физических свойств. 
О чем бы ни шла речь — о теплоем- 
кости, о поглощении света или звука, 
о поведении в магнитном поле — 
всегда отмечают особые свойства 
сверхпроводников, резко отличаю- 
щиеся от свойств обычных металлов. 
При переходе через критическую тем- 
пературу Тк мы попадаем в мир осо- 
бых законов. Именно поэтому мы 
н будем говорнть не просто о сверх- 
проводимости, а о сверхпроводящем 
состоянии вещества. 

Остановимся сначала на главном 
вопросе: какова природа сверхпро- 
водимости? Как объясняется явле- 
ние сверхпроводимости и что про- 
нсходнт в вешестте, когда его темпе- 
ратура приближается к абсолютному 
нулю? 


Как объясняется явление 
сверхпроводимости? 


Сверхироводимость была открыта, как 
уноминалось выше, в 1911 году. 
Открытие Камерлинг-Оннеса вызва- 
ло огромный интерес. Многие фи- 
зики пытались разными способами 
объяснить исчезновение — электри- 
ческого сопротивления и другие осо- 
бенностн сверхпроводящего состоя- 
ния. Среди ких были А. Эйнштейн, 
еще в 1920 году отчечавший аналогию 
сверхпроводимости и ферромагне- 
тизма; один из создателей квантовой 
механики В. Гейзенберг, нытав- 
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Рис. 2. 


шийся объяснить сверхпроводимость 
особенностями — электростатического 
взанмодействия электронов, и многие, 
многие другие. 

Однако прошло почти полвека, 
прежде чем удалось решить эту за- 
гадку. Только в 1957 году  появи- 
лась работа американских физнков 
Д. Бардина, Л. КупераиД. Шриф- 
фера, в которой была изложена тео- 
рня сверхпроводимостн. 


Притяжение между элект- 
ронами. Название этого раздела 
может вызвать законное удивление. 
В самом деле, электроны как части- 
цы с одноименными электрическими 
зарядамн должны не притягиваться, 
а отталкиваться друг от друга. Ока- 
зывается, однако, что эффект сверх- 
проводимости определяется именно 
наличием сил межэлектронного при- 
тяжения. 

Электронный газ в металле или 
полупроводнике находится под воз- 
действием кристаллической решетки, 
благодаря чему и появляется меж- 
электронное притяжение. Попробуем 
наглядно представить себе механизм 
возникновения этого притяжения. Рас- 
смотрим взаимодействие — какнх- 
нибудь двух электронов е; ие., на- 
ходящихся в металле (рис. 2). Между 
ними действуют, прежде всего, обыч- 
ные силы кулоновского отталкива- 
ния. Но, кроме того, наличие крис- 
таллической решетки приводит к по- 
явлению дополнительного межэлект- 
ронного взаимодействия. Электрон е, 


притягивает один из ионов крис- 
таллической решетки и смещает его 
(например, ион Г на рис. 2) из поло- 
жения равновесия. Электрическое пс- 
ле, создаваемое ионом 7, действует и 
на остальные электроны, поэтому сме- 
щение иона сказывается и на них. 
Таким образом, с «помощью» нонов 
возникает дополнительнсе электри- 
ческсе взаимодействие электронов. 
Теория сверхпроводимости доказы- 
вает, что оно носит характер притя- 
жения. 

Таким образом, кристалличе- 
ская решетка и есть та промежуточ- 
ная среда, которая создает притя- 
жение между электронами. Само при- 
тяжение можно представить себе сле- 
дующим образом. Электрон иритя- 
гивает ионы кристаллической ре- 
шетки. В результате деформации 
решетки электрон оказывается окру- 
женным «облаком» положительного 
заряда. Представьте, что величина 
этого положительного заряда превы- 
шает по величине заряд электрона, 
тогда электрон вместе с окружающей 
его ионной «шубой» оказывается по- 
ложительно заряженной системой, 
которая и притягивается к другому 
электрону. При высоких температу- 
рах достаточно интенсивное тепловсе 
движение отбрасывает частицы друг 
от друга, размывает нонную «шубу», 
что фактическн уменышает силы при- 
тяжения. При низких же температу- 
рах силы притяжения играют очень 
важную роль. 

Может возникнуть вопрос: не про- 
тиворечит лн существование  меж- 
электронного притяжения известным 
законам физики? Если два электрона 
находятся в вакууме, то, конечно, они 
отталкиваются друг от друга. В сре- 


де сила их взаимодействия равна 

- ле —- (Е — диэлектри- 
ческая проницаемость среды). Сре- 
да может иметь отрицательную диэ- 
лектрическую проницаемость г < 0. 
Это приводит к изменению знака сн- 
лы, и электроны в такой среде будут 
притягиваться друг к другу. Решет- 
ка кристалла и оказывается той сре- 
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дой, которая делает отрицательной 
диэлектрическую проницаемость в 
сверхпроводнике. 

Таким образом, при температурах, 
близких к абсолютному нулю, между 
электронами действует кулоновское 
отталкивание и дополнительнсе при- 
тяжение. Все дальнейшее зависит от 
того, какая из этих сил окажется 
большей по величине. Если вплоть 
до абсолютного нуля преобладает 
отталкивание, металл остается нор- 
мальным н его свойства радикально 
не изменяются. Если же при неко- 
торой температуре начинают преоб- 
ладать силы притяжения, то вещество 
переходит в сверхпроводящее состоя- 
ние. 


Электронные пары. При- 
тяжение между электронами, прн- 
водящее к сверхпроводимости, харак- 
теризуется рядом интересных особен- 
ностей. Если мы будем следить за 
поведением какого-нибудь электрона 
в сверхпроводнике, то окажется, 
что этот электрон неодинаково прн- 
тягивается к разным электронам. Он 
«выберет» однн определенный элект- 
рон, к которому будет притягиваться 
наиболее сильно. В частности, этот 


«выбранный» в данный момент 
электрон будет иметь противополож- 
ный импульс. 


Электронная система в сверх- 
проводнике оказывается разбитой 
на пары связанных электронов. 
Состав электронных пар не стабилен. 
Он все время меняется, так что элект- 
ронная система весьма динамична. 
Это выглядит так, как будто электро- 
ны собрались на балу и исполняют 
танец, во время которого постоянно 
меняются партнеры. 

Особо следует остановиться на 
вопросе о размере электронной пары 
Он составляет величину порядка 
10-* см. Для сравнения заметим, 
что период кристаллической решетки 
примерно 10-8 см, так что электроны, 
входящие в пару, находятся друг от 
друга на огромном расстоянии в 10% 
периодов решетки. И тем не менее 
именно они наиболее сильно притя- 


гиваются друг к другу. Если состоя- 
ние одного из электронов, входящих 
в пару, меняется под действием 
какой-нибудь силы (например, под 
влиянием магнитного поля), то это 
изменение сразу же скажется и на 
поведении другого электрона. В сверх- 
проводниках наблюдается редчай- 
ший в неживой природе пример даль- 
ней связи. 

При повышении температуры воз- 
растает роль хаотического теилового 
движения. Межэлектронное притя- 
жение ослабевает, и, наконец, при 
некоторой температуре (это и есть 
критическая температура Т») вещест- 
во переходит из сверхпроводящего в 
обычное, нормальное состояние. 


Отсутствие 
ческого сопротивле - 
ния. Сверхпроводники замечатель- 
ны тем, что в них электроны не оттал- 
киваются, а притягиваются друг 
к другу. 

Под действнем сил притяжения 
электронная система превращается 
в связанный коллектив. Между час- 
тицами действуют силы сцепления. 

В нормальных металлах электрон- 
ный газ может увеличивать свою 
энергию любыми сколь угодно ма- 
лыми порциями. В сверхпроводнике 
электронный газ не может погло- 
щать любую энергию. Минимальная 
порция энергни, которую он может 
поглотить, — энергия связи  элект- 
ронной пары. Картина разрыва 
электронной пары похожа на распад 
атомного ядра. Нейтроны н протоны 
связаны в единое целое, и для разры- 
ва системы требуется конечная энер- 
гия — энергия связи атомного ядра. 

Электрическсе сопротивление свя- 
зано, как известно, с рассеянием 
электронов тепловыми колебаниями 
решетки или иримесями *). Механи- 
ческая энергия движущихся электро- 
нов при этом переходит в тепловую 


электри - 


*) Подробнее © природе сопротивления 
рассказано в статье М. И. Каганова 
и Г. Л. Любарского — чЭлектрон 
движется с трением» («Квант», 1973, № 6). 
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энергию. Представьте себе, что 
электронная система движется в 
кристалле с малой скоростью (сила 
тока при этом невелика). Тогда взаи- 
модействие электронов с решеткой 
будет слишком слабым для того, чтобы 
возбудить электронную — систему. 
Электронному газу при этом может 
быть сообщена энергия, меньшая 
энергни связи. Но электроны в сверх- 
проводнике, как уже было сказано, 
не могут ее поглотить. Поэтому они 
движутся так, как будто нет никакого 
рассеяния. А это и означает отсутст- 
вие электрического сопротивлення, 
то есть возникновенке эффекта сверх- 
проводимости. 

Если же ток превышает некоторсе 
значение, назывемсе критическим, 
то столкновения электронной системы 
с ионами или примесями становятся 
достаточно интенсивными и свойство 
сверхпроводимости нсчезает. 


О некоторых свойствах 
сверхпроводников 


Эффект Мейсснера. Го- 
воря о свойствах сеерхпроводников, 
мы в основном отмечали, что они про- 
пускают ток без всякого сопротнвле- 
ния. В этом разделе мы расскажем 
еще о некоторых особенностях сверх- 
проводящего состояния. 

Предположим, что сверхпровод- 
ник помещен во внешнее магнитнсе 
поле. Оказывается, что поле не в со- 
стоянии проникнуть в толщу сверх- 
проводника. 





Ррс. 3. 


Прн температурах, больших Т., 
силовые линии магнитного поля про- 
никают в вещество, как во всякий 
нормальный металл (рис. 3, а). Нач- 
нем понижать температуру, не вы- 
ключая при этом магнитного поля. 
Как только достигается критическая 
температура Т„, происходит переход 
в сверхпроводящее состояние; при 
этом силовые линии выталкиваются 
из толщи образца (рис. 3, 6). Это 
явление, называемое эффектом Мейс- 
снера, было открыто в 1933 году. 

Как же происходит выталкиванне 
магнитных силовых линий из сверх- 
проводника? Ответ на этот вопрос 
тесно связан с самнм эффектом сверх- 
проводимости, то есть с возможностью 
протекания незатухающих электрн- 
ческих токов. 

Предположим, что мы хотим в ве- 
ществе поддерживать постоянный 
электрический ток. В нормальном 
металле для этого необходимо создать 
постоянное электрическое поле. Маг- 
нитнсе поле не подходит для этой 
цели, так как оно не совершает ни- 
какой работы, а это необходимо, по- 
скольку существует сопротивление 
движению электронов, — возникают 
тепловые потери, и поэтому необхо- 
дим непрерывный подвод энергии. 

Совершенно нные процессы 
разыгрываются в сверхпроводниках. 
Сопротивление в них равно нулю, 
и поэтому для поддержания электри- 
ческого тока никакой работы не тре- 
буется. Постоянный ток в сверхпро- 
водниках может создаваться магнит- 
ным полем. Это очень важная осо- 
бенность электромагнетизма сверх- 
проводников. 

Вернемся теперь к эффекту Мейс- 
снера. Когда сверхпроводник вно- 
сится во внешнее магнитное поле, 
в его поверхностном слсе возникает 
вызванный этим полем сверхпроводя- 
щий ток. Этот ток, как и всяксе дви- 
жение зарядов, создает собственное 
магнитное поле, которое противопо- 
ложно внешнему магнитному полю. 
В теории сверхпроводимости дока- 
зывается, что внутри сверхпроводника 
происходит полная  компеисация 


Пар:Лкуапетесте.ги 





Рис. 4. 


этих полей, поэтому магнитное 
поле там отсутствует. Таким образом, 
поверхностный слой сверхпроводни- 
ка является магнитным экраном, не 
пропускающим внутрь тРещества маг- 
нитное поле. 


«Гроб Магомета». Эффект 
Мейсснера дает возможность наблю- 
дать целый ряд очень необычных 
явлений. 

Вот, например, одно из них. Если 
взять металлическое кольцо, в кото- 
ром циркулирует сверхпроводящий 
ток, и над ним поместить сферу, также 
находящуюся в сверхпроводящем со- 
стоянии, то мы увидим, что сфера 
(если она не очень тяжелая) висит над 
кольцом без всякой поддержки. 

На рисунке 4 изображена сфера, 
висящая над сверхпроводящими коль- 
цами. Как же объясняется возмож- 
ность такого подвешивания? 

При протекании тока по кольцу 
в окружающем пространстве появля- 
ется магнитное поле. Выше мы гово- 
рили о том, что сверхпроводящий 
ток может создаваться магнитным 
полем. Именно такой ток и возникает 
в металлической сфере. Этот ток имеет 
такое направленне, при котором его 
собственное магнитное поле противо- 
положно полю, создаваемому током 
в кольце. Это следует из закона сохра- 
нения энергни так же, как н правило 
Ленца, определяющее направление 
индукционного — тока. 





Рис. 5. 


Направления токов в кольце 
и в сфере оказываются противополож- 
ными, а это приводит к появлению 
силы отталкивания. Сфера висит на 
высоте, определяемой равенством сн- 
лы ее тяжести и силы отталкивания 
токов. 

На рисунке 5 показан другой 
эксперимент. Постоянный магнит ви- 
сит над металлическим образцом, в 
котором магнитным полем индуци- 
руется сверхпроводящий ток. Этот 
эксперимент похож на предыдущий. 
Роль колец, создающих магнитное 
поле, играет постоянный магнит. Этот 
эксперимент получил шуточное на- 
звание «гроб Магомета» (по преданию, 
гроб пророка Магомета висел в воз- 
духе без всякой поддержки). 


Сверхпроводники в маг- 
нитном поле. Критическое 
поле. Если увеличивать внешнее 
магнитное поле, то при некотором 
его значении В» (это значение на- 
зывается критическим магнитным по- 
лем) сверхпроводящее состояние раз- 
рушается, и гещество переходит в 
обычнсе нормальное состояние. Ве- 
личина В„ зависит от температуры. 
Чем ближе мы подходим к крити- 
ческой температуре, тем меньше ве- 
личина В„ и тем легче разрушается 
состояние сверхпроводимости. 

На рисунке 6 показано, как с рос- 
том температуры изменяется величи- 
на критического поля В». Наиболее 
устойчиво сверхпроводящее состоя- 


Пар:ИЛкуапетесте.ги 


Рис. 6. 


ние при абсолютном нуле (значение 
В„о, соответствующее ТГ = 0°, мак- 
симально). Когда температура ста- 
новится равной Тк, величина крити- 
ческого магнитного поля, естествен- 
но, обращается в нуль. 

Таким образом, металл можно 
перевести из сверхпроводящего в нор- 
мальное состоянне и. не повышая его 
температуры. Такой переход может 
произойтн при воздействии на сверх- 
проводник магнитного поля. 

Не следует считать поэтому, что 
вещество прн температурах, меньших 
Т„, — обязательно  сверхпроводник. 
Оно может быть и нормальным ме- 
таллом, если величина окружающего 
магнитного поля превышает Вы. 

На первый взгляд может пока- 
заться, что сверхпроводящий ток, 
протекающий без тепловых потерь, 
идеально подходит для создания сколь 
угодно сильных магнитных полей. 
Ведь при использовании обычных 
электромагнитов большую роль иг- 
рают джоулевы потери. Если мы хо- 
тим получить очень сильные магнит- 
ные поля, то необходимо в обмотках 
создавать достаточно сильные то- 
ки; при этом из-за тепловых потерь 
провода могут просто расплавиться. 

В сверхпроводниках из-за отсутст- 
вия тепловых потерь такой опасности 
нет. Поэтому и может показаться, что 
при увеличении  сверхпроводящего 
тока мы можем получить любое тре- 
буемсе значение индукции магнит- 
ного поля. Одмако как только поле 


достигает значения Вк, сверхпрово- 
димость разрушается, и поэтому дело 
обстоит не так просто. 

Был обнаружен тем не менее класс 
сверхпроводящих веществ,  способ- 
ных создавать мощные магнитные по- 
ля и выдерживать сильные токи, Но 
описание их свойств — это предмет 
особого рассказа. 

Говоря об электромагнитных свой- 
ствах  сверхпроводников, следует 
отметить еще одну любопытную осо- 
бенность, обусловленную наличием 
пар связанных электронов. 


Основным законом, опнсывающим 
постоянный ток в нормальном ме- 
талле, является закон Ома, который 
может быть записан в так называе- 
мой локальной форме: | = Е/р (р — 
удельнсе сопротивление прозодника, 
Е — напряженность электрического 
поля, / — плотность тока). Согласно 
закону Ома, геличина тока в опре- 
деленном месте металла определяется 
значением электрического поля в 
этом же месте. 

В свтерхпроводниках все выгля- 
дит совершеино иначе. Постоянный 
сверхпроводящий ток создается, как 
мы уже отмечали, не электрическим, 
а магнитным полем. Но разница 
состоит не только в этом. Из-за меж- 
электронной связи оказывается, что 
если внешнее поле подействует на 
какой-нибудь электрон в сверхиро- 
воднике, то это действие  «почувст- 
вует» и другой электрон, связанный 
с ним в пару. 

Поместим  сЕерхпроводник во 
внешнее матиитисе поле. Электроны, 
находящиеся в поверхностном слсе 
(в толщу образца поле не проникает), 
приходят в движение, и создается 
сверхпроводящий ток. При этом 
электрон движется как благодаря 
непосредственному действию на него 
внешнего магнитного поля, так и под 
влиянием других, связанных с ним 
электронов, также находящихся под 
воздействием поля. Поэтому ток, воз- 
никающий в данном месте сверхпрс- 
водника, определяется ме только знг- 
чением внешнего поля в этом месте, 
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Рис. 7. Теплопроводность у нормального ме- 
талла отмечена на рисунке снней линнсй, 
зеплопроводиость сперхпроводника — крас- 
Ной. 


но и значением его в некоторой об- 
ласти. Такая связь тока Сс внешним 
полем, в отличие от случая нормаль- 
ного металла, называется нело- 
кальной. 


Тепловые свойства. Тея- 
лоемкость сверхпроводников при 
температурах, далеких от Т», ока- 
зывается очень малой — величиной, 
намного меньшей теплоемкости нор- 
мального металла, взятого при той же 
температуре (переход в нормальнсе 
состояние при этой же температуре 
можно осуществить с помощью маг- 
нитного поля). Поэтому температура 
сверхпроводииков очень легко из- 
меняется при подведении или, на- 
оборот, при отводе теплоты. 

Очень необычна картина передачи 
тепла в сверхпроводниках. Тепло- 
проводность обычного металла хе- 
няется при изменении температуры. 
Например, способность саларов про- 
водить тепло уменьшается с нони- 
жением температуры. Сверхпроводя- 
щий сплав ведет себя совершенно 
иначе. После перехода в состояние 
сверхпроводимости его теплопровод- 
ность не убывает, а возрастает с пони- 
жением температуры, затем она дости- 
гает максимума и только после этого 
начинает убывать (рнс. 7). 

Это еще раз показывает, что сверх- 
проводимость — не только отсутствие 





Рис. 8. 


электрического сопротивления, а осо- 
бое состояние вещества. 


Эффект Джозефсона. 
Рассмотрим контакт (рис. 8}, состоя- 
щий из двух сверхпроводящих пле- 
нок, разделенных тонким (около 
10-?см) слоем изолирующего вещества. 
Электроны могут переходить из одной 
пленки в другую. Мы не станем здесь 
обсуждать вопрос о механизме про- 
хождения электронов сквозь диэлект- 
рический слой, поскольку это не от- 
носится непосредственно к предмету 
нашего рассказа. Отметим только 
возможность наблюдения удивитель- 
ного явления, открытого всего лишь 
несколько лет тому назад. 

Если к коятакту приложить ло- 
стоянную разность потенциалов, то 
через него потечет переменный сверх- 
проводящий ток. Этот переменный 
ток, так же, как, наиример, ток в ко- 
лебательном контуре, будет излу- 
чать электромагнитные волны, и это 
излучение наблюдается на опыте. 

Этот эффект носит имя аяглий- 
ского физика Джозефсона, теорети- 
чески предсказавшего в 1962 году 
возможность его наблюдения. 

Как мы уже говорилн, в сверх- 
проводнике возникают связанные 
электронные нары. Эти пары про- 
ходят через дизлектрический слой и 
приобретают при этом энергию 2е И 
(( — разность потенциалов, при- 
ложенная к контакту). В обычном 
металле эта энергия превратилась бы 
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в тепловую. При протеканин сверх- 
проводящего тока сопротивления нет, 
н полученная электронной парой пор- 
ция энергии 2 е излучается в виде 
кванта с энергией Я» -- 2е/. На опы- 
те н наблюдается излучение с часто- 
той м = 2 е//А. 

Излучать электромагнитные вол- 
ны может только переменный ток. 
Именно такой ток н течет через кон- 
такт Джозефсона. 

В выражение для частоты излу- 
чения входит  удвсенный заряд 
электрона. Это связано с существо- 
ванием электронных пар; полный 
заряд каждой равен 2 е. Одиночный 
электрон ирн прохождении разности 
потенциалов (/ приобретает энергию 
е(. Тот факт, что на опыте действи- 
тельно наблюдается излучение с час- 
тотой * = 2 еШ!В, можно рассмат- 
ривать как экспериментальное под- 
тверждение правильности предстае- 
ления о существовании в  сверх- 
проводниках связанных — электрон- 
ных пар. 

Эффект Джозефсона позволяет со- 
здавать переменный ток с помощью 
постоянной разнссти потенциалов, 

Мы рассказали о природе сверх- 
проводимости и о некоторых эффек- 
тах, наблюдаемых в сверхпроводни- 
ках. Физика сверхпроводимости еще 
очень «молода» и, несомненно, в этой 
области можно ожидать раскрытия 
еще многих тайн. 
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Машина управляет 


Р. С. Гутер, 
Ю. Л. Полиунов 





Недавно сотрудникн американского журна- 
ла «Компьютерс энд аутомейшн»  подсчита- 
ли, что нз шестисот «профессий» электрон- 
ных вычнелительных машин около ста пятн- 
десяти прнходится на долю так называемых 
«управляющих» машин — машин, которые 
управляют  быстротекущими  технологиче- 
скнми и экспернмеитальными  процессамн. 
Мы хотнм здесь рассказать о том, как маши- 
ны управляют и почему для этого понадоби- 
лнсь вычисления. 


Как управляет человек 


Но шоссе мчится автомобиль. Шофер 
управляет движеннем  маши- 
ны. Обгоняя попутный транспорт 
н разъезжаясь со встречными ма- 
шинами, водитель непрерывно следит 
за дорогой. Он намечает траекторию 
и скорость движения и изменяет по- 
ложение педалей и руля машины так, 
чтобы фактические траектория и ско- 
рость как можно меньше отличались 
от намеченных. Мозг — руки — ма- 
шина — глаза — мозг — вот  систе- 
ма управления автомобилем. 

В электрической печи сушатся 
формы для отливок. Температура в 
печи не должна выходить за опреде- 
ленные пределы. Рабочий следит за 
стрелкой прибора, связанного с элект- 
рическим термометром внутри печи. 
Если стрелка приближается к задан- 
ным граннцам, то рабочий увеличи- 
веет или уменышает ток в нагрева- 
тельном элементе, передвигая движок 
реостата, чтобы стрелка возвратилась 
в нужное положение. 


и 4... : 
Г И аа и сит. На плите варится борщ. Повар 





м5 24! С: к пробует борщ и добавляет те нли иные 


11 


12 


продукты нли изменяет силу огня до 
тех пор, пока содержимое кастрюли не 
придет в соответствие с его иредстав- 
лениями о готовом ивкусном блюде. 
Легко видеть, что принципы его дей- 
ствий те же, что и шофера, и рабочего 
у сушильной печи. Различие в дейст- 
виях определяется лишь особенно- 
стями технологических процессов. 


Алгоритмы управления 


Во всех наших примерах фигуриро- 
вал человек. Однако его можно исклю- 
чить из системы управления. Если 
закон управления каким-либо объек- 
том точно сформулирован в виде 
последовательности правил действий 
(алгоритма), то, в привципе, можно 
создать устройство и составить прс- 
грамму, осуществляющую этот алго- 
ритм без участия человека. Такие 
системы принято называть системами 
автоматического управления. 

Например, для управления су- 
шильной печью достаточно выходной 
сигнал электрического термометра 
подать в устройство управления дви- 
гателя, связанного с движком реоста- 
та. Алгоритм управления ясен: если 
температура в печн начала падать, 
то двигатель должен повернуться в 
одну сторону, увеличивая ток в печи; 
если же температура растет, то дви- 
гатель должен уменьшить ток, по- 
вернувшись в противоположную сто- 
рону. 

Отвлекаясь от физической сущ- 
ности процессов, протекающих в сис- 
темах управления, мы можем выде- 
лить блоки, общие для этих систем: 
объект управления, управляющая 
система, исполнительные органы и 
органы (устройства), передающие в 
управляющую систему информацию 
о целях и результатах управления. 
Графическсе изображение такой сис- 
темы (блок-схема) приведено на ри- 
сунке 1. Советуем читателю опреде- 
лить, что именно играет роль того 
или иного блока в каждом из приве- 
денных примеров. 

Описанные системы управления 
называют замкнутыми системами 
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Рис. 1. 


нли системами с обратной связью. 
На принципе сбратной связи —пере- 
даче информации с выхода системы на 
ее вход — основано регулирование 
процессов в живых организмах, тех- 
нических устройствах, — экономихе- 
скнх и общественных системах. 

Чтобы понять роль сбратной свя- 
зн, надо познакомиться с разомкну- 
тыми системами, в которых такая 
связь отсутствует. Примером может 
служить автомат по продаже газн- 
рованной воды. 

Как работает этот автомат? Опу- 
щенная в отверстие монета прове- 
ряется по весу и, падая затем даль- 
не, замыкает электрическую цепь. 
Включенный ею электромагнит при- 
тягивает рычаг, открывающий кла- 
пан (кран} на время, достаточное для 
наполнения стакана водой. 

Бывают случаи, когда автомат 
«не доливает». Он делает это, разу- 
меется не по «злому умыслу», просто 
за время эксплуатации изменились 
свойства электромагнита или рычага, 
и он открывает клапан на более ко- 
роткий срок. 

Попробуем видоизменить автомат 
так, чтобы возникла обратная связь. 
Для этого нужно иметь устройство, 
измеряющее уровень жидкости в ста- 
кане. Выходной сигнал этого устрой- 
ства надо подать в обмотку электро- 
магнита так, чтобы кланан оставался 
открытым до тех пор, пока не придет 
сигнал «стакан полон». Такая система 
будет более гибкой, ей не страшны 
изменения. 

Замкнутые системы — автомати* 
ческого управления появились зна- 


чительно позже разомкнутых. Авто- 
мат для открывания дверей был создан 
Героном  Александрийским около 
двух тысяч лет тому назад. Первые 
же регуляторы с обратной связью — 
регулятор температуры Дребеля, па- 
ровой регулятор уровня Ползунова, 
регулятор оборотов Уатта — появи- 
лись в ХУИ—ХУИПГ столетиях. 
Они выполняли сравнительно прос- 


тую работу: подлерживали какой- 
либо параметр на определенном 
уровне, 


Управление без обратной связи 


По мере развития техники сложность 
объектов управления неизмеримо воз- 
росла. Человеку становится все труд- 
нее и труднее управлять созданными 
им машннами. К примеру, оператору 
скоростного прокатного стана при- 
ходится выполнять до ста (!) опера- 
ций в минуту — нажимать кнопки, 
поворачивать штурвалы и рукоятки, 
передвигать рычаги. Работать в та- 
ком темпе без ошибок человек долго 
не может. 

На помощь пришли вычислитель- 
ные машины. Наиболее типичным 
примером использования вычисли- 
тельной машины в разомкнутой систе- 
ме управления является работа стан- 
ков с программным управлением. 
Вот как они работают. 

Исходная информация для состав- 
ления программы обработки заготов- 
ки берется из рабочего чертежа. Тех- 
нолог намечает нужную — последо- 
вательность обработки, разбивает гео- 
метрический контур детали на участ- 
ки, образуемые прямыми или кривы- 
ми линиями, определяет координаты 
опорных точек (мест сопряжения от- 
дельных участков контура, центров 
дуг ит. д.) и задает параметры линий, 
соединяющих опорные точки. Вся 
эта информация кодируется (в двоич- 
ной или десятичной системе счисле- 
ния) н наносится на перфоленту или 
перфокарты, которые вводятся в спе- 


циализированную — вычислительную 
управляющую машину — интер- 
полятор. 
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Технолог задает координаты лишь 
некоторых (опорных) точек на поверх- 
ности детали. Но движение рабочих 
органов станка необходимо обеспе- 
чить в каждый момент времени. 
Следовательно, информация должна 
поступать в управляющую систему 
станка непрерывно в соответствии с 
законом движения инструмента по 
каждой координате. Этот поток чис- 
ловой информации создается интер- 
полятором, вычисляющим положенне 
рабочих органов станка для каждого 
элемента детали. 

Результаты 


вычислений  ннтер- 


полятора либо непосредственно по- 
ступают в управляющую — систему 
станка, либо предварительно запи- 


сываются на магнитную ленту в так 
называемом унитарном коде (с сс- 
нованием, равным единице) и лишь 
затем передаются в управляющую 
систему .- 


В унитарном коде каждое чнсло записы- 
вается последовательностью единиц в коли- 


честве, равном записываемому числу. На- 
пример, число 5 запишется так: 11111. 
Необходимость  преобразовання — двоично- 


кодированной информации в уннтарный код, 
то есть в последовательность единичных 
импульсов, определяется конструкцией мс- 
полнительных органов станков с програм- 
мным управлением — шаговых двигателей. 
Шаговый двигатель устроен так, чзо каждый 
единичный импульс, поступающий в его 
обмотку, вызывает поворот вала чвигателя 
на строго определенный угол. Следователь- 
но, перемещение рабочего органа 
(резца фрезы и т. п-), связанного с валом дви- 
гателя, будет пропорционально числу импуль- 
сов, пришедших в управляющее устройство 
станка. 

Преобразование информацин в интерпо- 
ляторе осуществляется таким образом, чтобы 
число выходных еднничиых импульсов было 
равно двоично-кодированной — коордниатс 
контура, а время, за которое выдается это 
число импульсов, — заданному времени обра- 
ботки участка контура от одной точки до 
другой. 


Станки с программным управле- 
нием, впервые появившиеся в конце 
50-х годов, в настоящее время полу- 
чили повсеместное распространение. 
Они составляют осноБу будущих, пол- 
ностью  автоматизированных  пред- 
приятий. 
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Управление с обратной связью 


Замкнутые системы управления, ис- 
пользующие вычислительные ма- 
шины, получили наиболее широкое 
распространение в химической и ме- 
таллургической промышленности, в 
тепловой и атомной энергетике. В 
замкнутых системах управляющее воз- 
действие вырабатывается с учетом 
информации о ходе процесса. Устрой- 
ства, собирающие эту информацию, 
называют датчиками. 

Выходной сигнал такнх датчнков, 
как правило, представляет собой 
некоторую физическую величину, 
имеющую непрерывный характер. 
Чтобы цифровая вычислительная 
машина восприняла информацию 
датчиков, непрерывная (часто гово- 
рят — аналоговая) величина должна 
быть преобразована в цифровую фор- 
му в двоичной системе счисления. 
Поэтому важной составной частью 
управляющей машины — является 
аналого-цифровой преобразователь. 

Входной велнчиной аналого-циф- 
рового преобразователя являются 
напряжение или ток, угловое или 
линейное перемещение или положе- 
ние какого-либо устройства. Зачастую 
аналоговая величина предваритель- 
но преобразуется из своей исходной 
формы в другую, более удобную для 
преобразования, например, давление 
преобразуется в перемещение. 


Рассмотрим в Качестве примера одну 
из возможиых схем преобразования напря- 
жения в число импульсов. Пусть на вход 
преобразователя подается напряжение Их 
(рис.2, а). Преобразователь работает дискрет- 
но, то есть измеряет напряжение через опре- 
деленные промежутки времени (такты), в те- 
чение которых входное напряженне можно 
считать приблизительно постоянным. 

Начало каждого такта отмечастся такто- 
вым импульгом, который испускается гене- 
ратором тактовых импульсов (рис. 2, 6). 
Тактовый импульс запускает генератор счет- 
ных импульсов (рис. 2, в), генератор пило- 
образного напряжения (рис. 2, г) н вклю- 
чает счетчик. 

Пилообразное напряжение и входиое 
напряжение И,„х подаются на два входа 
схемы совпадения, Которая в момент их совпа- 
дения (рис. 2, 0) выдает импульс (рис. 2, 5), 
запирающий счетчик. Число счетных ич- 
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Рис. 2. 


пульсов (рис. 2, ж), попавших в счетчик, 
будет пропорционально промежутку времени 
между тактовым и запирающим импуль- 
сами, а этот промежуток пропорционален 
величине входного напряжения Ивх- 
Таким образом, в этом аналого-цифровом 
преобразователе осуществляется следующая 
цепь преобразований: аналоговая величина -+ 
—»напряжение -+ временной — иитервал -» 
цифровая форма. Блок-схема такого 
преобразователя показана на рисунке 3. 


Кроме преобразования аналоговой 
величины в цифровую форму, нередко 
требуется и обратное преобразование. 
Дело в том, что вычислительная ма- 


ГЕНЕРАТОР СЧЕТ- 
м ных импульсов В 
ГЕНЕРАТОР ТАКТОВЫХ СЧЕТЧИК 
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Ох 


шина вырабатывает сигнал в цифро- 
вой форме. Если исполнительным 
органом системы — автоматического 
управления является шаговый дви- 
тгатель, который управляется цифро- 
вым сигналом, то никаких допол- 
нительных преобразований не тре- 
буется. Если же в качестве исполни- 
тельного органа применяется обыч- 
ный двигатель (заслонка, регулятор), 
требующий непрерывного входного 
сигнала, то нужен цифро-аналоговый 
преобразователь. Такие преобразо- 
ватели основаны на тех же принци- 
пах, что и рассмотренные выше ана- 
лого-цифровые. 

Блок-схема замкнутой системы 
управления технологическим — про- 
цессом с использованием электрон- 
ной вычислительной машины изобра- 
жена на рисунке 4. Видно, что, кроме 
вычислительной машины, система уп- 
равления содержит довольно много 
дополнительного оборудования, не- 
обходимого для связи машин с управ- 
ляемым объектом. 

Прежде всего, необходимы — дат- 
чики величин, характеризующих уп- 
равляемый процесс. К ним относятся: 

а) входные параметры процессов 
(давление, — температура, расход 
сырья, потребление тепловой и элект- 
рической энергни и т. д). Эти ведичи- 
ны могут быть управляемыми (если 
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мы можем их изменить с помощью 
управляющих сигналов) или 
неуправляемыми (если мы не можем 
их изменить); 

6) возмущения, нарушающие нор- 
мальный ход процессов (колебания тем- 
пературы окружающей среды, сете- 
вого напряжения н т, д.); 

в) выходные параметры процессов 
(количество и качество основного 
и побочного продуктов, их температу- 
ра, состав и т. д.). 

Вся информация должна быть 
преобразована в цифровой вид и вве- 
дена в вычислительную машину. 
Кроме этой информации, в машину 
необходимо ввести алгоритм управ- 
ления, переведенный на машинный 
язык (программу управления). Имен- 
ио благодаря программе машина смо- 
жет рассчитать, какие  управляю- 
щие воздействия нужны в данной 
ситуации, чтобы регулируемый про- 
цесс шел наивыгоднейшим образом. 


Как составляется алгоритм 


Составление алгоритма управления 
для каждой системы или, точнее, для 
каждого управляемого процесса, пред- 
ставляет собой сложную задачу. Очень 
часто не удается получить строгое 
математическое описание сложных 
процессов и выразить зависимость 
между характеризующими их вели- 
чинами в аналитической форме. Тогда 
приходится прибегать к эксперимен- 
тальным методам установления таких 
зависимостей. 

Полученные сведения и описания 
используются для построения ма- 
тематической модели объекта, которая 
представляется в виде программы 
и вводится в управляющую машину. 
Кроме такой модели, необходимо 
нметь также точный критерий опти- 
мальности процесса, определяющий 
цель управления *). Чаще всего 


*) Насколько важна четкая формули- 
ровка цели управления, читатель может 
судить по рассказу американского писатс- 
ля-фантаста Р. Шекли, Страж-птица, №., 
«Молодая гвардия», 1968 (Библиотека на- 
учной фантастики. Т. 16}. 
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Рис. 5. 


целью управления является дости- 
жение максимального экономиче- 
ского эффекта. Однако, иногда прн- 
ходится иметь дело и с другими кри- 
тернямн, например максимальной 
пронзводительностью, минимальными 
затратами или кратчайшим сроком. 

В ряде случаев управляющий ал- 
горитм удается снабдить — «способ- 
ностью самообучения». Это означает, 
что программа будет иметь возмож- 
ность анализировать результаты уп- 
равляющих воздействий ин соответст- 
вие выбранной математической мо- 
дели процесса его реальному течению 
и вносить требуемые коррективы в 


математическую модель. 

Система «СТАРТ» 

Все читатели, наверное, видели ав- 
томатический — светофор — простей- 


шую незамкнутую систему. В нем 
свет переключается в определенном 
порядке через определенные проме- 
жутки времени без учета фактической 
ситуацин на перекрестке. Летом 
1972 года на площади Серпуховской 
заставы в Москве (с довольно сложной 
схемой движения, см. рис. 5) была 
включена система автоматического уп- 
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ЛДАНИЛОВСКИЙ ВАЛ 








равления транспортным = потоком. 
От датчиков, расположенных под 
проезжей частью улиц, выходящих на 
площадь, в систему подаются сведе- 
ния о числе машин, движущихся по 
каждому направлению. Для каждого 
возможного положения светофоров 
вычислительная машина подсчиты- 
вает число движущихся и простан- 
вающих автомашин и определяет сред- 
нее время простоя в расчете на одну 
машину, после чего выбирает поло- 
жение светофоров так, чтсбы время 
простоя было минимальным. 

В 1974 году в Москве должна быть 
введена в эксплуатацию — система 
автоматического регулироваиия 
транспортных потоков «СТАРТЬ, ко- 
торая будет «заведовать» всеми све- 
тсфорами внутри Садового кольца 
столицы. Для каждого внутреннего 
узла схемы можно будет рассчитать 
число машнн, подходящих к этому 
узлу по различным направлениям. 

Алгоритм управления для таксй 
системы включает в себя расчет 
среднего времени простоя машин; 
критерий оптимальности  (услевие 
наивыгоднейшего протекания про- 
цесса) — минимальность этого вре- 
мени нростоя. 
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МАГинибург 


ИЗМЕРЕНИЕ 


МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 
НА ЛУНЕ 





Коротко о приборе 


Еще в глубокой древности было из- 
вестно, что Земля действует на маг- 
нитную стрелку, как если бы она была 
гигантским магнитом. И до сих пор 
ученые не могут ответить на вопрос 
о причине возникновения земного маг- 
нитного поля и законах его изме- 
нения во времени {оно медленно ме- 
няется иа протяжении тысячелетий). 
Поэтому огромный интерес для науки 
представляет вопрос о том, есть ли 
магнитные поля у других космических 
тел — у Луны, Марса, Венеры и так 
далее, отличающихся от Земли внут- 
ренним строеннем, размерами и пе- 
рнодом суточного вращения. Из срав- 
нения магнетизма плавет и магне- 
тнзма Земли можно будет понять, что 
явилось причиной появления магнит- 
ного поля на Земле. 


Магнитные ноля, правда, очень сла- 
бые — примерно в 6000 раз меньше 
земного, — есть и в межпланетном 
пространстве. Во всей Солнечной сис- 
теме от Солнца и до Нептуна нельзя 
указать места, где бы не было этих 
слабых полей. 


Для измерения магнитных полей на 
планетах и в межлланетном простран- 
стве почти на всех космических кораб- 
лях устанавливаются специальные 
приборы — так называемые ферро- 
зондовые магнитометры. Это один 
из основных космических приборов. 


Феррозондовый магнитометр СГ 
(название нашего советского прибора 
этого типа) был установлен на треть- 
ем советском искусственном спутнике 
Земли (он измерял магнитное поле 


2 Каант М И 


Земли на высотах в сотни километров}, 
на спутниках «Электрон» (высоты в 
десятки тысяч километров), на стан- 
циях «Венера-4» и «Луна-2», на ис- 
кусственных спутниках Луны з«Лу- 
на-10», «Луна-1%, на «Луноходе-2», 
на советских искусственных спутни- 
ках Марса «Марс-2» и «Марс-3» и 
так далее. 


На рисунке | показано, как ус- 


танавливается магнитометр на станции 
«Луна» (он укрепляется на длинной, 
2—3 метра, штанге). 





Рис. 1. 
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Этот прибор, по существу, — спе- 
циальная разновидность трансфор- 
матора. 

Обычный трансформатор состоит 
из двух обмоток, первичной и вто- 
ричной, навитых на общий ферромаг- 
нитный сердечник *). В магнитометре 
СГ сердечником служит тонкая лента 
из пермаллоя—-специального сплава 
железа (20%) и никеля (80%). 

Индукция В результирующего 
магнитного поля в сердечнике скла- 
дывается из двух частей: индукции 
В, поля, создаваемого током намаг- 
ничивающей катушки, и индукции 
Ву поля, создаваемого ориентиро- 
ванными элементарными и В 


самом веществе. Отношение `8, = 


РО Ли 
=: Б. 7 
нитной проницаемостью вещества, для 
ферромагнетиков много больше еди- 
ницы (то есть Въ » Во) **). 

Произведение индукции В на 
площадь $ сечения сердечника, .пер- 
пендикулярного вектору В, то есть 
В5$, называется магнитным потоком. 

По закону электромагнитной нн- 
дукции изменение магнитного потока 
во времени порождает во вторичной 
обмотке электродвижущую силу ин- 
дукции, величина которой пропорцио- 
нальиа скорости изменения магнит- 
ного потока и числу витков во вто- 
ричной обмотке. Если число витков 
во вторичной обмотке больше, чем 
в первичной, мы получим в ней на- 
пряжение большее, чем в первичной 
(повышающий трансформатор). Наз- 
начение трансформатора — повысить 
(нли понизить) напряжение, подан- 
ное в первичную обмотку. 


называемое маг- 





*) Напомним, что ферромагнитными на- 
зывают материалы, способные сильно на- 
магничиваться, даже когда они находятся 
в сравнительно слабом внешнем магнитном 
поле (в основном это железо, никель и не- 
которые их соединения и сплавы). 

*”) Величина магнитной проницаемости 
может сильио меняться при изменении внеш- 
него магиитного поля. В частности, пермал- 
лой отличается тем, что при очень слабых 
виешних полях значение р резко изменяется с 
изменением внешнего поля. 
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В магнитометре, как и в трансфор- 
маторе, имеется первичная и вторич- 
ная обмотки, навитые на общий пер- 
маллоевый сердечник (схему магнито- 
метра см. на рис. 8 в Приложенин). 
В первичную обмотку от специально- 
го генератора подается переменный 
ток с частотой 5000 гц. Этот ток соз- 
дает в пермаллоевом сердечнике ле- 
ременный магнитный поток Ф, а из- 
менение во времени этого потока ин- 
дуцирует во вторичной обмотке э. д. с. 
индукции. Величина э. д. с. измеря- 
ется специальными приборами, уста- 
новленными на космическом аппара- 
те, и передается по радио на Землю. 

Однако цель магнитометра — не 
повышение или понижение напряже- 
ния, а измерение постоянного во 
времени слабого внешнего магнитного 
поля, в котором находится прибор. 

Внешнее поле изменяет магнит- 
ную проницаемость сердечника и тем 
влияет на вторичное напряжение 
(принцип действия магнитометра под- 
робнее описан в Приложении). Сер- 
дечники трансформаторов изготавли- 
ваются из трансформаторной стали — 
сплава железа ин кремния: слабые 
внешние магнитные поля не меняют 
магнитной проницаемости этого ма- 
териала. 

Магнитометр имеет три взаимно 
перпендикулярные катушки; они из- 
меряют составляющие поля в трех 
взаимно перпендикулярных направ- 
лениях. 

Чувствительность прибора очень 
высока. Так, например, магнитометр, 
установленный на искусственном спут- 
нике Луны «Луна-10», регистрировал 
изменения магнитной индукции вели- 
чиной в | гамму. (у — единица изме- 
рения магнитной индукции; 1 = 
= 10-® тл. Магнитное поле у поверх- 
ности Земли — 30--60 тысяч гамм, 
межпланетное поле — 5%.) 


Первое измерение 
магнитных полей Луны («Луна-2») 


Станция «Луна-2» была запущена в 
Советском Союзе 12 сентября 1959 го- 
да и достигла Луны 14 сентября 1959 


4000 3000 2000 1000 о 
Расстояние от поверхности Луны, нм 


Масштаб: 1 —40т 


Рис. 2. 


года. На ракете был установлен 
магнитометр СГ. 

На рисунке 2 приведены показа- 
ния всех трех катушек магнитометра 
при падении ракеты на Луну. Вверху 
показан модуль (абсолютная величина} 
поля В = ИВ + В+ в: ` Чувстви- 
тельность прибора составляла 30у. 
Как видно из рисунка 2, постоянного 
поля, большего 100у, прибор не 
обнаружил. Если бы такое поле 
на поверхности Луны существо- 
вало, то при чувствительности при- 





Рис. 3. 
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бора 30%» оно было бы обнаружено. 
Последнее свое показание прибор пе- 
редал с высоты 55 км над лунной 
поверхностью. Следовательно, по- 
стоянного поля, превышающего 100%, 
на участке поверхности, куда упала 
ракета, нет. 

В чем значение этого результата? 

Во-первых, он важен для пони- 
мания внутренней структуры Луны. 
Земное магнитное поле создается, по- 
видимому, сложной системой течений 
расплавленных металлов в ядре Зем- 
ли (рис. 3). Отсутствие на Луне маг- 
нитного поля, близкого по величине 
к земному, говорит о том, что в ядре 
Луны нет токов, создающих магнит- 
ное поле. 

Во-вторых, отсутствие в недрах 
Луны магнитного поля в корне ме- 
няет характер взанмодействия Луны 
с ионами и электронами, падающими 
на ее поверхность. 

Солнце кроме видимого света, 
ультрафиолетовых, инфракрасных н 
рентгеновских лучей испуснает также 
потоки электронов и ионов — так 
называемый солнечный ветер. Ско- 
рость нонов солнечного ветра (на 
95% это ионы водорода — протоны) — 
от 300 до 700 км в зависимости от 
условий на Солнце (от его активно- 
сти). Кроме этого ветра Солнце ис- 
пускает и частицы гораздо больших 
энергий, так называемые солнечные 
космические лучи. Если средняя энер- 
гия протонов солнечного ветра 


1,6-10-2% (5.107)? 
2 о 
=2.10—3эрг-=3200 зв, 





ту? 
т 


то средняя энергия частиц, входящих 
в состав солнечных космических лу- 
чей, — 100 = 200 миллионов элект- 
рон-вольт. Солнечные космические 
лучи летят от Солнца во все уголки 
Солнечной системы, они летят и к 
Земле. Но на поверхность Земли этн 
частицы не попадают: магнитное по- 
ле Земли на высотах в 60—80 тысяч км 
от ее поверхностн преграждает путь 
солнечным космическим лучам. 
Поясним, как это происходит. 
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Движущиеся ноны это ток. 
На ток в магнитном поле действует 
сила Е, перпендикулярная направ- 
лению поля и вектору скорости. 

На рисункс4 показано, как влия- 
ет магнитное поле Земли на движе- 
ние ионов солнечного ветра. Из рн- 
сунка видно, что прямолинейная тра- 
ектория иона при попадании его в 
магнитное поле Земли искривляется 
и переходит в окружность. 

Однако поток быстрых нонов мо- 
жет искажать магнитное поле, на 
которое он налетает. Теория показы- 
вает, что результат взаимодействия 
солнечного ветра с магнитным полем 
Земли зависит от соотношения между 
кинетической энергией ионов, нахо- 





Рис. 5. 
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дящихся в единице объема простран- 
ства, «заполненного» солнечным вет- 


2 
пе ("п — 


2 


ионов} и плотностью энергии магнит- 
ного поля (энергии, приходящейся на 
единицу объема пространства), ко- 
торая пропорциональна величине 
В*/2 (В — величина индукции маг- 
нитного поля Земли на данной высоте 
от ее поверхности). Далеко от Земли, 
на расстояниях свыше 100 000 км, 


у ту? 
магнитное поле Земли мало ип —= 2». 


ром, 


ПЛОТНОСТЬ 


‚ 8 р 
»-- — солнечный ветер движется бес- 


препятственно. 
то? В 
ниях п Е траекторин 


На меньших расстоя- 
ионов 


искривляются магнитным полем Зем- 
ли, и на расстояния, меньшие — 60 
тысяч км от поверхности Земли, 
солнечный ветер не проникает. 

Однако, не будучи в состоянии 
«пробить» магнитный щит, солнечный 
ветер деформирует магнитное поле 
Земли. Область магнитного поля 
Земли, несколько деформированного 
солнечным ветром, называется магни- 
тосферой. 

За Землей магнитосфера образует 
магнитный хвост Земли. Искаженные 
силовые линин поля Земли в этой 
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Рис. 6. 


области замыкаются на расстояниях 
порядка | миллиона км от ее поверх- 
ностн. На рисунке 5 область магнито- 
сферы показана голубым цветом (чер- 
ные линии — магнитные силовые 
линиН). 

‚ В области, примыкающей снаружи 
к гранние магнитосферы, магнитное 
поле солнечного ветра нскажено 
влиянием земного поля. Эта область 
(на рисунке 5 она более темная, чем 
магнитосфера) — область «возмущен- 
ного» солнечного ветра. Ее ближай- 
шая к Земле внешняя граница про- 
ходит на расстоянии -— 100000 км 
от поверхностн Земли. За этой грани- 
цей существует невозмущенный сол- 
вечный ветер (черный цвет на рисун- 
ке 5), движущийся от Солнца пря- 
молинейно. 

Магнитосфера Земли — это внеш- 
ний щит толщиной 60000 км, пре- 
дохраняющий нас как от губитель- 
ного действия солнечных космических 
лучей, так и от менее опасных ионов 
солнечного ветра. Следующий, внут- 
реипний щит образует земная атмос- 
фера. 

Магнитные измерения, выполнен- 
ные на ракете «Луна-2», внервые по- 
казали, что на Луне нет сильного 
магнитного поля. Там нет и второго 
щита — атмосферы. Поэтому солнеч- 
ные космические лучи беспрепятствен- 
но бомбардируют лунную поверх- 
ность; радиационная опасность 
на Луне намного болыше, чем на 
Земле. 


Измерения 
на искусственных спутниках Луны 


На рисунке 6 показаны орбиты ис- 
кусственных спутников Луны. На 
всех этих спутниках были уста- 
новлены  феррозондовые — магнито- 
метры. 

Чувствительность  магнитометра, 
установленного на первом в истории 
искусственном спутнике Луны «Лу- 
на-10» (он был запущен в Советском 
Союзе в апреле 1966 года), была 14;. 
Магнитная съемка выполнялась вдоль 
траектории спутника на высотах от 
350 до 1017 км над лунной поверх- 
НОСТЬЮ. 

В 1967 году был выведен на ор- 
биту вокруг Луны амернканский спут- 
ник «Эксплорер-35». На нем был ус- 
тановлен феррозондовый — магнито- 
метр, аналогичный нашему СГ. 

Результаты измерений «Луны- 10» 
и «Эксплорера-35» подтвердили из- 
мерения «Луны-2». Луна не имеет 
собственного магнитного поля (поля 
ядра) и ведет себя по отношению к 
магнитному полю солнечного ветра 
как немагнитный шар с низкой элект- 
ропроводностью (что указывает на 
отсутствие жидкого ядра). Ионы сол- 
нечного ветра и космические лучи 
беспрепятственно достигают ее по- 
верхности. 

В 1971 году были запущены ис- 
кусственные спутники «Луна-19» и 
«Аполлон-15а» (на рисунке 6 орбита 
«Аполлона-15а» показана пунктиром; 
этот спутник был запущен с косми- 
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ческого корабля «Аполлон-15»). Эти 
спутники летали на небольших вы- 
сотах над лунной поверхностью 
{«Аполлон-15а» — 110 -- 140 км) и 
подтвердили вывод об отсутствии на 
Луне магнитного поля, создаваемого 
ядром, с еще большей точностью. 


Намагничивание 
лунных образцов 


Магнитного поля ядра на Луне нет. 
Но вот на Землю были доставлены об- 
разцы горных пород Луны, и изме- 
рения показали, что эти образцы на- 
магничены. 

Как возникло это намагничива- 
ние? 

Первое естественное объяснение — 
гипотеза о существовании у Луны в 
далеком прошлом магнитного поля, 
которое впоследствии исчезло. До- 
пустим, что когда-то Луна имела рас- 
плавленное ядро, создающее сильное 
магнитное поле (рис. 7а). Это поле 
намагнитило горные породы на по- 
верхности, содержащие железо. За- 
тем, при остывании „Туны и замед- 
лении ее суточного вращения, маг- 
нитное поле ядра исчезло. Однако 
намагниченные толщи лунной по- 
верхности сохранили свои магнитные 
свойства — так называемое остаточ- 
ное намагничивание (рис. 76). 


Рис. 76. 


Основную долю остаточного на- 
магничивания порода приобретает 
при остывании: следовательно, при 
остывании Луны поле ядра было. 
По остаточному намагничиванию, 
зная состаз образца, можно судить 
и о величине магнитного поля, в 
котором этот образец остывал. С дру- 
гой стороны, возраст горных пород 
можно определить по относительно- 
му содержанию радиоактивных эле- 
ментов и продуктов их распада*). 

Такие совместные измерения ра- 
диоактивности и намагничивания об- 
разцов лунной породы показали, 
что примерно 3,1 миллиарда лет на- 
зад на Луне существовало собст- 
венное магнитное поле не меньше 


1000%. 


Магнитометры на поверхности Луны 
(«Аполлон-12,-14,-15», «Луноход-2» ) 


Возникает и новая задача — измерить 
распределение поля этого остаточного 


намагничивания по — поверхности 
Луны. 
Почему магнитометры, установ- 


ленные на спутниках Луны, не за- 





*) О радноактивных методах определе- 
ния возраста горных пород можно прочитать 
в статье: Кузнецов И. Часы на 
миллиарды Лет. «Квант», 1973, № 4. 


регистрировали поля остаточного на- 
магничивания на Луне? Дело в том, 
что измерения на спутниках Луны 
для этой цели непригодны. Поле яд- 
ра, если оно существует, у поверх- 
ности планеты существенно меняется 
(убывает) на расстояниях порядка 
радиуса планеты. Поэтому магнитное 
поле Земли на высоте в 6000 км при- 
близительно в 8 раз меньше его зна- 
чения у поверхности и составляет 
около 4000. И если на высотах 100— 
1000 км над лунной поверхностью 
магнитного поля не обнаружено, то 
это означает лишь, что у Луны нет 
поля ядра, но ничего не говорит о 
поверхностном магнитном поле. 

Поле остаточного намагничива- 
ния — поверхностное, оно быстро 
убывает с высотой, и для его регистра- 
ции надо установить магнитометр на 
поверхности Луны. 

Такой эксперимент был осуществ- 
лен космонавтами космического ко- 
рабля «Аполлон-12» 19 ноября 1969 го- 
да. Они установили феррозондовый 
магнитометр, привели его в действие. 
Прибор продолжал работать много 
месяцев и в отсутствие космонавтов, 
а его показания автоматически пе- 
редавались радиопередатчиком на 
Землю. 

На рисунке 6 черными. точками 
{А-12, А-14, А-15} показаны места 
установки магнитометров космонав- 
тами кораблей «Аполлон». 

На протяжении нескольких ме- 
сяцев по лунной поверхности дви- 
гался самоходный аппарат «Лу- 
ноход-2», управляемый по радио с 
Земли. На нем также был установ- 
лен феррозондовый магнитометр СГ. 

Магнитные измерения на поверх- 
ности Луны показали, что поле по- 
верхностного намагничивания в раз- 
ных участках лунной поверхности 
имеет разную величину: 38} («Апол- 
лон-12»), 43у, 100% (переносный маг- 
нитометр с «Апполлона-14»). 

Насколько быстрс это поверхност- 
ное поле убывает с высотой, показы- 
вает следующий пример. Когда спут- 
ник, запущенный с ракеты «Апол- 
лон-15», пролетал на высоте 100 км 
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над участком лунной поверхности, 
где «налунный» магнитометр «Апол- 
лона-14» зарегистрировал поле в 1007, 
он не обнаружил никакого следа это- 
го поля. 

За последний, 1973 год, в резуль- 
тате нзмерений, полученных с по- 
мощью корабля «Аполлон-17», наши 
взгляды на строенне Луны претерпе- 
ли эволюцню. Получено много данных 
в пользу горячего (ЁР_>> 1000° С) ядра. 
Но токов, которые создавали бы маг- 
нитное поле, в ядре нет. Магнитное 
поле Луны обусловлено остаточным 
намагничиванием коры и, возможно, 
процессами в слоях под корой, на 
глубинах 100—200 км. 


Марс, Юпитер, Венера 


Советский феррозондовый магнито- 
метр СГ, установленный на станции 
«Венера-4», измерил магнитное поле 
(— 10 у) на расстояниях вплоть до 
200 км от поверхности Венеры. 
Собственного магнитного поля Вене- 
ры на этих расстояниях не обнару- 
жено. 

Ценную информацию дгл магни- 
тометр СГ, установленный на искус- 
ственных спутниках Марса «Марс-2» 
и «Марс-3». На высоте 2000 км над 
поверхностью Марса обнаружено по- 
лев 27%, что в 8 раз превышает меж- 
планетное поле. Если последующие 
измерения подтвердят, что это соб- 
ственное поле Марса, то таким может 
быть только поле ядра: поле поверх- 
ностного намагничивания на высотах 
в 1000—2000 км исчезает. 

Наряду с измерениями на Марсе 
на очереди измерение магнитных по- 
лей на самой большой планете — Юпи- 
тере. По спектру радиоизлучения Юпи- 
тера в диапазонах метровых и санти- 
метровых волн можно с достаточной 
уверенностью утверждать, что Юпи- 
тер обладает сильным магнитным по- 
лем — в сотни раз более сильным, 
чем поле Земли. Природа н характер 
поля Юпитера еще совсем непонятны. 
Для измерения магнитных полей на 
Юпитере на космических кораблях 
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_ «Пионер-10» и «Пионер-11», запущен- 
ных недавно к Юпитеру, установлены 
феррозондовые магнитометры. В де- 
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кабре этого года будут получены ре- 
зультаты измерений кораблем «Пи- 
онер-10» поля Юпитера. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


Феррозондовый магнитометр 


Поле, возникающее в сердечнике, определястся суммарным полем, создаваемым током 
первичной катушки и тем слабым внешним постоянным (или мало меняющимся во вре- 
мени) полем, в котором находится магнитометр: В = иВсум=(В, эт ®Ё -- Ву). Магнитная 
проницаемость материала сердечника—пермаллоя— зависит от величины индукции Всум: 
ц=@—6В?сум (а, 6-— некоторые постоянные коэффициенты, а—безразмерный, размерность 


[6] = ГЕ] - Так что магнитный поток через сечение сердечника, перпендикулярнос 


силовым линиям суммарного магнитного поля, равен 
Ф = 5(аВсум — ЬВЗ )} = $[а(В, зт ФЁ- В‚) — ВВ: зт в -- Въ)з] = 


сум 
= $ (аВат в -- ав, — ЬВЗ $113 0Ё — 36В5 : $1 @ё — ЗЬВЕВ т шё — В). 
Принцип действия магнитометра: он «выделяет» четвертый член ( — З6В.В? $! =. 


3 
= ЬВоВ1 (1 — с0$ 2608) и по создаваемой им во вторичной сбмотке электродвижущей силе 


измеряет Ву. Но как подавить остальные слагаемые потока? 

Для этой цели на сердечник надеваются 
не одна, а две первичные обмотки, намотанные 
в противоположные стороны (см. рис. 8). 
Эти обмотки создают в вакууме поля 
Вт ФЁи —Ву $т 2 соответственно. В сер- 
дечнике суммарный поток от двух обмоток 
Фсум = $[а(В; эт оё -- В.) — Ы В: зт < 

+ Во)*] - $[а(—В; яп «Её -- В.) — 
—6 (—В: зп ®Ё -- В.) | =$(аВ,—2588 — 


—З6ВоВ 2 + ЗЫВьВ? соз 24) 
нмест частоту Е два раза большую, чем ча- 
стота питающего тока. Соответственно такой 
прибор называется датчиком второй гармо- 
Ники. 

Если бы прибор работал в линейном ре- 
жные (то есть магнитный поток в сердечнике 
был равен Ф-=5 [а(Вь-| В, эт ©/)]), то 
созданный слабым межпланетным полем маг- 
нитный поток Ф, —= аВ,5 было бы трудно 
регистрировать из-за его малости. Перемен- 
ный во времени поток Ф.—а$ В: яп ®Ё ничего 
бы для нзмерення поля не давал, он не зависел 
бы от измеряемого поля В,. Кубическая (то 
ссть нелинейная) зависимость Ф == Ф(Всум) 
вносит в поток слагаемое (З6В,В? с0$ 201, 
пропорциональное как индукцни Ву измеряемого внешнего поля, так и квадрату нндук- 
ции возбуждающего поля. Это уже не малая величина, к тому же ее можно регулиро- 
вать, изменяя ток возбуждения. 

Почему из ряда ферромагнитных материалов выбран именно пермаллой? Прежде всего, 
кривая намагничивания пермаллоя содержит нелинейные кубические члены. Кроме того, 
благодаря высокой магнитной проницаемостн пермаллоя, достигающей уже в слабых полях 
величины ц =: 100 000, малые намагничивающие поля создают в сердечнике большую ин- 
дукцию. Изменение этой индукции во времени вызывает большую э. д. с. во вторичной 
обмотке, амплитуда которой пропорциональна величине измеряемого поля, а частота рав- 
на удвоснной частоте интающего тока. Создавасмый этой э. д. с. ток во вторичной обмотке 
усиливастся специальной схемой, выпрямляется, и его постоянная составляющая служит 
мерой поля Ву. 


Первичная 
обмотна 


Трансформатор 


Вторичная 


обмотна 
Первичные 


обмотки 


Пермзллоевый 
Вторичная сердечник 


Изм м 
Зитряяное обмотка 


поле 
Магнитометр 





Рис. 8. 
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Н.Б. Вии Последовательность 
прыжков 





В этой заметке мы решим задачу 
М190 из «Задачника Кванта» — за- 
дачу о блохе, прыгающей по двум 
прямым. Ее можно решать но-разно- 
му. Мы сведем эту задачу к такому 
вопросу: нусть задано два нли не- 
сколько перемещений илоскости, ос- 
тавляющих данную точку О непод- 
вижной (это могут быть повороты или 
симметрии); какое преобразование 
плоскости получится, если последо- 
ватель!о выполнить данные преобра- 
зования одно за другим? 

Поскольку этот вопрос интересен 
и сам но себе, а не только в связи сре- 
шением задачи про блоху, мы будем 
иногда отклоняться в сторону и пред- 
лагать упражнения, не относящиеся 
непосредственно к задаче М190. 

Вначале папомним формулировку 
задачи. 


На плоскости даны две пересе- 
кающиеся прямые а и 6. В точке А», 
находящейся на прямой а на расстоя- 
нии меныие | от прямой В, сидит 
блоха. Затем блоха последовательно 
прыгает в точки Въ, А,, В. Д,, 
В,, .... руководствуясь следующими 
правилами (рис. 1): 

1) точки А, А, А„,... лежат на 
прямой а, точки В, Вь, В», ...— 
на прямой 6; 

2) Аа о В 

‚ =В. Аа = А.В. =... = | 

3) точка о" не совпадает с А„, 
кроме случая, когда А,В, |. а (и ана- 
логично Виз, совпадает с Во только, 
асли ВАли | 6). 


(Условиями Г) — 3) последователь- 
ноеть прыжков определяется одно- 
значно.) 

Докажите, что если угол между 
прямыми а и 6 измеряется рациональ- 
ным числом градусов, то путь блохи 
будет периодическим, то есть в неко- 
торый момент она попадет в началь- 
ную точку А’ и затем будет последо- 
вательно проходить те же самые точ- 
кы В, А,, В., ..., как в начале пути; 
а если — иррациональным числом, то 
блоха не попадет ни в какую точку 
более двух раз. 


Конечно, интересно разобраться не 
только в том, «зациклится» путь бло- 
хи или нет, но и вообще разобраться, 
как устроена последовательность то- 
чек 


Ах. В», А; В, вет ета Вл > (1) 
например, паучиться по номеру п 
определять положения точек А,„ и В„. 

В нашем решении будет полу Чен от- 
вет и на этот вопрос. В дальнейшем 
вместо слова «блоха» мы часто будем 


употреблять слово «точка». 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


1. Точка прыгает по двум прямым 


Естественно начать с эксперимента: 
провести две прямые, вооружиться 
циркулем (сще удобнее — нзмерите- 
лем) и, взяв какую-то точку Ло в ка- 
честве начальной, посмотреть, как 
выглядит «траектория» блохи. На 
рисунке | построеноднн такой при- 
мер: точки Ло, Ву, А, Ви,... послело- 
вательно соединены красными н го- 
лубыми отрезкамн (со стрелками), 
указывающими нуть блохи. Можно 
новторить такой эксперимент, взяв 
другой угол между прямыми или 
другую начальную точку. После не- 
скольких проб стаповится ясно, что 
точки А» (н В„) попадают то но одну, 
то по другую сторону отточки пере- 
сечения К прямых аи фв. Правда. 
строгой пернодичности тут нет: 
например, на рисунке 1 блоха бы- 
вает на каждом из лучей с верши- 
ной К иногда подряд два раза, 
нногда — трн. И. конечно, экспери- 
мепт не позволяет узнать, попадает 
ли блоха через несколько шагов в 


начальную точку Ао: ведь построения 
мы можем выполнять только прибли- 
женно, так что по чертежу мы никак 
не сможем уловить разницу между 
рациональным и иррациональным уг- 
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лом. (Сразу ясен лишь случай, 
когда угол — прямой; рис. 2.) 

Но зато наши рисунки могут под- 
сказать более простую  закономер- 
ность, определяющую путь блохи, 
чем правила 1) — 3), сформулирован- 
ные в условии задаци. 


2. Направления прыжков 


Последовательные звенья ломаной — 
траекторни блохи — это векторы еди- 
НИЧНОЙ ДЛИНЫ 

—> —_ —— 


АоВь, ВьЙ, А,В,, В.А», ... (9) 


(Каждый вектор показывает, каков 
очередной прыжок.) 

Заметим, что если мы знаем вектор 

— 
и = А,В„ (пусть он нарисован где-то 
в стороне, на плоскости), то мы смо- 
жем определить, где лежат точки 
Анн В). 

Действительно, верна такая 


Лемма. Пусть ан в — пе. 
ресекающиеся прямые. Для любого век- 
тора и (на плоскости) найдутся две 
точки А (на прямой а) и В (на прямой 


5) такие, что вектор АВ равен дан- 
ному вектору и. Точки А и В опреде- 
яяются однозначно. 


Доказательство (рис. 3). 
Если мы хотим, чтобы начало векто- 
ра лежало на прямой а и этот вектор 
равнялся ци, то конец его должен по- 
пасть на прямую а’, полученную па- 
раллельным переносом прямой а на 
вектор и (на рисунке 3 прямая а’ 
проведена пунктиром). Поэтому точ- 
ка В должна лежать в точке пересе- 
чения прямой 6 с прямой а’. После 
этого легко находится и точка А. 


Упражненне 1. Даны две точки С 
и ри две прямые а и 6. Найдите на прямых 
а и Ф соответственно точки А и В такие, 
чтобы 

а} середины отрезков АСи ВД совпадали; 

6) четырехугольник АВСР был трапе- 
цией, у которой основание АВ вдвое` больше 
основания СО. 


Возьмем на плоскости точку О и бу- 
дем все векторы последовательности 





Рис. 4. 


(2) откладывать от этой точки. Эти 
векторы, равные соответственно век- 


торам последовательности (2), обо-- 
значим так: 
оС, ОС ОО: (3) 


Из леммы следует, что, зная последо- 
вательность (3), мы можем восстано- 


вить последовательность точек (1): 
—— 


например, зная ОС„, можно найти 
и А, и В,. 

На рисунке 4 изображены «на- 
правления прыжков» (3) для последо- 
вательности, изображенной на ри- 
сунке 1. Заметьте, что красные век- 

— 
торы ОС„ (отвечающие прыжкам с 
прямой а на прямую 6; п = 0, 1, 

...) образуют между собой равные 
углы. Оказывается, что это — общий 
факт, справедливый для любой по- 
следовательности прыжков. Сформу- 
Лируем его в виде теоремы. 


Теорема 
прямыми а и © равен у, то угол меж- 


Если угол между. 
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Рис. 6. 


=> > 
ду вектореми ОС, и ОС„., равен 
2%. 

Это — основное соображение в за- 
даче М190. Теорему можно доказать, 
пользуясь тем, что любые два сосед- 
них звена ломаной в последователь- 
ности (2) являются боковыми сторона- 
ми равнобедренного треугольника, 
причем основание этого треугольни- 
ка попеременно лежит то на прямой а, 
то на прямой 5. Основная трудность 
доказательства связана с тем, что 
звенья ломаной могут быть по-раз- 
ному расположены относительно даи- 
ным прямых. Например, чтобы дока- 
зать теорему для у = 60°, пришлось 
бы рассмотреть 10 случаев, изобра- 
женных на рисунке 5 (остальные по- 
лучаются из них симметрией относн- 
тельно точки пересечения прямых 
ан 6). Мы поступнм нначе: пользуясь 
понятнями «преобразование» и «про- 
изведение преобразований», мы при- 
ведем общее доказательство, охваты- 
вающее сразу все случаи. 





Рис. 5. 
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Рис. 7. 


3. Точка прыгает по окружности 


Сравним еще раз рисунки 1 н 4. Вы- 
делим из них фрагменты, состоящие 
низ двух последовательных звеньев 
(те самые «равнобедренные треуголь- 
ники», о которых шла речь выше; 
рис. 6, а, би Т, а, 6). Глядя на эти 
рисунки, легко сформулировать нро- 
стое правило, по ксторому стронтся 
последовательность (3). 
Обозначим через р и 4 прямые, 
проходящие через точку О и парал- 
лельные соответственно прямым а н 
Ь; тогда в последовательности (3) 
- > ——. 
после вектора ОС, идет вектор ОБ», 
симметричный ему относительно пря- 
= 
мой р; после вектора ОД, идет вектор 
— 
ОС„+:, симметричный ему — относи- 
тельно прямой 9 (здесь п=0, 1, 
2, 


Упражнение 2. Проверьте, что 
этз правило в точностн соответствует пра- 
вилам Г)—3) в условии задачи (в том числе 
в «вырожденных» случаях). 

Упражнение 3. а) Докажите, что 
если последовательность (1) попадет в точку 
Ао более двух раз, то она будет периодиче- 
ской и при этом некоторая точка С» совпа- 
дает с Сь. 

6) Приведите пример, когда последова- 
тельность попадает в точку А, дважды: 
А, совпадает с Ас, но В; Уже не совпадает с В,. 

Указанне. Для точки А на прямой а 
существует не более двух векторов, начи- 
нающихся в А, кончающихся иа прямой 6 
и имеющих длину 1. 


Сформулируем теперь еще раз за- 
дачу М190 (вернее, ту задачу, к 
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Вис. 8. 


которой она свелась), но будем гово- 

рить нео преобразованиях векто- 
—> — 

ров ОС, и ОД», а о преобразова- 

ниях их концов — точек, лежа- 

щих на единичной окружности. 

Пусть ри 9 — две прямые, про- 
ходящие через точку О. Обозначим 
через 5, преобразование симметрии 
относительно прямой р ин че- 
рез $, преобразование симметрии 
относктельно прямой 4. (Мы можем 
рассматривать эти преобразования, 
как преобразования всей плоскости 
на себя; например, 5» каждой точке 
Х плоскости ставит в соответствие 
точку $р (Х), симметричную точке Х 
относртельно прямой р. Но в даль- 
нейшем нам потребуется рассматри- 
вать точки на единичной окружности 
с центром О. Ясно, что преобразова- 
ния Эри 59 отображают единичную 
окружность ина себя.) Пусть С, — 
некотсрая точка, находящаяся на рас- 
стоянии | от О, н 


вара: 


— последовательность, определяемая 
УСЛОВИЯМИ 


В, = жу. (С„), О = $ (р) (5) 


(рис. 8). Мы должны доказать, что 
точка С„ при некотором п совнадает 
с Сь в том и только в том случае, если 
угол } между прямыми р и 4 выража- 
ется рациональным числом градусов. 

Итак, задача о прыжках по двум 
нрямым свелась к задаче о прыжках 
по окружности. 

А теорема, которую мы долж- 
ны доказать в первую очередь, ут- 


верждает, что 7 С.С = 2%. 
} — угол между ри 9. 


где 


4. Произведение преобразований 


Наше правило перехода (5) еще упро- 
стится, если мы каждые два последо- 
вательных прыжка объединим в один: 
в последовательностн 


@лие, б 5.1. (6) 


каждая последующая точка получа- 
ется из предыдущей по такому пра- 
вилу: 


ТЫ —: И (5р {С.)}, (7) 


то есть надо к.С, применить $р, а 
затем к полученной точке — 5.. 
Определение. Пусть К н 
1 — два преобразования множества 
М на себя. Произведением преобра- 
зований К и [. называется такое пре- 
образование А, которое точке Х из М 
ставит в соответствие точку [(К(Х)). 
Таким образом, произведение преоб- 
разований Ки 1. — это просто ре- 
зультат последовательного выполне- 
ния двух преобразований: сначала 
К, а затем Г. Произведение Ю обо- 
значается так: А = [.-К. Запись К 
и С именно в таком порядке («справа 
налево») удобна тем, что для любой 
точки Х имест место равенство: 


К (Хх) = КЕ). (8 


Мы специально угочнили, в каком по- 
рядке записываючся‘ «сомкножители», потому 
что для умножения преобразований, вообще 
говоря, не выполняется равенство Ё.-К= 
=А?[. (см. ниже упражнение 4). 

Точно так же определяется произведение 
трех и большего числа преобразований: 
Ю=К:В›°Юз означает, что нужно сделать 
сначала Юз. затем Ю., затем К,. Наконец, 
запись К=(К;)" означает, что В -— это ре- 
зультат л-кратлого применения преобразо- 
вания Ю.. 


Вернемся к нашим $р и $. — 
преобразованиям симметрии относи- 
тельно прямых ри 4. Каково будет их 
произведение? (Сейчас нам удобиее 
считать, что $, и 5. — преобразова- 
ння всей плоскости на себя.) 
Ясно, что точка О останется при пре- 
образовании 5.5, на месте: она пе- 
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Рис. 9. 


реходит в себя и при преобразова- 
нии 5р, и при преобразовании Зе. 
Что происходит с остальными точ- 
ками? 

Наглядио это пресбразование мож- 
но представить себе так. При преоб- 
разованни $5, вся плоскость пере- 
ворачивается вокруг прямой р и на- 
кладывается на себя «другой сторо- 
ной». После второго преобразования 
$, — симметрии относительно пря- 
мой 9 — илоскость снова перевора- 
чнвается на прежнюю сторону. Ясно, 
что перемещением плоскости, имею- 
щим неподвижную точку О и не ме- 
няющим «орнентации» плоскости (не 
переворачивающим плоскость ма дру- 
гую сторону}, может быть только 
поворот вокруг точки О. Таким об- 
разом, Ю = $5.°$, — это поворот 
илоскости на некоторый угол вокруг 
точки О. Ма какой именно угол? 
Для того чтобы ответить на этот во- 
прос, достаточно взять одну какую-то 
точку и посмотреть, что произойдет 
с ней. Пусть угол от прямой р до 
прямой д равен ф (мы будем отсчиты- 
вать углы против часовой стрелки). 
Возьмем точку Е на прямой р {рис. 9} 
и найдем А (Е). Ясно, что 5, (Е) = 
— Е: каждая точка грямой р при 
преобразовании 5» переходит в себя. 
А затем точка Е попадаст на прямую, 
симметричную прямой р относительно 
прямой 9, то есть повернется вокруг 
точки О на угол 2%. Итак, если угол 
от р до 9 равен у, то Ю = $, °5, — 
поворот на угол 2у. Отсюда следует 
наша основная теорема: 


`/ Она = И 
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Рис. 10. 


Упражнение 4. Убедитесь в том, 
что преобразование $р°$9 — поворот на угол 
({—2»). то есть поворот на 2р по часовой 
стрелке (см. сиине отрезки на рис. 4). Таким 
образом, если угол у отличен от нулевого 
или прямого угла, то $р°$543 $9"5р- 


5. Запись поворотов 
и симметрий окружности 


Вычислять произведение преобразований 
можно и формально. Для этого нужно ввести 
координаты. Поскольку нас интересуют толь- 
Ко перемещения плоскости, имеющие дан- 
ную точку О неподвижной, мы можем вместо 
преобразований плоскости говорить об ото- 
бражениях единичной окруж- 
ности с цеитром О на себя — о поворотах 
и симметриях. 

Координату окружности введем так. 
Выберем начало отсчета Е — одну из точек 
пересечения прямой р с едииичной окруж- 
ностью. Каждой точке Х окружиости поста- 
вим в соответствие величину угла ЕОХ, 
отсчитываемого от ОБ против часовой стрел- 
ки и измеряемого в градусах (рис. 10): 
при этом точке Х соответствует множество 
чисел 

ф, ф = 360`, ф-= 2 360-, ... 
— числам, отличающимся на Целое крат- 
ное 3607, соответствует одна и та же точка 
окружности. 

Упражнение 5. а) Преобразова- 
ние 5р — симметрия относительно прямой 
р — задается формулой $р (Ф = -Ф. 

6) Преобразованке Ре ловорот на 
угол @& (против часовой стрелки) — задается 
формулой ВФ = ф- а. 

в) Пусть прямая 9 составляет угол ф 
с прямой р. Преобразование 5 мы будем 
далее обозначать через $. чтобы явно ука- 


зывать, какой угол сбразует прямая 9 с 
«начальной» прямой р. (В частности, вместо 
$р мы будем писать.$о.} Тогда 


$) = 27-9. 
Замечаиие. Конечно, Ков" 
в я 29 
= Ан Я == 5, для любого цело 
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го п (угол, который составляет прямая 9 
< прямой р, определен с точностью до при- 
бавлення любого кратного 180°). Это как раз 
соответствует тому, что ф определено с точ- 
ностью до прибавления целого кратного 
360°. 
Упражнение б. а) Докажите, что 
у —у И 
К °5К = $}. Каков геометрический смысл 
этого равенства? 
6) Докажите, что 5,5. =А 
(отсюда, в частности, следует, что 
—2 2у 
5°5,:= | и $у°5, == 


2у,—25, 


в) Проверьте, что | 
г) Докажите, что $, ЮВ == В 


——. 


м - 

д) Чему равно произведение Ю о 
Решим для примера задачу г). Пусть 
точке Х соответствует число ф. Тогда точке 


5 -8 ({Х} соответствует число 


$, (Е) == $, 4-Е В) == 29 — Ф-- В = 


(+). 


поэтому, как мы знаем (упражнение 5 в)}, 
5$.° = $5 _ в. 


*-> 


Упражнение 7. Докажите, что 
9% п м 
а) (к } == 
6) ($. )°==7, где { — тождественное пре- 
образование (/ оставляет все точки на месте). 


6. Окончание решения задачи 
про блоху 


Итак, мы выяснили, что в последова- 
тельности (6) точек каждая следую- 
щая получается из предыдущей пово- 
ротом на угол 2%, где у — угол 
между прямыми ри 9. Поэтому С» 
получается нз С, поворотом на угол 
2уп. Для того чтобы Сл и Су совпали, 
необходимо и достаточно, чтобы угол 
поворота был целым, кратным 360% 
Ясно, что если 


2уп = 860? #, где & — целое, 


то 7 измеряется рациональным чис- 


лом градусов. Обратно, если = -Р— 


4 
градусов, то для п = 180° д получим 


2уп = 360° р, где р — целое, 
поэтому С„ = Со. 





Рис. 11. 


В заключение еще раз предлагаем 
вам поупражняться в «прыжках, по- 
воротах и симметриях». 


7. Несколько упражнений 


Хотя большинство вопросов сформу- 
лировано ниже для конкретных чи- 
сел, очень советуем вам попытаться 
отвечать на аналогичные вопросы в 
общем внде (для произвольных значе- 
ний параметров). Иногда это даже 
проще. 


8. Пусть угол } между прямыми аи & 
—. 


равен 60*, а угол отрезка А, В, с лучом КА, — 
7. Какой угол будет составлять с этим лучом 





ый: 
отрезок Аз »В ю? Отрезок В А ны? 

9. Пусть угол т равен одному радиану 
и КА,-—1, Выясинте, принадлежит ли точка 
А1:з лучу КАс или находится на другой 
ноловине прямой и. 

10. Докажите, что период траектории 
блохи {наименьшее п>1, при котором Ан 
==А,) зависит только от угла у, но не зави- 
сит от того, из какой точки стартует блоха. 
Чему равен этот период, еслн у-=72°? По- 
пробуйте проверить этот факт «эксперимеи- 
тальнс». 

11. Пусть >37. Сколько раз подряд 
точки последовательности А.., А, А., ... 
будут встречаться на луче КА, (укажите 
панбольшес н наименьшее значения)? 


Если вы захотите решить в общем 
виде и следующие упражнения — про 
узоры в круге, — то вам придется, 
вероятно, воспользоваться той не- 
болыной теорней, которая содержит- 
ся в упражнениях 6 и 7. Под узором 
мы понимаем просто нексторое мно- 
жество точек М, выделенное внутри 
единичного круга: можно считать, 
что круг белый, а это множество 


Пар: ИКуапетссте.тги 


выкрашено черной краской. Мы гово- 
рим, что узор переходит сам в себя 
при преобразованни Р, если Р (М) = 


12. Придумайте узор, который 

а) переходит в себя при повороте на 180°, 
но не имеет ни одной осн симметрии; 

6) имеет ось симметрни, но не переходит 
в себя ни при каком повороте (отличном 
от тождественного преобразования); 

в} переходит в себя при повороте на 60? 
н не имеет оси симметрии; 

Г) переходит в себя лри повороте на 60° 
и имеет ось симметрии; какое нанменьшес 
число осей симметрин он может иметь? 

13- а) Какое количество осей симметрии 
имеет правильный л-угольник? Узор на ри- 
сунке 112 

6) Узор переходит в себя лри повороте 
на 48°. Можко ли утверждать, что он перей- 
дет в себя при повороте на 12°? На 182? 

г} Узор имеет две оси симметрии, обра- 
зующие угол 66°. Какое наименьшее число 
осей симметрии он может иметь? Перечисли- 
те все значения углов, при повороте на ко- 
торые этот узор заведомо переходит в. себя. 
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ЙПеборатория «Кванта» \ 


Поверхностное 
натяжение 
чертит гиперболу 


И. И. Воробьев 





Один из методов измерения коэф- 
фициента новерхностного натяжения 
жидкости основан на поднятии стол- 
бика смачивающей жидкости в капил- 
ляре. Однако не всегда под рукой ихе- 
ются капиллярные трубочки и микро- 
скоп для определения их внутрен- 
него днахетра. 

Оказывается, капилляры вполне 
можно заменить двумя стеклянными 
пластинками. Опустите пластинки в 
сосуд с водой и постепенно сближай- 
те их параллельно друг другу. Вода 
поднимается между пластинками — 
ее втягивает сила поверхностного на- 
тяжения (рис. 1). 

Легко рассчитать коэффициент по- 
верхностного натяжения а по вы- 
соте подъема воды у и зазору между 
пластинками 4. Сила поверхностного 
натяжения Р = 2 0/[., где Г. — длина 
пластники (двойка появилась из-за 
того, что вода соприкасается с обе- 
ими пластинками). Эта сила удержи- 
вает слой воды массы т = рЕду, 
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‘тде р — плотность воды. Таким об- 
разом, 

2 0, == о[4уо. 
Отсюда можно найти коэффициент по- 
верхностного катяжения 


(1) 


Но нитереснее сделать так: с од- 
ного конца сжать пластинки вместе, 
ас другого оставить неболыной за- 
зор (рис. 2). Вода поднимется и об- 
разуег между пластинками  удиви- 
лельно правильную поверхность (ко- 
незно, если слекло чистсе ни сухсе). 

Нетрудно сообразить, что сечение 
этой поЕерхности кертикальной плос- 
костью — гигербола. В самом деле, 
достаточно в формулу (1) вместо 4 под- 
ставить новсе выражение для зазора 
в данном хесте. Мз подобия сооткет- 
ствующих треугольников (см. рис. 2) 


м к 
а р -—_-Злесь В — зазор на конце, 
[, — по-прежнему длина пластинки, 
а х — расстояние от места соприкос- 
цовения пластинок до места, где он- 


теделяется зазор и высота уровня. 
Таким образом, 


ал 
С - -5` 2849. 


| х 
= руб, 


НН 
291. 


вер 





(2) 


Уравнение (2) действительно являет- 

ся уравнением гиперболы. 
Для проведения опыта 

взять пластинкн 


у 


1 
х 


можно 
0х 


размером 





Рис. 1. 


32 


Рис. 2. 





Хх 20 см, зазор на конце установить в 
толщину спички, а в качестее сосуда 


использовать ванночку для проявле- 
ния фотобумаги. Для удобства из- 
кереций на внешнюю сторону одной 
из пластинок наклейте миллиметро- 
вую бумагу. 

Имея график, начерченный водой, 
можно проверить, действительно ли 
получилась гипербола. Для проверки 
воспользуйтесь лем. что площади всех 
прямоугольников под  гиперболой 
(рис. 3) одинаковы. 

Если у вас есть термометр для из- 
мерения температуры воды, то мож- 
но нсследовать зависимость потерх- 
ностного натяжения от температуры. 
Можно также изучить влияние при- 
месей. 

В заключение лодумайте над та- 
ким вопросом: сила поверхностного 
натяжения ЕР направлена перпеиди- 
кулярно линии соприкосновения воды 
со слеклом (рис. 4). Вертикальная 
составляющая этой силы уравнове- 
шена силой тяжести столбика воды. 
Чем же уравновешека ее горизонталь- 
ная составляющая? 


3 Квант № И 


«Эффект Паули» 


Вольфганг Паули был сто- 
процентным теоретиком. Его 
неспособность обращаться с 
любым экспериментальным 
оборудованием вошла у дру- 
зей в поговорку. Утверждали 
даже, что ему достаточно 
просто: войтн в лабораторию, 
чтобы в ней что-нибудь сра- 
зу же нереставало работать. 
Это мистическое — явление 
окрестили «эффектом Пау- 
ли» {в отличие от знамени- 
того «принцина Наули» в 
квантовой тебрин). #13 доку- 
ментально зарегистрировая- 
ных проявлений эффекта 
Паули самым  поразитель- 
ным, несомненно, является 
следующий. Однажды В ла 
боратории Джеймса Франка 
в. Гетгингене произошел ‘иа- 
стоящий варыв, разрушив: 
ний дорогую установку. 
Время этого ЧИ было точно 
зафикенровано. Как потом 
оказалось, взрыв произошел 
именно п тот момеит, когда 
поезд. В котором Паули сле- 
довал нз Цюриха в. Копеи- 
гагея, остаповилея на 8 ми- 
нутв Геттнигене. 


Из книеи 
еФизики 
продолжают 
шутеть» 
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Механика 
помогает геометрии 


М. Б. Балк, Н.А. Григорьев 


... Я счел нужным написать тебе и... 
торый особый метод, при помощи которого ты получишь 


изложить неко- 


 МАТЕМАТИЧЕС- возможность при помощи механики находить некоторые 
ки математические теоремы. Я уверен, что этот метод бу- 


дет тебе ничуть не менее полезен и для доказательства 
самих теорем. 


Архимед. «Послание к Эратосфениу. 
О механических теоремах». 





Со времен Архимеда простейшие по- 
нятия механики — и, в первую оче- 
редь, понятне о центре тяжести сис- 
темы материальных точек — неод- 
нократно и с большим успехом при- 
влекались для доказательства геомет- 
рических теорем. Так, с помощью ме- 
ханических соображений Архимед 
впервые доказал теорему о трех ме- 
дианах треугольника, нашел форму- 
лу для вычисления объема шара. 
Впоследствни механические сообра- 
жения использовались для вычисле- 
ния объемов различных тел враще- 
ния, нахождения геометрических мест 
точек, доказательства неравенств и 
для решения многих других задач 
нз геометрии и алгебры *). 

Эта статья написана по матерна- 
лам занятий, проведенных с учащи- 
мися Х классов в Смоленском город- 
ском физико-математическом кружке 
(19 октября 1972 г.} и в Ивановской 
ЮМЩШ (1 декабря 1972 г.). В ней мы 
расскажем об одной механической 
теореме, принадлежащей известному 
французскому математику Ла- 
гранжу (1736—1813), и покажем, 
как эта теорема позволяет сравни- 
тельно легко решать трудные задачи 
из области элементарной геометрии. 
Как мы увидим, эта теорема по су- 

*) См. также М.Б. Балк, Геометри- 
чегкие приложения понятия о центре тяже- 
сти, М.. Физматгиз, 1959 («Библиотека ма- 
тематического кружка», выпуск 9), и 
В. А. Успенский, Некоторые прияо- 
жения мсханикн к математнке, М., Физмат- 


гиз, 1958 («Популярные лекции по мате- 
матике», выпуск 27). 
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ществу является прямым следствием 
из теоремы Пифагора. 


Центр тяжести 


Пусть имеются (см. рис. 1) две мате- 
риальные точки (точечные массы): 
А массы т. (будем писать короче 
так: (А, т!)) и В массы т. (В, т.). 

Центр тяжести С двух матери- 
альных точек (А, т) и (В, т.) — 
это точка, расположенная на отрезке 
АВ и удовлетворяющая следующему 
соотношению (‹правнло` ры- 
чага» Архимеда): 

п: : АС = т, - СВ. 

Если в точке С поместить массы 
обеих материальных точек т, и ть, 
то возникающую прн этом материаль- 
ную точку (С, т, + т.) условимся 
называть матернальным центром то- 
чек (А, т.) и (В, т.). Материальный 
центр трех материальных — точек 
(А,, т), (А, т.), (Аз, тз) (рис. 2) 
определяется так: сначала следует 


найти материальный центр (С, т, 
+ т.) точек (А;, т) и (Аз, т»), а 
затем — материальный центр (2, т. -- 
+т. тт.) точек (С, ттт. и 
(А., тз). Точка 7 будет центром тя- 
системы трех материальных 


13). 


жести 


точек (А 13 п), (А 2, т), (Аз, 





Рикс. 1. 





Рис. 2. 


Аналогичным образом определяются 
материальный центр и центр тяжестн 
системы из любого числа (п) матс- 
риальных точек»). \. 


Теперь решим одну задачу. 

Задача |1. В треугольнике 
АВС (рис. 3) длины стсрон ВС, СА и 
АВ равны соответственно в см, В см 
и с см. Поместим в вершины А, В, 
С массы а г, Вг и сг соответственно. 
Найти центр пяжести этих трех 
материальных точек. 


Обозначим через Д центр тяжести 
материальных точек (А, а}, (В, 6), 
(С, ©, а через С, — центр тяжести 
материальных точек (А, а) и (В, 6). 
Тогда | 

й аб =. (5 
откуда 


АС, : С.В = Ь:а = АС: СВ. 


Отсюда следует, что СС, — биссек- 
триса угла С. Заменим точки (А, а) и 
(В, Ь) их материальным центром 
(С, ат В. Тогда центр тяжести # 
должен оказаться на отрезке СС.. 
Точно так же можно убедиться в том, 
что точка 2 должна оказаться на бис- 
сектрисе АА,. Следовательно, 4 — 
точка пересечения биссектрис треу- 
угольника АВС. 

Отметим здесь одно полезное свой- 
ство центра тяжести. 





*) Можно доказать, что положение цент- 
ра тяжести ис зависит от нумерации точек, 
то есть что данное нами олределение «кор- 
ректно». 
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(я,а) 


ыы {С.а- 6) 


(8.5) 
Рис. 3. 


Пусть 2 — центр тяжести п ма- 
териальных точек (Аз, т}, (А, т,),... 
.. (А,, т»„), расположенных на 
плоскости по одну и ту же сторону от 
некоторой прямой & (рис. 4). Пусть 


Уз, Из, .... п М 2 — расстояния от 
точек А, А.,..., Ан, 2 да прямой <. 
ХГогда 
ту: тьу, | - -- Млув 
2 =. 2 
ты... Аи Е (1) 


В справедливости этой формулы 
прн л = 2 легко убеднться, восполь- 
зовавшись правилом рычага. Затем 
легко доказать формулу (1) при 
й — 3, сведя этот случай к случаю 
л = 2. Для произвольного п формула 
(1) доказывается методом математиче- 
ской индукции. Попробуйте провести 
это доказательство самостоятельно. 


Момент инерции 


Понятие «момент 
дено Леонардом 


инерции» было вве- 
Эйлером  (1707— 
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Рис. 5. 


1783) более 200 лет тому назад. Пусть 
нмеется система из п материальных 
точек (А, т), (Аь, т.), ..., (А, ти), 
и пусть выбрана еще некоторая 
точка 5. Моментом инерции данной 
системы точек относительно точки $ 
называется величина 


43 =т, . $4? т. . ЗА} т... 
та `5А? (2) 


(сумма произведений масс материаль- 
ных точек системы на квадраты их 
расстояний от точки 5). Короче за- 
писывают формулу (2) так: 


а ъ\ т;-5А?. 


фа | 


Задача 2. Около треугольника 
АВС со сторонами а, 6, с описана 
окружность (рис. 5}. Обозначим через 
6 точку пересечения медиан тре- 
угольника, через 5 — центр описан- 
ной окружности. Вычислить моменты 
инерции системы материальных то- 
чек (А, 1), (В, 1), (С, 1) относительно 
точки Г и относительно точки $8. 


Пусть АА,, ВВ‚, СС, — медианы 
треугольника, 2 — точка их пере- 
сечения. Тогда 


у а 


п у 5 5 


(+ 6-2), 


(3) 
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р. Ее 9Ве--1-. 58 
= ЗА?, 


аб 


Е ($ллАвс Находится 
45 „двс 


по формуле Герона). 


где 


Теорема Лагранжа 


В 1783 году Лагранж обратил вни- 
мание на справедливость следующего 
утверждения. 

Пусть У; — момент инерции си- 
стемы материальных точек (А, т/), 
(Аз, т.), ..., (Аз, ть) относительно 
произвольной данной точки $, У; — 
момент инерции той же системы 
относительно ее центра тяжести 
2. Тогда 


ЯЧ5 =У2 + М : $1", (4) 


где 


> 


М = пы чать... + пы. 


Доказательство *). Пусть 
@ — такая прямая, что все точки 
А, А.,..., А, лежат по одну сторону 
от нее на 1 54 (см. рис. 4). Пусть 
В,, В,, ..., В», В — проекции точек 
А,, А,, ..., А, @ на прямую ©; 
А,В, = уь А.В, =\уь, -..., АВ, = 
= и, ВЁ = 2, 85 = $. Из трапеций 
А,В,В2 и А,В.В$ имеем: 


ЗАВ — 2 — 9—9? = 
= (и: — 2) — ($— 2) — (у, — 2). 


Улпростив нравую часть и умножив 
обе частн на и1‚, получим: 


та - ЗА? —т, . 24? = т, - 52° — 
— 2 ($ — 2) (ти, — т.:). 





*) Мы ограничиваемся случаем, когда 
все данные материальные точки лежат в од- 
ной плоскости; однако утверждение сцравед- 
лнво и при произвольном расположении точек 
в пространстве (см. упомянутую выше книгу: 
М. Б. Балк, Геомстрические приложения 
понятия о центре тяжести, с. 75-76). 





Рис. 6. 


Аналогично 


т, + ЗА: — т. 243 = т; : $52 — 
—2 ($ — 2) (ту, — т.2), 


$А2 — т„ : ВА? ти + 572 — 
— 2 ($ — 2) (тия — тд). 


ти ь 


Складывая почленио эти равенства 
н учитывая определение момента 
инерции (2) и формулу (1), получим 
требуемое равенство: 


$ — Ух = М. 572. 


Задача 3. Ребро правильного 
тетраздра ЗАВС равно а. Вычислить 
радиус Ю описанного сколо тетра- 
эдра шара. 


Поместим в четырех вершинах тет- 
раэдра массы по | грамму. Тогда 
центр тяжести образовавшихея четы- 
рех материальных точек совпадаст 
с центром & описанного шара. Имеем 
4: = 3За*, Ул = 481, М=4 и то 
формуле (4) получаем: За? = 4? -- 
-- 46°, ® = ыы Е 


откуда 


Задача 4. Зная длины а, 6, с 
сторон треугольника АВС, вычислить 
длину биссектрисы СС, (рис. 6). 

Поместим в точки А и В такие 
массы, чтобы точка С, оказалась эх 
центром тяжести. Для этого заметим, 
что по известному свойству биссек- 
трисы АС, : С.В = АС: СВ, то есть 
а- АС, =Ь. С.В. Значит, в точ- 
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Рис. 7. 


ку А надо поместить массу в а грам- 
мов, а в точку В — 6 граммов, цент- 
ром тяжести материальных точек 
(А, а) и (В, 6) будет точка С,. 

По формуле (4) имеем (а -- В) х 
х СС? = Ус — Ус,, то есть 


@ Е 5) СС? = @- САЗЧЬ. СВ 
— @* бр вар С,В?). 





Из  равенств Де: СВ 5 
АС, -- С.В = с находим: 
а —_ 8 


Поэтому из (5) следует: 


Ба с 
СС! 1— а 


Задача 5. Зная стороны а, 6, с 
треугольника АВС, вычислить рас- 
стояние между точкой Ё пересечения 
медиан этого треугольника и точкой Н 
пересечения его высот. 


Поместим в верщины А, В. С 
(рис. 7) равные массы (по 1 грамму). 
По формулам (3) и (4) имеем 


ЗНА = Ун—. = НА?-- НВ. * 
НС? — 3-е +0). 


Для вычисления расстояний НА, НВ, 
НС построим треугольник А’В’С’, 
стороны которого параллельны сто- 
ронам данного треугольника АВС и 
проходят через его вершины. В тре- 
угольнике А’В’С’ точка Н — центр 
описанной окоужности (проверьте’), 
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Рис. 8. 


и поэтому НА’ = НВ’ = НС’ = В’, 

где Ю’— радиус окружности, опи- 

санной около ДА’В’С'. Так как 
А'В' о Е 


то К’ = 2А, тде Ю — радиус окруж- 
ности, описанной около треугольнн- 
ка АВС. Отсюда НА? = С'’Н? — 
— а? = 4В? — а*, НВ? = 49* — в, 
НС* = 4В* — &*. Поэтому 


Н2 = 4—5 (+6), 


абс 
где К = —у5_,‚ а площадь 5 треуголь- 
ника АВС вычисляется через его сто- 
роны по формуле Герона. 


Другая формула для момента инерции 


Остановимся теперь еще на одной фор- 
муле для момента инерции, которая 
находит важные применения в меха- 
нике (особенно в небесной механике 
при исследовании так называемой 
«задачи п тел»). Эта формула ока- 
зывается очень полезной и для решс- 
ния чисто геометрических задач. 

Пусть имеется п материальных 
точек (А,, т,), (А, т.), ... (А, т‚) 
(рис. 8). Расстояние между точками 
А; и Ак обозначим через г». (Напри- 
мер, г. :; — это расстояние АА ..) Вы- 
раженне 


5 
тТИПЬПЕ 
1 << 4а 


обозначает сумму всевозможных сла- 
гаемых вида лить, где и — 


любые целые числа между {1 ил, 
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: меньше, чем Ё. (Например, 
® [:) 
ТАТАР 
ЕЕ «3 
| 2 ; 
ме ттьг,, Ро птут, - 
++ тьтзг5у.) 
Оказывается, что момент инерции 
4» системы материальных точек отп- 
носительно ве центра тяжести 7 
можно выразить через взаимные рас- 


стояния между этими точками и их 
массы: 


к. ь 
= а. № питьпь (6) 
1<:<А «п 
(М =т, Е ть ... Р т» — сум- 


марная масса всей системы). 
Доказательство мы нроведем толь»- 
ко для случая п = 4, но из рассуж- 
дений будет ясно, что оно пригодяо 
гри любом п. 
По теореме Лагранжа имеем: 


пы - ЧА, = т; т, - М . 2А? 
или, — подробиее: 


о 
тут» Ро пит. + папа", = 


=т!7; + т, - М - 2А:}. 
Аналогично 


тать, Ро тэту: То тот, = 
== Ч + т... М. 7А: 
2 2 2, 

ЗИ и "Мисьы 
эта Е тэ. - тута, = 
= т/х - т. - М - 2А?, 

тапыг + тт, К тт = 
= т. фт. - М - 243. 


Складывая эти равенства почленно, 
получаем: 


р о ттт = М./, + М-42. 
< г 


что равносильно требуемому равен- 
ству (6} (при л = 4). 


Задача 6. В окружность ра- 
дицса Ю вписан правильный 100-уголь- 
ник А.А,А.... А. Вычислить 
сумму в квадратов длин всех его дниа- 
гоналей и всех сго сторон. 





Рис. 9. 


_ Поместим в каждую вершину мно- 

гоугольника массы по 1 грамму. 

Центр тяжести возникшей системы 

материальных точек совпадает с цент- 

ром О круга. По формуле (6) имеем 
® 


с = А; А; = МЛ, = (100К):. 

ТЕ < 100 

Задача 7. Зная радиус К ок- 
ружности, описанной около данного 
треугольника АВС, и радиус г ок- 
ружности, вписанной в этот же тре- 
угольник, вычислить расстояние 4 
между их центрами. 


Пусть $ — центр описанной ок- 
ружности, Д — центр вписанной ок- 
ружности, а, Ь, с (см) — длины сто- 
рон треугольника. Поместим в вер- 
шины АД, В, С массы соответственно 
а, фи с граммов. Центром тяжести 
этой системы окажется точка 2. 
По формуле (4) имеем 

У5 — Ча = @+ь +94. (71) 
По формулам (2) и (6) находим: 


5 =а - ЗА -НЬ - $В* с - $6? = 


= @ы+ок:, (8) 
ай о 


а--6--с 
Кроме того, по известным формулам 





для площади треугольника имеем 
абс 1 
ФААВС = 4В == (@-о-ог, 
откуда 


абс = 2Кг(а-ь-о. (10) 
Из формул (7) — (10) следует, что 


4? = К* — 2Юг. 
Это и есть искомая формула («фор- 
мула Эйлера»). 


Задача 8. Известно, что в па- 
раллелограмме разность между сул- 


НИр:/Куапетссте.ги 


мой квадратов длин всех его сторон 
и суммой квадратов длин его диаго- 
налей равна нулю. Эйлер доказал, 
что в произвольном четырехугольнике 
эта разность равна учетверенному 
квадрату расстояния между середи- 
нами диагоналей (рис, 9). Доказать 
это утверждение. 


Поместим в вершинах четырех- 
угольника А,А,А.;А, равные массы 
(по | грамму), и пусть 2 — центр 
тяжести образовавшейся системы ма- 
тернальных точек. По определению 
(2) и по формуле (6) имеем 


У; = РА? + [АЗ -- РАЗ + 2А? = 
= (4,42 + 4,424 А.А? + 


+ А, А? А, АЗ-+'А,А?) (И) 

Рассмотрим теперь систему из двух 
матернальных точек (А\, 1} и(А., 1) 
(нх центр тяжести — середина Р’ от- 
резка А,А.). Применим формулу (4): 


СА? 2.43 = РА?-- РАЗ --22Р* — 
1 1 
я А, 43 + Р4*. (12) 
Аналогично 
| у | э 
243-24} = -- А.А РФР. (13) 


Из (11), (12} и (3) следует искомая 

формула Эйлера: 

(А.А А, 4? + 4342 + 4,4?) — 
— (И, Аз + А›Ау) — 4РО". 


Упражнения 


1. Решите задачу 4 другим способом, 
воспользовавшись формулой (56). 

2. Пусть 7 — центр окружности винсан- 
ной в треугольник АВС (ВС=а, СА-В, 
АВ=с). Докажите, что 

а- ГА? + Ь. ИВ? +- с: 2С? = абс. 

3. Какую фигуру представаяет собой 
множество всех точек плоскости, для кото- 
рых сумма квадратов расстояпий от вер- 
шин заданного в этой ллоскости квадрата 
А, А2АзА. со стороной а есть постоянная 
величина с, если с?>2а?? 

4. В некотором треугольнике расстояние 
между точкой пересенения медиаи и цент- 
ром описанной окружности в три раза меть- 
ше радиуса этой окружности. Докажите. 
что треугольник прямоугольный. 
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задачник бранта 





Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 30 декабря 1973 г. по адресу: 
117071, Москва, В-71, Леннискнй проспект, 15, издательство «Наука», журнал «Квант». 
После адреса на конверте напишите, решения каких задач вы посылаете, например: 
«Задачник «Кванта», М231, М232» илн «...Ф243», Решення задач по каждому из 
предметов (математике и физике), а также новые задачи просьба прнсылать в отдельных 
конвертах. Оригннальные задачн, предлагаемые для публикации, прнсылайте вместе 
< вашими ремениями этих задач {на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая 
задача по физике» или «... новая задача по математике» ). Задачи из разных номеров 
журнала присылайте в разных конвертах. В письмо вложнте конверт с написанным на 
нем вашим адресом (в этом конверте вы получите результаты проверки ваших решений). 

Задачи повышенной трудности отмечены звездочкой. 

После формулировкн задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все этн задачи публикуются впервые. 


Задачи 


М231—М235; Ф243—$Ф247 
М231. Найдите все решения в на- 
туральных числах уравнения 


ПА -- пу = и". 


Р. Егорян, ученик 9 класса 


№232. а) Докажите, что к ко- 
нечному множеству точек на илоско- 
сти, обладающему тем свойством, 
что любые три точки из этого мно- 
жества являются вершинами невы- 
рожденного тупоугольного треуголь- 


ника, всегда можно добавить еще 
одну точку так, что это свойство 
сохранится. 


6) * Справедливо ли аналогичное 
утверждение для бескопечного мно- 
жества точек на плоскости? 


П. С. Панков 


М233 *. В концах отрезка иишут- 
ся две единицы. Посередине между 
ними иншется их сумма — число 2 
Затем посередине между каждыми 


двумя соседними из написанных чи- 
сел снова пишется их сумма и так 
далее — 1973 раза (рис. 1). Сколько 
раз будет написано число 1973? 


Г. А. Гальперин 


М234. Дан квадрат со стороной 1. 
От него отсекают четыре уголка — 
четыре треугольника, у каждого из 
которых две стороны идут по сторонам 
квадрата и составляют !/з их длины. 
С полученным 8-угольником делают 
то же самое: от каждой вершины от- 
резают трехгольник, две стороны ко- 
торого составляют по \/; соответствую- 








Рис. 2. 


щих сторон 8-угольника, и так далее 
(рис. 2). Получается последователь- 
ность многоугольников (каждый со- 
держится в предыдущем). Найдите 
площадь фигуры, являющейся пере- 
сечением всех этих многоугольников 
{то есть образованной точками, при- 
надлежащими всем многоугольникам). 

С. Конягин, ученик 10 класса 


М235 *. По арене круглого цирка 
радиуса 10 м бегает лев. Двигаясь по 
ломаной линии, он пробежал 30 кл. 
Докажите, что сумма всех углов, на 
которые он поворачивал (рис. 3), не 
меньше 2998 радиан. 

И. Н. Берниитейн 


Ф243. Почему при ярком осве- 
щении те, кто пользуется не очень 
сильными очками, могут читать и без 
очков? 

И. А. Соловейчик 


Почему для того, чтобы сфотогра- 
фировать одновременно два объекта, 
один из которых находится дальше 
другого, и получить на фотопленке 
резкое изображение обоих объектов, 
обычно уменьшают диаметр отверстия 
объектива (объектив диафрагмируют)? 


Ф244. К двум точкам прикрепле- 
ны ценочка длины [ и концы двух 
стержней, сумма длин которых тоже 
равна [, а свободные концы шарнирно 
связапы. Чей центр тяжести находнт- 
ся ниже — цепочки или стержней? 
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Рис, 3. 


Ф245. Имеется равномерно заря- 
жениая полусфера. а) Показать, что 
плоскость, «закрывающая» эту полу- 
сферу, эквипотенциальна. 6) Опре- 
делить напряженность поля в точках 
этой плоскости. 

Плотность заряда полусферы рав- 
на о. 


Ф246. Теплоизолированный сосуд 
объемом 2У разделен пополам тон- 
кой перегородкой. В одной половине 
сосуда находится одноатомный газ с 
температурой ТГ, и давлением ру, в 
другой половине — другой одноатом- 
НЫЙ газ с давдением р» и температу- 
рой Г.. Найти установившуюся тем- 
пературу смеси газов после того, как 
убрали перегородку. 


= —— 
6! 
(оулялят С ялляя( о) 
Рис. 4. 


$247. Модель молекулы углекис- 
лого газа СО, — три шарика, соеди- 
ненные пружинками и расположен- 
ные в положении равновесия вдоль 
одной прямой. Такая молекула может 
совершать линейные колебания двух 
типов: а) или 6) (рис. 4). Найти 
отношение частот этих колебаний. 


Г. Л. Коткин 
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Решения задач 
М191—М!94; Ф203—Ф207 





№191. На плоскости даны две точки Аи В 
и прямая [, проходящая через тонку А ине 
проходящая через точку В. Через точки А и В 
проводится произвольная окружность. Пусть 
О — ее центр, С — ее точка пересечения с 
прямой [, отличная от А. Найдите геомет- 
рическое место середины отрезков ОС. 


Мы лайдем последовательно множества 
(все они оказываются прямыми линиями, 
рис. №: 

т, центров 0; 

т.» середин отрезков ОА — точек К; 

тз середин высот ОЁ равнобедренных тре- 

угольников 406 — точек Р; " 

т. середин отрезков ОС — точек М. Рис. 2. 
3 

Множество т‚. как хорошо известно, — 
прямая, проведенная перпендикулярно от- 
резку АВ через его середнну. Обозначим 
через Ди Е точки пересечения прямой ми 
соответственно с прямой [и с перпендикуля- 
ром, восставленным к прямой {[ в точке А 
(случай, когда прямые т; и { параллельны, 
очень прост, но должен быть рассмотрен 
отдельно); через С — середину отрезка АЁ; 
через Е и Н — такие точки прямой [, что 
АЕ = ЕР = ОН (рис. 1). 1 

Теперь иужно доказать три утвержде- 





ния: 
{1} Множество середин отрезков, у ко- 
торых один конец (А) фиксировая, а другой 
расположен на данной прямой (РЕ), — пря- 
мая линия (ЕС; рис. 2). 

(2) Множество середин отрезков, парал- 
лельных заданному направлению (АЁ) с 
концами на двух данных прямых (ЕД и 
АР). — прямая линия (ОС; рис. 3). 

(3) Множество вторых концов отрезкав, 
параллельных заданвому направлению (4), 
первые концы и середины которых расго- 
ложены на данных прямых (ЕС и ОС), 
прямая линия (НС; рнс. 4). 

Все эти утверждения доказываются не- 
сложно и почти одинаково. Докажем для 
примера (3). Во-первых, ясно, что любая точ- 
ка М на прямой НС удовлетворяет нужно- 
му условию: если через точку М провести 
прямую, параллельную [, и обозначить че- 
рез К и Р ее точки пересечения с прямыми 
ЕС и ОС, то Р будет серединой отрезка КМ  Рнкс. 4. 
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Рис. 5. 


{это легко доказать с помощью подобия, ис- 
пользуя равенство НО = ОР). Во-вторых, на 
любой прямой, параллельной [, очевидно, 
лежит только одна точка искомого миожества. 
Поэтому других точек (не лежащих ма пря- 
мой НО) в этом множестве быть не может. 

Остальные доказательства проведите 
сами. 

Рассуотрите также случай, когда АВ | {; 
в этом случае все три прямые (т2), (тз), 
(п!) сливаются в одну параллельную [и 
деляющую стрезок АВ в стношении 1:3. 


№192. Даны числа 1, 2, 3, ..., 1000. Найди- 
те наибольшее т, обладающее таким свой- 
ством: какие бы т из данных чисел ни вы- 
черкнуть, среди оставшихся 1000 — т чисел 
найдутся два, из которых одно делится на 
другое. 


Докажем, что наибольшее т равно 499. 
Прежде всего, проверим, что никакое т, 
большее или равное 500, ке обладеет нужным 
свойством. Дейезниг и ВЕБ, если т 500, 
то. вычеркнув первые т чисел (от | до т). 
мы оставим числа от т + 1 501 до 1000, 
среди которых ни одно, очевидно, ие делится 
на другое (все попарные ‘отношения меньше 
двух). 

Теперь докажем, что т = 499 обладает 
нужным свойством. Другими словами, до- 
кажем, что среди любых 50] чисел от | до 
1000 найдутся два, из которых одно делит- 
ся на другое (аналогичная задача решена 
в книге «Избранные задачи и теоремы элемен- 
тарной математики», ч. |, «Арифметика к 
алгебра» № 91, «Наука», 1965). 

Поставим в соответствие каждому числу 
(из 501) его наибольший нечетный делитель: 
числу 2# (21-1) ставится в соответствие 
число (21-- 1). Всего нечетных чисел, мень- 
ших 1000, существует только 500. Следо- 
вательнс, каким-то двум из 501 чисел будет 
соответствовать одно и то же нечетное число. 
Из таких лвух чисел одно обязательно по- 
лучится из другого умножением на неко- 
торую степепь двойки. 


М193. Докажите, что сумма площадей пяти 
треугольников, образуемых парами сторон 


Рис. 6. 


и Оиагоналяни выпуклого пятиугольника, 
больше площади всего пятнугольника. 


Приведем одно из наиболее коротких 
решений, присланное А. — Макариневым 
(Львов). 

Докажем, что сумма площадей некото- 
рых четырех из пяти треугольников, о ко- 
торых говорится в условии, больше площади 
пятнугольника. 

Пусть дан произвольный выпуклый пя- 
тнугольниик. Обозначим его вершины буква- 
ми АВСОЕ так, чтобы площадь треуголь- 
ника АВС была наименьшей из площадей 
треугольников АВС, ВСР, СРЕ, РЕАЛ и 
ЕАВ (см. рис. 5). Пусть Е — точка пересе- 
чения АР и ЕС. Поскольку точка Е лежит 
на отрезке ЁС, площадь $лрек заключена 
между ЗаАвЕ И Злпвс (рис. 6}. Номы знгем, 
что $Злвс < Злйе. Поэтому Злвр= 
<= ЗАЛЕ: 

Аналотично, поскольку точка Е лежит 
на АР и $две < $вср. 10 $ЗрсЕ= 
= $всь. 

Но треугольники АЕР, ЕДС, АВЕ 
и ВСЕ покрывают пятиугольник (кусок 
ЕЕР — дважды). Поэтому сумма их пло- 
щадей больше Здвсре. Тем более 


Злве ТР Злвр | ЗЕрс | $вср- 
2 ЗАВСОЕ- 
Наше утверждение доказано. 





Рис. 7. 
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Пример, приведенный па рисунке 7, 
показывает, что отношение площадн пяти 
треугольников к площади пятиугольника 
может быть очень близко к 1, 


012 5456 789 


Рис. 9. 


Нетрудно видеть. что это отношение ке 
больше 2. Рисуноя 8 показывает, что его мож- 
но сделать сколь угодно близким к 2. 


М194. Даны два взаимно простых натираль- 
ных числа ва и 6. Известно, что всякое целое 
число можно представить в виде ах Г бу, 
где х и у — целые. Рассмотрим множество 
М целых чисел, которые представим в ви- 
де ах Ву, де х и у — целые нестри- 
цательные числа. 

а) Каково наибольшее число с, не принад- 
лежащее множеству М? 

6) Докажите, что из двух чисел пои с—п 
(где л — любое цслое) одно принадлежит м, 
а Другое нет, 

{На рисунке 9 для а= 5 и 6 = 3 целые 
точки, принадяежащие множеству М, — 
красные. не принадлежащие — голубые). 


Нарисуем на плоскости систему коор- 
динат Охиу и сформулируем нашу задачу на 
геометрическом языке. Каждую пару целых 
чисел (х, и) мы будем называть «целой точ- 
кой» и изображать красной точкой, если обе 
ее координаты неотрицательны (х> 0, и-> 
> 0), и синей точкой — если хотя бы одна 
коорднната отрицательна (рис. 10). Взаим- 
но простые натуральные числа а и $ мы счи- 
таем фиксированпымн (па рисунке мы возь- 
мем а = 5, В *= 3). Для каждого п уравиенке 


их-т бу=п 


определяет, как известно, прямую. Обозна- 
чим ее через (я. Разумеется. все прямые {„ 
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параллельны друг друг }. Пусть п — целое, 
Будем считать прямую [, краской. если она 
проходит хотя бы через одну красную точ- 
ку, и синей — в противном случае *). Мы 
должны выяснить, каково наибольшее с, 
которому соответствует синяя прямая [, 
и доказать, что тогда из двух прямых #, 
н и одиа — синяя и одна — красная 
(п — любое целое число). 

Мы будем пользоваться в нашем рапении 
перемещениями плоскости, которые отобра- 
жают хножество целых точек на себя и сл- 
новременио каждую прямую |. переводят 
в ту же самую или некстсрую другую пря- 
мУЮ [и' из нашего семейства. Это, во-первых, 
параллельные переносы ва любой вектор 
{р, 9) с целыми ри 9: 


(х, у) [++ (тр, у 9). 


и, во-вторых, повороты на 180° (или, что 
то же самое, симметрии отиссительно точки) 


с любымн центрами ( 5); где ри — 
№ 


целыс: 
(х, у) = (р—х, 9—9. 
Докажем, что па каждой прямой 
целые точки встречаются «ерез равные про- 
межутки. 


=) Как следует из сказанного в условии, 
каждая прямая {4 переходит хотя бы через 
олну целую точку. Ниже мы докажем этот 
факт. 





Лемма 1. сан (хо, Уз) — целая 
тонка на прямой (и, то ближайцими к ней 
целыми точками на {1 будут (ху — 6, ног а) 
и о Ь, у, — а) (ан В взаимно просты'). 


Рассмотрим прямую 1, проходящую че- 
рез (0, 0). Пусть (—26,:, а.) — ближайшая 
к (0, 0) целая точка [+ такая, что 6, > 0, 
а; > 0 (мы еще не знаем, что 6, — 5, а, == а). 
(хо, Я) — целая точка [,. При переносе на 
вектор (хо, #0) отрезок прямой [% от (0, 0} 
до (-—В,, а,) перейдет в отрезок {[, от 
(хо, Ио) до (хо — В. Шо -Г @а,). Тем самым, 
точка (хо — Б,. Но г а,) будет ближайшей к 
(Хо. Ус) точкой [„ сверху. Точно так же при пе- 
реносе на вектор (хо -- В, у, — а) — тот же 
отрезок прямой {, перейдет в отрезок пря- 
мой [: от (хь-- В, и аа) дб (Хе, 9%. 
Следовательно, и на этом отрезке целыми точ- 
камн будут только его концы. 

Отсюда уже следует, что на любой пря- 
мой [л (если на ней ееть хоть одна селая точ- 
ка) промежуток между соседними целыми 
точками один и тот же: а, едивны по оси 
Оуи В, — по оси Ох. Это, в частности, от- 
носится и к прямой (+. Поскольку (—В, а) 
принадлежит {,, то стсюда следует, что в == 
— ЧВ., а-= 4а,, где 4 — кекоторсе целое 
число. Но числа ая 6 по условию взаимно 
просты. Значит, 4 = |, то есть а= а;. р = 
== $,. Лемма 1 доказана. 

з этой леммы следует, что каждая пря- 
мая {и, где л — целое, переходит ровно че- 
рез одну точку внутри полосы 0 = х == 6 — 1. 
При этом, очевидно (см. рис. 10}, если пря- 
мая красная, то есть гдето переходит чс- 
рез красную точку, то се мелая течка в вы- 
деленной полосе тоже будет красной (а точ- 
ка синей прямой, разумеется, синяя). 

Теперь заметим, что при симметрии от- 


Е 


<. у) > (х, у) = {6 а фьжсный —у, 


носительно точки 


полоса 0 х=ф— 1 переходит в себя, 
причем краспые точки переходят в синие, и 
иаоборот. Прямая {[, после этой симмет- 
рии переходит в прямую вь-а-ь-п: если 
ах-^ Бу -= п, то ах’ б’=а 6 — 1-х 
о (--1— и = 46 —а—ь— в. (Через 
центр симметрии, где 


—1` ь 1 а—а—в 
й ( 2 } к Е = БИ 
ни одна из наших прямых может н не про- 


ходить; на рис. 10 центр —точка и, 5).) 
Ясно, что самая нижняя красная пря- 
мая — это 15. Следовательно, самая верхняя 
синяя прямая — этс ь-а-ь. Итак, наиболь- 
шее число, не принадлежащее множеству, — 
это 
с = 6 —&а-—5, 


и нз двух чисел п нс — п одно принадлежит 
М, а другое — нет. 
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Мы пользовались тем, что каждое целое 
п можно представить в виде ах -1- фу, где 
хи у— целое, Это тоже нетрудно доказать 
с помощью «решетки». 


Лемма 9. 
где п — целое, 
точка. 


На каждой прямой №. 
есть хотя бы одна целая 


Достаточно доказать, что целая точ. 
ка (хх #,) есть на прямой 1: если 
ах, + 9% =1, то а(пхо) - В (пи) = п, 
так что (пх., Лус) будет принадлежать [,. 

Рассмотрим параллелограмм с верши- 
нами (0,0); {0, 1); (6, 1— а); (5, — а), две 
меньшие стороны которою равны |1, а 
большие лежат ма прямых [о и Ё. Внутри 
этого параллелограмма (ие в вершипах) 
лежит $ — | целая точка: на каждой пря- 
мой х=], х=8, х=Ь — | - по одной. 
С другой стороны, всего этот параллелограмм 
пересекают как раз столько же — (6 — 1) -- 
прямых [1 : 1, Ф, ..., 5—1 (не считая Ц и 
15). Поскольку более одной пелой точки, 
координаты х которых отличаются меньше 
чем ина в, прямая [1 иметь не может, то, ста- 
ло быть, все точки в количестве (В — 1) 
лежат по одной штуке на каждой прямой. В ча- 
стности, есть целая точка и на. Лем- 
ма 2 доказана. ^^ 





Н. Б. Васильев 


$203. В электрочном генераторе использо- 
ван триод, в котором расстояние между 
катодом и анодом` равно {| мм. Оценить мак- 
симальную частоту колебаний, которые мож- 
но получить, используя этот генератор, если 
анодное напряжение составляет 200 в. 


Пернодическое колебание тока в анод- 
ной цепи лампы генератора достигается пе- 
рнедическим изменением потенциала сетки 
лампы. Время &, за которое происходит одно 
колебание потенциала сетки, Должно быть не 
меньше времени т пролета электроиа от ка- 
тода к анолу. Максимальную возможную 
частоту колебаний, получаемых с помощью 
данного генератора, можно определить из 
Условня Я 


Т =: 2 =>Утах я 


(Если т>Ь то электрои не успевает дости- 
гнуть катода до чзапираиня» лампы.) 
Напряженность поля между электродами 


и 
= (мы не учитываем меняющееся 





поле сетки), ускорение электрона равяо 
гЕ е 
ат =. Следовательно, 
т? а. РУ 
4=а о = т-= 24 — 24?т 5 
а Це 
= Се 
Поэтому Ушах == ——— 223000 Мец. 
242т 


И. Ш. Слободецкий 
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$204. Космический корабль подлетает к 
„Луне по параболической траектории, почти 
касающейся поверхности Луны. В момент 
максимального сближения с Луной на корот- 
кое время включается тормозной Овигатёль, 
и корабль переходит на круговую орбиту спугт. 
ника Луны. Определить изменение скорости 
корабля при торможении. Радиус Луны 
Кл == 1740 км, ускорение свободного падения 
на поверхности «Луны #д = 1,7 м/с. 

Примечание. На параболической 
траектории лозная энергыя корабля равна 
нулю. 


При движении космического корабля 
по параболической траектории в любой точ- 
ке траектории выполняется условие 

Еполн = Евот -Р Ехни = 0, 
то есть 
з 
$ тМл __то 
В 5. \Я 





где Мл — масса Луны, т — масса корабля, 
В — расстояние от корабля до Луны, у — 
скорость корабля в данной точке, 7 — 
гравитационная постоянная. В момент. мак- 
симального приближения к Луне А = Ад 
(так как траектория почти касается поверх- 
ности Луны, мы пренебрегаем высотой ор- 
биты по сравнению с радиусом Луны Кд). 
Скорость корабля в этот момент максималь- 
па; найдем ее из условия 


отсюда 
м НЕНИЯ 
Отах = и = У 21Кл 
м 


(отях — вторая космическая скорость для 
Лукы). При движении по круговой орбите 
центростремительное ускорение кораблю со- 
общает сила тяготения. Следовательно, при 
торможении скорость корабля надо пони- 
зить до величины г, определяемой из условия 





тот Млт 


у 


—=——— 
2 
Кл Кл 
(согласно второму закону Ньютона). Отсюда 


„=И Е &лКл . 


Кл 





Изменение скорости при торможении 


ди = Отах — 91 =#лЖл (1/2 — 1) = 
1700 м/с. 
С. М. Козел 
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Рис. 11. 


Ф205. Осколком стекла А неправильной фор- 
мы на вертикальную стенку пускают  гол- 
нечный зайчик один роз в точку В, другой 
раз в точку С (рис. 11). Зайчик в точке В 
оказывается круглым, а освещенность его в 
центре втрое больше, чем на участках, ос- 
вещенных только рассеянным светом. Какова 
освещенность в центре зайчика в точке С? 

Луиш $А, АВ и АС лежат в одной вер- 
тикальной плоскости, луч „АВ горизонта- 
лен, ЗАВ = «ВАС = 45°. 


Вы, наверное, не раз замечали, что если 
стенка, на которую вы пускасте солнечный 
зайчик, находится далеко от вас, то зайчик 
оказывается круглым, а если стенка находит- 
ся близко, то солнечный зайчнк имеет ту 
же форму, что и зеркало. Почему это про- 
исходит? 

Лучи света, идущие от любой точки Солн- 
ца, отражаются от зеркала и, попадая затем 
на экран, дают пятно, имеющее форму зер- 
кала (рис. 12). Так как Солнце находится 


от Солица 





Рис. 12. 


Изображение Солица 


Рис. 13. 


очень далеко н лучи, идущие от точки Солн- 
ца н отраженные затем от зеркала, можно 
считать параллельимми друг другу, то раз- 
мер пятна совпадает с размером зеркала. 
Такое пятно дает Каждая точка Солнца. На 
экране пятна накладываются друг па друга. 
Если экран паходится близко к зеркалу, так 
что размер каждого из пятеи больше расстоя- 
ния между пятнами, которые получаются при 
отражении от зеркала лучей, идущих от 
диаметрально противоположных точек Солн- 
ца, то зайчик на экране булет иметь форму 
зеркала, хотя и несколько размытую (раз- 
меры зайчика будут мало отличаться от раз- 
меров зеркала). Если же экран паходится 
Далеко от зеркала, так что размеры каждого 
пятна малы по сравнению с большим «сум- 
марным» пятном, то это большое пятно будет 
круглым или эллиптическим, в зависимости 
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Эвркале] 
Экран 





от угла 
экрана. 


между плоскостями зеркала и 


Выше мы говорили о большом или малом 
расстоянни между зеркалом и экраном. Но 
какие расстоялия можно считать большими, 
а какие малыми? Для того чтобы ответить 
на этот вопрос, рассмотрим лучи, идущие из 
диаметрально противоположных точек Солн- 
ца (или, что то же, от точек мнимого изо- 
браження Солнца в зеркале) (см. рис. 13, а). 

сно, что пятно на экране имеет форму зер- 
кала, если угловой размер зеркала, то есть 
угол нь, под которым видно зеркало из точ- 
хи экрана, больше углового размера Солица 
& (рис. 13, 6). Если же угловой размер 
Солнца больше углового размера зеркала 


2 (рис. 13, 8), то зайчик на экране имеет 
форму круга (или эллипса). 
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Рис. 14. 


В нашем случае зайчик от осколка стек- 
ла оказался в точке В круглым. Круглым он 
будет и в точке С, которая находится от стек- 
ла еще дальше, чем точка В. Это означает, 
что угловой размер Солнца в нашем случае 
больше утловото размера слекла. Цо в этом 
случае, как видпо из рисупка 13, в, в каждую 
точку экрана попадают лучи, идущие не из 
всех точек Солнца или его мнимого изобра- 
жения, а только из тех, которые видны из 
точкн экрана в том же телесном угле 9, 
что и стекло. Следовательно, освещениость 
пятна на экраие за счет тех лучей, которые 
отражаются от стекла, пропорциональна 
телесному углу @, в котором видно стекло 
из точки экрана. Для точки В этот угол равен 

5 сс а 
$2 = ит. ‚где 5 — площадь поверхно- 

а 
сти стекла (рис. 14, а). Поэтому добавка к 
освещениости рассеянным светом в точке 
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$ с05 <: 
В экрана равна № Е = где А — коэф- 
1 
фициент пропорциональности. 

Пусть Бо — освещенность тсх участков 
экрана, на которые попадает только рассеян- 
ный свет. Тогда в точке В добавка к освещен- 
ности рассеянным светом составляет 


и5 
т а а и 


"(0 

В точке С телесный угол, в котором виднэ 

зеркало (рис. 14, 6), равен 

$ с0$ “5 
Ю? 


Это означает, что если бы экран в точке С 
был перпендикулярен солнечным лучам, то 
сго освещенность в точке С была бы равна 


и — 


$ со 
Ес = В+, = о. 


р 


Так как отраженные солнечные лучи в точке 
С составляют угол В с нормалью к поверх- 
ности экрана, то 


Ес Бо - ЯН ов. (2) 


ра 


Сравнивая формулы (1) и (2), пайдем, что 
с05 аз [Ю1 \? 
АЯ с0$ В |. 


Так как Ю. = Ю\/со$ В, ©, == 22,5°, и. == 
= 45? и В= 45°, то 


с0$* 45° 


Ес = В» | "Е 2-ивзрнт 


== 1,52 Бо- 


$206. Оцените, до какой максимальной тем- 
пературы может нагреться из-за трения 
о воздух поверхность самолета, который летит 
со скоростью, близкой к скорости звука. Дая 
оценки считать, что воздух состоит из двих- 
атомных молекул азота, энергия которых 
равна 5:2 КТ, где В — постоянная Больцма- 
на и Т — аболютная температура. Тем- 
ператури окружающего воздуха считать рав- 
ной — 10? С. 


При столкновении молекулы азота с по- 
верхностью самолета оиа не может получить 


5 то 
энергию большую, чем а. т, Бо 
где о — скорость самолета (или, в системе ко- 
ординат, связанной с самолетом, средняя ско- 
рость упорядоченного движения малетаю- 
щих на нос самолета молекул азота), т — 
масса молекулы азота, Т, — температура 
окружающего воздуха. 





Рис. 15. 


Так как молекулы азота после столкно- 
вення с самолетом должны иметь энергню 


5 
-5-#Т.. соответствующую  темперазуре Т, 


поверхности самолета, то 
= = „за 
5 5! ту 

>—А Га <> АТ, -- 5 





Отсюда 
Г 


т ту?” Л 
и 2=373 К. 
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Ф207. На поверхности масла, налитого в 
цнаиндрический сосуд, плавает хусочек в0- 
дчного ‘льда. Температира всей системы рав- 
на 0 С. Как изменится уровень масла и дав- 
ление на Оно сосуда, когда лед растает, а 
образовавшаяся вода опустится ни дно со- 
гуд0? 

Давление на дно сосуда не изменится. 
Действительно, сила давления на дно Ё равна 
весу содержимого сосуда, а вее не менястся. 
Следовательно, не меняется и само давле- 


Е 
кие, равмое 5”, уде $ — площадь дла со- 


суда. Е 
А как менястся уровень масла? Пусть 
высота уровня воды в сосуде равна Аз, вы- 
сота уровия масла равна Нь. а Высота уровня 
масла до таяния льда й, (рис. 15). Так как 
лед плавает и не касается дна сосуда, то 
давление на дио в первом случае равно 


ру = ОыбЯ- 
Во втором случае оно равно 
р = фм & (в — №) Г Рей 
(ру — плотность масла, р» — плотность во- 


ды). 
Из равемства давлемий следует, это 


рм Я: == бы (й2 — А,) ыы Рь Йз 


и | 
р 
А — [ды №. 
Тан как ах }, Юй, < №. 


Ом 
Следовательно, уровень масла при таявин 


льда понизится. 
И. Ш. Слободецкий 
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Мы получили более 250 решений задачи 
№182 и более 200 решений задачи №186. 
Правильные решения задач М150, М181, 
№М153—5\185, М187—М189 прислали (жнр- 
ная инфра после фамилии означаст послед- 
нюю цифру номера задачи): А. Абдирахма- 
нов (Баку) 4; С. Абрамов (Москва) 1; И. Ага- 
ронов (Баку) 1; С. Агеев (Воронеж) 3, 7, 9; 
Н. Ажищев (п. Литовка Львовской обл.) 4; 
С. Актеричев (Магнитогорск) 3, 7; Ю. Аку- 
тин (Москва) 1. 3. 7; В. Адекин (Москва) 
3. 4; Г. Амвросов (Каспи ГОСР) 3; Б. Ашев- 
ский (Москва) 1, 3; Р. Аюпова (я. Бизякн 
ТАССР) 3; С. Бадиксв (Хмельнникий) 3; 
П. Баньковски Уральск) 3, 4; А. Бадаов 
(с. Старый Урух КБАССР) 8; М. Баум (Моск- 
ва) 1, 3—5; Е. Бииикиров (Минск) 3, Т: 
С. Белолицецкий (Киржач Владимирской обл.) 
Е; И. Березовский (Черновиы) 3, 4; А. Бер- 
дин (Бобруйск) 1, 3, 8; „7. Блаженова (Моск- 
ва) 3; А. Бяох (Харьков) 06}, 1, 3—5, 7-9; 
А. Борзяк (Москва) 1; С. Бородецкий (Пун:- 
кии) 7; М. Бренерман (Казань) 1; Е. Бы- 
стров (Унеча Брянской сбл.) 3; А. Вайнсв- 
ский (Баку) 3. 7; А. Вальков (Ташкент) 1, 
3. 4, 8, 9; К. Вартанян (Кафан) 3; С. Ва- 
гиленков (Донецк) 1; А. Векслер (Ташкент) 8; 
С. Вилкомир {Москва} 3, 5; Ю. Вороновский 
(Днепропетровск) 3, 4. 7; А. Восканян (Ере- 
ван) 3; Г. Высоцкая (Красноярск) 1, 3; О. й: а 
лоненко (Кировоград) 3: С. Гизунов (Ленин- 
град) 3; А. Гизунтерман (Черновцы) 1; 
А. Глазков (Киев) 1, 8, 9; С. Глущенко 
(Киев) 3; Б. Гомбосурзнгийн (МИР) 4; А. Гор- 
диенко (Москва) 1. 5; И. Готман (Арзамас) 3: 
Л. Готман (Арзамас) 3; М. Грабельковский 
{Воронеж} 8; А. Григорян (Бак\} 1, 3, 4, 
7—9; А. Гуденко (Нарофоминск Москов- 
ской обл.) 3; А. Гуревич (Минск) 3; Е. Гу- 
сев (Павлоград Днепропетровской обл.) 1; 
Я. Гусейнов (Сназань АзССР) 4; К. Даниль- 
ченко (Волгоград) 4; В. Дворецкий (Отрая- 
ный Куйбышевской обл.) 7: М. Денисов (Ро- 
стов-на-Дону) 3; М. Дербинян (Тбилиси) 3; 
Ю. Довгодько (Киев) 1, 3; В, т {Ново- 
сибирск) 3; М. Драчинский (Тбилиси) 3, 
И. Дылевекий (Москва) 3, 5, 7; А. Еремен- 
ко (Харьков) 7, 9; Г. Еркналетян (Ереван) 3; 
А. Журавлев (Москва) 3, 8: В. Запорожская 
(и. Сосница Чериитозской обл.) 3. 7, РГ. Зар- 
гарян (Тбилиси) 3; А. Заславский (Калинии) 
1, 3, 3; В. Зеонник (ст. Подгородная Никола- 
евской обл.) 3: С. Зинович (Ташкемт) 3, 8; 
М. Златоустовский (с. Правая Хава Воро- 
нежской обл.) 3; 2. Зубкова (Москва) 1; 
Ж. Ндирисов (с. Саты Алма-Атинсхой обл.) 4: 
С. Ноаннидн (Тбилиси) 3: Л. Нозефовичус 
(Калининград) 3; С. Калантарян (Степана- 
керт АзССР) 3; В. Карасев (Ярославль) 3; 
В. Карачик (Ташкент) 3; Д. Карпов (Павло- 
град) 3; А. Кац (Баку) 1; В. Квесницын 
(Коркнио Челябинской обл.) 1; П. Кирей 
(Николаев) 3; Ю. Кириленко (Черкассы) 1, 
7; С. Кириллов(Куйбышев) 1, 3; Н. Кирова 
(Болгария) 1, 3, $; А. Клейн Одесса) Т; 
Ю. Князихин (Таллин) 7; М. Кобозев (Кнев) 
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1, 3, 4, 8; О. Кожушняк (Москва) 3; К. Ко- 
зел (Польша) 1, 4; Б. Коломенский (Киев) 3; 
В. Комлев- (Красноярск) 3; С. Конягин (Са- 
ратов) 0, 1. 3—5, 7, 8; С. Корнеев (Новокуз- 
нецк) 3; С. Кузнецов (Чебоксары) 1, 3; А. Ку- 
куш - (Киев) 3, 7, 9; Е. Куланин (Рязаиь) 
3; В. Кульбака (с. Держановка Чернигов- 
ской обл.) 3; В. Куранов (Тетюши ТАССР) 
3; А. Курбатов (Москва) 3; А. Курляндчик 
(Ленинград) 1, 3—5, 8, 9; Л. Лалаян (Баку) 3; 
А. Легостев (Москва) 3; Г. Либеров (Моск- 
ва) 1; А. Литовченко (Белокоровичи Жито- 
мирской обл.) 1, 3, 4; М. Лифшиц (Ленин- 
и 0 6); Ю. Лебоя (Евпатория) 1, 7, 8; 

окотош (Одесса) 3; И. Лучинкин (Дне- 
пропетровск) 1, 3, 4; А. Львов (Саратов) 3; 
М. Любич (Харьков) 8; Е. Мазур (Дербент) 1; 
А. Макаричев (Львов) 1, 4. 5; Г. Малашо- 
нок (Львов) 1, 3, 4, 7, 8; В. Маркин (Толочин 
Внтебской обл.) 1, 4; Г. Матвеев (Ленин- 
грал) 3, 4, 7; В. Мацукотов (п. Цалка ГССР) 
3; И. Меджибовский (Москва) 3; С. Мель- 
ник (Харьков) 1, 3; С. Мерзляков (Уфа) 3, 4; 
Ю. Меренков (Бердигестях ЯАССР) 3, 4; 
К. Миннахметов (Бугульма ТАССР) 1, 3; 
А. Молотксв (Кубинка Московской сбл.) 7; 
В. Мондрис (Тбилиси) 3; Ж. Миукажансв 
(ст. Жарма Семипалатинской обл.) 7; Г. Ми: 
минов (Хаджиабадский р-н УзССР) 4; Г. Му- 
стафаев (Сиазань АзССР) 1, 3, 4; К. Мхи- 
таряк (Ереван) 1; А. Мягков (Калииннград) 3; 
В. Нападов (Харьков) 7; С. Насыров (Казань) 
3; В. Наумов (п. Коммунар  Ленниград- 
ской обл.} 4; Л. Нахмансон (Орск) 3; А. Ни- 
колаев (Москва) 1, 3, 5, 7; Т. Никонова (Моск- 
ва) 3; Р. Норвайша (Каунас) 3; С. Нужный 
(Куйбышев) 1, 3, 7; С. Овчинников (Ленин- 
град) 3, 4; С. Оганесян (Армавир) 3; В. Олей- 
ник (Днепропетровск) 1, 4; В. Орлов (Астра- 
хань) 3; Д. Панженский (Усть-Каменогорск) 
4; В. Паньков (Минск) 1, 3; 0. Паракина 
(Москва) 3; Л. Парамонов Москва) 1, 3; 
5. Парилис (Ташкент) -1, 3, 8; А. Парлов 
{ст. Узловая Тульской обл.) 1; А. Пастухов 
(Свердловск) 1; Н. Нетрсв (Болгария) 4; 
А. Печковский (Москва) 1, 3, 8; А. Пидман 
(Одесса) 1, 3, 4; В. Нисарский (Москва) 1; 
С. Пищиков (Москва) 3; /. Пищиксва (прю 
Плисса Минской обл.) 3; С. Пожидаев (Куй- 
бышев) 1, 3, 7; М. Подовинник (Мена Чер- 
ниговской обл.) 1; В. Поркшеян (Ростов-на- 
Дону) Е; А. Пригорницкий (Славянск Донец- 
кой обл. ) 3; В. Пруние (Москва) 8; С. Пу- 
тинцев (Кемерово) 1, 3; Г. Пятецкий (Моск- 
ва) 3; А. Разгуляев (Клин Московской обл.) 8; 
А. Райнин (Москва) 1, 3—5; А. Рашков- 
ский (Харьков) 1, 3—5; А. Резников (Киев) 3; 
Г. Резников (Саратов) 3, 4; С. Родионов 
(Саратов) 1, 3—5; Р. Рожков (Рязань) 1, 
3, 4;:- Е. Рудерман (Черновцы) 3; Н. Рундк- 
вист (Свердловск) 1; М. Садыков (Казань) 3; 
М. Сапир (Свердловск) 1, 3, 4; С. Сатанов- 
ский (Харьков) 1, 3—5, 7; А. Сбоев (п. Мед- 
ведок Г обл.) 4; А. Сегаль (Ленин-. 
град) 8; Г. Сельбирак (Полыша) 1, 3; В. Се- 
менов (Миасс Челябинской обл.) 1; С. Сс- 
менов (Воронеж) 3; И. Сивицкий (Леник- 
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град) 7; И. Сидоров (Мссква) 3, 4; И. Сы- 
макин (Ворокеж) 3; ИП. Симонсвич (Мсск- 
ва) 1, 3, 4, 7; М. Синяков (Саратов) 1; Р. Си- 
рота (Харьков) 3—5; Г. Скляр (Харьков) 1, 
3—6; В. Слепой (Фрунзе) 3, Т; А. Слеса- 
ренко (Рубцовск Алтайского края} 1, 3,7—9: 
А. Слинкик (Москва) 1, 3, 8, 7,8; А. Соко- 
лов (Новосибирск) 3; В. Солодушкин (Степно- 
горск) 1; Б. Соломяк (Леиииград) №, 3; 
Т. Сопа (с. Каменское Запорожской сбл.) 
3; П. Сухов (Саратов) $, 3; С. Стелькина 
{Могилев) 3; С. Табачников (Москва) 1, 3, 4, 
1—9; А. Тарнопольский (Коростень Жито- 
мирской сбл.) 4, 7; И. Темный (Первомайск 
Николаевской сбл.}) 1; А, Ткач (Каменец- 
Подольский) 1; В. Ткаченко (Киев) 3; О. Тру- 
нов (Джалел-Абад КиргССР) 3; 5. Турке- 
вич (Черновцы) 1, 3, 4, 7, 8; С. Фомин (Ле- 
кинград) 1, 3—5, 7, 9; Б. Ходоровский (Дне- 
пропетровск) 3; В. Хонин (Первоуральск) 4; 
С. Церковный (Ленинград) 1, 3, 4, 9; И. Цу- 
керман (Ленинград) 1; Ю. Цыгансв (п. Вер- 
билки Московской сбл.) 3, 7; В. Цыркле- 
вич (Бельцы) 1; Н. Чамурлиев (Тбилиси) 3; 
С. Черемшанцев (Ленинград) 3, 4; Н. Чернов 
(Кривой Рог) 1, 3, 4; А. Черебатсв (Омск) 8; 
Ю. Чернявский (Киев) 1, 3; 3. Чертков 
(Киев) 1, 3; М. Шаймухамбетов (Алма-Ата) 
3; А. Шерстюк (Николаев) 1, 3, 4; Е. Шеста- 
ков (Москва) 1, 3, 4; В. Ширман (Харьков) 
1, 3—5; Д. Шляпников (Новосибирск) 3; 
Ю. Шмелев (Ярославль) 1 3; Ю. Шпилев 
ры 7; И. Шугалев (Москва) 1, 3, 4: 
И. Щербаков (Первомайск Николаевской сбл.) 
1, 3, 4; НР. Щербина (Днепропетровск) 1, 
3—5, 7, 9; А. Щехорский (с. Старики Житс- 
мирской сбл.) 1, 3, 4; И. Юнис (Харьков) 
1, 3—5, 7. А. Яковдев (п. Самохвалоричи 
Минской обл.) 1, 3; А. Ярославцев (Щел- 
ково Московской сбл.) 4. 

Ю.Н. Лыссв 


Редакция получила свыше 500 писем 
с решениями задач Ф193—Ф202. Правиль- 
ные решения этих задач прислали (жирная 
цифра после фамилин — последняя цифра 
номера задачи): Н. Ажищев (с. Липовка 
Львовской обл.) 9, 0; С. Актершев (Магии- 
тогорск) $; С. Алехин (Липецк) 1; А. Амиров 
(Оренбург) 8; Ш. Атакулов (Фергана) 8; 
Н. Атищев (п. Липовка Львовской обл.) 
9; Р. Басыров (дл. Н.Каракитяны ТАССР) 
0, 2; С. Благодер (Бокситогорск) 9; А, Блех- 
ман (Алма-Ата) 9; С. Бобков (Курган) 2; 
Л. Брагинский (Фрунзе) 8, 9, 0, 1, 4, 5; 
А. Браславец (Новосибирск) 7; И. Братов- 
ская (Усолье-Скбирсксе) 1; М. Бунеев (п. Ке- 
чевка Кечевского р-на) 9; Л. Бухаринов (Бе- 
резняки) 9; М. Васнецов (Кнев) 0; Ю. Визгин 
(Ленинград) 4; И. Волков (Москва) 9, 0; 
А. Восканян ра 4, 5; Б. Герасимов 
ара УдАССР) 6; А. Герман (Воронеж) 
0, 4, 6, 7; С. Герц (Хуст) 1; Н. Гелозко 
(Прохладный) 6; В. Голутва (Высокополье) 
9; В. Горбулин (с. Красногвардейское Став- 


ропольского края) 8; А, Григорян (Баку) 5; 
Г. Грико (Солигорск) 9; Е. Гугемо (Днепро- 
петровск) 0; Е. Гусев (Павлоград) 4, 8, '7; 
Ф. Довлетова (п. Первомайский БАССР) 1; 
В. Дяченко (Гадяч Полтавской обл.) %, 0; 
С. Жаров (Ефремов Тульской обл.) 6; В. Жгун 
{Тасеево) 9; В. Жук (Грозный) 0; Ю. Заец 
(Касли) 9; Л. Зиновец {Конотоп} 0; Е. Зибко 
(Нвано-Франковск) 8; Т. Ибрагимов (Моск- 
та) 0; В. Нгнатьев {Волгоград) 4, 65, 6, 7, 
3, 0, 1 2; Р. Иорданян (Тбилиси) 9; Е. Ка- 
лягина (Грозный) 7; В. Канзюба (Днепро- 
дзержинск) 8, 9, 2; В. Карасев (Ярославль) 0, 
1; С. Карпенко (Киев) 9;Е. Карпов(Москва) 7; 
Д. Карпов (Павлограл) 3, 8. 9; П. Кирей 
(Николаев) 9; О. Киселева (с. Задонск) 9; 
Н. Кирсти (п. Зеленодольск Днепропетров- 
ской обл} 3; Я. Коган (Глазов) 8, 9, Е; 
А. Колеснников (Москва) 8, 9; В. Кошарнер 
(Вольногорск) 2; „7. Кофман (Таллин) 9,0; 
А. Кравченко (Запорожье) 2, 4, 7; В. Крав- 
ненко (Днепропетровск) 4, 6, 7; Н. Кидрин 
(Коломна) 7; В. Кузнецов (Грозный) Т; 
С. Кузнецов (Загорск) 9; В. Кузьмин (Гроз- 
ный) 92; А. Кукун (Киев) #1; ЛП. Килябин 
{Жердевка Тамбовской обл.) 4, 3, 8, ®. 1; 
Ю. Лурье (Грозный) 5, 6; И „Люзин (Минск) 4; 
А. Мальков (Миасс) 8, 9; А. Мамян (п. Нос- 
мберяи АрмССР) 4, 5, 7; С. Мельник (Харь- 
ков) 8, 9, 0, 1; С. Молотков (Златоуст) 6, 1; 
А. Морсез (Москва) 8, 9, 0, 1; А. Мягков 
{Калининград) 4, 7; А. Николаев (Москва} 
6, 7, 9, 0; С. Новиков (Свердловск) 0; Е. Но- 
викова (Ленинград) 7; С. Нужный (Куйбышев) 
б, 7, 9, 112; Ю. Оробичекий (Воронеж) 8, 
9. 0, 2; А. Павлов (Сочи) 5; А. Панжинский 
(Усть-Каменогорск) 7; Ю. Нерфильев (Са- 


ратов) 4; Ю. Полонский (Зеленодольск) 6, 7.. 


9; С. Пожидаев (Куйбышев) 7; Н. Попов 
(Ленинград) 7; О. Резник (Лупинец Брестской 
обл.) 4; М. Ригмант (Магиитоторск) 3, 8, 
3, 0; Е. Рудермая (Черновцы) 3; А. Сбогв 
(п. Медведок Кировской обл.) 7; В. Силкин 
{Каликин) 4; Я. Симкин (Москва) 4, 6, 9, 
0. 2; А. Смагия (Москва) 6, 7; Ю. Смирнов 
(Ленинград) 0, 1, 2; Ю. Смоленцев (Ессен- 
туки) 4, 5, 7, 9, 1; Е. Соколов (Тула) 6; 
В. Спиридонов (ст. Мартыновка Николаев. 
ской обл.) 9, 0, 1; В. Сислепаров (Кунгур) 9, 0: 
Н. Федин (Омск) 3, 6, 7, 8, 9%, 2; Ю. Фили- 
монов (Химки Московской обл.) 9, 2; С. Фо- 
фанов (Москва) 3, 4; Д. Фушман (Черновцы) 
6; В. Хажуев (п. Новомихайловский Туапсич- 
ского р-на) 7; С. Хоменко (Подольск) 6, 7; 
И. Ципенюк (Солнцево) 4, 6; Л. Циферблат 
{Львов) 9, 1; В. Цукерик (Киев) 9, 0; Ю. Цы- 
ганов (п. Вербилки Московской обл.) 7; 
В. Черлков (Киев) 4, 6, 8, 0; С. Четкин 
(Осторожек) 4, 8, 9, 0, 1, 2; Е. Шафирович 
(Ногинск) 9, 0, 1; Е. Шахновии (Калинин) 9. 
1: К. Швоерцман (Кишинев) 7; В. Шендрик 
{Алма-Ата) 4, 6, 7, 9. 6, 1, 2; В. Шнейман 
{Харьков} 9, 0, 2; А. Шумаков (Тула) 0, 2; 
С. Щукин (Днепропетровск) 4,1, 2; А. Юдин 
(Сызрань) 8; А. Ян (Ереван) 9. 


С. Г. Семенчинский 
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Календарная 
задача 


Не всегда легко опреде- 
лить день юбилея. Возьмем, 
например, день рождения ве- 
ликого астронома Николвя 
Коперника. 

В Х\У веке пользовались 
Юлинанским календарем. По 
этому календарю (как те- 
перь говорят, по старому 
стилю) Коперник родился 19 
февраля 1473 года. (Сейчас 
пользуются Грегорианским 
календарем. По этому ка- 
лендарю (по новому стилю) 
дием рождения Коперника ц=- 
до считать 28 февраля 1473 го- 
ла. Разница между: одними 
н темн же датами по этнм 
календарям в ХУ геке состав- 
ляла 9 суток. Так что 500- 
летие со дня рождения Ко- 
мерника по новому стилю 
надо праздновать 28 февраля 
1973 года. Но можно рассуж- 
дать и иначе. По старому 
стилю надо отмечать этот 
день 19 февраля. Поэтому 
19 февраля 1973 года по 
старому стилю истекло 500 лет 
со дня рождения Коперника. 
Нов ХХ веке разница между 
календарями стала уже 13 
дней, и день рождения поэто- 
му приходктся на-4 марта 
1473 гола. 

Какой же день вычислен 
правильно? Почему вообше 
возникла разница? 


Я. С. 
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Числовые данные 
в геометрических 
задачах 


С. В. Овчинников, И.Ф. Шарыгин 





В большинстве стандартных школьных задач числовые данные вообще не играют никакой 
роли. Как правило, такие залачн можно решить в общем виде, используя «буквенные» 
обозначения, а затем подставить в полученный ответ данные числа. Однако часто нсполь- 
зование «специфики» числовых данных позволяет получить более простое решение. 
В этой заметке мы на примерах покажем, как по-разному влияют числовые данные на 


решение задачн. 


Начнем с задачи, предлагавшейся на 
вступительных экзаменах на химиче- 
ский факультет МГУ в 1970 году. 


Задача 1. Хорда АВ стягива- 
ет дугу окружности, равную 120. 
Точка С лежит на этой дуге, а точка 
Р лежит на хорде АВ. При этом 
АР =2, ВР = В РС=и 2. Найти 
площадь треугольника АВС. 

Заметим, что ->ОРС == 90°. Дей: 
ствительно, продолжим отрезок СВ 
до пересечения с окружностью 
(рис. 1). Так как АБ . ВБ = СБ х 
х РЕ, то РЕ=СР=у 2и Ор СЕ. 
Из АЛОР мы находим раднус окруж- 
ности. Он равен у’3, поэтому из 


треугольника ОЁЕР получаем, что 
=хЕРО = 60°. Отсюда 
СА = 30°, 5СЬВ = 150°. 





Рис. 1. 
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Воспользовавшись формулой для 
определения площади треугольника 
по двум сторонам и углу между ними, 


получим, — что Зллрс = 2, 
Засрв = В Отсюда $ллдвс =: 
й 3 > 
4,2 


Анализируя приведенное решение, 
мы видим, что числовые данные в за- 
даче подобраны «весьма удачно». Если 
мы попытаемся решить эту задачу 
в общем виде, то есть возьмем в ка- 
честве исходных данных произволь- 
ные числа, то очень быстро убедимся, 
что решение оказывается непомерно 
громоздким. (Попытайтесь гсе-такн 
решить эту задачу в сбщем виде. 
Это будет полезным упражненнем.) 
А вот типичная задача, в которой 
числовые данные не играют никакой 
роли. Они используются лишь на по- 
следнем этапе прн подстановке в об- 
щий ответ и носят иллюстративный 
характер. 


Задача 2 (геофак МГУ, 1968). 
В треугольнике АВС проведены бис- 
сектриса АВ угла ВАС и биссектриса 
СЕ угла АСВ (точка Р лежит на сто- 
роне ВС, точка Е — на стороне АВ). 
Найти отношение площадей — тре- 





Рис. 2. 


угольников АВС и АЕО, если известно, 
что АВ =3\, АС = 28, СВ = 20. 


Обозначим стороны треугольника 
АВ, ВС и СА соответственно через 
с. аи в (рис. 2). Используя свойство 
биссектрисы внутреннего угла тре- 
угольника, находим, что 














р [4 ас 
ее Ь, ВВ .. 
Отсюда 
Зълво ВО < 
ЗААВС — ВС `` В-с: 
ПАО в 6 
З лавр Во №-ь 
Зллвс _ (ао 
ЗалЕЬ вс 
Подставляя вместо а, Бис их 
численные значения, находим 
УрАВС 


5 = 4, а потому искомое отно- 
дАРО 


шенне равно 4. 

Следующая задача может быть ре- 
шена в общем виде, но решение су- 
цественно упрощается, если вовремя 
воспользоваться численными значе- 
ниям. 


_ Задача 3 (мехмат МГУ, 1969). 
Прямоугольные проекции треугольни- 
ка АВС на две взаимно перпердику- 
дярные плоскости являются правиль- 
ными треугольниками со сторонами, 
равными 1. Найти периметр тре- 
угольника АВС, если известно, что 


ДБ ИВ 
2 
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Обозначим плоскости, на которые 
спроектирован треугольник АВС, 
через Р и О (рис. 3). Очевидно, мож- 
но считать, что одна из вершин тре- 
угольника, например А, лежит на 
общем ребре К плоскостей Р н 0. 
Так как проекции сторон АВ и АС 
на плоскостн Ри О равны, точки А, 
В и С лежат в бниссекторной плоскостн 
5 двугранного угла, образованного 
плоскостями Ри О. Проекции точек 
В и Сина О обозначим через О и ЕЁ. 
Опустим из точки В перпендикуляр 
ВЕ на ребро КЮ, =ВЕДО = 45° 

В дальнейших вычислениях мож- 
но было бы не фиксировать длину 
отрезка АВ, а считать ее произволь- 
ной величиной а. В этом случае ре- 
шение тоже можно довести до конца. 
Но данное конкретное значение 


АВ=У 5 
2 
упростить решение. 

Действительно, из треугольника 
АВР находим; ВР=-(2АРВ = 9, 
АВи АР даны). Так как —ВЕР = 
== 45°, то РО-:ВО- Ге и в тре- 
угольнике АЕР имеем = АЁО = 90°, 
ЕАБР = 30°. Отсюда получаем по- 
следовательио, что АЕ АЕ, 
=САЕ = 45°, —СЕА = 90°. АС= 


—=у 2. Из прямоугольной трапеции 
СВОЕ имеем (СЕ — ВО)? + РЕ? = 


==ВС?. Отсюда ВС =У,н пери- 
АВС 





позволяет существенно 


метр треугольника 
У +у2. 

Если в рассмотренной задаче чи- 
словые данные, существенно умень- 


равен 





Рис. 3. 
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шая объем вычислений, помогали 
нам, то иногда онн, наоборот, созда- 
ют вычислительные трудности и даже 
затеняют простой геометрический 
смысл задачи. 


Задача 4 (геофак МГУ, 1971). 
В треугольнике АВС со сторонами 
АВ = З см, ВС = 4сми АС = 5 см 
проведена биссектриса ВО. В тре- 
угольники АВЬ и ВСР вписаны ок- 
ружности, которые касаются ВБР в 
точках М и М соответственно. Опре- 
делить длину отрезка ММ. 


Числовые данные этой задачи по- 
казывают, что треугольник прямо- 
угольный. Это может привестн к по- 
цытке решить задачу, используя 
метрические свойства  прямоуголь- 
ного треугольника. 

На самом деле задача имеет про- 
стое геометрическое решение для про- 
извольного треугольника АВС. Обо- 
значим АВ через с, ВС через аи АС 
через ® (рис. к По свойству биссек- 

С ав 
трисы АО = ый Ес ; 
Введем неизвестные х = ВМ, и = ММ 
нг = МР. Так как касательные, про- 
веденные из одной точки к окружно- 
сти, равны, то можно составить сле- 
дующую систему уравнений: 


хи а )-а, 





атс 





7 вс 
От? ас АИ 


Вычитая из первого уравнения вто- 





БЕр:АКуапетссте.ги 


рое, получим 
„ _ @6 О 1 
2у + СЕР па" 9% 
откуда 


и о 
е 


Подставляя вместо а, бис их значе- 
т 1 
ния, находим, что ММ = ее 


Теперь мы рассмотрим задачи, в 
которых специально подобранные чи- 
словые данные резко упрощают реше- 
ние задачи. 


Задача 5. В треугольнике АВС 
даны стороны АВ = 4, АС=у 17 и 
ВС = 5. На стороне АВ взята точка 
р такая, что Ар =1. Найти рас- 
стояние ‘между центрами окружно- 


стей, описанных около треугольни- 
ков ОВС и АРС. 


Если мы догалаемся, что СО явля- 
ется высотой, то решенке находится 
очень быстро: центры окружностей, 
описанных около треугольников АРС 
ирВС, лежат на серединах сторон АС 
и ВС, и искомое расстояние равно дли- 
не средней линии, параллельной АВ, 
то есть 2 (рис. 5). То, что СР являет- 
ся высотой, следует из равенства 


ВС* — АС? = ВР* — ОА? = 8. 


Как же догадаться, что СО явля- 
ется высотой? Ведь из решения видно, 
что эта догадка является основным 
моментом в решении — все остальные 
рассуждения тривиальны. Мы не со- 





Рис. 5. 


бираемся (да и не можем) объяснить, 
как надо догадываться, но на одно 
важное обстоятельство укажем. Речь 
идет о чертеже. Аккуратно и 
грамотно выполненный чертеж явля- 
ется очень хорошим помощником при 
решении задачи. Это относится к лю- 
бой геометрической задаче, как с 
числовыми, так и с буквенными дан- 
ными. Если данные — числовые, то 
на чертеже следует отразить задан- 
цые размеры фигуры. Например, еслн 
в разобранной задаче сделать чертеж 
с соблюдением заданных пропорций, 
то довольно легко увидеть, что Ср — 
высота. 


Задача 6 (геофак МГУ, 1970). 
В трапеции АВСШ известны осно- 
вания АР = 39 см, ВС = 26 см и 6о- 
ковые стороны АВ = 5 см, СО = 
= 12 см. Найти радицс окружности, 
которая проходит через точки А и В 
и касается стороны СР или ее про- 
должения. 


Достроим трапецию до треуголь- 
ника АЕР (рис. 6). Из подобия тре- 
угольников ВЕС и АЕБ легко полу- 
чаем ВЕ = 10 см, СЕ = 24 см. Если 
чертеж выполнен аккуратно, то мож- 
но заметить, что -5АЕР = 90” Это 
легко доказать: АЕ? -!- ЕР? = Ар». 
Пусть О — центр окружности, прс- 
ходящей через А и В н касающейся 
ЕР в точке С. Опустим из О перпен- 
дикуляр ОЁ на АВ, тогда ЕР — сере- 
днна хорды АВ. Очевидно, ОС = 
—= ЕЁ = 19,5 см. Отсюда искомый 
радиус равен 12,5 си. 

В следующих задачах числовые 
данные проявляются кесьма свсеоб- 





Рис. 6. 
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Рис. т. 


разно. При предварительном изуче- 
нии такой задачи трудно предугадать, 
как именно повлияют эти данные на 
решение, но стоит начать решать за- 
дачу, н в некоторый момент станет 
ясно, что только при этих данных мож- 
но получить ответ. Как правило, в 
подобных задачах путь решения оче- 
виден, хотя с самого начала не ясно, 
приведет лн си к ответу. 


Задаца 7 (биофак МГУ, 197%). 
На сторонах выпуклого четырехуголь- 
ника АВСР, площадь которого рав- 
на 1, взяты точки: К на АВ, Ё. на ВС, 
М наСР и М на АР. При этом 


АК о В СМ _, м_Ь 
Кр Вы мМЬ маи 
Найти площадь — шестиугольника 
АКГСММ. 

Отношение илощадей треугольни- 
Е ВК. ВЕ. | 
ков КВ. и АВС равно АЕ 


(рис. 7). Отношение площадей треу- 


гольников М№О и АОС равно 
А.М 1 Таков р: 
ЗАРЗСВА ОХ мгооразоми сую 


площадей треугольников КВ и ММО 
1 

равна >, откуда искомая площадь 

равна ри 

Ясно, что такая задача в общем ви- 


де вообще не имеет однозначного ре- 
шения. 


Задача 8 (мехмат УрГУ, 1968). 
Три пункта А, В и С соединены пря- 
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молинейными дорогами. К отрезку 
дороги АВ примыкает квадратное по- 


ле со стороной, равной --АВ. К от- 


резку дороги ВС примыкает квадрат- 
ное поле со стороной, равной ВС, а к 
отрезку дороги СА примыкает пря- 
моугольный участок леса длиной, рав- 
ной СА, и шириной 4 км. Площадь 
леса на 20 км? больше суммы площа- 
дей квадратных полей. Найти пло- 
щадь леса. 


На первый взгляд данных слиш- 
ком мало для решения задачи. Одна- 
ко перейдем к вычислениям. Обозна- 
чнм стороны треугольника АВ, ВС и 
СА через с, а, В соответственно. Тогда 
ИЗ условий задачи имеем: 46 =: 20 


| 
+; 14°. Воспользуемся неравен- 


ством треугольника атс ‘ин 
подставим в него 6, выраженнсе че- 
резаис: 


| 3 
(20+ +) = а-ЕсС, 


После простых преобразований этого 
с 2, 
а 
7! 
- «— 2) = 0, откуда с = 8 (км), а = 
= (км), а в =ас= 10 (км). 
Площадь леса равна 40 км. 
Избранный путь решения явля- 
ется единственно возможным в дан- 
ной задаче. Но то, что он приводит к 
ответу, оказалось следствием спе- 
циально подобранных данных. В ре- 
зультате этого подбора трн точки А, 
В и С оказались лежащими на одной 
прямой и данных задачи хватило для 
получения ответа. 


нерагенства получаем: 


Упражнения 


1 (мехмат МГУ, 1969). Прямоугольные 
проекция плоского  четырехугольника на 
две взанмно перпендикулярные плоскости 
являются квадратами со сторонами 2. Одпа из 
днагоналей четырехугольника равна ]/ 14. 
Найти другую диагональ. 


2. В остроугольном треугольника АВС 
дано ЯВ =: 15, ВС == |0 и угол ВАС равен 


7 
агссс—б-. Вокруг треугольника АВС опи- 
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сана окружность и через точку р, лежащую 
на АС на расстоянии 9 от А, проведена хор- 
да ВЕ. Найти площадь треугольника АБС. 

3. Дан треугольник АВС со сторонами 5, 
2н 1/22, причем АС = ]/ 22. На АСвзяла 
точка Р такая, что ВД == 3. Найти расстоя- 
нис между точкой Р и центром окружности, 
олисанной вокруг треугольника АВС. 

4. (физфак МГУ, 1971). В правильную 
треугольную пирамиду $ЗАВС, все ребра 
которой равны а, вписана сфера. На ребре 
$А взята точка М так, что АМ = М5, 
а на ребре ВС взята точка М так, что 2СМ == 
= АВ. Прямая МХ пересекает сферу в двух 
точках Ри 0. Найти длину отрезка РО. 

5 (кимфак МГУ, 1971). В треугольнике 
АВС со сторонамн АВ -= ИУ 3 см, ВС= 
==4 см, АС = У 7? см проведена медиана 
ВР. Окружиости, вписанные в треуголь- 
никн АВР и ВОС, касаются ВР в точ- 
ках М и М соответственно, Определить 
длину отрезка ММ. 

6 (геофак МГУ, 1971). Две окружности 
раднуса г касаются друг друга. Кроме того, 
каждая из них касается извне третьей окруж- 
ности радиуса В в точках А и В соответствен- 
по. Определить раднус г, если АВ == 12 см, 
® = 8 ем. 

7 ({биофак МГУ, 1971). Правильный тре- 
угольник АВС со стороной, равной 3, впи- 
сан в окружность. Точка Р лежит на окруж- 
ности, причем длина хорды АД равна у 3 
Найти длины хорд ВО и СР. 

8 {биофак МГУ, 1970). Дан треуголь- 
ник АВС, площадь которого равна единице. 
На меднанах АК, ВЁ и СМ треугольника 
АВС взяты соответственно точки Р, Он Ю 
так, что 


Ё 


ше 
=. 


РК-=', т 


= 


1 


АР во 1 
ег 


х 


Найти площадь треугольника РОВ. 

9 (экономич. ф-т МГУ, 1970). Объем 
бруска, имеющего форму прямоугольного 
параллелепипеда, равен 150 см, площадь 
полной поверхностн равна 280 см?, перн- 
метр основания равен 40 см. Найти размеры 
бруска. 

10 (экономич. ф-т МГУ, 1971). В дву- 
транный угол 60° вписан шар радиуса А. 
Найти раднус шара, вписаниого в тот же 
угол и касающегося данного шара, если из- 
вестно, что прямая, соеднняющая центры 
обоих шаров, образует с ребром двугранного 
угла угол 45° 

11. Дан треугольник со сторонами 
АВ -— 4, ВС = Зин АС = 5. На стороне АВ 


7 
взята точка Р так, что ОВ = >. Через 
точки С, О и В проведена окружность, 
пересскающая АС в точке Е. Найти длину 
отрезка ВЕ. 
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И п. гржшв Кинематика 
прямолинейного 
движения 
материальной точки 





Равномерное прямолинейное движение 


Равномерным прямолинейным двн- 
жением называется движение, при ко- 
тором материальная точка за любые 
равные промежутки времени совер- 
шает одинаковые перемещения. Урав- 
нение такого движения в векторной 
форме записывается так: 

$ = УЁ 
где $ — перемещение, у — скорость 
движения, { — время. 

Движение материальной точки 
всегда рассматривается относительно 
какого-либо тела, которое в данной 
задаче принимается за неподвижное и 
называется телом отсчета. С ним свя- 
зывается система координат; вместе 
с телом отсчета они образуют систе- 
му отсчета. Для прямолинейного дви- 
жения достаточно выбрать одну ось 
коордннат, например ОХ. Тогда по- 
ложение точки будет определяться 
его координатой х. Уравнение равно- 
мерного движения в скалярной форме 
будет выглядеть так: 

Х == Хх т 9 
где х, — координата точки в момент 
времени # = 0. 

Правильный выбор системы от- 
счета часто существенно облегчает 
решенне задачи. Рассмотрим несколь- 
ко конкретных задач. 

Задача 1. Пассажир, сидящий 
у окна поезда, идущего со скоростью 
их = 72 км/ч, видит встречный поезд, 
идущий со скоростью и. == 31,4 км/ч, 
в течение 10 секунд. Определить дли- 
ну встречного поезда. 

За тело отсчета примем пассажн- 
ра, а ось координат направим по на- 


правлению скорости встречного по- 
езда. Величины скоростей и; и г, за- 
даны относительно некоторой непод- 
вижной снстемы отсчета, например 
семли. По отношению же к пассажи- 
ру, движущемуся со скоростью и, 
встречный поезд имеет так называе- 
мую относительную скорость ць, 
которая равна 
У) = У. —У,, 

или в скалярной форме 

= 9 — [0 = а. 
Тогда искомая длина встречного по- 
езда { равна 

[= и. = (0, + о)Ё-= 290 м. 

Задача 2. Рыбак плывет на 
лодке вверх по реке; проезжая под мос- 
том, он уронил в воду соломенную шля- 
пу. Через полчаса он это обнаружил и, 
повернув назад, догнал шляпу в 5 км 
ниже моста. Какова скорость течения 
реки, если рыбак, двигаясь вверх и вниз 
по реке, греб одинаково? 

Свяжем систему отсчета с водой в 
реке, то есть со шляпой. Рыбак уда- 
ляется от шляпы и приближается к 
ней с одной и той же скоростью, сле- 
довательно, он догонит ее через пол- 
часа после того, как обнаружил по- 
терю, или через час после падения 
шляпы в воду. За это время шляпа 
относительно земли проплыла 5 км. 


Значит, скорость течения реки равна 
5 км/ч. 


Равнопеременное прямолинейное 
движение 


Если скорость материальной точки не 
постоянна, но в любые равные про- 
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межутки времени она изменяется на 
одну и ту же величину, то в этом слу- 
чае говорят © равноперемениом дви- 
жении. Движение называют равно- 
ускоренным, если скорость увеличи- 
вается, и равнозамедленным, если 
скорость уменьшается. 

Для решения задач- на эту тему 
достаточно знать уравнения для ско- 
рости и перемещения. В скалярной 
форме они записываются так: 

и = м фаь 
Х = № - 00 +“ : 

Здесь и, — начальная скорость точки, 
х. — начальная координата, а — ус- 
корение, ии х — соответственно ско- 
рость и координата точки в момент 
времени #. Величины и, а, их бу- 
дем считать положительными, когда 
их направление совпадает с положи- 
тельным направлением выбранной оси 
координат ОХ, отрицательными — в 
противном случае. 

Начинать решение задачи полез- 
но с краткой записи ее условия, по 
возможности полностью переводя за- 
дачу на язык условных обозначений. 
При этом надо следить за тем, чтобы 
единицы измерения всех величин были 
даны в одной и той же системе еди- 
ниц. Все расчеты лучше проводить в 
общем внде, то есть в буквенных обоз- 
начениях, а численные значения под- 
ставлять в окончательный результат. 

Решим следующие задачи. 


Задача 3. Два велосипедиста 
едут друг другу навстречу: один из 
них, имея скорость 5,4 км/ч, спуска- 
ется с горы с ускорением 0,2 м/с; 
другой, имея скорость 18 км/ч, подни- 
мается в гору с ускорением — 20 см/с*. 
Через сколько времени они встретятся? 

Пусть начало координат совпада- 
ет с начальным положением первого 
велосипедиста, а положительное на- 
правление оси координат — с направ- 
леннем его начальной скорости. Тогда 
краткая запись условия задачи будет 
выглядеть так: 

бт = 5,4 км/ч = 1,5 мс 
02 = —18 км/ч = —5 мс 
а: = 0,2 м? 
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аз = 20 см/с* = 0,20 м/с 


Хоз == 195 м. 
=? 
Запишем уравнения движения 
для каждого велосипедиста: 
9122 
х = - ——, (1) 
12 
х,= Ни! --Ь——, (2) 


причем а, = а. по условию. В момент 
встречи 
(3) 


уравнения (1) — 


Хх, — Х2. 
Решая совместно 
(3), получим 


— 08 — -- 306. 
Чот—^ 902 

На этом можно было бы закончить 
решение, но в данном случае следует 
убедиться в том, что полученный ответ 
нмеет физический смысл. Для этого 
найдем скорость второго велосипе- 
диста через 30 с после начала движе- 
ния: 
и = ва - ао = — 65 ме + 
+ 0,2 м/с? -30 с = 1 м/с. 


Оказывается, что второй велоси- 
педист к этому времени будет скаты- 
ваться с горы, а не подниматься в 
гору. Очевидно, что данная задача 
составлена некорректно. 

Задача 4. Аэростат  подни- 
мается с земли вертикально вверх с 
ускорением 2,45 м/с?. Через 8 секунд 
от начала движения из его гондолы 
выпадает предмет. Через сколько вре- 
мени и с какой скоростью этот пред- 
мет упадет на землю? Сопротивле- 
нием воздуха пренебречь. 

Так как сначала предмет движется 
вместе с аэростатом, то через {, = 
= 8 с он поднимется на некоторую 
высоту й, и будет иметь скорость ит, 
причем 


1-= 


2 
а) 


й, Е о 





| |423 — аБ- 


Дальнейшее движение предмета 
можно описать по-разному. 

Часто задачи такого типа решают- 
ся в два этапа. Сначала рассматри- 
вается замедленное движение пред- 


мета вверх до наибольшей высоты, 
затем — свободное падение на землю. 
Задача, однако, решается проще, 
если считать, что предмет одновремен- 
но участвует в двух независимых друг 
от друга движениях: он равномерно 
со скоростью 9, поднимается вверх и 
свободно падает. Свяжем систему от- 
счета с землей, а ось координат на- 
правим вверх. Тогда уравнение дви- 
жения предмета с высоты й, до земли 
запишется так: 
Её 
0=й, +1. —-—5 





{{, — время движения предмета). Под- 
ставляя в это уравнение выражения 
для А: н и, получим 


= р а} 
ее ВО т, 


откуда Ё, == 6,5 с. 


Задача 5. Тело брошено вер- 
тикально вверх с некоторой начальной 
скоростью. Когда оно достигло высшей 
точки подъема на высоте Н = 100 м 
от земли, из того же начального пунк- 
та и с той же начальной скоростью 
брошено второе тело. На какой вы- 
соте они встретятся? Какие они бу- 
дут иметь скорости в момент встре- 
чё? С какой начальной скоростью были 
брошены тела? Сопротивлением воз- 
духа пренебречь. 


Рассмотрим сначала некоторые 
особенности движения тела, брошек- 
ного вертикально вверх. Это сложное 
движение является суммой двух прос- 
тых — равномерного движения и сво- 
бодного падения. Причем каждое дви- 
жение происходит независимо от дру- 
гого и от того, поднимается или опус- 
кается тело. Поэтому можно сказать, 
что время прохождения телом одного 
и того же участка пути вверх и вниз 
одно и то же и что скорости тела на 
некоторой высоте при движении вверх 
или вниз одинаковы по величине. 

Покажем, например, что время 
подъема тела до максимальной вы- 
соты равно времени падения до на- 
чального положения и что конечная 
скорость по величине равна началь- 





—=0, 
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ной скорости. Пусть начальная ско- 
рость тела равна у. Запишем урав- 
нения для скорости и координаты (на- 
чало координат свяжем с точкой бро- 
сания и ось координат направим 
вверх): 


[2 = 9 — 2, 
{2 
х= 0! — 85 


В ‘точке максимального подъема 
и = 0, поэтому 


0 = в, — ВЕ, 
откуда 
бо 
=—, 
Е 
н 
г 
Хтах = Эр я 


Теперь тело начинает свободно падать. 
Обозначим время падения Г, а ко- 
нечную скорость и’и запишем урав- 
нення для свободного падения 





о’ к. 5г, 
{"? 
Хтах = 5 ° 
Отсюда 
Е 
& 
и 
д = 


Теперь вернемся к нашей конкретиой 
задаче. Согласно сказанному выше, 
время подъема второго тела до вы- 
соть: В (рис. 1), равное времени паде- 
ния первого тела с высоты Н — А, 


Г х 





Рис. {. 
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Рис. 2. 


составляет половину времени свобод- 
ного падения первого тела с высоты Н 
до земли, то есть 
Н— 1 2: 1 
я г -. 
откуда 
й = 4 Н=т м. 


Скорости тел в момент встречи оди- 
каковы по величине и равны 


и=У2Е(Н — 1) 2222,5 м/с. 


Начальная скорость ш= УЗЕН = 
2—5 44 м/с. 

В заключение рассмотрим задачу 
на пострсение графиков. 

Задача 6. Дан график зави- 
симости скорости движения тела от 
времени (рис. 2, а). Построить гра- 
фики ускорения, перемещения и пути. 

Прежде всего, посмотрим, как двн- 
жется тело в различные моменты вре- 
мени. Из графика скорости видно, что 
на первом этапе (от 0 до &,) тело дви- 
жется равноускорекно; на втором (от 
{; до {,) — равнозамедленно; на треть- 
ем (от 2, до 2.) — равноускоренно, но 
в сбратном направленни; на четвер- 
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том (от Ё, до Ё.) — равнозамедленно' 
на пятом (от Ё, до #5) — равноуско- 
ренно в первоначальном направле- 
нии и т. д. Графики зависимости ус- 
корения, перемещения и пути от вре- 
мени показаны на рисунках 2, б, виг 
соответстеенно. 


Упражнения 


1. По двум параллельным путям в од- 
ном ‘направлении идут два поезда: пасса- 
жирский — длиной 200 м со скоростью 
72 км/ч и товарный — длиной 400 м со ско- 
ростью 45 км/ч. Сколько времени пасса- 
жирский исезд будет обгонять товарный? 

2. Замыкающий колоины войск, растя- 
нувшейся на 2,5 км и идущей со скоростью 
5 км/ч, послал мотоциклиста с извещением 
командиру, находящемуся во главе колон- 
иы. Командир принимал извещемие и писал 
ответ, стоя на обочине дорогн, в течение трех 
минут. Определить среднюю скорость мото- 
циклиста, если он вернулся к замыкающему 
через 9 мия 27 с. 

3. Два велосипедиста едут навстречу 
друг другу: один из них, имея скорость 
7,2 клуч, спускается с горы с ускорением 
0,30 2/67; другой, имея скорость 36 км/ч, 
поднимается с ускорением — —0,20 м/г. 
Каково было расстояние между велосипеди- 
стами в начальный момент, если они встре- 
тились через 0,5 минуты? При какой наиболь- 
шей длине горы задача имеет решение? 

4. С некоторой высоты падает тело. 
Через 2 с с той же высоты падает второе тело. 
Через сколько секунд после изчала падения 
первого тела удвоится расстояние, разде- 
ляющее тела до начала падения второго тела? 
Сопротивлением воздуха пренебречь. 

5. Вертолет поднимается вверх со ско- 
рестью 10 м/с. На высоте 100 м из него вы- 
брасывается вверх предмет со скоростью 
2 м/с относительно вертолёта. Найти наиболь- 
шую высоту, которой достигнет предмет, а 
также через сколько времени н с Какой ско- 
ростью предмет упадет на землю. 

6. Тело бросают вверх со скоростью 
20 м/с. Какова высота точки, которую тело 
проходит дважды с промежутком 3 с? Со- 
противлением воздуха пренебречь. 





Рис. 3. 


7. Дани график зависимости ускорения 
от времени (рис. 3). Построить график за- 
висимости величины перемещения от скоро- 
сти. 
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В «Кванте» № 4 за 1973 год мы уже расска- 
зывалн об Университете дружбы народов. 
Сейчас мы помещаем варианты вступитель- 
ных экзаменов в этот университет по матс- 
матике в 1973 году. 


Факультет физико-математических и естест- 
венных наук 


Вариант 1 
1. Решить систему уравнений: 


х фу 2= 6, 
ху -—- уг + ха == 12, 
ху == 8. 


2. Решить неравенство 
$ + 6х е 
хо" ба < ад. 
3. Решить уравнение 


лох -- соя х 8х -- с058х 
4 450$? 2х 4 $0 9х 





4. Двуграивые углы при боковых реб- 
рах правилькой четырехугольной пирамиды 
равны ©. Найти двугранные углы при ребрах 
основания пирамиды. 

Вариант 2 


1. При каких комплексных значениях 2 
оба выражения 
(ЗЕ миф 
одновременно имеют действительные значе- 
НИЯ? 
2. Решить неравенство 
3.1: —# 
(2 4 1-х) 9х Е Ех . |. 
3. Найти все пары чисел х, у, которые 


удовлетворяют уравнению 
4 4 | 
05 ХР 605 У — ох сов" у = 


4. Найти двугранные углы при боковом 
ребре правильной треугольной пирамиды, 
если двугранный угол при ребре основания 
равен <. 


Вариант 3 
Г. Решить неравенство 


Уяр + Ут 26 <зУхтеть. 


2. Решить систему равненнй: 
5х — ЗУ — 0, 
|, (хуя — (Букв = 0. 

3. Найти все пары чисел х. у 
удовлетворяют уравнению 

$11? (х-Н 5) — с08? (х — и) == [. 

4. Найти полную поверхность усечен- 
ного конуса, описанного около полушара 
радиуса Ю (так что основание полушара 
лежит на большем основанин усеченного 
конуса, а боковая поверхность усеченного 
ковуса и его второе оспование касаются по- 
лусферы). если площади нижнего и верхне- 


го оснований усеченного конуса относятся 
как 1: 18. 


которые 


Инженерный факультет 
Вариант 1 
1. Решить уравнение 
(т — 4) 2-2) -= 43. 

2. Решить неравенство 

(0.125)х -- 22-3 | (0,5)3%+3 < 40,5. 

3. Решить уравненне 

Е Япх — с05 х = $ 2х — с0$ 2х. 

4. Основание и одна из боковых граней 
пнрамиды суть равносторонние треугольники. 
Одни из плоских углов при вершине пира- 
миды, не равный 60”, имеет величину &. 


Найти объем пирамиды, если длина стороиы 
ее основания равна 4. 


Вариант 2 
1. Решить иеравеиство 
: 1 17 
еНт>-. 
2. Решить уравнение 
ях 1 (2х* — 6х? — 7х — |) = 3. 
3. Решить уравнение 


Чех 2 И 2 3шх=1. 


4. Стороны основания правильной че- 
тырехугольной пирамиды, описанной около 
шара раднуса Ю, равны а. Найти полную по- 


верхиость пирамиды. 
М. В. Драгнев 
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В «Кванте» № 9 за этот год мы поместили информацию о приеме на 
телевизионные физико-математические курсы для поступающих в ву- 
зы. Лекции на телекурсах читаются с 1 октября и продолжаются весь 
учебный год. Каждую неделю зрителям предлагаются следующие пе- 
редачи: по физике — в понедельник вечером и в пятницу утром; по ма- 
тематике — во вторник и в среду утром. В ту же неделю эти передачи 
повторяются: по физике — в среду и в воскресенье утром; по матема- 
тике — в четверг и в субботу вечером. 

В основу передач по физике и математике положена «Программа всту- 
пительных экзаменов для поступающих в высшие учебные заведения 
СССР». Телезанятия помогают закрепить, углубить, расширить и си- 
стематизировать школьные знания учащихся. 

Регулярно слушателям телекурсов предлагаются домашние задания 
(они публикуются в еженедельнике «Говорит и показывает Москва»). 
В нашем журнале будет публиковаться информация о работе теле- 
курсов и задачи для самостоятельного решения на пройденные темы. 


В этом номере мы рассказываем о занятиях, проведенных в октябре 
и ноябре месяцах. 


Физика 3. На движущейся тележке на нерастя- 

жимой и невесомой иити длины [= 80 см 
На отделении физики телевизионных подго- висит маленький тяжелый шарик. Тележка 
товительных курсов в октябре иноябре изучал- сначала двигалась с ускорением а, = 


ся первый раздел программы «Механика». Пред- = 2,0 м/с, а затем с ускорением а) = 
лагаем читателям журнала несколько згдач = —1,0 м/с*. Определить расстояние между 
на эту тему. равновесными положениями шарика в обонх 


случаях. 

4. На невесомом жестком стержне, кото- 
рый может вращаться вокруг горизонталькой? 
оси О, укреплены два тела с массами 1, == Зке 
и т; = 2 ке на расстояниях отточки закреп- 
ления л; = 1 миг» = 2м (рис. 1). В какую 
сторону начнет вращаться стержень, если 


1. На дне цилиндрического вертикаль- 
ного сосуда, внутренний днаметр которого 
р = 10 см, находятся четыре `металличе- 
ских шарика диаметром & = 3,65 см. Опре- 
делить силу давления шариков на боковую 
поверхность сосуда, еслн плотность металла 
р = 7,7 2г/см?. Трением пренебречь. 


2. Однородная заготовка движется по 
каткам горизонтального транспортера со 
скоростью = 10 м/с и выскакивает на 
металлическую платформу, находящуюся иа 
одном уровне с транспортером. Определить, 
какой максимальной длины может быть за- 
готовка, чтобы целиком оказаться на плат- 
форме, ссли коэффициент трения между за- 
готовкой н платформой А == 0,80. Сопротив- 
ление катков транспортера при движении 
пренебрежимо мало. Рис. 1. 
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его отпустить? Определить скорость того тела, 
которое окажется в нижней точке в момент, 
когда стержень займет вертикальное поло- 
жение, 


5. На упругой невесомой нитк длины 
= | м, отклоненной от вертикали, закреп- 
лено тело массы т == 1,5 кг. Нить отпустили; 
и в момент прохождения вертикального по- 
ложения ее натяжение было равно РЁ == 30 н. 
Определить, на какой угол была отклонена 
нить. Упругость нити Ё == 160 н/м. 

6. Тело иачинает двигаться с вершины 
наклонноя плоскости, угол наклона которой 
к горизонту а; == 30°, и переходит на го- 
ризоитальную поверхность. Расстояние, прой- 
деиное телом по горизонтальной — поверх- 
ности до полной остановки, [ = 20 м. За- 
тем это тело качинает двигаться с такой же 
высоты по наклонной плоскости, угол иа- 
клона которой к горизонтус, == 20°. Найти 
высоту, с которой движется тело, и расстоя- 
ине, пройденное им по горизонтальной по- 
верхности во втором случае, если коэффици- 
енты трения в первом и втором случаях не 
меняются при переходе с наклонной плоскости 
на горизоитальную поверхность и равны 
Ё: == 0,15 и В, == 0,25 соответственно. 


Математика 


На отделении математики в октябре 
рассматривались темы: «Тождественные пре- 
образования», «Числовые неравенства». 

По пройденным темам читателям предла- 


гается ряд задач для самостоятельного ре- 
шения. 


1. Доказать, что при иатуральных 
п(п_>> 1) справедливо неравенство 


1 | 1 1 ее 
пу у +уз+ ... + <” 
2. Доказать, 


ных п и любых 
неравенство 
{а 4- |2} л < 27а" + ь"). 

3. Доказать, что 910 -- 3105 
на 5, 35, 275, 2315. 

4. Найтн два иатуральных числа, если 
нзвестно, что сумма их равна 589, а частнсе 
от деления их иаименыцего общего кратного 
на нанбольший общий делитель равно 13. 

5. Пусть с05 (© -|- В) 32 0, соза 32 0. До- 
казать, что если зта-со5 (а -- В) = эт В, 
то 46 (а -- В) = 24а. 

6. Доказать, что при хя 2лЕ, где 


К — 0,+1,-+2,..., справедливы тождест- 
ва: 


что прн всех натураль- 
а> 0 Ь> 0 справедливо 


делнтся 


а) зтх-|- зт 2х -- 5т Зх--.,.-Е$т лх == 





_ вх м] 
эт -5- т —5— 
ото х 
ря Хх , 
мп 
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6) зах 2 5т2х-- Зят 3х +... 
... Л ЯПлх = 
.. (п яплх — ляп (1-х 


9% 

4 $118 5 

В ноябре на отделении математики рас- 

сматривались вопросы планиметрии и трн- 

гонометрические преобразования. Предла- 

гаем читателям задачи по этим темам для 
самостоятельного решення. 


7. Упростить выражение 
511(а—В) — со5?В -- 2 с0$ < со$ В соз(е — В). 


8. Доказать, что при всех допустимых 
значениях х 


ва ыхы (3) (+++). 


9. Вычислить без таблиц 


Е 
с05 я с05 —— 60$ 7° 


10. Найти третью сторону треугольника, 
если даны две его стороны а н В н известно, 
что меднаны, соответствующие этим сторонам, 
пересекаются под прямым углом. 


11. Через вершину А параллелограмма 
АВСР проведена прямая, пересекающая диа- 
агональ ВО, сторону ВС и продолжение сто- 

оны СР в точках ЕЁ, ЕЁ и К соответственио. 
ты р отрезка ЕР, если АБ = 2, 


12. Дан угол АВС, равный 60°. Точка р 
лежит виутрн угла и удалена от его сторон на 
расстояния а и Ь. Найти длину ВО. 


13. Считая, что 5 > а*> 0, упростить 
выражение 





5т2х У а?- 52 102х р 
5 а . \? 
«У 1 ( ы п ;] 


14. Около трапеции с высотой й описана 
окружность. Большее основание трапеции 
видио из центра окружности под углом ©, 
а меньшее — под углом В. Определить пло- 
щадь трапеции. 


15. Найти площадь трапеции, у которой 
основания равны ан Ф (а> ВБ), днагоиалн 
взаимно перпендикуляриы, а угол между 
боковыми сторонами равен с. 


16. Из центра окружности проведены 
два раднуса ОД и ОВ, образующие угол «<. 
В меньший сегмент круга, отсекаемого хор- 
дой АВ, вписан правильный треугольиик, 
одна из сторон которого перпендикулярна 
АВ. Найти сторону этого треугольника, если 
радиус окружности равен В. 

А. Н. Борзяк, 
В. И. Давыдов, 
п. Т. Дыбов, 
И. И. Наслузов 
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ХУ МЕЖДУНАРОДНАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ОЛИМПИАДА 
ШКОЛЬНИКОВ 





ХУ математическая 


И. С. Петраков В. А. Скворцов 


Завершилась еще одна Международ- 
ная математическая олимпиада щколь- 
ников. На этот раз она проходила в 
Москве с 5 по 16 июля. В олимпиаде 
приняли участие команды 16 стран: 
Австрии, Бюолгарни, Ве- 
ликобритании, Венгрни, 
ГДР, Кубы, Монголии, 
Нидерландов, Польши, 
Румынии, Советского 
Союза, Финляндин, Фран - 
ции, Чехословакии, Шве- 
цин, Югославии. 


Это была самая представительная 
олимпиада за всю историю междуна- 
родных математических олимпиад. 

В команду каждой страны вхо- 
дило 8 участников (за исключением 
команды Кубы, состоящей из 5 участ- 
ников) — победителей национальных 
олимпиад. 

В команду СССР вошли 8 учащих- 
ся десятых классов — гервых и вто- 
рых призеров седьмой Всесоюзной 
олимпиады. Из числа вторых призеров 
были включены те, которые имели луч- 
шую олимпийскую биографию. 

Будаев Виктор — выпуск- 
ник школы № 7 города Смоленска. 
В 1970, 1971, 1972, 1973 гг. он полу- 
чил первые премии на Смоленских 





Команда СССР на Х\ Международной мате- 


матической олимпиаде школьников: сндят 
{слева направо) Наум Гольцман, Виктор 
Будаев, В. А. Скворцов (руководитель ко- 
манды), Павел Грозман, Георгий Егоров, 
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Сергей Конягин, Константин Юрша, Дмитрий 
Лещинер; стоят Л. М. Пашкова (зам. ру- 
ководителя команды), Е. А. Морозова и 
И. С. Петраков (члены жюри), Евгений 
Хухро. 


городских и областных олимпиадах, 
в 1971 г. — И премию, в 1972 г. — 
НГ ив 1973 г. — Г премию ка Все- 
союзных олимпнадах. 

Гольцмак Наум — вы- 
пускник школы № 179 города Моск- 
вы. В 1971 г. получил И премию на 
Московской городской н Г премию на 
Всесоюзной олимпнадах, в 1972 г. — 
похвальный отзыв на Московской и 
П премию на Всесоюзных олимпиа- 
дах, в 1973 г. — премию на Москов- 
ской и 1 нремию иа Всесоюзной олим- 
пнадах. 

Грозман Павел — вы- 
пускник школы-интерната № 18 при 
Московском упиверсилете. В 1972 г. 
получил | премию на Симферополь- 
ской городской и вторые премии па 
Крымской областной,  Украннской 
республиканской и Всесоюзной олим- 
пиадах, в 1973 г. — премию на Мос- 
ковской городской н П премию на 
Всесоюзной олимниадах. 

Егоров Георгий -— вы- 
пускник школы № 2 города Москвы. 
В 1970 г. получил Т премию, в 1971, 
1972 гг. — третьи нремин и в 1973 г.— 
премню на Московских городских 
олимпиадах, в 1972 г. — похвальный 
отзыв, ав 1973 г. — Г иремию на Все- 
союзных олимпиадах. 

Конягин Сергей — вы- 
пускник школы № 19 города Сара- 
това. В 1970, 1971, 1972, 1973 гг. но- 
лучил первые премии на Саратов- 
ских городских и областных ольмви- 
адах, в 1971, 1972 гг. — первые пре- 
мии на Всесоюзных олимпиадах, в 
1973 г. — И премию на Всесоюзной 
олимниаде, в 1972 г. — [ премию на 
Международной математисеской олим- 
пиаде. 

Лещикер Дмитрий — вы- 
нускник школы № 57 города Москвы. 
В 1971, 1972 гг. получил первые пре- 
мии, в 1973 г. — премию на Москов- 
ских городских олимпиадах, в 
1971 г. — 1 премию, в 1972 г. — 
| премию, в 1973 г. — И премию ва 
Всесоюзных олимпнадах. 

Х ухро Евгений — вы- 
пускник школы-интерната № 165 
при Новосибирском университете. 
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В 1969, 1970, 1971, 1972, 1973 гг. 
получил первые премни ка Новосн- 
бирских областных олимпнадах, в 
197] г. — ! премию на Всесоюзной 
ни  Всосибарской — олимпиадах, в 
1973 г. — П премню ца Всесоюзной 
олимпиаде. 

Юрша Константин — 
выпускник школы-интерната № 45 
прин Ленинградском — университете. 
В 1971 г. получил И премию на Ле- 
нинградской городской и Ш нре- 
мию па Всесоюзцой олимпиадах, в 
1972 г. — ИЕ премню на Ленинград- 
ской городской олимпиаде, в 1973 г. — 
ПГ премию на Ленинградской город- 
ской и 11 премию на Всесоюзной олич- 
циадах. 

Наша команда в конце июня соб- 
ралась на тренировочный сбор в шко- 
ле памяти В. И. Ленина в Горках Ле- 
нинских. Там помнмо ежедневных 
занятий математикой члены команды 
ьмели возможность отдохнуть, на- 
браться сил перед ответственными со- 
ревноваииями. Темы занятий были 
самые различные. Здесь были вопро- 
сы математической логики и решение 
различных задач логического харак- 
тера,  теоретико-числовые задачи, 
ксмбикаторика, алгебраические н 
тригонометрические уравнения, не- 
равенства, вопросы геометрических 
презбразований на плоскости и в 
пространстве, геометрическне задачи, 
различные олимииадные задачи. Во 
время сборов несколько раз прово- 
дились тренировочные — соревнова- 
ния. 

Эта форма подготовки вполне себя 
оправдала. 

7 июля наша команда переехала 
в Москву в гостиницу «Университет- 
ская», где жили все участники олим- 
пиады. 

Для проведения олимпиады был 
создан оргкомитет (председатель орг- 
комитета вице-президент АПН про- 
фессор А. И. Маукущевич} и Между- 
кародисе жюри, в состав которого 
вошли руководители всех команд 
(председатель жюри — член-коррес- 
пондент АПЫ профессор И. Я. Вер- 
ченко). 
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Торжественное открытие ХУ Международной 
математической олимпиады школьников. Вы- 
ступает председатель оргкомитета олимпнады 
вице-президент АПН СССР профессор 
А. И. Маркушевич. 


7 июля на заседанин Международ- 
ного жюри из 14 предварительно ото- 
бранных задач, присланных страна- 
ми-участниками, выделили 6, которые 
былн предложены участникам олим- 
пнады, и утвердили колисество очков, 
присуждавшихся за решение каждой 
задачи. Соревнования проводились в 
два дня 9 и 10 июля в школе № 68 
Куйбышевского района Москвы, при- 
чем в каждый день на решение трех 
задач отводилось по 4 часа. Затем 
руководители команд совместно со 
своими заместителями проверяли ра- 
боты и давали им предварительную 
оценку. Единство критериев оценки 
работ всех участников олимпиады 
сбеспечивалось координаторами, вы- 
деленными из числа московских ма- 
тематиков. Каждую задачу куриро- 
вали 3 координатора, которые про- 
веряли ее решение у всех участников 





< 


Обсуждение работ школьннков. Слева иа- 
право: В. Гутенмахер (координатор), ру- 
ководитель французской команды профессор 
М. Глазер, В. Дорофеев (координатор}. 
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и согласовывали оценки с руководи- 
телями. Всю работу координаторов 
возглавляли Н. Васильев и 
А. Тоом. В состав координаторов 
вошли: Е. Бургина, В. Гутен- 
махер,Г. Дорофеев, А. Его- 
ров. А. Кочергин, А. Леон - 
тович, Л. Митюшиц, Ж. Раб- 
боти Г. Гуревич. 


Закрытие ХУ Международной математичес- 
кой олимпиады школьчиков. 


Победители олимпиады (слева направо): Дэвид 
Готто {Великобритания} — диплом 1 степенн 
и премия журнала «Квант», Георгий Егоров 
ССР), Павел Грозман (СССР), Сергей Ко- 
нягин (СССР) — дниломы 1 степени, Янош 
Коллар (Венгрия) — диплом 1 стелени и 
иземия журнала «Квант». 
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Председатель оргкомитета олимпиады про- 
фсссор А. ИН. Маркушевич вручает диплом 
|| стенени Паулю Крегеру (ГДР), получив 
шему также премию журнала Кван» 


Ллуреат премии журнала «Квант» Луис Састр 
(Куба). 
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Зам. Главного редактора журнала «Квант» 
М. Л. Смолянский, вручает премию журнала 
Жану-Кристофу Еккоц (Франция). 


13 нюля Международнсе жюри под- 
гело итоги соревновг ний и присудило 
призы победителям. Было решено дип- 
ломы [ степени вручить участникам, 
набравшим от 35 до 40 очков. Их по- 
лучили: 

Конягин Сергей (СССР), 
Грозман Павел (СССР), Его- 
ров Георгий (СССР}, Кол- 
лар Янош (Венгрия), Гот- 
то Дэвид (Великобритания). 

Дипломы И стенени было решено 
вручить участникам, набравшим от 
27 до 34 очков. Их получили: 

Окнеацу Адриан ({Румы- 
ция), Будаев Виктор (СССР}, 
Ёккок Жан - Кристоф (Фран- 
Ня Андрейчак Гжегош 
(Польша), Штайнер Михаел 
(Швеция), Вегерт Елиас (ГДР), 
Верман ПНиотр (Польша), 
Воннет Мишель (Франция), 
Пальфн Петер Пал (Венг- 
рия), Ферст Пауль (Чехосло- 
вакия), Кисс Эмиль (Венгрия), 
Боттхер Альбрехт (ГДР}, 
Лещинер Дмитрий (СССР), 
Крёгер Пауль (ГДР), Леб- 
лонд Денис (Франция). 


Дипломы ПТ степени были вру- 
чены, набравшим от 17 до 26 очков. 
Среди получивших динломы Ш сте- 
лени — члены советской команды 
Гольцман Наум, Юрша 
Константин и Хухро Ев- 
гений. 

Таким образом, все советские 
участники олимпиады стали призера- 
ми ХУ Международной математичес- 
кой олимпиады. 

Команда Советского Союза набра- 
ла наибольшее число очков — 254. 

На закрытии олимниады (оно со- 
стоялось в Московском Дворце пноне- 
ров) председатель оргкомитета про- 
фессор А. И. Маркушевич от имени 
оргкомитета вручил призы победи- 
телям олимпиады. 

Редколлегия журнала «Квант» \с- 
тановила ряд премий для иностран- 
ных участников олимпиады. От име- 
ни редколлегии журнала премии были 
вручены заместителем главного ре- 
дактора журнала М. Л. Смолянским. 
Первыми лауреатами премии «Кван- 
та» стали: 

Дэвид Готто (Великобри- 
таиня), Янош Коллар (Венг- 
рия), Жан-Кристоф Ёккоц 
(Франция), Пауль Крегер 
(ГДР) и Луис Састр (Куба). 

В заключение от имени Междуна- 
родного жюри руководитель деле- 
гации ГДР профессор Бауш сердеч- 
но поблагодарил оргкомитет ХУ 
ММО за проделанную большую работу 
и передал приглашение  странам- 
участницам присхать па ХУТ Между- 
народную математическую олимпна- 
ду, которая состоится в 1974 году в 
г. Эрфурде (ГДР). 

Приведем теперь задачи ХУ Меж- 
дународной математической олимпи- 
ады и их краткие решения. 


Задачи 


1 (Чехословакия. Полное решение оцс- 
нявалось 6-ю очками). Точка О лежит на 
прямой 1; ОР, ОР., ..-, ОР, — единыч- 
ные ‘векторы такие, что все точки Ру, 

.... Ра Яежат в одной плоскости, со- 
держащей 1, и есёе по одну сторону от Г. 
Докажите, что если п — ненетное, по ОР.-- 
— ОР. -|-...- ОР. =1, где |ЮМ! обозна- 
чает длину вектора ОМ. 
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2 (Польша, 6 очков). Выяснить, сущест- 
вует ли консиное множество М точек в про- 
странстве, не лежащее в одной плоскости, 
такое, что для любых двух точек А, В, при- 
надлежащих М, найдутся две другие точ- 
ки С, О, принадлежащие М, такие, что пря- 
мые АВ и СО параллельны и не совпадают. 

3 (Швеция, 8 очков). Найти минималь- 
ное значение а? -- 51, где а и В — действи- 
тельные числа, дая которых уравнение 
х1 = ахз -- хе -ахт 1=0 имет по 
крайней мере один действительный корень. 

4 (Югославия, 6 очков). Солдат должен 
проверить отсутствие мин на участке, 
имеющем форму равностороннего треуголь- 
ника, включая границу. Радиус действия его 
детектора равен половине высоты  треуголь- 
ника. Солдат выходит из одной вершины 
треигольники. Какой путь он должен вы- 
брать, чтобы пройти наименымее возможное 
расстояние и выполнить задание? 

5 (Польша, 6 очков). Нелистое множе- 
ство С не равных постоянной функций дейст- 
вительного аргумента х вида | (х) -= ах 6, 
где а, $ — действительные числа. удовлет- 
воряет следующим  исловиям: 

а) если $, ВЕС. то в-7ЕС. где (1 (х) == 
—(} (х)). то есть множество С замкнуто 
относительно  суперпозации: 

6) ели ({ЕС, 24 | (х) = ах 4 6, то 
обратная функция ГАС. еде р! (= 

х—Ь 

+ 

в) для любой ГСС существует х; такое, 
что | (ху) = х;.- Докажите, что существует 
действительное Е такбе, что [(®) == В для 
всех {С0- 

6 (Швеция, 8 очков). Лусть ал, .. „ал — 
данные п положительных чисел и 9- дан- 
ное действительное числ, причем 0<%9<1. 
Найти такие п действитгльных чисел 6}, ... 

.. вл, что 








а) ак > к при веех К от 1 до п: 
бы + 


1 
6) р < —у- при всех от 1 до 
: 
|: ” 
т 
в) ов Леа ВЯ) 


Решения задач 


1. Доказательство можно провести го 
нидукции. Прн м — | утверждетие очевид- 
но. Пусть оно верно при некотором п == &. 
Осуществим индуктивный переход от д = В 
кл = #-Г 2. Выберем на прямой { направ- 
ленне, псренумеруем данные векторы в по- 
рядке возрастания угла (угол отсчитывастся 
против часовой стрелки), который они об- 
разуют с положительным направлением 
прямой # (рис. 1). Суммой векторов ОР, ни 
ОР; ;. является всктор ОВ, изображаемый 
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Рис. 1. 


диагональю ромба со сторонами ОР, ин 
ОР, ,.. Поэтому каждый из углов РОВ н 


д 
ВОРь+ь не превосходит —5-° Пусть 0$ = 
Е 
о 
= Хор. Из введеиной нумерации век- 
#=2 
торов следует, что вектор 0$ заключен 
либо внутри угла Р\ОЮ, либо внутри угла 
РОРь +» н, следовательно, угол ЮО$ ост- 
рый. Сумма ОВ -- 0$ изображается днаго- 
налью ОТ соответствующего гараллелограм- 


ма. В треугольнике О$Т угол ОЗ$Т тупой. 
Поэтому сторона ОТ является наибольшей, 


то ссть ГОТ] > 105$. Но |051 =1 
по  предлоложению индукции. Значит, 
+2 


Уог; — ЮТ| 1. 
у 


2. Легко проверить, что таким множест- 
вом будет, например, множество вершин двух 
правильных шестнугольников, имеющих об- 
щий центр, но лежащих в разных плоско- 
стях. 

Нетрудно показать, что число элементов 
в множестве с требуемымн свойствами может 
быть сколь угодно велико. Интересио было 
бы выяснить, каково наименьшее возможнос 
число элементов в таком множестве (в при- 
ведениом выше примере их, По крайней ме- 
ре, 10). Может ли число элементов быть ие- 
четным? 


3. Заметив, что х = 0 не является кор 
нем данного уравнения, преобразуем его к 


а } 
внду ха РЕ =0 илн 


[ 1 \2 ] 
=) чаи] +ь-2=0. 


Нетрудно проверить, что при любом 
действительном х спратведлизо неравенстео 


1 
хт-, = 2. Для фиксирозанного Ху мно- 
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жество пар чисел (а, 8) 
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для которых ис- 
ходное уравнение имест корень, равный ху, 


> р 
определяется линейным уравнением уз 


] 
аи —2=0. гдс Чо == № + -”. Это 


множество пар изображается прямой на 
координатной плоскости (а, 6). Поскольку 
в этой плоскостн выражение а? - 5? можно 
геометрически истолковать как Квадрат рас- 
стояния от начала координат до точки 
(а, 6), то из геометрических соображений 
ясно, что при фиксированном 5 минималь- 
ное значение а? -Г 6” для точек (а, Ь) на 
нашей прямой будет равияться квадрату 
длины перпендикуляра, опущенного из на- 
чала координат на рассматриваемую пря- 
мую. 
Легко подсчитать, что оно равно 
2 


: 4 о 1 
еее РЕБ ЧИ о —| Хон. | == 


({— 2)" 
1 = 
при #—>4, апри { -—=4 достигается равенство. 
а? -- 6? 
кор- 


\/ 


4 
24: Нетрудно доказать. что Е. 


Такнм образом, значенне 
для всевозможных действительных 


кей хо не меньше ег: Замечая, что 


Хо = 1 является корнем исходного уравке- 


4 
ния при а = —-_, 


= — —5 „получаем, 


3 
что НЯ является наименьшим нскомым зна- 


зением для а? -1 65°. 


4. Пусть солдат вышел из вершины А (см. 
схему на рис. 2). Для проверки точек Ви Сон 
в 
должен побывать на дугах раднуса —5- {й — 


высота треугольника) с гентром в 
этнх точках. Пусть сначала он побы- 
вал ма дуге с центром в В, а затем — 
с центром в С. Если к этому пути добавить 
путь до точки С, то дело сведется к нахождс- 
нию кратчайшего путн от 4 К С с захсдом 
ва первую дугу. Предоставляем читателю 
доказать, что таким кратчайшим путем будет 
ломаная АРС где О — середина высоты, 
исходящая из вершины В. Пусть Ё — точка 
перссечения отрезка РС со второй дугой. 
Тогда путь АРЕ является  кратчайшим, 
при котором проверяются точки В и С. 
Легко проверить, что при этом проверяются 
также и все точки треугольшика, то есть 
путь АДЕЁ — искомый. 


5. Заметим, что из Условия в) следует, 
что если у функции из ба=|, то в = 0. 
Но у функции / (®) = х нысется общая не- 
подвижная точка с любой функцией из С. 


Поэтому можно считать, что в С входят, 
по крайней мере, две линейные функцни, 
отличные от } (х) = х. Иначе задача стано- 
вится тривиальной. Пусть это — функции 





8 
и С 
Рис. 9. 
=ахЬ и Б=ах В . ь, 
а; > Ю. Легко видеть, что Хх =1 ! 
т — а; 


2 


их =у условиям ° а) 


—а 
и 6), в=А°рЕб, В=рерЕб и 
&° #10. Осуществив все пеобходимые под- 
становки, получим, что вх - 
-- (а -- 6,) — (@-6, + 6:)]. Но — тогда, 
хак мы уже отмечали, в силу условия 
в) должно выполняться равенство (а,6. 
= 6) — (16: 1 62) = 0, откуда ху = ху. 

Поскольку это верно для любой пары 
функций из (, то тем самым все точки Хх 
совпадают, что ин требовалось доказать. 


. Согласно 
= 


6. Смысл задачи состоит в тем, тобы 


путем некоторого увеличения каждого числа : 


а, устранить резкие различия в величиие 
соседних членов. Яено, что числа Б, не од- 
нозначно определяются числами ак. 

Некоторые способы решения состоят в 
нахождении алгоритма последовательного 
увеличения чисел а; так, что в конце концов 
получаются искомые числа 6х. 

Наиболее краткое решение получается, 
ссли догадаться, что в качестве искомых 
чисел ф» можно взять выражения 


бк = а +... - @л—:9 -- ах + 
+ ак+19 +... + 0и9"—*. 


Условие а) очевидно, а условия б) и в) 
проверяются непосредственным — подсчетом, 
что мы предоставим читателю. 
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История 
международных 
олимпиад 


М. Л. Смолянский 





Первая Международная — математи- 
ческая олимпиада (ММО) школьни- 
ков была проведена в Румынни летом 
1959 года. Она была организована 
Румынским математическим общест- 
вом и Министерством просвещения 
Румынии. 

В ней приняли участис команды 
Болгарии, Венгрии, Гер- 
манской Демократичес- 
кой Республики, Цоль- 
ши, Румынии, СССРи Че- 
хословакинн. 

С тех пор стало традицией каж- 
дое лето проводить в одной из социа- 
листических стран Международную 
математическую олимпиаду. 

Команда каждой страны состоит 
из 8 участников, руководителя ко- 
манды и его заместителя. Все руко- 
водители команды являются членами 
Международного жюри. Каждая ко- 
манда состоит, как правило, из уча- 
щихся вынускных классов средних 
кол, являющихся победителями на- 
циональных олимпиад. 

До начала олимпиады каждая стра- 
на присылает в оргкомитет олимйи- 
ады свои задачи. Из их числа Между- 
народное жюри отбирает 6 задач, иду- 
щих на олимпнаду. Трудность каж- 
дой задачи оценивается в очках. Жюри 
устанавливает максимальное число 
очков, которое может быть присуж- 
дено за решение каждой задачи. 

Участники олимпиады, набравшие 
соответствующее число очков (число 
очков определяет Международное жю- 
ри), награждаются дипломами 1, И 
и Ш стенени и почетными грамотами. 
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Международная математическая 
олимпиада школьников — довольно 
быстро завоевала большой  между- 
народный авторитет. 

Так, в первых четырех олимпиз- 
дах принимали участие только коман- 
ды большинства европейских социа- 
листических стран, в У ММО при- 
нимала участие команда Югосла- 
вии, в \У[ — Монголии, УП — 
Финляндии, с 1Х — Англии, 
Франции, Италии иШве- 
ции, в Х! — Бельгии и Ни: 
дерландов с ХИП — Авст- 
рии ис ХИ! — Кубы. 

На [У ММО был принят Устав 
Международных математических 
олимпиад, который практически не 
изменился и по сей день. 

Основные положения Устава: 

1. Международная  математичес- 
кая олимпиада проводится ежегодно 
в одной из стран — участниц олим- 
пиады. 

2. Каждая команла состоит из 8 
участников: учащихся средних обще- 
образовательных и специальных 
школ, не старше 19 лет, руководителя 
команды и его зауестителя. 

3. Все руководители команд (по 
одному от каждой страны} сбразуют 
Международное жюри. | 

4. До олимпиады каждая стра- 
на-участница должна прислать в 
оргкомитет страны-организатора свои 
задачи. 

5. Руководитель команды и его 
заместитель принимают непссредст- 
веннсе участие в работе жюри по от- 
бору задач н проверке рабог. 

6. Страна-организатор берет на 
себя все расходы, связанные с про- 
ведением олимпиады. Страны-участ- 
ницы несут расходы по оплате про- 
езда своих делегаций до места про- 
ведения олимпиады и сбратно. 

Обычно олимпиада продолжается 
2 дня. В каждый из этих дней участ- 
ники решают по 3 задачи, на решение 
которых отводится по 4 часа. 

Несмотря на то, что задачи ММО 
очень интересны, они по степени 
трудности уступают задачам, предла- 
гавшимся на Всесоюзных олимпиадах. 
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Все задачи Международных мате- 
матических олимпиад (с [по Х[ вклю- 
чительно) помещены в книге «Между- 
народные математические олимпна- 
ды» *)}. 


Начиная с ХГ ММО — журнал 
«Квант» регулярно помещает под- 
робную информацию о ходе олимпи- 
ад и разбор предлагавшихся на них 
задач **). 

По своему статусу олимпиада не 


является командным  первенством. 
Дипломы (1, ИП и Ш степени) выда- 
ются индивидуально участникам 


олимпиады за лучшие решения задач. 
Но, как правило, публикуется коли- 
чество очков, которсе набрала каждая 
команда. 

В честь ММО выпускаются спе- 
цналеные значки, которыми награж- 
даются все участники ММО (см. 4-ую 
с. обложки). 


Советская команда принимает 
участие в ММО с момента их органи- 
зацни. 

Г ММО (1959 г., Румыния). В со- 
ставе советской команды выступали 
4 участника: Андрей Тоом (диплом 
ПТ степени), Виктор Федорец (по- 
четная грамота}, Валерий Фролов 
(почетная грамота) и Александр Че- 
таев. 

Во П ММО (1960 г., Румыния) н 
ПЕММО (1961 г., Венгрия) советская 
команда участня не принимала. 


ГУ ММО (1962 г., Чехословакия). 
В составе советской команды высту- 
лали 8 участников: Иосиф Бернштейн 
(длинлом { степени), Лидия Гончарова 
(диплом [ степени), Алексей Потепун 
(диплом И степени), Григорий Мар- 
гилис (диплом И степени), Геннадий 
Куронов (диплом ИЛ степени), Да- 
нияр Муштари (днилом ПЕ степени), 
Евгений Панкратов и Александр Шер- 
менев. 


*) Е.А. Морозова, И. С. Пет- 
раков, Международные математические 
олимпиады, изд. 3-е, М., «Просвещение», 
1971. Подробнее об этой книге см. с. 74. 

**) См. «Квант», 1970, №4, с. 49; 1971, 
№2, с. 54, № 12, с. 53; 1972, № И, с. 58. 


На У ММО (1963 г., Польша) со- 
ветская команда выступала в составе: 
Геннадий Малолеткин {диплом [ сте- 
пени), Рафаэль Саркисян (диплом 1 
степени), Алексей Толпыго (диплом 
{ степени), Анатолий Зайцев (дип- 
лом ТГ степени), Владимир Фишман 
(диплом И степени), Анатолий Звя- 
гинцев (диплом Ш степени), Сергей 
Смирнов (диплом П степени), Кирилл 
Андреев (диплом 1 степенн). 

УТ ММО (1964 г., СССР). Совет- 
ская команда выступала в следующем 
составе: Давид Бернштейн (диплом 
[ степени), Геннадий Архипов (диплом 
| степени, Юрий Матиясевич (диплом 
Г степени), Валерий Алексеев (диплом 
| стеленн), Александр Виленкин 
(диплом ИГ степеки), Борис Ивлев 
(диплом И! степени), — Александр 
Флоренеэв (диплом Ш степени), Илья 


Рипс. 

УП ММО (1965 г., ГДР). В состав 
советской команды входили: Павел 
Блехер (диплом 1 степени), Сергей 
Валландер (диплом | степени), Андрей 
Зубков (диплом 1 степени), Анатолий 
Пересецкий (диплом 1 степени), Ни- 
колай Широков (диплом | степени), 
Александр Карзанов (диплом И сте- 
пени), Василий  Стояновский (дип- 
лом И степени), Юрий Муравьев. 

УН ММО (1966 г., Болгария). 
В состав советской команды вошли: 
Юрий Богданский (диплом Т сте- 
пени), Сабир Гусейн-заде (диплом 
| степени), Андрей Марченко (диплом 
Г степени), Григорий Розенблюм (дип- 
лом | степени), Михаил Фокин (дип- 
лом 1 степени), Борис Матикайнен 
(диплом П степени), Александр За- 
имских (диплом Ш степени), Сергей 
Либер. 

1Х ММО (1967 г., Югославия). 
В состав советской команды вошли: 
Александр Лившиц (днплом Г степе- 
ни), Виктор Турчанинов (диплом 1 
степени), Андрей Суслин (диплом 1 
степени), Михаил Бошерницан (дип- 
лом И степени), Юрий Жаринов (дип- 
лом П степени), Игорь Кричевер (дип- 
лом Й степени), Сергей Соболев (дип- 
лом ИТ степени), Вячеслав Харламов 
(диплом ПП степени). 


Нар:икКуапытесте.ги 


Х ММО (1968 г., СССР). В соста- 
ве советской команды выступали: 
Михаил Блюдзе (диплом | степенн), 
Павел Курчанов (диплом { степени), 
Владимир Пономаренко (диплом 1 
стелени), Сергей Соболев (диплом | 
степени), Валерий Федотов (диплом 
[ степени), Виктор Кумарин (дип- 
лом И степени), Влодимир Макары- 
чев (диплом Ш степени), Геннадий 
Белый (диплом ИТ степенн). 

ХЕММО (1969 г., Румыния). В со- 
ставе советской команды выступали: 
Владимир Дринфельд (липлом [ сте- 
пени), Андрей Прасолов (диплом П 
степени), Андрей Зелевинский (дип- 
лом Ц степени), Аядрей Ходулев 
(диплом П степени), Елена Неклю- 
дова (диплом Ш степени), Валерий 
Соловьев (диплом 1И степени), Арка- 
дий Климов (диплом Ш степени), 
Павел Суворов. 

ХИП ММО (1970 г., Венгрия). 
В состав советской команды ‚вошли: 
Андрей Ходулев (диплом | степени), 
Аркадий Климов (диплом | степени), 
Алексей Александров (диплом И сте- 
лени), Сергей Семеньков (диплом Ш 
степени), Велло Алыьтлейс (диплом 
ИТ степени), Александр Корлюков 
(диплом ПТ степени), Павел Копылов, 
Александр Линецкий. 

ХИГ ММО (1971 г., Чехослова- 
кия). В состав советской команды во- 
шлн: Сергей Гошиков (диплом 1 сте- 
пени), Дмитрий „Логачев (диплом П 
степени), Олег Ляшко (диплом И сте- 
пени), Василий Ерохин (диплом ИП 
степени), Алексей Александров (дип- 
лом И степени), Михаил Цфасман 
(диплом ИП степени), Александр 
Чистов (диплом ИТ степени), Евге- 
ний Саллинен (диплом ИТ степени). 

ХУ ММО (1972 г., Польша). В со- 
став советской команды вошли: Вла- 
димир Бирков (диплом ТГ степенн), 
Сергей Конягин (диплом 1 степеня), 
Сергей Белкин (диплом И степени), 
Александр Меркурьев (диплом Ш сте- 
пени), Андрей Гольберг (диплом И сте- 
пени), Владимир Шварц (диплом 
И степени), Юрий Колмаков (диплом 
НТ степени), Александр — Шопова- 
лов диплом Ш степени). 
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Книга «Начала математиче- 
ского анализа» *) возникла 


из лекций, читавшихся на 
вечернем отделении гсологи- 
ческого факультета МГУ, 
где на весь курс высшей ма- 
тематики (лекцин и упраж- 
нения) отводилось около ста 
часов. Автор поставил перед 
собой задачу познакомить чк- 
тателей с началами анализа 
в размере, достаточном для 
того, чтобы понимать ос- 
новные пути нх ирименения 
в естествознании. В соот- 
ветствин С такой задачей 
занимающая 24 страницы чет- 
вертая глава посвящена вве- 
дению в теорию дифферен- 
циальных уравнений, что ред- 
ко делается в курсах мате- 
матического анализа столь 
малого объема (вся киижка 
содержит $58 страниц). 

С другой стороны, автор 
ие счел возможным пожертво- 
рать прниятой у матема- 
тнков логической — отчетли- 
востью изложения, которой 
иногда пренебрегают в кни- 
гах, ориентированных спе- 
инально на будущих физи- 
ков и техников. Некоторые 





*) О. С. Ивашев- 
Мусатов, Начала мате- 
матического анализа, М., 
«Наука», 1973. 


Рецензми, библиография 
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Полезная книга 


более трудные вопросы вы- 
дёлены в приложение. На- 
пример, в основном тексте 
на с. 55 приводится без 
доказательства теорема Ла- 
гранжа, нграющая основную 
роль ири исследоваини по- 
ведения фуикций с помощью 
производных, но ес дока. 
зательство приведено иа с. 
154 в приложении. В при- 
ложении даны аккуратные 
доказательства теорем о су- 
ществовании у непустого ог- 
раничениого ЧИСЛОВОГО МНо- 
жества точной верхней грани 
н о существовании у огра- 
виченной монотонной фуик- 
ции предела. Здесь же до- 
казаны основные теоремы об 
общих свойствах функций, 
непрерывных на отрезке (тео- 
ремы 3—6), которые обычно 
доказывают только в боль- 
ших курсах анализа. 

Уместить все это в нс- 
большой книжке автору. уда- 
лось за счет удачиого по- 
строения курса к нексторых 
методических новинок. Книж- 
ка может быть хорошим но- 
собием для  специализиро- 
ванных математических школ 
н классов и факультативных 
занятий в общеобразователь- 
ной школе. Ее можно ре- 
комсидовать и для самостоя- 
тельного изучения школьни- 
кам, имеющим серьезное на- 
мерение познакомиться с на- 
чалами математического ана- 
лиза. Но надо иметь в виду. 
что изложение ведется строго 
деловым образом без вся- 
ких элементов развлекатель- 
ности. В книжке нет задач, 
но их легко найти в различ- 
ных изданиях”). 

Отмечу один логический 
пробел, на который автор по 
меньшей мере должен был 
бы обратить виимание чи- 
тателей: ма с. 79 опреде- 
ленный иитеграл озределя- 
ется как предел при А +0 
{формула (5)). Здесь предел 
понимается не в том смысле, 


”) Например: В. П. Ми- 
норский, Сборник задач 
по высшей математике. М., 
«Наука», 1971. 
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который был подробно разъ- 
яснен в $3 первой главы. 
Необходимое здесь опреде- 
ление предела дано в неявном 
виде на с. 157: число 4 
называется пределом  инте- 
гральных сумм | 
= (0 —а-т 

РА (ха — м) Е 

т... т Га) 6 — ха), 

если Оля любого чила # > 0 
можно указать такое 6 > 0, 
зависящее от г, что для всех 
интегральных сумм вс 
А < 6 бидет 

М — 0] <2. 


А. Н. Колмогоров 
Книга 
о международных 
математических 
олимпиадах 


Е 





МЕЖНЗНАРОЗНЬЕ 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
МИНИ ЗАЬ 


Два года назад вышла 
третьим изданием книга 
Е. А. Морозовой ни 
И. С. Петракова «Меж- 
Эународные математинеские 
олимпиады» “). Кинга содер- 





=") Е. А. Морозова, 
И. С. Петраков, Меж- 
дународные математические 
олимпиады, изд. 3-е, исправ- 
ленное и дополненное, М., 
«Просвещенне», 1971. 


жит задачи всех Междуна- 
родных математических олим- 
пнад по одиннадцатую вклю- 
чительно; в ней собраны наи- 
более интересные задачи из 
материалов Международного 
жюри олимпиад, не попавшие 
на соревиоваине только из-за 
обилия предложенных задач; 
представлены задачи на- 
циоиальных олимпиад ряда 


стран — участниц — Между- 
народных математических 
олимпиад. 


Кто в состоянии спра- 
виться с задачами Междуна- 
родной олимпиады? По ста- 
тусу Международных олим- 
пнад от участника требуется 
подготовка по математике в 
объеме полной средней шко- 
лы. Но для решения этих 
задач зачастую достаточно 
уметь н хотеть грамотно рас- 
суждать, и поэтому некото- 
рые из задач вполне по силам 
ученикам 7—8 классов. Цеи- 
НОСТЬ КНИГН В ТОМ И СОСТОИТ, 
что она учит мыслить на 


элементарном — математиче- 
ском материале. 
Кто читает эту книгу, 


кто черпает из нее матернал 
для проверки своих сил и 
возможиостей — в математи- 
ке? Все победители Все- 
союзных и Международных 


олимпиад (кроме, — разуме- 
ется, самых первых, ко- 
торые такой — возможности 


не имели) активио пользова- 
лись ею при подготовке к со- 
ревнованиям. Но ие только 
они. Книга очень полезна н 
тем школьникам, которые го- 
товятся к областным мате- 
матическим олимпиадам. Она 
интересна всем, кто любит 
элементарную математику, 
кто хочет научиться само- 
стоятельно решать олимпи- 
адные задачи, математически 
грамотно рассуждать, о6б0- 
сновывать свои мысли, кому 
хочется испытать, что такое 
«озарение», с помощью — ко- 
торого решаются задачи с 
«изюминкой». 


Книга «Международные 
математические олимпиады» 
ие только предлагает чита- 
телям задачи, имеющие от- 
ношение к олимпиадам. В 
ней приводятся решения всех 
задач, данные авторами по- 
собия или участниками олим- 


пиад. Авторские решения 
тщательно продуманы и хо- 
рошо отредактированы. Об 
этом, в частности, свидетель- 
ствует такой факт: если по 
первому и второму издаиням 
этой книги авторы получали 
письма, в которых отмеча- 
лись отдельные недочеты и 
указывалось на опечатки, 
то после выхода в свет треть- 
его издання авторы получа- 
ют только новые варианты 
решеиий (нногда более изящ- 
ные) задач, найденные чи- 
тателями. 


К сожаленню, из третьего 
издания книги исключен поч- 
ти полностью весь иллюстра- 
тнвный материал; в том чи- 
сле по непонятным причинам 
исчезли фотографии первых 
призеров олнмпиад. Дума- 
ется, что в последующих из- 
даниях этот недостаток будет 
устранен. 


А потребность в новом из- 
дании имеется настоятельная. 
После одиннадцатой олим- 
пиады прошли еще четыре 
Международные — математи- 
ческие олимпиады. Нет ни- 
каких сомнений, что у авто- 
ров накопился богатый и 
интересный матернал, кото- 
рый с нетерпеннем ожида- 
ется любителями математики. 
К тому же, первые три из- 
дания вышли небольшими 
тиражами, найти книгу прак- 
тически невозможно, и мно- 
гне теперешние старшеклас- 
сники знают о ней. главным 
образом, по рассказам стар- 
ших товарищей. 


Было бы хорошо, если 
бы авторы в последующих 
изданиях рассказали о судь- 
бах победителей олимпиад. 
Многие из них стали видными 
педагогами и  известиыми 
учеными. Очевидно, участие 
в олимпиадах сыграло в нх 
судьбе немалую роль. 

В заключение приведем 


несколько задач из этого 
сбориика. 


75. Дан ящик сахаркого 
песка, чашечные весы и гирь- 
ка в 1 г. Как возможно бы- 
стрее отвесить покупателю 
| кг сахару? (Указать схему 
уравновешиваний.) 

112. Два зеркала обра- 
зуют двуграиный угол с 
раствором а. Внутри угла 
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стоят свеча и наблюдатель. 
Сколько изображений свечи 
видит наблюдатель? 

154. Длинный коридор 
единичной ширины имеет фор- 
му буквы «Г». Жесткая длин- 
ная труба (шириной — ко- 
торой можно пренебречь) по- 
ложена и всюду касается 
пола. Длиной труб (труба 
может быть искривлена) на- 
зывается прямолинейное рас- 
стояние между ее концами. 
Найти максимальную — дли- 
ну трубы, чтобы трубу можно 
было прстащить вдоль обоих 
колен коридора и повериуть 
в углу. не отрывая от пола. 

167. Предположим, что 
справедливы следукицие ут- 
верждения: 

а) среди людей, имеющих 
телевизоры, есть такие. ко- 
торые не являются малярами; 

6) люди, каждый день 
купающиеся в бассейне, но 
ие являющиеся малярами, не 
нмеют телевизоров. 

Следует ли отсюда ут- 
верждение: 

в) не все владельцы те- 
левизоров каждый день ку- 
паются в бассейие? 


В. Н. Березин, 
Н. М. Доронина 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Фигуристка, вращаясь при 
парном катании вокруг свсей оси, 
20 раз повернулась лицом к свсему 
партнеру, который за это же время, 
равное 10 секундам, сделал два обо- 
рота вокруг фигуристки. 

Сколько оборотов в секунду вы- 
нолняла фигуристка? 

2. Посему трудно прыгнуть на 
Серег с легкой лодки? 

3. В следующем примере цифры 
зашифрованы буквами. Расшифруйте 
пример: 

ива : да = да 
ау - а = лв 
дол — уа == уд 

4. Чтобы снег на тротуарах ско- 
рее таял, его посыпают солью. С дру- 
гой стороны, для получения низких 
температур снег схешивают с солью 
в отпошении две весовые части к одной 
весовой части. Таким образом, соль 
в первом случее как бы способствует 
нагреванию, а во втором — охлажде- 
нию. Нет ли здесь противоречия? 

5. От необихаемого острова отои- 
ла лодка, на создание которой у Ро- 
бинзона ушло 20 лет. На плече у Ро- 
бинзона ‘сидел любимец-попугай. 
Вот что он иногда произносил: 

— Хватайся за меня’ Мы выплы- 
гем на берег. Слушай меня, кедь я 
втрсе старше тебя. 

— Еще ни один корабль не подо- 
шел к нам. Надо самим строить лодку. 
Море-то я хороню знаю, ведь прожил 
ДЕ твои жизни. 

— Крепим весло! Мы еще погу- 
ляем по большой земле, хоть мне лет 
вполовину больше, чем тебе. 

Сколько лет попугаю? Сколько лет 
провел Робинзон на острове? 
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Почему 
подушка мягкая? 


Почему подушка мягкая? Почему 
удобио лежать на перине или на на- 
дувном матрасе? Почему лежать на 
досках или твердой земле неудобно? 

Если вы просто скажете, что пух 
и воздух мягкие, а доски и земля тЕер- 
дые, то будете не совсем правы. Дело 
вовсе не в свойстве матерчала — к 
доски и твердая глина могут быть 
«мягкими». И из твердого материала 
можно сделать удобисе «ложе», если 
прндать ему форму человеческого те- 
ла. 

Представьте себе, что вы легли на 
мягкую глину и оставили в цей углуб- 
ление, соответствующее форхе вашего 
тела. Высохнув, глина станет твер- 
дой, как камень. Если теперь вы ля- 
жете в получившееся углубление, то 
вам будет очень удобно, несмотря на 
то. что ваше «ложе» иикак не назо- 
нешь мягким (правда, при высыхании 
размер несколько измепится, но мы 
это учитывать не будем). 

Так в чем же дело? Оказывается, 
впечатление мягкости или твердости 
зависит не от свойства матернала, а от 
величины давления на поверхность 
1ела. Проведем небольшой расчет. 

Будем считать. что масса взрос- 
лого человека — около 60 кг, погерх- 
ность тела — примерно 2 м”. Если 
человек лежит в постели, которая 
прогибается и как бы «охватывает» 
тело, с цей соприкасается примерно 
четеерть веей поверхности его тела. 

Нехрудио подсчитать, что в этом 
случае на один квадратный сантиметр 
поверхности тела приходится всего 
12 Г. А если этот же человек ляжет на 
теердую, неупругую поверхность, 
площадь соприкосновения составит 
только около ста квадратных сантн- 
мегров. Тогда на один квадратный 
я сантиметр придется уже 600 Г, тоесть 
В давление возрастет в 50 раз! 


2 





Н. М. 


Художник Э. Назаров 
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Ответы, указания, решения 





К статье « Поверхностное натяжение 
чертит гнперболу» 


Жндкость, поднявшаяся между гластин- 
ками, растянута. Чем вышю выделенный стол- 
бик (см. рис. 4 в статье), тем меныше давле- 
ние этого столбика на данном уровне. От- 
сюда и появляется горизонтальная сила, 
уравновешивающая горизонтальную состав- 
ляющую силы поверхностного пзатяжения 


К статье «Механика помогает геометрии» 


1. По формулам (2), (4). (6) имеем 

(@- 5) СС? —= Че — Усть Ус — ать | 52а. 
абс? 
а--6 

2. Поместим в вершинах 21, В, С массы а. 
$, с. Тогда по формулам (2) и (9) имесм 
Ча = а-2А:- 6-28*-1 с.2С, Ух абс, 
откуда следует требуемое тождество. 

3. Поместим в вершинах квадрата 
А, А›АзАз’ равные массы (по 1 грамму). 
Центром тяжести возникшей системы из 4 
материальных точек является центр & квад- 
рата. 

Пусть Р — какая-либо точка плоскостн. 
Тогда по формулам (2) и (3) имеем Ур — 
— р — 42Рь, 1; — ХА! АЗ | РАЗ + 
+ 24? = 20, Ур = РА? + РА? + РАЗ -|- 
а РА?. Ия этих трех равенств видно, что 


последняя сумма тогда и только тогда равна 
52, когда 4ЁР? = с? — 242. Поэтому искомая 
фигура — окружность с центром @ радиуса 


1 
в 222 | 


4, Сначала вычислите расстояние между 
центром описанной окружности и точкой пе- 
ресечения медиан. Для этого воспользуйтесь 
формулами (2) н (3) и решением задачн 2 
(в статье). 


Ус, = 


К статье «Числовые данные в гсометричес- 
ких задачах» 


1. 0. 


225/22 | 


ту= 
6 39° 


диана. 
4< 


Уп’ 
У 


2 


Указание. ВБ—м2- 





5. 2— 
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6. 24 см. 


7. Уз, 2 УЗ. Указание. Пусть 
р лежит на дуге АС, тогда АБ -=- СБ 

8. 1/12. Указание. Площади трех тре- 
угольников, образсванных отрезками медиан 
(от вершин до точки пересечения медиан) и 
сторонами исходного треугольника, равны. 


ЕВ 
| (1- И зи) | 


; 


[7-19 
Чит 
И» 1 о ДИ 


ме] к ОВ 
11. 5/2. Указание. /ХАВС прямо- 


угольный, Ср — диаметр проведенной ок- 
ружности, зи-ХС легко находнтся. 


10. Ю. 


К статье «Кинематика прямолинейного дви- 
жеиня матернальной точки» 


1. # = 80 с. 

2. ср т 12,5 лис. 

3. 1% = 405 м; ках = 725 м. 

4. (=3Зс. 

Эя Нтах —= 107.2 м, {= 5,8 Гале 46 ч/с. 
6. Я => 8,8 л о 

7. 


См. рисунок 1. 


К статье «Университет дружбы народов 
имени Патриса Лумумбы» 


Факультет физнко-математических и естествеи- 
ных наук 


Варнант 1 
3.=2, И=% 2 =2. 





Рис. 1. г 


2. Если а> 1, тта?*«х« а; если 
О<а< Е то 9< х<аих>а"?. 


3.75, #0, =, +2,... 
Указание. Проверить, что правая часть 
уравнення равна —\-. Далее доказать, что 
уравнение $1010 х -- с0$10 х = [1 удовлетворя- 


ется, лишь если зт?х = | (и с05х == 0) или 
если с05х =] (и пх=0). 


р 
4. асе ( и2 со 3). 
Вариант 2 


2 
1 =2-Е 2. =3---3 1. 


2. х> 2. 
д 
3. х =: > Ал, #=0, +1, 2, 
В} 
и-= > ил, п=0, +1, 32, 
о 
И ееь 
4. 2 асе 





эта 


Варнант 3 


1. Еслиа> 6, то х > — 76; если < 6 
то Хх. — 2а; егли а = 68, то решений нет. 





2. х= явь 
И а. - д = 
2 , 2. 
где Аи { — любые целые числа. 
Зи 


. —_—__—— лА?. Указание. По- 
буи —1 


старайтесь возможно яснее представить себе 
полушар, вписанный в усеченный конус; об- 
ратите внимание на то, что у данного усе- 
ченного конуса большим является верхнее 
основание. 


Ииженерный факультет 


Вариант 1 


| = — 1; хх =5. Указание. Сдз- 
лать замену х— 2 и. 
2. х> —1. 


д 
3 др = Ал, х, = + 


ыы 
+ 


-- 2Ал, В =0, +1, 2, 


| [2 
а Е . “ 1 
4. 5 ат ое . 
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Вариант 2 





1 
1 х<—2, ——5 <х<0, о<х< 
1 
<>, х>2. 
2. х=5. 
5% Зи п 
3 =, = а 
--22д, В=0, 1, +2, , 
2а% 
$ я 
К статье «Телевидение готовнт в вуз» 
Физика 


1. Три шарика лежат на дне сосуда, чет- 
вертый сверху опирается на них. Соединив 
центры шариков, получим правильную тре- 
угольную пирамиду. 

Рассмотрим взаимодействие верхнего и 
одного из нижних шариков (см. рис. 2). 

Сила давления нижнего шарика на стен- 
ку сосуда равна 


Е, == Ёз ©0$ @, 


где Ез — сила действия верхиего шарика 
на нижний. 

На верхний шарик действуют силы: 
тв. Р, = Рз и Р. — сила действия осталь- 
ных двух нижинх шариков на верхний. Из 
условня равновесия верхнего шарика 


тя 1 
=‘ Зта ^ 
р—а 
Из треугольника АВС сс @ = 24 ^ 
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Рис. 3. у 


тогда 


эт я = ИУ со а = 


——ы—о—ы—ы—_—оыо_ыиыиы 


_ 14/342 — 2Е--245 
ыы и 44? | 


а 
Масса шарика пт = ра е- 


Окончательно получим 


д ра 
в 75 РЕ Зее 





2 


ВЕН 
2. г. = У - 12.8 м. 


Указанке. Воспользоваться зако- 
ном сохранения энергии. 


3. На рисунке 3 изображены два равновес- 


ных положения шарика: Л и С. Из треуголь- 
ника АОС по теореме косинусов 


АС .-1Г (1 — с05 а), 


гда = а, а. ша ее. 41а ые 

в ? в-Г 9, Во, Е ' Ца. == Е ° 
Таким образом, 

АСТИ? х 


ой. 





1 — с0$ (тс = агся =) 5 


20,24 м. 


Корректор Т. С. Вайсберг 
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Математика 


`Т. Так как Е ту Е < п, 
то 
РЕ Ы ИИ ИВ 
ыы я — Уз“ к 
. | | п ых 
РЕ Е Кик ИЯ 
2. Пусть, для определенности, 0 < а В. 


Запишем доказываемое неравсиство в виде 
ьл (1 -4- хп < эп {1 == х") 6”, 


а 
где х =: -р- Поскольку 0 «а Ь, то0 < 


< х=, а тогда 
{1 + х" = {1 - 7 - 9н <" -1- ОПП = 
= 27 {1-1 хп). 

3. Доказательство. Поскольку 
210 -- 319$ = (23}35 -|- (33}33 = 835 -:- 2735 = 
== (8 - 27) (834 — 833.27+...- 273%. то 
2105 -- 319$ делится на 35. Аналогично 
доказываются другие утверждения. 


4. 95, 494. Указание.` Представить 
589 в внде 1.19.31; искомые числа нмеют вид 
19 л, 19 м, или З1 и. 31 м. гдет, л — нату- 
ральные числа. 


5. Приведем одно нз возможных решеннй. 
Так как 


т В == зи [{&-- В) — ©] == 
== эт (< -Е В) с0$2—с0$ (< -- В) зта, 
то равенство зто соз {2 -- В) 
но записать В виде 
2314 с0$ ( -|- В) — чт (@ -— В) соз . 
Поделив обе части последнего равенства на 
с0$ 9% с05 (а -- В) 2 0, получим 


на = 4 (< -!- В. 


Окончанне смотрите в № 12. 


за В мож- 


Кзадачам «Квант» для младших школьников 
(см. «Квант», 1973, № 10) 


1. 338 Х 275 = 92 950. 

2. Сначала нужно включить задний тор- 
м0з, а затем передннй. Если сделать наобо- 
рот, велосипед может перевернуться. 

3- 8 и 10 марок. 

4. Спираль электронагревателя распла- 
вится, так как воздух гораздо хуже проводит 
тепло, чем вода. 

5. 1 — д/. 

6. Ток равен нулю. 
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МОСКВА 


ХУ ХУ МЕЖДУНАРОДНАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ИМО ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 





Школьцикн 16 стран решают задачи вто-| 

рого дня. 

Руководитель шведской команды А. Саму-8 

эльсон обсуждает с координаторами рабо- 
0» Ты школьников 
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Индекс 70465 
Цена 30 кол. 


ЗНАЧКИ, 
ПОСВЯЩЕННЫЕ 
МЕЖДУНАРОДНЫМ 
МАТЕМАТИЧЕСКИМ 
ОЛИМПИАДАМ 


В честь Международных мате- 
матических олимпиад выпуска- 
ютея спецмальные значкы, ко- 
торые вручаются всем участ- 
7. 

На рисунке 1 изображен зна- 
чок Румынской национальной 
олимпиады, вручавшийся уча- 
стннкам Ги |! Международных 
математических олимпиад. 

На рисунке 2 изображен зна- 
чок, посвященный |У олимпиг- 
де. (Спецнального эначка к 
ИГ олимпнаде не выпускалы) 

На рисунке 3 приведен знёчок, 
посвященный \У|  олимпнаде. 
(Специального значка У олим- 
пиады че было.) 

Значок, выпущенный к У 
олимпиаде, изображен на ри- 
сунке 4. 

На рисунке 5 изображен зна- 
чок, выпущенный к УШ олим- 
пиаде. 

На рисунке 6 изображен зна- 
чок, выпущенный к |Х олимли- 
аде. 

Значёк Х олимпиады показан 
на рисунке 7. 

На рисунке 8, 9, 10 приведены 
соответственно значки Х|!, ХИ 
и ХИ ММО. 

Специальные значки к ХУ и 
ХУ олимпиадам ме вьымуска- 
лись. 
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Научно-популярный 
физико-математический 


журнал 
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«В начале ХУ! столетия англичане Сенерн 
н Ньюкомен постронляи машину для выка- 
чнвання волы из  каменноугольных копей. 
Она представлена на чертеже. В котле В 
образуется пар. который через трубку е 
переходнт в цилннар & и поднимает пор- 
шень; когла поршень лоходнт до верха, 
запирают кран ег. открывают Я н через 
трубку г вбрызгивают в цилиндр из резер- 
вуара м струю холодной воды, — которая 
сгущает пары; виутри цилиндра делается 
иустота — поршень опускастся от давления 
атмосферы: вола. образующаяся от сгуще- 
иня нара и вбрызнутая нз резервуара п. 
выпускается посредством трубки от. Таким 
образом, сткрывая и закрыпия краны е, Я, 
м. можно заставить поршень — двигаться 
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вверх и вниз. Поршень имеет стержень, ко- 
торый с помощью цепи соединен с коро- 
мыслом, имеющим точку опоры в средине. 
На другом коние коромысла тоже висит 
цепь, а К ней прикреплен стержень насоса, 
который выкачиваст воду нз каменноуголь- 
ных копей. 

Это онисание одной из первых паровых 
машини приводилось в книге «Руководство 
физики», составленной А. Малининым н 
К. Бурениным. Седьмое издаине этой кшигн 
для гимназий н реальных учнлии вышло 
в свет в 1883 году. 

О принципе лействия тепловых мапит 
рассказывается в этом помере нашего жур- 
нала в стагье Ю. И. Соколовского 
(см. с. 12). 
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Л. А. Калужнин К 100-летию 
теории множеств 
Георга Кантора 





Если вы захотите, чтобы дерево приносило больше плодов, 
чем обычно, вам нечего делать с его ветвями, а нужно взрых- 
лить землю и подложить новую почву под корни. 


В конце ХХ века для математичес- 
кого анализа — центральной  облас- 
ти чистой и прикладной математики — 
стало необходимым уточнить <мысл 
таких основных понятий, какфунк- 
ция, непрерывность, схо- 
димость. Для этого нужно было 
строго определить, что такое дейст- 
вительное число и, более того, что 
такое натуральное число. 

Этот комплекс вопросов был уснеш- 
но решен, в первую очередь, немецки- 
ми математнками К. Вейерштрассом 
{1815—1897), Г. Кантором (1845— 
1918) и Р. Дедекиндом (1831—1916). 
Их труды заложили основы совре- 
менного анализа. 

Нало заметить, что общая обста- 
новка, сложившаяся к тому времени, 
благоприятствовала развитию но- 
вых, плодотворных идей в науке. 

В конце ХХ — начале ХХ сто- 
летий происходит пересмотр старых 
представлений буквально во всех об- 
ластях знания. Прн этом в недрах 
старых учений рождались новые пред- 
ставления, 

Сейчас мы -- свидетели научно- 
технической революции — уже не 
поражаемся таким проявлениям че- 





*) Г. Кантор родился в Санкт-Пе- 
тербурге в 1845 г. В Гермапин — с один- 
назцати лет. В 1867 г. окончил Берлинский 
университет. Осповной вклад Г. Кантора в 
науку состоит в создании теории множеств. 
Умер в 1918 г. 
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ловеческого гения, как космонавтика, 
атомная энергетика или ЭВМ. Это 
кажется нам обыденным. И очень 
немногие представляют себе, какой 
огромный вклад внесли ученые прош- 
лого в сокровищницу мировой науки. 

Чтобы проследить путь развития 
современной науки и техники ин иметь 
возможность предвидеть их дальней- 
шее развитне, нужно вернуться к 
истокам. 

Крупнейшие фундаментальные до- 
стижения науки — такие, как откры- 
тне теории относительности или по- 
явление кибернетнки, стали возмож- 
ными не только благодаря увеличению 
объема научных знаний, но н в силу 
критического лереосмысления самых 
основных и привычных понятий. 

В математическом анализе ос- 
новные определения также подверг- 
лись  чрезвычайному обобщению, 
«... исследовались функции с самыми 
необыкновенными свойствами н ал- 
люром... Это дало возможность го- 
ворить видным математикам о пре- 
вращении илн вырожденни матема- 
тнческого анализа в «клинику и па- 
тологию функций», ибо правильное 
теченне функций стало редчайшим ис- 
ключением» (Н. Н. Лузин). Под гроз- 
ными ударами крнитнкн основ мате- 
матического анализа началась пере- 
стройка всей математической науки. 

В результате дальнейшего приве- 
дения в порядок основ анализа в кон- 
це Х[Х века возникла новая фунда- 


ментальная область математики — те- 
ория множеств. Ее становление про- 
ходило в обстановке резкой критики, 
особенно со стороны Л. Кроне- 
кера*). Критика была вызвана 
смелыми воззрениями Кантора, ко- 
торые шли вразрез с многовековой 
традицией. Но это не могло помещать 
плодотворным применениям новой те- 
ории к многочисленным разделам ма- 
тематики. С начала ХХ века теория 
множеств стала базой всех математи- 
ческих дисциплин, .а теперь ее ме- 
тоды и понятия постепенно прони- 
кают и в школьную математику. Ис- 
ходные положения этой науки не 
более трудны, чем положения арнф- 
метики или элементарной алгебры и 
геометрии. Если они тем не менее не 
так широко известны, то это связано 
с тем, что теория множеств возникла 
сравнительно недавно — всего сто лет 
назад. Ее родоначальником был один 
из величайших математиков — Георг 
Кантор. Мы можем даже точно 
назвать «день рождения» этой нау- 
ки —7 декабря 1873 года. В этот 
день Кантору удалось доказать пер- 
вое нетривиальное утверждение о 
бесконечных множествах — «теорему 
о несчетности множества действи- 
тельных чисел». Тем самым был от- 
крыт путь к построению новой боль- 
шой математической дисциплины — 
учення о бесконечных множествах. 
О том, как это произошло, мы знаем 
нз перелиски Кантора с Дедекиндом. 
Нам кажется, что рассказ об этом © 
выдержками из писем Кантора пред- 
ставляет несомненный интерес для 
наших читателей. 

В начале 70-х годов прошлого сто- 
летия молодой профессор старинного 
немецкого университета в Галле Георг 
Кантор задумался о сущности нату- 
ральных чисел, которыми мы поль- 
зуемся для счета предметов в каком- 


*) Л. Кронсекер (1823—1891) круп- 
ный немецкий ученый ХХ века. Кронекер 
стремился всю математику получить нз тео- 
рин чисел. «Целые числа сотворил господь 
бог, а все прочее — дело людских рук», — 
заявил он в 1886 г. ма съезде в Берлине, 
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Университет в Галле, в котором преподавал 
Кантор- 


нибудь конечном множестве, и о том, 
нельзя ли н бесконечным множествам, 
например множеству всех точек плос- 
кости или множеству всех целых чи- 
сел, приписывать некоторые «числа» 
неизвестной пока природы. Интерес 
к подобным вопросам возник у Кан- 
тора под влиянием его учителя, про- 
фессора Вейерштрасса. Мы уже гово- 
рили о том, что внимание крупней- 
ших математиков было приковано к 
действительным числам. Это объясня- 
ется тем, что, в конечном счете, нмен- 
но с недостаточно точным определени- 
ем того, что такое действительное чис- 
ло, и были связаны трудности, воз- 
никавшие в анализе. Постепенно ма- 
тематики этой эпохи переходили ко 
все более простым понятиям: от дей- 
ствнтельных чисел к рациональным, 
целым и, наконец, к натуральным. 

Можно считать, что натуральные 
числа не следует сводить к более прос- 
тым понятиям. Такого мнения при- 
держиваются некоторые математики 
и сейчас. Но многое говорит о том, 
что понятие натурального числа не 
является простейшим: есть более прос- 
тые, более начальные понятия. Ребе- 
нок осваивает это понятие не сразу, 
а обучается ему постепенно. Из ана- 
лиза языка хорошо известно, что 
обычные натуральные числа появи- 
лись довольно поздно. Их «изобрете- 
ние» сравнимо по своему значению 
только с изобретением пнсьменности. 
В доисторические времеиа (анало- 


гичные ‘явления можно наблюдать 
у некоторых племен и сегодия) люди 
знали лишь числа «|», «2», иногда 
еще «3», а дальше шло «много», «тьма». 
И все-таки, не умея считать, люди 
могли ответить на вопрос, в какэм из 
двух множеств больше элементов. Ра- 
зумеется, в этом случае сравнивались 
множества конкретных — элементов: 
поголовье скота, размеры войск и 
другие. Сейчас этот метод сравнения 
множеств называется установлением 
взаимно однозначного 
соответствия. Вот в чем он 
заключается. 

Пусть мы нмеем два конечных мно- 
жества М, и М,. Элементы первого 
множества обозначим условно — со- 
бачками, а второго — кошками. Для 
сравнекия этих множеств поступают 


так: извлекают по одному элементу. 


из каждого множества и сопостав- 
ляют их друг с другом, образуя пары 
(см. рисунок). 

Если собачки и кошки кончаются 
одновременно, то говорят, что между 
множествамн А, и М, установлено 
взанмно однозначное — соответствие 
н что эти множества содержат одина- 
ковое число элементов (что они рав - 
ночисленны или эквива- 
лентны). Легко представить себе 
другую ситуацию: некоторые элемен- 
ты множества М, остались без напар- 
ника. Тогда следует считать, что мно- 
жество ЛМ, содержит больше элемен- 
тов, чем множество М». Очевидно, что 
описанная процедура сравнения ко- 
нечных множеств не нуждается в по- 
нятни «натуральное число». Наоборот, 
понятие взаимно однозначного со- 
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ответствия, по-видимому, является бо- 
лее простым, и можно определить 
нонятие «натуральное число» исходя 
из него. 

Математики и логики прошлого 
столетия (Г. Фреге, Б. Рассел 
и другие) предлагали делать это на 
основе, примерно, следующих рассуж- 
дений. 

Разобьем все конечные множества 
на классы таким образом, что в каж- 
дый класс входят те и только те мно- 
жества, которые эквивалентны между 
собой, вне зависимости от природы 
элементов образующих данное мно- 
жество. Тогда то общее свойство, ко- 
торое характеризует все конечные 
множества из какого-либо класса, и 
определяется как число элементов в 
множествах этого класса. Так, на- 
пример, 5 — это то общее свойство, 
которым обладают все конечные мно- 
жества, эквивалентные — множеству 
пальцев моей правой руки. Из выше- 
изложенного ясно, как сравнивать 
определенные таким образом числа 
«по величине». Пусть т, н т. — два 
натуральных числа, а М, и М, — 
два множества, характеристиками ко- 
торых являются эти числа. Если М, 
н М. неэквивалентны и имеется вза- 
имно однозначное соответствие меж- 
ду М. н некоторой частью множест- 
ва М,, то т, < т.. Таким образом 
мы определили понятие «натураль- 
чисел 


ное Число» и свойства этих 
(Ир = п, п, > нь). 

Но ведь при таком способе срав- 
нения совсем не обязательно пред- 
полагать, что множества М, и М. ко- 
нечные. Поэтому у Кантора возникла 





мысль, что таким же образом можно 
разбить на классы и все бесконечные 
множества. 

Все множества, входящие в один 
класс, то есть имеющие одну н ту же 
мощность, называются равно- 
мощными. 

Тогда всем множествам, входящим 
в один класс, соответствует определен- 
ное число, которое называется кар - 
динальным числом или 
мощностью. 

Отсюда ясно, что мощность — это 
обобщение понятня натурального 
числа. 

Простейшим примером бесконеч- 
ного множества является множество № 
всех натуральных чисел. Поэтому 
Кантор стал сравнивать различные 
бесконечные множества с множест- 
вом М. Очень скоро выяснилось, что 
для многих бесконечных множеств до- 
вольно просто устанавливается вза- 
нмно однозначное соответствие с этим 
множеством. Рассмотрим, например, 
№, — множество всех положительных 
четных чисел. Несмотря на то, что №, 
является частью №, между №, и М 
можно установить взаимно однознач- 
ное соответствие: числу 2 п, входя- 
щему в множество А№,, сопоставим 
число л, входящее в множество М№,. 
Ясно, что такое соответствие будет 
взаимно однозначным. На первых по- 
рах казалось парадоксальной возмож- 
ность установить взаимно однознач- 
ное соответствие между множеством 
и его частью: ведь для конечных мно- 
жеств такая ситуация невозможна. 
Но споры по этому`поводу прекрати- 
лись довольно скоро — было уста- 
новлено, что для бесконечного мно- 
жества А всегда можно указать та- 
кое его подмножество В, что между А 
н В можно установить взаимно одно- 
значное соответствие. Дедекинд даже 
предложвл считать это определением 
бесконечного множества. 

Еще большее удивление вызывает 
то, что существует взаимно однознач- 
ное соответствие между множеством 
всех положительных рациональных 
чисел и множеством №. Тем не менее 
указать такое соответствие не так уж 
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трудно. Постарайтесь сделать это са- 
мостоятельно *). 

Естественно возникает вопрос: су- 
ществуют ли бесконечные множества, 
для которых взаимно однозначное 
соответствие ‘с `М№ невозможно? 

Если бы такнх множеств не ока- 
залось, то тем самым все бесконеч- 
ные множества были ли бы равномощ- 
ными, и понятие кардинального чис- 
ла (для бесконечных множеств) по- 
теряло бы всякий смысл—оно было 
бы одним и тем же для всех беско- 
нечных множеств. 

В начале 70-х годов прошлого века 
Кантор заподозрил, что бесконечным 
множеством, не равномощным мно- 
жеству № натуральных чисел, явля- 
ется множество К всех действитель- 
ных чисел (или даже множество всех 
действительных чисел какого-либо от- 
резка — скажем, множество всех 
чисел отрезка [0, 1]). Но как это мож- 
но доказать? Ведь во всех рассмотрен- 
ных выше случаях доказательство 
состояло в нахождении некоторого 
вполне определенного взаимно одно- 
значного отображения. В данном же 
случае требуется установить, что по- 
строенне подобного отображения не- 
возможно. Утверждения такого рода 
называются  «теоремами невозмож- 
ности», и их доказательство обычно 
требует совершенно новых оригиналь- 
ных ндей (пример этому — доказа- 
тельство невозможности квадратуры 
круга и трисекции угла, илн `доказа- 
тельство невозможности решения ал- 
гебраических уравнений степени боль- 
ше чем четыре с помощью операций 
сложения, умножения, вычитания, де- 
ления и извлечения корней разных 
степеней). О работе Кантора над до- 
казательством неравномощности мно- 
жества действительных чисел и мно- 
жества № натуральных чисел доволь- 
но подробно известно из его перепис- 
ки с Дедекиндом. Вот некоторые вы- 
держки из этой переписки: 





*) Если вам это не удастся, прочтите 
статью «Каких чисел больше?» (с. 26). Приве- 
денные в ней указания помогут вам спра- 
виться © этой задачей. 


«Галле, 29 ноября 1873 г. 
Разрешите обратиться к Вам 
с вопросом, представляющим для ме- 
ня некоторый теоретический интерес, 
но на который я не могу найти ответа. 
Может быть, Вы это можете и будете 
так любезны мне об этом написать. 
Речь идет о следующем. 


Рассмотрим совокупность всех по- 
ложительных целочисленных объек- 
тов и обозначим ее через (л). Кроме 
того, рассмотрим, скажем, совокуп- 
ность всех положительных действни- 
тельных числовых величин и обозна- 
чнм ее через (х). Вопрос состоит просто 
в том, возможно ли так поставить в 
соответствие (л) и (х), что каждому 
индивидууму одной совокупностн бу- 
дет отвечать один и только один ин- 
дивидуум другой. 

С первого взгляда кажется, что 
нет — это невозможно, так как (л)} 
состоит из дискретных частей, а (х) 
образует континуум. Но таким аргу- 
ментом ничего не выигрывается, и 
как бы я ни склонялся к мнению, что 
(1) и (х) не допускают однозначного 
соответствия, причину этого я найти 
не могу, а именно это мне и нужно. 


Возможно, что причина совсем прос- 
тая. 


Разве на первый взгляд не скло- 
няешься к мнению, что (п) не допус- 
кает однозначного соответствия с со- 
вокупностью (р/9) всех положнтель- 
ных рациональных чисел и тем не ме- 
нее совсем не трудно показать...» 
(что это так. —Л. К.). 


29 ноября 1873 г. в дневнике Де- 
декинда, где он отмечал содержание 
полученных им писем на научные темы 
н свон мысли по их поводу, появляется 
следующая запнсь: «... Я ему неза- 
медлительно ответил, что я не могу 
решить его первый вопрос, но одно- 
временно высказал и полностью до- 
казал теорему, что даже совокупность 
всех алгебраических чисел может быть 
указанным образом сопоставлена со- 
вокупностн (п) натуральных чисел...». 

А вот нисьмо от 2 декабря. 

. Я был очень рад получить се- 
годня Ваш ответ на мое последнее 
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послание. Мой вопрос я Вам поставил 
по той причине, что уже годы, как я 
в сомнении, являются ли возникшие 
нередо мной трудности трудностями 
чисто субъективного характера или 
же они связаны с существом дела. 
Так как Вы мне пишете, что и Вы не 
в состоянии на него ответить, то я мо- 
гу ‘считать, что верно последнее...». 

И, наконец, письмо от 7 декабря 
1873 г. 

. В последние дин у меня было 
время более интенсивно продумать 
высказанную мною гипотезу; только 
сегодня, как мне кажется, я смог дове- 
сти дело до конца. Если я ошибаюсь, 
то, иесомненно, я не встречу более 
снисходительного критика, чем Вы. 
Я осмеливаюсь предложить Вашему 
приговору то, что я успел записать на 
бумаге со всеми несовершенствами 
первой мысли...». 

Затем следует доказательство не- 
счетности множества действительных 
чисел из интервала [0, 1]. Оно длинно 
н сложно — редко самые первые до- 
казательства какого-либо утвержде- 
ния оказываются самыми простыми. 
Мы не будем его здесь приводить. 
Уже 9 декабря Кантор предлагает 
более простое доказательство, а Де- 
декинд в свою очередь находит даль- 
нейшие упрощения. 

Вскоре возникло доказательство, 
известное как здиагональный 
метод Кантора», которым 
пользуются и в настоящее время. При- 
ведем это доказательство. 

Заметим, что каждое действитель- 
ное число р, 0 = р = 1, можно запи- 
сать как бесконечную десятичную 
дробь вида 0, а,, а...., геа,;, = 1, 
2...., — какие-либо цифры — знаки 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 или 9. Представ- 
ление всех чисел в подобном виде ол- 
нозначно, исключение здесь представ- 
ляет лишь тот случай, когда в записи 
числа, начиная с некоторого А, все 
а; равны 0. Такие чнсла могут быть 
записаны также и по-другому: нужно 
заменить все а, начиная с того же 
разряда №, цифрами 9 и уменьшить 
предшествующую им цифру на 1 — 
так, например, число 0,3500... можно 


записать и в внде 0,34999... Других 
возможностей разного представления 
числа в виде бесконечных десятичных 
дробей нет. Условимся (для опреде- 
ленностн), что, если возможны две 
записи числа, мы будем выбирать ту 
из них, которая оканчивается девят- 
ками. 

Предположим теперь, что удалось 
установить взаимно однозначное со- 
ответствне между всеми действитель- 
ными числами, лежащими между (и |1 
и всеми натуральными числами, так 
что мы можем выписать все эти дей- 
ствительные числа в бесконечную по- 
следовательность 


| 1 1 
109; ара. а. 
зи 2 г 2 
20 аа. а 


р +0, @7 22 @2... 


Покажем, что такая последователь- 
ность не может содержать всех дей- 
ствительных чисел. Для этого по- 
стронм такое число $ = 0, Ц,, 6...., 
что 6; 5= а: для всех г. Мы опреде- 
лим это число так: 

$; — 5, если а! 52 5, 

Ь ==9, если а! = 5. 
Число 6 не может встретиться в вы- 
писанной выше последовательности. 
Ведь в противном случае оно должно 
было бы занимать некоторое (скажем, 
п-е) место. Но от п-го числа число 2 
отличается по построению в л-м раз- 
ряде. Итак, предполагаемый пере- 
счет всех действительных чисел не- 
возможен, и, следовательно, множест- 
во № и множество действительных 
чисел А неравномощны. 

Так впервые было доказано, что 
н средн бесконечных множеств име- 
ются неравномощные. 

Вскоре Кантором было установ- 
лено, что можно указать сколь угод- 
но много попарно неэквивалентных 
бесконечных множеств, так что сама 
совокупность бесконечных кардиналь- 
ных чисел оказывается неограничен- 
ной, ив 70--80-х годах прошлого сто- 
летия — в основном Кантором — бы- 
ла построена новая математическая 
наука — теория множеств. 
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Сколько 
треугольников? 


Вот задача, которая легко 
формулируется, но общее ре- 
шение которой до сих пор 
не найдено 

Требустся — определить, 
какое максимальное число не- 
пересекающихся  треугольни- 
ков можно получить в резуль- 
тате пересечения п прямых 
линий. 








Для п=3, 4 Биб 
можно, перебирая все воз- 
можные варианты, получить 
соответственно 1, 2, 5 н7 
треугольников (см. рисунок). 
Попробуйте найти максималь- 
ное число треугольников для 
л == Ти 8. Это будет послож- 
нее. А может, вам посчаст- 
ливится найти формулу ко- 
личества таких треугольни- 
ков для общего случая пере- 
сечения п прямых линий? 
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ДБФукс 
МЫ Фукс 


РАЦИОНАЛЬНЫЕ 
ПРИБЛИЖЕНИЯ 


И ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ 





Мы начнем статью с определений. 
Алгебраическими называют числа, 
являющиеся корнями многочленов с 
целыми коэффициентами. Числа, не 
являющиеся алгебраическими, назы- 
вают трансцендентными. 
Далеко не все числа являются 


алгебраическими. Обычно этот факт 


доказывают так. Множество алгебраи- 
ческих чисел счетно, потому что 
счетно множество многочленов с це- 
лыми коэффициентами и каждый та- 
кой многочлен имеет конечное число 
корней; множество же всех действи- 
тельных чисел несчетно *). 

Это доказательство интересно тем, 
что оно не просто устанавливает 
существование трансцендентных чи- 
сел, но и показывает, что их в опре- 
деленном смысле больше, чем 
алгебраических. Но оно обладает и 
важным дефектом: оно не эффек- 
тивно, то есть не содержит по- 
строения какого-либо заведомо не 
алгебраического числа. Правда, прн- 
меры трансцендентных чисел всем 
известны: ли е. Но доказать транс- 
цендентность этих чисел совсем не 
просто. И, вообще, доказательство 
трансцендентности конкретного числа 
часто оказывается очень сложным. 
Например, в одной из знаменитых 
проблем Гильберта предлага- 
лось доказать трансцендентность чис- 





*) О том, какие множества называются 
счетными, а какие месчетными, рассказано 
в статье: Ю. П. Лысов, Каких чисел 
больше?, с. 26. Доказательство несчеткости 
множества действительных чисел приведено 
на с. 8. 


ла 2"”?. Эта проблема долго не под- 
давалась усилиям ученых и была 
спустя много лет решена советским 
математиком А. О. Гельфон- 
дом. 
В этой статье мы укажем один из 
способов построения трансцендентных 
чисел (с доказательством их транс- 
цендентности). Основным инструмен- 
том нам послужит теория рациональ- 
ных приближений. В наших статьях 
о — рациональных приближениях 
(«Квант», №№ 6 н 11 за 1971 год; 
сразу оговоримся, что знать содержа- 
ние упомянутых статей для чтения 
этой не обязательно) было показано, 
что хуже всего приближаются ра- 
циональными числами такие «благо- 
получные» алгебраические числа, как 
Уз. (5 + И ит. п. Мы дадим 
аккуратное определение «хорошо при- 
ближаемого» иррационального числа 
н докажем, что все иррациональные 
числа, хорошо приближаемые ра- 
циональными, трансцендентны. Это 
позволит нам построить сколько угод- 
но примеров трансцендентных чисел. 
Определение. Иррацио- 
нальное число © называется хорошо 
приближаемым, если для любых по- 
ложительных М, п найдется такая 


1 
дробь р/д, что < де. 
9 ^4 
Легко построить сколько угодно 


хорошо плриближаемых чисел. Пусть, 
например, 


© = 
ОО ОЕ ОО ОО 
т,—1 т и 


ге т, т.. т., ...- некоторая 
возрастающая последовательность, 
составленная из целых чнсел, боль- 
ших 1. Положим 


а, = 
=0,10...010...01 ... 10...08 
п: —1 в 1 тк—! 


Очевидно, &, — рациональное число 
со знаменателем 


9% = 10%, + --- 
и что 


тм 1 


= 0:0 Л: 20. Оо 








р ЬтА +, 


т 
х. 10- т... —"—тл,, < Юта. 


Предположим теперь, что последо- 
вательность м1!, /1., т, ... настоль- 
ко быстро возрастает, что ть: > 
(т, -= -- т, -- 2) при лю- 
бом Ё. (Такова, например, последо- 
вательность !, 22, 33, 41... — 
докажите!) Тогда ири любом А 


1 а 
Н 


.з Г) 


= опар ааие оирт зи рини 


$ ту 


ОТО Ме 


= 10 -лет, + .`. + т 2) >]0-тАн: > 


и нотому если л, № — любые поло- 
жительные числа и А > пл, А >> М, то 


1 1 
або [ая ат. 


Таким образом, 
ближаемое число. 

Докажем теперь следующую тео- 
рему. 

Теорема *). Хорошо прибли- 
жавное иррациональное число не 
может быть алгебраическим. 

Доказательство. — Возь- 
мем иррациональное алгебранческое 


@а — хорошо ири- 


*) Эту теорему доказал известный 
французский математик Жозеф Лну- 
вилль (1809—1882). 
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число © и покажем, что оно не яв- 
ляется хорошо приближаемым. По- 
скольку & алгебраично, существует 
многочлен 


Ра и ПР 


с целыми коэффициентами такой, что 

Будем считать, что Р (х) не имеет 
рациональных корней. Действитель- 
но, если Р (х) имест рациональный 
корень, скажем, а, то Р (х) делится 
без остатка на (х — а). Частное, оче- 
видно, имеет рациональные  коэф- 
фициенты, так что, умножая его на 
надлежащее целое число, мы полу- 
чим многочлен с целыми коэффициен- 
тами, для которого « по-прежнему 
является корнем и у которого сте- 
нень на единицу меньше, чем у ис- 
ходного многочлена. Повторяя эту 
операцию, мы получим многочлен 
с целыми коэффициентами и с кор- 
нем <, уже не имеющий рациональных 
корней. 

Обозначим через А наибольшее 
из чисел |а.|, |4,|... 14| и поло- 
жим В = “| +1 М = АВЕ. 

Покажем теперь, что, какова бы 
ни была дробь р/4, имеег место нера- 
венство 


1 
{° 

№9" * ) 
из чего и будет следовать, что чис- 


ло © не является хорошо приближа- 
емым. 


Пусть р/9 — любая дробь. Если 
|->, неравенство (*), оче- 





р 
&—— | > 


видно, выполнено, так что мы мо- 
жем ограничиться случаем, когда 


< 1. В частиости (и это 
очень важно), ||| + [.= В. 
Из сказанного выше следует, что 
Р(-Р) == 0. 
И а 


Так как 


а 


9" [4 в + а: м ты 


| м 


есть целое число, отличное от куля, 
то 


ее 





+ а, |= 1 
и, значит, 
р \", Е 
т а |— рый мес 
(+) - .( =) Е 
| 
На, |=. 
4 





С другой стороны, 
внимание, что 


принимая во 


ао" ой... а,-=0, 
мы получаем, что 

р\", ан ' 
ое 








\ 


сеть. 








+... На — (47 + а" - 
авы (5) - ы. 
п] 
[ал | о ="! |+. -. + 
О а 
ти 


ила | -в|-4 | -ах 


ну 


я --ои- ни |+ 


На 


+ р. мп 3-- ап? 


Е. ых 


|--- 
9 





+ [Неа +1 |<А > 
— || пВ"-—1 4 (и 1) В"-2+...+ 


+2841 }<А | г а[плв"- : 
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Г 
-: ПАВаЬ- | а = МР —а. 
АВ | “| № |9 [е 


(Мы воспользовались тем, что и ||, 
|= меньше В). 


Значит, М а ‚то есть 


и Мат Теорема доказана. 


| «— 

Таким образом, все хорошо при- 
ближаемые числа (включая и указан- 
ное ранее число &) являются транс- 
цендентными. 

В заключение заметим, что дока- 
занная теорема далеко не полиостью 
отражает связь между алгебраич- 
ностью чисел и качеством их рацио- 
нальных приближений. Дальнейшее 
развитие этих методов позволяет до- 
казывать трансцендентность самых 
разных чисел (кстати, и трансцендент- 
ность числа е обычно доказывается 
в этом же кругё идей). Следует ска- 
зать, что исследовательская работа 
в этом направлении ведется и поныне. 
Один из наиболее ярких результатов 
последних лет в этой области — ра- 
бота английского математика Рота, 
удостоенная медали на международ- 
ном математическом конгрессе в Эдин- 
бурге в 1958 году. 


Теорема, доказанная Ротом, ут- 
верждает, что если а — алгебраиче- 
ское число, то существует лишь ко- 
нечное число ее дробей р/4, что 


ина где г > 0 — любое 


наперед а число. Поэтому на- 
ша теорема о хорошо приближаемых 
числах осталась бы верной, если бы 
в определении хорошо приближае- 
мого числа мы Е а бы Е 


ствование дроби -Р ие [2—2 | Зоя 


Эе › 





№0" 
не для любых положительных л и М, 
а только для одного какого-нибудь п, 
строго большего двух. 

Кстати, отбросить = в теореме 
Рота нельзя. Это следует из теоремы 
Гурвица — Бореля, доказанной в на- 
шей статье «О наилучших приближе- 
ниях» (см. «Квант» № 1] за 1971 год). 
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ЮИ Соколовкий ТЕПЛОВЫЕ 
МАШИНЫ 





Современная жизнь и современное 
производство немыслимы без машин. 
А чтобы приводнть в движение ма- 
шины, нужны двигатели, задача ко- 
торых — поставлять необходимую ма- 
шинам энергию. 

Земная кора и вода океанов обла- 
дают огромными запасами внутрен- 
ней энёргии. Но эту энергию нельзя 
непосредственно использовать — дая 
приведения машин в движение, — она 
переходит к другим телам лишь сно- 
собом теплопередачи. 

Понятно поэтому, что нужно уст- 
ройство, которое, получая энергию 
в процессе теплопередачи. переда- 
вало бы ее другим телам (в частности, 
машинам), совершая работу. Чтобы 
это устройство могло действовать не- 
ограниченно долго (а не до исчерпа- 
ния каких-то своих внутренних ре- 
сурсов), оно должно работать циклн- 
чески, периодически возвращаясь к 
одному и тому же состоянию. Такое 
устройство существует и называется 
тепловым двигателем. Короче говоря, 
тепловой двигатель преобразует под- 
водимую к нему теплоту в работу, 
Схематически это можно представнть 
так, как на рисунке ]. 

Заметим, что противоположная за- 
дача — отдавать в форме теплоты 
энергию, получаемую в процессе ме- 
ханической работы,— решается со- 
всем просто. Годится своего рода 
«мельница», работающая вхолостую 
(рис. 2): за рукоятку Р вращают 
жернов А, который трется о другой, 
неподвижный, жернов 6, так что 
оба они греются. Вначале за счет 
совершаемой внешними силами рабо- 
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ты прогревается сама мельница — 
растет ее внутренняя энергия, а с ней 
н температура. Этот этап длится до 
тех пор, пока энергия, передаваемая 
мельницей окружающим телам в виде 
тепла, не сравняется с затрачиваемой 
механической энергией. После этого 
наступает динамическое равновесие, 
процесс становится стационарным 
(стационарный процесс можно счи- 
тать циклическим). Таким образом, 
мельница становится «механической 
печкой», то есть прямой противопо- 
лажностью тепловому двигателю. 
Такого рода устройство было из- 
вестно нашим далеким предкам, ко- 
торые умели добывать огонь трением. 
Придумать тепловой двигатель было 


ло 
2 


значительно труднее. В основу его 
можно положить различные прин- 
ципы. Но чаще всего используется 
то обстоятельство, ‘что внутренняя 
энергия идеального газа (то есть, 
в сущности, кинетическая энергия 
хаотического движения его молекул) 
при определенных условиях внешне 
проявляет себя как потенциальная 
энергия упругой деформации: газ, 
сжатый в цилиндре поршнем, вполне 
аналогичен сжатой пружине, он мо- 
жет совершить работу (когда шла 
речь о невозможности непосредствен- 
ного получения работы за счет внут- 
ренней энергии, имелись в виду толь- 
ко твердые и жидкие тела). 

Попробуем мысленно скоиструн- 
ровать простейший тепловой двига- 
тель, рабочим телом которого яв- 
ляется идеальный газ. Пусть сжатый 
газ находится В цилиндре под порш- 
нем (рис. 3). Если поршень имеет 
возможность двигаться, газ расши- 
ряется и совершает работу. 

Когда Газ теплоизолирован 
(то есть окружен теплонепроницае- 
мой оболочкой), он при адиабатиче- 
ском расширении остывает, и за счет 
его внутренней энергии совершается 
работа (А = —АЦ). Но еслн стенки 
цилиндра достаточно хорошо прово- 


Е 


>“ 





Рис. 3. 





Рис. 4. 
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дят теплоту, а сам цилиндр находится 
в термостате, то температура, а зна- 
чит и внутренняя энергия газа, под- 
держивается постоянной — работа со- 
вершается за счет подводимой тепло- 
ты (А, = 9,). Здесь уже налицо пре- 
вращение теплоты в работу, но это 
еще не тепловой двигатель, так как 
в его работе нет цикличности. 

Чтобы возвратить’ газ в начальное 
состояние, его необходимо сжать. 
Но это потребует затраты как раз 
такой же работы А,, какая была 
получена при расширении, и приве- 
дет к возвращению в термостат полу- 
ченной ранее от него теплоты 91. 
Чтобы этого избежать, газ следует 
перед сжатием охладить. При одном 
и том же объеме давление холодного 
газа ниже; так что процесс сжатия 
потребует меньшей работы (А, < А,) 
и в термостат вернется меньшее 
количество теплоты 4. = А.. 
Для охлаждения газа устанавливает- 
ся тепловой контакт между дилиндром 
н вторым термостатом с более низкой 
температурой. Сжав газ до исход- 
ного объема, снова восстанавливают 
контакт цилиндра с первым термо- 
статом. 


Один из простейших 
тепловых двигателей 


Одна из возможных схем двигателя 
представлена на рисунке 4. 
АЗ — адиабатические 
проницаемые} заслонки, передвигая 
которые прерывают или устанавли- 
вают тепловой контакт между термо- 
статами и цилиндром. КМ — кулач- 
ковый механизм, при помощи которо- 
го горизонтальное перемещение порш- 
ня преобразуется в подъем груза Г. 
Профиль кулачка (линия ВСЬ) вы- 
бнрается таким, чтобы при любом 
положении поршия действующие на 
кулачок с обенх сторон силы были 
почти уравновешены (используется 
эффект наклонной плоскости). Бла- 
годаря этому процесс расширения 
газа будет квазистатическим, то есть 
представляющим собой  последова- 
тельность почти равновесных состоя- 


(теплоне- 
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Вис. 5. 


ний. Только в равновесном состоя- 
нни газ подчиняется уравнению Мен- 
делеева — Клапейрона. В верхней 
точке подъема часть груза снимается, 
что опять обеспечивает приблизитель- 
ное равновесие поршня в процес- 


се сжатия при более низкой тем- 
пературе (а значит, и меньшем дав- 
ленин). 


Происходящие в двигателе про- 
цессы графически изображены на дна- 
грамме в координатах р, У (рис. 5). 
Точка К — исходное состояние газа. 
Изотерма К1. — расширение газа при 
постоянной (сравнительно высокой} 
температуре 7Т`, в контакте с «горячим» 
термостатом. Изохора [М — посте- 
пенное остывание газа в контакте 
с «холодным» термостатом до темпе- 
ратуры Т, (постепенность, а значит, 
квазистационарность процесса в 
газе сбеспечивается плохой тепло- 
проводностью цилиндра). Изотерма 
ММ — сжатие газа при сравнительно 
низкой температуре Т.. Изохора 
МК — нагревание газа от температу- 
ры Т. ло Т, при тепловом контакте 
с горячим термостатом. 

Работа совершается только на уча- 
стках КГ (А,) и ММ (А.). Величина 
работы, совершаемой за весь цикл 
А =А, —А,, численно равна пло- 
щади, ограниченной контуром цикла. 
Теплота подводится к газу от «Горя- 
чего» термостата во время расширения 
на участке КГ. (4,) и при нагревании 
на участке №К (9). Теплота отдается 
газом холодному термостату при ох- 
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лаждении на участке ГМ (количество 
этой теплоты равно 4 и соответствует 
разностн внутренннх энергий газа 
при температурах Т, и Т,) и при 
сжатин на участке ММ (9-2). Всего 
за цикл горячий термостат отдает 
теплоту О, =9.-- 9, а холодный 
термостат получает теплоту @, = 
= 9 т 9. 

В термодинамике горячий термо- 
стат называют нагревателем, а. хо- 
лодный — охладителем. Как мы 
видели, для циклического функцио- 
нирования теплового двигателя охла- 
дитель столь же необходнм, как и 
нагреватель: сжимая неохлажденный 
газ, мы свели бы к нулю весь эффект, 
полученный при расширении. В то же 
время, в полезную работу превращает- 
ся лишь часть энергин, получаемой 
от нагревателя; остальная энергия 
передается охладителю. 

Крайне желательно, чтобы охла- 
дителю отдавалось как можно меньше 
энергии (так как двигатель строится 
для совершения работы, а вовсе не 
для нагревання охладнтеля}. Чем 
больше берется теплоты от нагрева- 
теля, тем больше нужно материаль- 
ных затрат на поддержание его тем- 
пературы (приходится, например, 
сжигать больше топлива). Передача 
некоторого количества теплоты хо- 
лодному термостату требует допол- 
нительных забот пос его охлаждению 
{ведь в случае повышения температу- 
ры охладителя до Т, двигатель оста- 
новится). 

Техническое совершенство  теп- 
лового двигателя характеризуется его 
«термическим к. п. д.», который, как 


известно, определяется отношением 
Е А : © Бе 9: ь. ©. 
Я и 
9, © ©, 


Ведь в соответствии с первым законом 
термодинамики работа двигателя за 
цикл А = 0, —@., так как после 
каждого цикла восстанавливается ис- 
ходное состояние газа, а значит, 
и первоначальное значение его 
внутренней энергии. (Работа совер- 
шается исключительно за счет 
теплоты.) 





0 у 


Рис. 6. 


Усовершенствование теплового 
двигателя 


Для повышения к.п. д. двигателя 
желательно уменьшить количество 
теплоты, не превращаемой в работу, 
а только «протекающей» через двига- 
тель от нагревателя к охладителю. 
С этой точки зрения прежде всего 
привлекают к себе внимание изо- 
хорические процессы [М и МК, 
не связанные с совершением работы. 
Изохорически охлаждаясь (1.М), газ 
отдает вовне столько же теплоты 4, 
сколько потом приходится к нему 
подвести при изохорическом нагре- 
вании (М№К). 

Разобьем обе изохоры промежу- 
точными (синими) изотермамин на 
очень маленькие участки (рис. 6). 
Тогда можно считать, что в процессе 
охлаждения на любом участке — ска- 
жем, на участке « — теплота отдает- 
ся в том же количестве, в каком под- 
водится на участке нагрева (уча- 
сток В) между теми же изотермами, 
при одной и той же температуре. 

Целесообразно ли при этих усло- 
виях «сбрасывать» соответствующую 
энергию в охладитель, а потом заново 
брать столько же от нагревателя? 
Не лучше ли сохранить ее в каком- 
нибудь аккумуляторе энергни (или 
регенераторе) при двигателе, а затем 
вновь использовать? 

Таким регенератором мог бы слу- 
жить специальный термостат, раз- 
деленный на множество секций адиа- 
батическими перегородками (рис. 7). 
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Каждая секция имеет свою темпера- 
туру (приблизительно соответствую- 
щую одной паре участков изохор [М 
и МК), так что последовательность 
всех секций в целом обеспечивает 
более или менее плавный переход 
от Т, к Т.. В частности, при Т, = 
— 450° К и Т. = 300° К секции мо- 
гуг иметь, например, температуры 
440, 430°, ..., 320°, 310° К (чем 
болыше секций, тем ближе реальный 
процесс к теоретическому). 
Охлаждение по изохоре Г.М осу- 
ществляют, изолировав цилиндр от 
горячего термостата и последователь- 
но устанавливая тепловой контакт 
со все более и более холодными сек- 
циями регенератора — например, пе- 
редвигая его снизу вверх (см. рис. 7; 
ТС — теплопроводный стержень). 
Аналогично при нагревании по 
изохоре МК к цилиидру поочередно 
«подключают» все более и более го- 
рячие секции регенератора. В итоге 
по завершении цикла все секции бу- 
дут снова иметь первоначальный за- 
пас энергии, так что регенератор не 
нуждается ни в каком энергетическом 
взаимодействии с внешним миром. 
При той же величине работы АД 
за цикл использование регенератора 
снижает (ва величину 9) потребность 
двигателя как в притоке теплоты 
от нагревателя, так и в передаче ее 
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Рис. 7. 
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Рис. 8. 


охладителю, так что ©, =9: =А,, 
О, = 9, =А., где А, и А, — рабо- 
ты, совершаемые на извтермических 
участках КЁ и ММ собтветственно 
(см. рис. 8). Численно эти величи- 
ны равны площадям криволинейных 
трапеций КЕЮ$ н ММИА$. Срав- 
ним эти площади. 

Прн любом И; давлении р. и р, 
(ординаты обеих изотерм) пропор- 
циональны абсолютным температурам 
(закон Шарля): 


д 


р м“ 





В таком же соотношении находят- 
ся, очевидно, н интересующие нас 
площадн, а следовательно, и соответ- 
ствующие количества теплоты (©, и 

1: 
В % 
ОЕ * 

Поэтому к. п. д. теплового двига- 

теля с регенератором 


т. р. о И 

©, № 

К. п. д. двигателя с регенератором 
выше, чем к. п. д. двигателя без ре- 
генератора, поскольку разность 
©, — Ч. в обоих случаях одинакова, 
а теплота @:, отданная горячим тер- 
мостатом, уменьшается на величи- 
ну 0. 

Из-за технической сложности (ведь 
для идеального регенератора нужно 
разбивать интервал АТ па беско- 








= 
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нечно малые участки) такой регене- 
ратор практически неприменим. 

Как мы увидим дальше, приме- 
нимость последней формулы гораздо 
шире, чем для рассмотренного частно- 
го случая двигателя с регенератором. 
Так определяется к. п. д. любой теп- 
ловой машины, работающей по обрат- 
ному циклу. 


Обращение теплового двигателя 


Тепловой двигатель с регенерато- 
ром — это обратимая машина. Зна- 
чит, он может функционировать и 
«вспять» по тому же самому циклу, 
проходя через все те же самые со- 
стояния, но только в обратной после- 
довательности КМ- ММ — МЁ-— 
— К. При этом и все переходы 
энергии (работы и теплопередачи) ме- 
няют свое направление. Изохориче- 
ское охлаждение (К№) сопровождает- 
ся передачей теплоты от газа к реге- 
нератору; изотермически расширяясь 
(ММ), газ получает от холодного тер- 
мостата теплоту 4. и совершает ра- 
боту 4.; изохорическое нагревание 
(МГ. идет за счет теплопередачи от 
регенератора (возвращающегося при 
этом в начальное состояние); изо- 
термическое сжатие (ГК) при более 
высокой температуре Т, > Г, тре- 
бует совершения внешними силами 
работы А, > А, с одновременной 
передачей теплоты @, = А, горячему 
термостату. 

Это уже не двигатель! Ведь со- 
вершаемая им за цикл работа 





Рис. 9. 
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Рис. 10. 
А, — А, отрицательна — его само: 


го приходится приводить в движение 
каким-нибудь посторонним двигате- 
лем. Зато он отбирает от более холод- 
ного термостата теплоту О, и нередает 
ее горячему термостату, да еще с не- 
которой добавкой за счет работы по- 
стороннего двигателя (рис. 9), то есть 
как бы «накачивает» тенлоту. Такой 
«тепловой насос» может использовать- 
ся как холодильник ин для «динамиче- 
ского отопления» за счет тепла, отби- 


раемого, скажем, от льда н сиега 
на улнце. 
Итак, машина с регенератором 


обратима: совершив один цикл как 
двигатель и подняв груз, она может 
потом за счет его потенциальной 
энергии совершить еще один цикл 
уже в качестве теплового «насоса». 
В результате машина и все окружаю- 
щие тела вернутся в исходное со- 
стояние. 

Как мы увидим дальше, различне 
между обратимыми и необратимыми 
машинами играет в термодинамике 
очень болыпую роль. 


Цикл Карно 


Регенератор повышает к. п. д., из- 
бавляя двигатель от внешних тепло- 
передач при понижении и ловышении 
температуры газа. Но их можно из- 
бежать н без такого громоздкого 
устройства. Ведь совсем не обяза- 
тельно отводить теплоту, чтобы охла- 


2 «Квант» № |2 
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дить газ. Вместо этого можно заста- 
вить газ совершать работу, дав ему 
возможность расширяться адиабати- 
чески (то есть без подвода или отвода 
тепла). 

Когда при изотермическом расши- 
рении газ достигнет состояния [. 
(рис. 10), закрываются адиабатнче- 
ские заслонки и Газу дается возмож- 
ность расширяться, совершая работу 
за счет внутренней энергии (для этого 
надо, конечно, постепенно разгру- 
жать поршень, что может быть зара- 
нее обеспечено надлежащим выбором 
профиля кулачкового механизма). 
В процессе адиабатического расшире- 
ния меняются и температура, и объ- 
ем, и давление газа. На диаграмме р, 
У этот процесс изображается кривой, 
называемой аднабатой (на фисунке 10 
аднабата — В). 

Когда температура газа в процес- 
се расширения понизится до Т. (точ- 
ка В), открывается нижняя заслонка 
и устанавливается тепловой контакт 
с охладителем. После этого газ изо- 
термически сжимают (изотерма ВО)*). 

Тенерь надо нагреть газ до тем- 
пературы Т,; это опять-таки делается 
без теплопередачи, аднабатическим 
сжатием (адиабата ОК). За ним снова 
следует изотермическое расширение 
(КР), процесс повторяется (для об- 
ратного хода поршня на кулачке пе- 
редаточного механизма предусматри- 
вается вторая дорожка). 

Работы на аднабатических уча- 
стках [В и ОК равны по величине 
н противоположны по знаку (ведь 
нми энергетически заменены тепло- 
передачи п). 

Двигатель, работающий по рас- 
смотренному нами циклу, был впер- 
вые описан в книге Сади Карно «Раз- 
мышления о движущей силе огня 





*) Если нз начального состояния К 
пронзводнть аднабатическое расширенне 
таза, 1© в момент, когда его температура 
станет равной Т», остальные параметры бу- 
дут иметь определенные значения ро, 
Именно до такого состояния (ра, Уз, Т2), кото. 
рому соответствует точка Р, н производится 
изотермическое сжатне (нзотерма ВР). 
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и о машинах, способных развивать 
эту снлу» (1834 г.), его называют 
машиной Карно, а цикл — циклом 
Карно. Цикл Карно обратимый. 

Рассчитать коэффициент полезно- 
го действия двигателя Карно слож- 
нее, чем двигателя с регенератором. 
Но в этом нет надобности, так как 
для всех обратимых тепловых двигате- 
лей справедлива следующая теорема. 

Теорема Карно. При за- 
данных температурах нагревателя н 
охладителя все обратимые тепловые 
двигатели имеют одинаковые к. п. д. 
(прн этом предполагается, что дви- 
гатели не вступают в тепловой кон- 
такт нн с какими телами, кроме на- 
гревателя и охладителя). 

Доказательство теоремы Карно ос- 
новывается на втором законе термо- 
динамики. 


Второй закон термодинамики 


Первый закон термодинамики, выра- 
жающий закон сохранения энергии, 
не накладывает ограничений на на- 
правление процессов (ведь если при 
переходе из состояния А в состояние 
В энергия остается неизменной, то она 
сохраняется также и при обратном 
переходе из В в А). Еслн, например, 
погрузить теплый камень в холодную 
воду, то с законом сохранения энер- 
гии одинаково совместимы как на- 
гревание воды за счет охлаждения 
камия, так и дальнейший разогрев 
камня за счет остывания воды — 
лишь бы изменения энергии обоих 
тел были равны по величине и проти- 
воположны по знаку. 

Однако никто не наблюдал, чтобы 
теплый камень сам собой раскалился 
за счет замерзания воды, в которую 
он брошен! Весь опыт человечества 
утверждает, что при тепловом кон- 
такте теплота всегда переходит от бо- 
лее горячего тела к более холодному, 
так что температуры обоих тел посте- 
пенно выравниваются. Именно с этим 
свойством и связано определение по- 
нятия «температура». 

Но сколь ни убедительны эти 
факты, они касаются лишь тепло- 


НЯр:ЛКуапьтссте.ги 


сбмена при простом тепловом кон- 
такте. Мы ведь знаем уже, что «теп- 
ловым насосом»? можно отнять энер- 
гию от холодного тела и передать 
горячему. Но чтобы «насос» действо- 
вал, внешние тела должны совер- 
шать работу, так что по завершении 
цикла не все возвращается в исход- 
ное состояние. 

Второй закон термодинамики ут- 
верждает, что даже и косвенным путем 
невозможен некомпенсированный пе- 
реход теплоты от более холодного 
тела к более горячему. «Некомпенси- 
рованный» — значит не оставляю- 
щий после себя никаких следов 
(то есть никаких изменений в каких 
бы то ни было телах, кроме разогрева 
горячего тела н остывания холодно- 
го). Нельзя так усовершенствовать 
тепловой насос, чтобы он путем теп- 
лопередачи отнимал энергию от хо- 
лодного тела и отдавал горячему с 
возвращеннем всех прочих тел (вклю- 
чая и сам насос) в начальное состоя- 
ние. 

Понятно, что никаким опытом (или 
даже серией опытов) доказать такого 
рода отрицательное утверждение 
нельзя (как нельзя доказать экспе- 
риментально невозможность вечного 
двигателя). Как и многие другие 
законы, второй закон термодинамики 
принимается в физике как аксиома, 
из которой выводятся многочисленные 
и далеко идущие следствия. Неизмен- 
ное согласие всех следствий с опытами 
и практнкой н успешное предсказание 
на их основе новых фактов вселяет 
обоснованную уверенность в истин- 
ности закона. 

Исходя из второго закона термо- 
динамики можно показать, что нель- 
зя некомпенсированно превратить 
теплоту в работу. Точнее, что не- 
возможно циклически действующее 
устройство, которое получало бы 
энергию путем теплопередачи и со- 
вершало за ее счет работу, не остав- 
ляя никаких других изменений в ок- 
ружающем мнре. 

Такое фантастическое устройство 
настолько заманчиво, что оно полу- 
чило название «регрёиит тоБИе 





ТЫ 


Рис. 


второго рода». Практическая выгода 
от него была бы не многим меньше, чем 
от пресловутого «регреиит тоБИе», 
(то есть вечного двигателя) первого 
рода, способного совершать работу 
вообще без затраты энергии. Действи- 
тельно, «регрёиит тобе второго 
рода» мог бы совершать работу за 
счет незначительного охлаждения ог- 
ромных масс земной коры или воды 
океанов. 


Доказательство теоремы Карно 


Применим теперь второй закон тер- 
модинамики для доказательства тео- 
ремы Карно. 

Доказательство будем вести от про- 
тивного. Допустим, что есть два об- 
ратнмых двигателя с различными 


к. п. д. Совершая одинаковую работу, 
они получают от нагревателя н от- 
дают охладителю различные коли- 
чества теплоты (рис. 11). 
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Используя обратимость, превра- 
тим худший из двигателей (на на- 
шем рисунке — правый) в тепловой 
«насос» с механическим приводом от 
другого двигателя (рис. 12). Полу- 
ченный сложный агрегат не произво- 
дит никаких внешних эффектов, кро- 
ме передачи теплоты от холодного 
термостата к горячему (а сам он 
периодически возвращается в исход- 
ное состояние). Противоречие со вто- 
рым законом термодинамики доказы- 
вает недопустимость сделанного пред- 
положения, а следовательно, дока- 
зывает и теорему Карно. 

Для пары необратимых двигателей 
такое доказательство не проходит — 
они могут иметь и разные к. п. д. 

А что, если один двигатель обра- 
тим, а другой — нет? Как видно из 
рисунка 12, к абсурду ведет пред- 
положение о худшем к.п.д. у об- 
ратимого двигателя (превращаемого 
в насос). Следовательно, необратимый 
тепловой двигатель не может иметь 
больший к. п. д., чем обратимый. 

В соответствии с теоремой Карно 
ранее выведенная формула для 
к. п. д. обратимого теплового двигате- 
ля с регенератором 





1 = 


автоматически распространяется на 
все обратнмые тепловые двигатели. 

Следовательно, для всех обра- 
тимых тепловых двигателей выпол- 
няется условие 


Ч _Ть 

И 
ИЛИ 

С. 1 


Отношение количества теплоты к 
гемпературе рассматриваемого тела, 
участвующего в теплопередаче, в тер- 
модинамнке называют приведенным 
теплом. Как видим, обратимый дви- 
гатель отдает охладителю столько же 
приведенного тепла, сколько полу- 
чает от нагревателя (тогда как просто 
теплоты он отдает меньше, чем полу- 
чает). 
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Последняя формула, разумеется, 
не зависит от направления работы 
обратимой тепловой машины, то есть 
остается справедливой и для тепло- 
вого насоса (хотя о к. п. д. в этом случае 
говорить уже неуместно). 

Для необратимых 

ВА СЗ 
Г, 
делом, то есть 


ра &—%. ат 


откуда . ‚ что В необратимых 


двигателей 
является верхним пре- 


двигателях 7 > т, 


Упражнения 


1. Какую минимальную работу надо со- 
вершить, чтобы с помощью обращенного теп- 
лового двигателя с регенератором отиять 
600 дм теплоты от тела с температурой 250° К 
н передать ее телу, нмеющему температуру 
300° К? Теплоемкости тел очень велики. 

2. Электрическая плитка мощностью 
р кат поддерживает в комнате температуру 

= 172 Стл и температуре наружного воз- 
не ха 1.=-—12° С. Какая мннимальная мощ- 
ность потребовалась бы для этого при дниа- 
мическом отоплении с помощью теплового 
насоса? 

3. В качестве гипотезы рассмотрнм че- 
ловеческий организм как тепловой двига- 
тель, для которого охладителем является ат- 
мосферный воздух, имеющий температуру 
14°С. Какая минимальная температура чна- 
гревателя» (расположенного внутри орга- 
низма!) обеспечила бы экспериментально 
наблюдающийся к. п. д. 30%2 Что можно 
на этом основании сказать о правдоподобни 
гипотезы? Теорему Карио считать — дока- 
заиной. 

4. На оспове второго закона термо- 
динамики докажите {от протнвного), что ие- 
возможен некомпенснрованный переход теп- 
лоты в работу. 

5. Как провести доказательство теоремы 
Карно в том случае, когда рассматриваемые 
тепловые двигатели совершают за цикл нео- 
динаковые по величине работы? Когда про- 
должительность них циклов различна? 

6. Исходя из неосуществимостн ерегре- 
4ишт горе второго рода» как из аксиомы, 
выражающей второй закон термодинамики, 
докажите исвозможпость некомпенсинрован- 
ного перехода теплоты от более холодного 
тела к более горячему. 

7. Приняв теорему Карно за аксиому, 
выражающую второй закон термодинамики, 
докажите невозможность некомпенсирован- 
ного перехода теплоты от более холодного 
тела к более горячему, а также некомпенсн- 
рованного преобразования теплоты в работу. 
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Из старого 
словаря 


В 1842—1843 гг. вышли 
в свет четыре тома «Словаря 
церковио-славянского и рус- 
ского языка», составленного 
Академней наук*). Интерес- 
но и поучительно посмот- 
реть, как в те годы объясня- 
ли физнческие термины; ведь 
физика за 100 лет очень силь- 
но изменила свой облик, 
так что многое сейчас может 
показаться курьезным. Но 
не надо зебывать, что физнка 
в первой половние прошлого 
века быстро развнвалась н 
объяснения, о которых мы 
поговорим, доживали послед- 
нне годы. 

Итак посмотрим, что та- 
кое теплота. В словаре 
написано: «... То же, что 
теплород, теплотвор». Смот- 
рим: «Теплород — 
вещественная причина жара, 
тепла н холода; непостижн- 
мо тонкая жидкость, из- 
ливающаяся из Солица и 
проникающая весь физичес- 
кнй мир, невидимая, неве- 
сомая и только осязанием 
ощущаемая». 

Еще Ломоносов объяс- 
нял теплоту движением, об 
этом говорили н философы 
древности и средних веков; 
но когда стали пытаться при- 
писывать теплоте колнчест- 
венную меру, говорить о 
переходе теплоты от одного 
тела к другому, то к середн- 
не ХУЙ] века пришли к 
теорни флогистона-теплорода: 
представлению о теплоте как 
о жидкости, описанной вы- 
ше. Только после того, как 
было выяснено, что теплота 
может переходнть в другие 
виды энергии (слова «эиер- 
гня» в словаре еще нет!) и что 
тела состоят из движущихся 
атомов н молекул, физики 
отказалнсь от теплорода. 


{Продолжение см. с.23) 





*) В 1868—1869 т. 
вышло второе издание (не 
измененное) Словаря. 
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О.А. Жотькв @) границах корней 
кубического уравнения 





Как известно, формулы, позволяющие точис выразить корни кубического уравнения 
через его коэффициенты. весьма громоздкн. Поэтому часто бывает важно приближенно 


оценить корни кубнческого уравиення. 
В этой статье оцениваются границы, в которых могут 


ни хубического уравиения.*) 


Рассмотрим кубическое уравнение 

ахз -- 6х? + сх На = 0, (1) 
коэффициенты а, 6, с, 4 — лействи- 
тельные числа, а = 0. Первое слага- 
емое ахЗ в левой части уравнения (1) 
называется его старшим членом, по- 
следнее слагаемое 4 свободным 
членом. 

Как известно**), уравнение (1) име- 
ет три корня. один из которых — 
действительный, а два других — ли- 
бо действительные, либо комплекс- 
но-сопряженные. Нас будут  инте- 
ресовать только действительные кор- 
ни уравнения (1). Наша цель такова: 
не вычисляя самих корней, получить 
некоторые границы (оценки) для них. 
то есть указать иа действительной 
оси интервалы. в которых лежат эти 
корни. 

Для этого вместе с уравнением (1) 
рассмотрим многочлен третьей сте- 
пенн 

у = ах -- 6х? -- сх+ 4. (2) 
Что можно сказать о поведенни этой 
функции при больших по абсолютной 
величине значениях х? Если аргумент 
х принимает возрастающие по абсо- 
лютной величине значения, То абсо- 





*) Эта статья— продолжение цикла мате- 
рналов, посвященных кубическим уравненн- 
ям (см. «Квант», 1971, №1, 1972, №6). 

**} См. «Квант», 1971, № И, с. 20—21. 


лежать действительные кор- 


лютная величина каждого члена пра- 
вой части равенства (2) будет воз- 
растать, причем тем быстрее, чем 
выше степень этого члена. 

Ясно, что быстрее всего будет 
возрастать абсолютная величина стар- 
шего члена ахЗ. Поэтому можно ожи- 
дать, что если выбрать значение |х] 
достаточно большим, то абсолютная 
величина старшего члена ах® будет 
больше абсолютной величины суммы 
всех остальных членов. то есть 

рахз | >> | 6х -+ сх + 4|. (3) 

Докажем, что это неравенство 
справедливо для всех х, достаточно 
больших по абсолютной величине. 

Поскольку абсолютная величина 
суммы не превышает суммы абсолют- 
ных величин слагаемых, то 

1х + ха < вх + 

+ СИЕ]. 
Положив, || = в, перепишем 
неравенство: 

ох + сх + 1 В] - Ш] 

ни-т |. (4) 
Коэффициенты |6], сЁри 14|, сто- 
ящие в правой частн неравенства (4),— 
неотрицательные действительные чис- 
ла; обозначим наибольшее 
из них через М: 


М = тах (161, <}, 9]. (5) 
Если в правой части неравенства (4) 


вместо каждого из коэффициентов 
№1, с], 14| подставить число М, 


это 
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то неравенство (4) от этого только 


усилится. Следовательно,  справед- 
ливо неравенство 
6х? + сх а Мочи, 


которое, если воспользоваться извест- 
ным тождеством, 








вру] = 
ое, Ч 
можно записать в виде 
3—1 
16%? + сх+4| М . © 
Так как нас интересуют большие 
значения |х| = и, то будем считать, 
что и > |. Но тогда 
М (3—1) Мил 
и—1 и—| 


и потому неравенство (6} примет вид 
Мо 
| 6х2 + сх ат, |х|=9>1. 


(7) 

Если нам удастся показать, что 
абсолютная величина старшего чле- 
на ахз для всех достаточно больших 
по абсолютной величине значений х 
{таких, что выполнено и условие я >10) 





больше выражения стояще- 


—|* 
го в правой части неравенства (7), 
то неравенство (3) будет доказано. 
Посмотрим, как надо выбрать |х| = 
—и, чтобы выполнялось неравенство 


Моз 
з 
[ах > и — | И 





то есть 


Моз 





[а[°>- 


Решая полученное неравенство от- 
носительно и, находим, что оно за- 
ведомо выполнено для всех 
М --1а| 
у . 8 
ар (8) 
Ма] 


121 21 (ибо М0), то 


при условии (8) всегда выполнено и 
неравенство и >> |. Тем самым уста- 
новлено, что неравенство (3) справед- 


ливо для 
|х| == в (9 
|2 12] ) 


Таккак —— 
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Отсюда следует,что для значений х, 
удовлетворяющих условию (9), функ- 
ция (2) не может обратиться в нуль. 
Другими словами, все действитель- 
ные корни уравнения (1) удовлетворяют 
неравенству 

Е. (10) 


-- 
А= Ма 
141 


называется верхней границей действи- 
тельных корней кубического уравне- 
ния (1). 

Оказывается, что можно найти н 
нижнюю границу действительных кор- 
ней кубического уравнения (1), 
есть такое неотрицательное число В, 
что все действительные корни урав- 
нения (1} удовлетворяют неравенству 
|х | = В. 

Для этого сделаем в уравнении (1) 
замену 


Положительное число 


хе. (11) 


Тогда после очевидных преобразова- 
ний получим уравнение 
42° -| са? -- фг--а = 0. (12) 


Будем считать, что в уравнении (1) 
свободный член 4 э= 0, ибо случай 

== 0 интереса не представляет (урав- 
нение (1) в этом случае имеет корень 
х = 0, а остальные его корни опре- 
деляются из квадратного уравнения). 


Так как Ре (см. (11)), то 
ясно, что из неравенства |2 | < К, где 
К > 0, следует неравенство |х |>-к-. 


Поэтому если в качестве К взять 
верхнюю границу действительных 


м 1 
корней уравнения (12},то число-к- будет 
нижней граннцей — действитель- 


ных корней уравнения (1). Но верх- 
нюю границу К действительных 


корней уравнения (12) находить 
мы уже умеем (см. (5), (19): 
—_ №14 | 
т 
№ = тах (161, 6], @}). (3) 


Поэтому нижняя граница действи- 
тельных корней кубического уравне- 
ния (1) такова: 
_ 191 
ре М-14| 0 

Остается заметить, что эта фор- 
мула годится и в случае 4 -= 0, тогда 
нижняя граница, очевидно, равна 
нулю (ибо имеется нулевой корень}, 
и именно этот же результат получа- 
ется по формуле (14) (при этом, ко- 
нечно, №520, ибо в уравнении (1!) 
по предположению а = 0). 

Подведем итог: все действительные 
корни кибического уравнения {1) удов- 
летворяют неравенству 

В = |< А, 


где числа А и В определяются через 
коэффициенты уравнения по форму- 
лам (10), (5) и (14), {13). Другими сло- 
вами, действительные корнн куби- 
ческого уравнения (1) могут лежать 
только на отрезках [-А, —В|] и 
[В, А] действительной оси; вне этих 
отрезков действительных корней урав- 
нение {1) заведомо не имеет. 

Пример. Рассмотрим уравне- 
ние 

2х3 +4 5х? — 4х — 3 = 0. 


> 


Здесь М = 5, || 2, а потому 


7 
А а Таким образом, верхняя 
граница действительных корней рас- 


7 
сматриваемого уравнения равна —-- 


Далее, № = 5, |4| = 3, а потому 

=. Следовательно, нижняя гра- 
ница действительных корней рассмат- 
риваемого уравнения равна +. Дру- 


гими словами, вещественные корни 
рассматриваемого уравнения лежат 
на отрезках (—"/., —3/) н (3/%, °/»). 
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Из старого 
словаря 


(Продолжение Начало см. с. 20) 


Посмотрим на слово 
электричество. Чн- 
таем: «... Вещество, тоичай- 
шее из всех известных жид- 
ких тел, сообщающееся почти 
со всеми теламн, в большей 
нли меньшей мере, н движу- 
щееся с необыкновенной ско- 
ростьюз- 

К этому описанию мож- 
во добавить, что в начале 
ХГХ века считалось, что 
существуют две электричес- 
кне жидкости, отвечающие 
двум зарядам — положитель- 
ному н отрицательному. К 
этнм жидкостям добавлялись 
еще две магнитные (северный 
н южный магнетизм). жнид- 
кость, связаниая с силой 
тяжести, и теплород. 

Интересно, что в Словаре 
различаются чтя жесть — 
естественная снла, побужда- 
ющая всякое тело стремить- 
ся к низу или к центру Зем- 
ли», и всеобщее тя- 
готение — взаимное прн- 
влеченне всех небесных тел». 

Можно понять, почему 
с теплотой и электричеством 
связывали существование спе- 
инфических жидкостей. Физи- 
ки заметили, что в природе 
есть нечто, что сохраняется. 
Простейшим и самым понят- 
ным законом был закон со- 
хранення вещества — в част- 
ности, жидкости. Этим зако- 
ном широко пользовались в 
гндродинамике. Поэтому н 
с другими сохраняющимися 
величинами долго пытались 
связать специальные жид- 
кости. То, что эти жидкостн 
должны былн необычайно лег- 
ко проникать во вее тела, на 
первых порах мало кого сму- 
щало; тела представлялись 
простыми, а жидкости «тон- 
Кими», 


{Окончание см. с. 28) 
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Что видит 
внимательный глаз 





На обложке нарисован правильный 24-утоль- 
ник. Внимательно рассматривая его, можно 
обнаружить несколько правильных много- 
угольников, получившихся в пересечении 
днагоналей, отрезков днагоналея и сторон. 
Видны, например, равносторониие тре- 
угольникн н квадраты, причем нх центры 
могут быть отличными от центра даиного 
24-угольника. Заметнли лн вы их, глядя на 
рисунок? Если иет — не беда. Некоторые из 
квадратов выделены на рисунке |1, некоторые 
правильные треугольники — на рисунке 2. 
Впрочем, нужно еще убедиться в том, 
что этн многоугольники действительно пра- 
вильные; чертеж сам по себе, как бы тщатель- 
но оннибыл выполнен, таких гарантия ие дает. 
Для доказательства представим себе 
мысленно, что 24-угольиик вписан в окруж- 
ность, и рассмотрим углы, образованиые ее 
хордами, а также заметнм, какие отрезки на 
чертеже равны н почему (само доказательство 
проведите самостоятельно). Рисунки 1н2, 
соответственно иллюстрирующие характер- 
мые случаи образования квадратов н пра- 
внльных треугольников, помогают сиравить- 
ся н с более сложной задачей: выяснить, 
сколько на обложке нарисовано правиль- 
ных треугольников и квадратов. 
Обратимся вновь к обложке. Отчетливо 
вндно, как, пересекаясь, днагопали 24-уголь- 
ника, ближайшие к его центру, образуют 
фнгуру, которую глаз решительно отказы- 
вается отличить от окружности (в действн- 
тельности это, конечно, правильный 24-уголь- 
ник). В искотором удаленни от центра данного 
24-угольника видим концентрические вторую 
н третью ин не столь явно выраженные чет- 
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вертую и пятую «окружности». Другие «ок- 
ружности» диаметром побольше не видны, не 
заметны, Сколько их? Ответ на этот вопрос 
может подсказать рисунок 3. 

На рисунке 4 изображен правильный 
звездчатый 24-угольннк. Можно проверить 
непосредственно, пройдя глазом по каждому 


нз звеньев ломаной, действительно ли это 
многоугольник, то сесть является ли 
начертанная ломаная замкнутой, не рас- 


падается ли фигура на несколько замкнутых 
ломаных. 

Прн этом остается, однако, невыяснен- 
ным вопрос: возможны ли другие правнльные 
звездчатые 24-угольннкн? Если смотреть толь- 
ко на рисунок, то проверить это трудно. 
Прн помощи визуальных наблюдений можно 
проверить, что еслн вершины 24-угольннка 
соединяются через одну, то ломаная замкнет- 
ся в 12-угольник, еслн через две, то в 8- 
угольник... Почему это произошло? Не свя- 
зано лн это с тем, что деление числа сторон 
данного 24-угольника на два приводит к 
числу 12, а на 3 дает 8? Теперь вы, наверное, 
можете установить число правильных звезд- 
чатых 24-угольников, ин не прибегая к рн- 
сунку (Как?). 

расивое решение имеет следующая за- 
дача: «В сколькнх точках пересекаются диа- 
гонали п-угольника (1-4), если известно, 
что никакие трн из его диагоналей не пере- 
секаются в одной точке (не счнтая вершин)?». 
Действительно, еслн взять произвольно че- 
тыре вершнны этого п-угольннка, то они опре- 
деляютчетырехугольник, причем одна нзвско- 
мых точек лежит в пересечении ето днагона- 
лей. Учитывая, что, по условию задачи, нв- 
какие трн диагонали не пересекаются в одной 
точке, получаем, что точек пересечения дна- 
гоналей ровно столько, сколькимн способа- 


ми можно выбрать 4 из м, то есть С% 


В случае 24-угольняка, у которого 
никакие три днагоналн не пересекаются 
в одной точке, точек пересечения днагоналей 


было бы С%.- Но раз даниый 24-угольник — 
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Рис. 3. 
Ре к” а. правильный, то таких точек меньше. С. дает 
№. к. оценку сверху. На рисунке {см. обложку) вяд- 
к но, что в некоторых точках пересекаются по 
и три и более днагоналей. Но, может быть, 


зрение нас обманывает вн в действитель- 
ности на чертеже приводится не одна точка 
пересечения трех прямых, а две очень близ- 
кие, а потому и неразличимые на глаз точки 
пересечення пар днагоналей? 

В некоторых случаях несложные рас- 
суждения подтверждают правильность увн- 
| денного. Например, сочти очевидно, что 

более чем двухкратнымн являются точкн 
пересечения днагоналей, принадлежащие дн- 
агоналям правильного 24-угольвика, которые 
являются осями его симметрин. Установите 
наличие (или отсутствие) более чем дву- 
кратных точек пересечения дизгоналей па 
рисунках 5, 6. 

Можно показать. что в вершинах выде- 
ленных на рисунке 6 правильных треуголь- 
ников пересекаются более двух днагоналей 
данного правильного 24-угольника. Попро- 
буйте это сделать. 

Пояробуйте уточнить оценку числа пе- 
ресечений днагоналей правильного 24-уголь- 
НИКа. 

Попробуйте получить правильный 24- 
угольннк, пользуясь только перегибанием 
листа бумаги. 


В.Н. Березин 
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МАТЕМАТИЧЕС- 
КИЙ КРУЖОК 


КАКИХ ЧИСЕЛ БОЛЬШЕ? 
ЮП Лысов 





Каких чисел больше — натуральных илн четных? Где больше точек — на отрезке нли 
прямой? Можно ли найтн множество, у которого больше элементов, чем у данного ыно- 
жества? Выясняя эти естественные вопросы, Георг Кантор ввел в математику иден н 
рассуждения, нз которых вырос ла теорня множеств — фундамент основных разделов 


современной математнки *). 


Попробуем на этом н одиом низ следующих занятий математического кружка ответить на 
вопросы, которые ставнл перед собой Кантор. 


Что мы делаем, если желаем отве- 
тить на вопрос: кого в классе больше — 
девочек или мальчиков? Обычно мы 
поступаем так: пересчитываем  де- 
вочек, мальчиков, а затем сравнива- 
ем полученные два числа. Этот спо- 
соб дает возможность сравнивать раз- 
личные конечные множества. Но всег- 
да ли мы им пользуемся? 

Представьте себе, что вы входите 
в зрительный зал кинотеатра после 
третьего звонка и пытаетесь выяс- 
нить, чего больше — зрителей или 
кресел. Посмотрев в зал, вы заме- 
чаете, что все зрители сидят, и в то 
же время несколько кресел остались 
свободными. Ответ на вопрос ясен — 
кресел больше. 

Вы установили соответствие между 
зрителями ин частью кресел. Этот 
принцип взаимного соответствия по- 
может нам в сравнении бесконечных 
множеств. (Впрочем, в неявном виде 
соответствие было установлено и в 
первом примере с девочками и маль- 
чиками.) 

Определение 1. Взанмно 
однозначным соответствием множеств 
А и В называется правило, которое 
каждому элементу множества А ста- 


*) Подробнее об этом рассказано в 
статье Л. А. Калужнина. К 100-летию тео- 
рни множеств Георга Кантора, с. 2. 


вит в соответствие один определен- 
ный элемент множества В, так что 
при этом каждый элемент множества 
В поставлен в соответствие ровно 
одному элементу множества А. 

Задача |1. Установите вза- 
имно однозначное соответствие между 
множеством А натуральных чисел 
и множеством В целых чисел, мень- 
ших 0. | 

Натуральному числу Ё принад- 
лежащему множеству А, ставим в со- 
ответствие число —А, принадлежащее 
множеству В. Легко заметить, что 
это соответствие является взаимно 
однозначным. 

Построенное соответствие пока- 
зывает, что в множестве А столько 
же элементов, сколько в В. Получен- 
ный результат хорошо согласуется 
с нашими наглядными представле- 
НИЯМИ. 

Задача 2. Установите взаим- 
но однозначное соответствие между 
множеством А натуральных чисел 
и множеством В четных натураль- 
ных чисел. 

Натуральному числу л поставим 
в соответствие четное число 2п. 

Получаем, что натуральных чисел 
{А) столько же, сколько и четных 
натуральных (В). Но множество В 
целиком содержится в множестве А. 
Нет ли здесь ошибки? Ошибки нет. 


Все верно, и в этом легко убедиться, 
если на одной числовой прямой от- 
метить натуральные числа, а на дру- 
гой — четные н расположить эти пря- 
мые одну под другой (см. рисунок; 
на прямых разный масштаб). 

Здесь проявляется важное отли- 
чие конечных множеств от бесконеч- 
ных: часть бесконечного множества 
может быть в определенном смысле 
равной всему множеству. Такое ра- 
венство называют эквивалентностью. 

Определение 2. Два мно- 
жества А и В называются эквивалент- 
ными (количественно эквивалентными, 
равномощными), если между ними су- 
ществует взаимно однозначное соот- 
ветствие. 

Задача 3. Докажите, что мно- 
жество всех целых чисел эквивалентно 
множеству всех натуральных чисел. 

Мы видим, что целые числа рас- 
положены на прямой не так, как на- 
туральные, но все-таки эти множества 
эквивалентны. Множества, эквива- 
лентные натуральному ряду, для уп- 


рощшения формулировок, называют 

счетными множествами. 
Определение. 3. — Множе- 

ство называется счетным, если оно 


эквивалентно множеству натураль- 
ных чисел, то есть элементы этого 
множества можно выписать в строчку 
в соответствии с присвоенными им 
номерами. 

В множестве целых чисел у каж- 
дого элемента имеются два «соседних». 
Может быть, в множестве, в котором 
не для каждого элемента можно ука- 
зать «соседа», будет больше элемен- 
тов, чем в счетном? Рассмотрим, на- 
пример, множество правильных дро- 
бей. Для любых двух дробей аи В 
(а < 5) найдется правильная дробь 
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с такая, что а с 6, то есть «со- 
седа» нет. И тем не менее это мно- 
жество тоже счетно. 

Задача 4. Докажите, что мно- 
жество правильных робей счетно. 

У казанне. Воспользуйтесь 
тем, что число правильных дробей 
со знаменателем, равным №, конечно. 


Задача 5. Докажите, что мно- 
жество всех рациональных чисел счет- 
но. 

Решение задачи 5 можно получить, 
используя в качестве леммы задачу 4. 

Возникает гипотеза, что все бес- 
конечные множества эквивалентны 
множеству натуральных чисел. Одна- 
ко это не так. Величайшим достиже- 
нием Кантора было’ решение следую- 
щей задачи. 

Задача 6. Докажите, что 
нельзя установить взаимно однознач- 
ное соответствие между множеством 
натуральных чисел и множеством бес- 
конечных последовательностей из 0 и |. 

Решение этой задачи приведено 
на с. 8, но если вы еще его не чи- 
тали, попробуйте решить задачу са- 
мостоятельно. (Автор статьи знаком 
с большим количеством школьников, 
решивших ее.) 

Итак, мы убедились в существо- 
вании несчетных множеств, но это 
тема одного из следующих занятий 
кружка, а сейчас познакомимся еще 


с несколькими счетными множест- 
вами. 
Задача 7. Множество все- 


возможных русских слов счетно (мы, 
разумеется, считаем, что каждое сло- 
во состоит из конечного числа букв). 


Задача 8. Множество — всевоз- 
можных конечных наборов целых чи- 
сел счетно. 

Если учесть, что любое уравне- 
ние степени л имеет не более п корней. 
то легко получается решение следу- 
ющей задачи. 

Задача 9. Множество чисел, 
каждое из которых является решением 
какого-то уравнения с целыми коэф- 
фициентами, счетно. 

Множество чисел из задачи 9 на- 
зывается множеством алгебранческих 
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чисел. Докажите, что все рациональ- 
ные числа и всевозможные комбина- 
ции радикалов и рациональных чнсел 
являются алгебраическими числами. 
Алгебраическими являются и неко- 
торые числа, которые нельзя запн- 
сать в радикалах (существование та- 
ких чисел в 1824 году доказал нор- 
вежский математик Нильс Хенрик 
Абель). Из задач 6 и 9 следует сущест- 
вование неалгебраических чисел. Та- 
кие числа называются трансцендент- 
НЫМИ. 

В заключение предлагаем вашему 
вниманию более трудные задачи. 

Задача 10. Множество М со- 
стоит из восьмерок, лежащих на 
плоскости и не пересекающих друг 
друга (восьмерка — пара касающихся 
окружностей, каждая из которых мо- 
жет быть любого размера). Дока- 
жите, что М конечно или счетно. 

Нетрудно заметить, что, распола- 
гая на плоскости непересекающие- 
ся буквы «Г» или «О», можно полу- 
чить несчетное множество. Сущест- 
вует ли ещё какая-нибудь буква, 
обладающая тем же свойством, что 
н восьмерка? 

Задача 11. Множество М со- 
стоит из букв «Т», лежащих на пло- 
скости и не пересекающих друг Ору- 
га. Докажите, что М конечно или 
счетно. 

Решив предыдущую задачу, вы 
без особого труда сможете сказать 
про каждую букву русского алфави- 
та, может ли эта буква находиться 
на плоскости в несчетном количест- 
ве, или при любом расположении 
она образует не более чем счетное 
множество. 

Задача 12. Число хо называ- 
ется максимумом функции | (х), ес- 
ли существует положительное чис- 
ло 6 такое, что | (х) в интервале 
(№ — 65. х-т6б) больше всякого дру- 
гого значения функции в этом интер- 
вале. Докажите, что множество мак- 
симумов любой финкции конечно 
или счетно. 
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Из старого 
словаря 


ране: Начало см. с. с. 20, 
) 


Такая картина была от- 
вергнута лишь к концу века, 
когда был открыт электрон. 

Еще одно слово: 
«Эфир — матерня жидкая, 
как воздух, фо несравиенно 
его тоньше...» 

Общепринято было счи- 
тать, что всю Вселенную за- 
полняет эфир, который про- 
никает во все тела н служит 
средой, передающей свет, по- 
добно тому, как воздух есть 
среда, передающая звук. Весь 
Ж1Х век (особенно его конец) 
был посвящен попыткам по- 
стронть теорню эфира. Лишь 
в начале ХХ века Эйнштейн 
показал, что существование 
эфира является лишней ги- 
потезой, которая без всякого 
вреда может быть отброшена. 
Так и было сделано. Ложная 
уверенность в необходимости 
среды для передачи света 
была столь сильна, что ги- 
потеза эфира была нсполь- 
зована Максвеллом в его 
теорнн электромагнитиого по- 
ля, которая, как мы сейчас 
знаем, совсем не нуждается 


в ен 

так, мы привели три 
определення, от которых уже 
давно не осталось и следа. 
Но строки в Словаре, как 
раскопанные курганы, по- 
могают нам осознать, сколь 
стреннтелько развивается на- 


ука. 
Я. С. 
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задачник поанта 





Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 31 января 1974 г. по адресу: 
117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука» , журнал «Каант» . 
После адреса на конверте напишите, решения какнх задач вы посылаете, например: 
«Задачник «Кванта», М236. М237» или «<... Ф248». 

Решення задач по каждому нз предметов (математике н физике). а также новые задачн 
просьба присылать в отдельных конвертах. Орнгннальные задачи, предлагаемые для 
публикации, присылайте вместе с вашнмн решениями этих задач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая задача по физике » ИЛИ «... новая задача по математике »). 
Задачн из разных номеров журнала присылайте в разных конвертах. В письмо вложнте 
коиверт с написанным на нём вашим адресом (в этом конверте вы получите результаты 


проверкн ваших решеннй). 


Задачи повышенной трудности отмечены звездочкой. 
После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все этн задачн публикуются впервые. 


Задачи 
М236—М240; 248—252 


М236. а) Имеется 51! двузначное 
число. Докажите, что из этих чисел 
можно выбрать по крайней мере 6 чи- 
сел так, чтобы никакие два из выбран- 
ных чисел ни в одном разряде не 
имели одинаковой цифры. 

6) Даны натуральные числа А и 
п, | << п. Для какого наимень- 
шего т верно следующее утвержде- 
ние: при любой расстановке т ладей 
на доске размером п Хх п можно выб- 
рать А ладей из этих 1 так, чтобы ни- 
какие две из выбранных людей не 
били друг друга? 

А. Ю. Сойфер и С. Г. Слободник 


М237. Углы остроугольного тре- 
угольника равны ©, В иу. Какие мас- 
сы нужно поместить в его вершинах, 
чтобы центр гяжести этих трех масс 
нопал 


а) в точку пересечения высот? 


6) в центр описанной окружности? 
Стороны треугольника равны а. 
Бис. Какие массы нужно поместить 
в его вершины, чтобы центр тяжести 
попал 
в) в точку пересечения отрезков, 
соединяющих вершины и точки ка- 
сания противоположных им сторон 
со вписанной окружностью? 
г) в центр вписанной окружности? 
Б. Д. Гинзбург 


М238 * Докажите, что сумма 
СЕ С3 . 1973 + С° . (1973 + 
= С (1973) -+- ... делится на 97-1. 
(Здесь С“ — коэффициенты — много- 
члена 


(а+65)" = — Сратее- Е: ) 
#=0 


Ф. Г. Шлейфер 
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М239. На плоскости заданы две 
точки А и В. Пусть С — некоторая 
точка, одинаково удаленная от А 
и В. Построим последовательность 
точек С, = С, С., б., .- „С @аы 

где С„.: — центр окружности, 
описанной около треугольника АС,В. 
При каком положении точки С 

а) точка С„ попадет в середину 
отрезка АВ (при этом С„+1 и дальней- 
шие члены последовательности не оп- 
ределены)? 

6) точка С„ совпадает с С? 

Н. Чернов, 
ученик 10 класса (Кривой Рог) 


М240. По заданному х значение х® 
можно найти за три арифметических 
действия: х? = х-х, х = Хх? . ха, 
х8 — №. хм, ах! — за пяфь дейст- 
вий: первые три — те же самые, за- 
тем х8. х8 = хи: х — 215. До- 
кажите, что 

а) х!°°® можно найти за 12 дей- 
ствий (умножений и делений); 

6)* для любого натурального п 
значение х” можно найти более чем 


за > 108, п -- Т действий. 
Э. Г. Белага 


Ф248. Тонкий тяжелый обруч ра- 
днуса ^Ю с очень легкими спицами мо- 
жет свободно вращаться вокруг го- 
ризонтальной оси. К обручу прикре- 
пили маленький шарик, масса кото- 
рого равна массе обруча. Найти пе- 
риод малых колебаний обруча с ша- 
риком. Для этого можно попытаться 
найти аналогию в движения обруча 
с шариком и математического маят- 
ника. 


$249. Невесомый стержень, на 
концах которого закреплены шарики 
массами т и М, опирается серединой 
на жесткую подставку, вокруг ко- 
торой он может свободно вращаться 
в вертикальной плоскости. 

В начальный момент стержень рас- 
положен горизонтально, а скорость 
его равна нулю. С какой силой давит 
он в этот момент на подставку? 

$250. Одинаковые заряды 9 на- 
ходятся на расстояниях а и В от за- 
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земленной сферы малого радиуса г 
(рис. 1). Расстояние до поверхности 
земли и других заземленных предме- 
тов много больше а и В. Найти силу, 
с которой заряды действуют на сферу. 








Рис. 1. 


$251. На фотографии летящей 
пули (рис. 2) видны звуковые волны, 
которые возбуждаются при движении 
пули. (Такую фотографию удалось 
получить благодаря тому, что об- 
ласти, в которых плотность воздуха 
различна, по-разному преломляют све- 
товые — лучи.) Воспользовавшись 


линейкой, определите примерную ве- 
личину скорости пули. Скорость зву: 
ка в воздухе равна 340 м/с. 





Рис. 2. 


Ф252. На цилиндрический столб 
намотан канат. За один из концов 
каната тянут с силой ЕЁ. Для того 
чтобы канат не скользил по столбу, 
когда на столб намотан только один 
виток каната, второй конец каната 
нужно удерживать с силой ]{. С ка- 
кой силой нужно удерживать этот 
конец каната, если на столб намо- 
тано п его витков? Как изменится 
сила #, если взять столб вдвое боль- 
его радиуса? (Сила | ие зависит от 
толщины каната.) 





Решения задач 


М!79; М196—М199; $208, Ф209 





№179. В «Кванте» № В за 1973 год было 
опубликовано решение эадачн М179. При 
этом мы предложили читателям самостоя- 
тельно закончить решение задачи. Мы на- 
деемся, что вы это сделалн и можете срав- 
нить свое решенне с нашим. 


Напомним формулировку задачи. 


Для каждого треугольника Т строится по- 

следовательность треугольников 
То = Т, Т.. Т.. Т», ‚т 

где Гл — треугольник, вершинами которого 
служат основания высот треугольника Тл--,- 
Требуется выяснить, сколько существует 
попарно неподобных друг другу треигольни- 
ков Т таких, для которых Т„ подобен Т 
(при каждом фиксированном п). 


Обозначим через (%, В, 1). (сл, Ва, %1), -.. 
..-» (@л» Вл, Уп) Углы треугольника Т и соотеет- 
ствующих ему треугольников Г), ..., Ги. 
Требуется узнать, сколько существует троек 
а, Га У) таких, для которых тройка (щи: 

п, Тя) совпадает с (а, В, 1?) или получается из 
нее перестановкой, причем & — В — \. 
Тройкн (=, В, \} н их преобразования 


вп 
(я, В, у) 

вп 

— (ал, Ви, Уп} 
удобно представлять себе геометрически сле- 


и 
(я, В, %)-+ (а, В. 1). 





Рис. [. 
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дующим образом. Нарнсуем треугольник У, 
у которого длина каждой высоты равна л, 
н будем изображать тройку неотрицатель- 
ных чисел (а, В, 7), для которой а + В+ 
+ у = л, точкой у внутри этого треуголь- 
ннка, расстояния от которой до сторон равны 
соответственно @, Ви\ {рис. 1). Такое соот- 
ветствне 
(а, В, )-> у 


между тройками (с, В, у) и точками уЕУ 
будет взаимно однозначным. Перестановкам 
чисел в тройке (<, В, 7) соответствуют переме- 
щения треугольника, совмещающие его с са- 
мнм собой (повороты н симметрии относитель- 
но высот). Напомним, что преобразование Я 
геометрически описывается так. На средних 
линиях треугольника У (точкам у средних 
линий соответствуют прямоугольные треу- 
вольникн ТГ) не определено, а каждый из 
четырех треугольников, на которые среднне 
линии разбивают треугольннк У, А отобра- 
жает на весь У, причем это отображение — 
преобрагование подобия с коэффициентом 2, 
переводящее каждый отрезок в параллельный 
ему отрезок. Стсюда индукцией по л полу- 
чаем, что преобразованне А" устроено анало- 
гично: на прямых, параллельных сторонам 
н разбивающих высоты на 27" равных частей, 
Я" не определено; в каждом из 237 треуголь- 
ничков, на которые эти прямые разбивают У’, 
|” — преобразование подобня с коэффициен- 
том 27, отображающее этот треугольинчек 
на весь У. (На рисунке 2 изображено Я?.} 

Условия а > В-> ф выделяют один из 
шести треугольников, на которые разбнва- 


ют треугольник У его высоты. Этот прямо- 





Рис. 2. 
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Рис. 3. 


угольный  треугольнинк обозначим У:, 0с- 
тальные — как показано на рисунке 3 — 
обозначим соответственно У., ...-, Ув. 
Пусть }; У— У — перемещение У такое, 
что (Ул = У,. Если каждый из 22" ма- 
ленькнх  треугольничков, которые отобра- 
жаются преобразовалием ПН” ла весь треуголь- 
ник У, разэбнть высотами на шесть треуголь- 
ников. то У, будет разбит на 2*" подобных 
ему (с коэффициентом 27) треутольничков, 
которые мы обозначнм через Ху), 1 == 221 
(рис. 4). После отображення А" каждый Х; 
перейдет в некоторый У;, и если затем пере- 
ставнть числа в тройке (аи, Ви, т) в порядке 
убывания — применить }/, то произведение 
двух  преобразовавий р-К?  отображеет 
Х: на У, (преобразование подобня с коэф- 
фицнентом 2”). 

Мы утверждаем, что в каждом из 227 зре- 
угольников Х;<-У, существует ровно одна 
«неподвижная точка» у; такая, что и; Х: 
и Ё; Ку} — уе. Из ответа лужно еще нс- 
ключить неподвижные точки тех треуголь- 
ников Х;, у которых ббльшне катеты лежат 
ца болыцем катете треугольника У; (мх су- 
ществует нменно столько, каков коэффициент 
подобня), поскольку для этих (и, как нетруд- 
ко видеть, только для этих) треугольников 
«неподвижная точка» попадает на граннцу, 
где отображение #" не определено. Отсюда 
сразу следуст, что ответ в кашей задаче; 
221—207. (На рисунке 4 в каждом из 12 го- 


лубых треугольничков лежит по одной точ-- 


ке (<, 8, \), для которой (и, Ви, %и) после 
перестановки в порядке убывания совпа- 
дает с (а, В, Ъ).} 

Осталось только доказать наше утвержде- 
ние. Для этого мы применнм к‘треугольннку 
У, н отображению р этого треугольника на 
Х: с У,. обратному к }»й?, следующую 
теорему. 

Теорема. Пусть  — некоторая фи- 
гура на плоскости (причем все граничные точ- 
ки И считаются принадлежащими 2), р: 
2 -» 7 — преоброзование подобия с коэффи- 
циентом Е <!. Тогда существиет ровно 
одна «неподвижная ттсчка? преобразования р, 
принадлежащая 2, то есть только одна 
207. Оля которой р 42.) = 4. 

Доказательство теоремы для огранннен- 
ной фигуры & (а именно этот случай нам ну- 
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Рис. 4. 


жен) проще всего провестн так. Пусть 2, = 
= р” (2) (результат п-кратного применения р 
к 2). Тогда 2 > 7: > 7: > 23 >... и пе- 
ресечение всех 7» состонт из однсй точки 25 
(рис. 5). Эта точка и будет неподвижной точ- 
кой преобразования р. 

Другое доказательство, позволяющее яв- 
во указать неподвижную точку н прнгодное 
для неограниченных фигур 2, можно полу- 
чить с помощью комплексных чнсел. Любое 
преобразование подобия плоскости можно 
записать как результат последовательного 
выполнения поворота, растяжения в Ё раз, 


р 
параллельного переноса: 2|— аа НН 
быть может, еще предварительной симмет- 


Ака 

рии относительно прямой: 2|-а2 -|- в 
(здесь аи 6 — комплексные числа, |4] =, 
= х— и — сопряженное К 2= хи; 
см. Статью «Мннмые чнела и геометрические 
Задачи», «Квант» №3, 1913, с. 22). В первом 





случае неподвнжная точка находится как 
решение уравнения 
[ о --а6 
2о = @2, + 6-=>2 я 
с о ] —а 1 = 23? 


во втором — как решенне системы уравне- 
ВИЙ 





2, = аа 6 Ь -- аб 
е 2, у а Ея ь 5 
20 = а2. 6 1 — а 


р --аь 
ит: В 





Рис. 5. 


Нетрудно проверить, что найденная точка 
2%  нлоскости неподвнжна при преобразо- 
ваннн р. В обоих случаях ясно, что г, не мо- 
жет оказаться вне фигуры 7: если расстояние 
рот 2, до ближайшей к ней точки г, 6 2 было 
бы положительмым, то расстояние от 2, ло 
р (2!) было бы равно йр «р. ир (2,) не могла 
сы, Е 2, хотя но  условню 
"Ковно: теорему о существовании не- 
юдвнжной точки у преобразования подобня 
(с коэффициентом А < 1) можно доказать н 
чисто геометрически — без использования 
ны дельных персходов и комплексных чисел, 
редоставляем сделать это чнта®елям (см., 
напрнмер, книгу «Геометрическне преобра. 
зования», ч. |, серия «Библиотека математи- 
ческого кружка», Гостехиздат, 1955). 


Н. Б. Васильев 


М196. В окружности радиуса 1 проведено 
несколько хорд. Докажите, что если каждый 
Эиаметр пересекает не более В хорд. то гум- 
ма длин хорд меныие дЕ. 


Предложим, что сумма длии проведен- 
ных хорд не меньше лА. Тогда сумма малых 
дуг окружиости. стягиваемых этнми хордамн, 
больше я. Добавнм к этим дугам дуги, 
снмметричные им относительно центра ок- 
ружностн. Сумма всех дуг больше 214. 
Поэтому найдется точка окружности, по- 
крытая хотя бы #-- | дугой (длина окруж- 
ностн равна 2л.}. Если провести днаметр че- 
рез эту точку, 10 опа пересечет по крайней 
мере #- 1! хорду. 

А. Т. Колотов 


№197. В прямоугольную таблицу из т строк 
и п столбцов запасаны тп произвольных поло- 
мительных чисел. Найдем произведение чисел 
в каждом столбце и латем сьммц $ всех п 
таких произведений. Докажите, что если 


переставить часла в каждой строке в порядке 
возрастания, то сумми $ Оля новой таблицы 
будет не меныше, чем в первоначальной. (На 
рисунке 6 приведен один пример ситуации, 
описанной 8 задаче; здесь т = 3, 
задачу: 

2 (944 таблииы 22); 


п- 4.) 
Решиите эту 
а} Зая т == п 
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Рис. 7. 


6) для т = 2 и произвольного п (для та- 
баицы из двух строк); 
8)* Эля любых натуральных тои п. 


Рассмотрим сразу общий случай — таб- 
лицу с м строками и п сголбцами. Докажем, 
чго при упорядочении строк сумма произве- 
дений не уменьшится. Доказательство будем 
рести индукцией по числу стоябцов таблицы. 
Если в таблице олин столбец, то утверждение 
задачи очевидно. Пусть дая таблны сл — | 
столбцом утверждение задачн верно. Дока- 
жем его для таблицы из я столбцов. 

Обозначим через И; произведение чисел 
в гм столбце. Переставим теперь столбиы 
так (зто не изменнт сумму произведений}, 
чтобы произведенне П, стало минимальным. 
Обозначим через х;; число, стоящее в Г 
строке и }-м столбце. Предположим, что х;; — 
не минимальное число в г-й строке н что мн- 
нимальным является х;к. Поменяем местами 
хи и хи, н проверим, что сумма произведений 


при этом возрастет. Обозвачим через Й, 
произведение всех чисел в первом столбце, 


кроме х;. через Ш;„ — произведение всех 


чисел в А-м столбце, кроме х;и. Разность 
новой и старой сумм равна = 
хиЙи т хы И — хиЙ — хи и 


{хи — ха) (Па — П)). 
Но эта величива положительна, так как х;, > 
> хин Ин > Й,. поскольку хак = ха 
Значит, носле перестановки сумма увеличи- 
лась. Кроме того, очевидно, что пронзведе- 
ние И, новых чисел в первом столбие по- 
прежнему миннчально. Поэтому если какое- 
ТО чнсло хд не минимально в свбен строке, 
мы можем поменять его местами с минималь- 
ным н прн этом сумма увеличится. Такнм 
образом, мы можем переставить все чис- 
ла. мннимальные в строках, в первый стол- 
бец. и сумма произведеннй увеличится. 
Воспользуемся теперь нидуктивным пред- 
положением. Очевидно, если упорядочить 
строки в таблице, образованной столбцами со 
2-го по п-й, го мы получим исходную таблину 
с упорядоченнымн строками. По предполо- 
жению индукции ири этом упорядочеини сум- 
ма произведений НП, -}-... -^ Ни не умевь- 
интся. Следовательно, сумма Н, —-._..-- Пл 
в первоначальной таблице не болыне, чем 
аналогичная сумма в таблице с упорядочен- 
нымн строками. Решение задачи заКоичено. 


р \ - 


Рнс. 8. 


Примечания [. Заметим, что при 
перемене мест чисел, которую мы производнм, 
сумма пронзведений строго увеличивается. 
Отсюда следует, что сумма произведений рав- 
на максимальной в том н только в том случае, 
когда таблица получается из таблицы с упо- 
рядоченными строками путем перестановки 
столбцов. 

2. Если не предполагать, что в таблице 
стоят положительные числа, то утверждение 
неверно. Простейшим примером может слу- 
жить таблица 2х 3 {рнс. 7). 


Б. М. Макаревич 


№198. Дан лараллелограмм АВСР. На пря- 
лых АВ и ВС выбраны точки соответственно 
Н и К так. что треугольники КАВ и НСВ 


равнобедренные (КА= АВ и НС = СВ 
(рис. 8)}- Докажите, ито треугольник 
КОН — тоже равмобедренный. 


Это совсем простая задача. Рассмотрим 
треугольвннки АКР и СОН. Онн равны, 
поскольку Ар = СН, АК = Оби %“РАК= 
= «РСН (см. рис. 9%, а, 6, в). Поэтому длииы 
отрезков КР н ОН одинаковы. Легко убе- 
днться н в том, что треугольники КОЛЯ, 
АКВ и ВНС подобны (сделайте это). 


В. Л. Гутенмахер 


МЕУ9. а) Докажите, что сумаа 


: 1 №1] 
0 1 
би — бил 2+ ба а но Ы 


Ра На 


да берется по всем целым т 0=:= 
от 

6)* Докажите, что если р и 9 — раз- 
знчные числа ы р ра = \. то сумма 


0 — Си Ра 680 —...+ 
НЕС 4+ ..., 





5 < } равна 
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аналогичная предыдущей. равна 
р а 9 +1 
р-—4 
при произвольном п. 


Здесь [в — биномиильные  козффициен- 


ты, то веть = 1 р с = 


п(п— 1). „АИ 
— т. а - = с (О числах 
СА рассказывалось в «Квантеь № 9 за этот 
209.) 


Задача а) является частным 

случаем задачи 6). Действнтельно, 
ПЕ — 07+ 

если заменить р-9 на р” 


-р"-19--...-4р497-1 -- 97, а потом подста- 


1 1 
вить р=4=-—)-, то мы получим —оя— 


Поэтому решим сразу задачу 6}. 


Пусть Со С! 9 -+. .—.5ль Форда 
Зи: — 8, = 
= (-— (г и 
= У сую = 
= 9-Й Ола 


хо" 1 р95н-. 
Итак, Зил =— ву: ра, 295 л-1- 


Воспользуемся теперь математической 
индукцней. Предположим, что формула 


7+1 — бы 
ЕЕ ра доказана для всех л= А. 





Тогда 
За =5 — р95к-1 = 


9 (ри—9*) 
р-9 


ре! 





в --фа-Р) — 
р—9 
и р+2 — + 
р-—9 
{напомннм, что р-1-9=1). 


Остается проверить базу индукции. При 


2-9 
п==0 5, =1 нра 





—=1 — формула верна. 


а 


Прн п=] $ = Р—9 


Р+9=1Ь— 


формула снова верна. 


Таким образом, и нндуктисный шаг н 
база индукции проверены. Следовательно, 
формула справедлива при ьсех пл. 

Замечание. В нашем решении мы 
пользовались тем, что СА -- СЁ"! = СА: 
Выведите это соотношение самостоятельно из 
формулы для Се. приведениой в условии за- 
дачи. 

«Л. Г. Лиманов 


Почтн все читатели, приславшие реше- 
ння задач М190--М199. успешно справились 
< задачами М19Т, М198. Мы получнли более 
150 правильных решений задачи М196. 
Правильные решения остальных задач при- 
слали (жирная цифра после фамнлни -- 
последняя инфра номера решенной задачи): 
С. Абрамов (Москва) 7; С. Агеев (Воронеж) 
2; Д. Азов (Челябинск) 2; Ю. Акутин (Моск- 
ва) 5; 17. Баноковский (Уральск) 7; А. Ба- 
раов (Старый Урух КБАССР} 7; Е. Баш- 
киров {Минск) 2, 7; А. Берлин (Бобруйск) 
2, 7; А. Блох (Харьков) 2, 4, 7, 9; А. Бузанов 
{Днепропетровск) 2; А. Войновский (Баку) 
2; А. Вольков (Ташкент) 2, 7. 9; А. Васищев 
(Ставрополь) 7; Р. Вассерман {Одесса} 9: 
С. Вилкомир (Москва) 2; А. Волков (Челя- 
бниск) 3; В. Гаврин (Ковылкино Моря. 
АССР) 2. 7; А. Гончаров (Ннконоль) 2; 
А. Григорян (Баку) ©, 2, 4, 7, 9; С. Грищенко 
(ст. Ленинградская Краснодарского края) 7; 
С. Гродский (Корсунь— Шевченковский} 7; 
Е. Гусев (Павлоград) 2, 7. 9; Г. Гутин 
{Клинны Брянской обл.) 2, 3, 7. 9; А. Да. 
Окомов (Ленинград) 2. 4; К. Данильченко 
(Волгоград) 2, 9; 11. Дедик (Москва) 7; 
В. Дупцов (Душанбе) 7; А. Еременко (Харь- 
ков) 2, 9; К. Ефимов (Челябинск) 2; А. Жда- 
нов (Славянск-—-на—Кубани) 2; А. Жу- 
равлев (Москва) 2, 7; М. Закс (Пермь) 2; 
А. Заславский (Калинию) 7, 9: В. Карапетян 
(Севан) 2, 9; Д. Карпов (Павлоград) 7. 9; 
М. Кац (Кишинев) 7; И. Кирова (Болгария) 
2: Л. Клименок (Москва) 7; Ю. Князикин 
(Таллин) 7; М. Кобозев (Кнев) 9; К. Козел 
{Полыша) 0; С. Конягин (Саратов) 0; В. Ко- 
Е (Волоногорск Днепропетровской обл.) 

7: А. Кукуш (Киев) 4; Р. ие {Польша) 0; 
у Кирляндчик (Ленинград) 2, 4; Г. Левант 
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(Фрунзе) 2; Д. Лифшиц (Кутаиси) 7; М. Лю- 
бич (Сарьков, 0, 7; А. Макаричев {Львов} 
2—4, 7, 9: Г. Малашонок (Львов) 2, 7; Д. Ма- 
медов и Азерб. ССР) 8%; С. Мельник 
(Харьков) 2: Д. Мостовой (Грозный) 3; 
Г. Мустафаев (Сназань} 9; В. Нападов 
(Харьков) 2, Ноаколоев (Москва) 0; 
С. Нужный (Куйбышев) 2, 4; М. Осипов 
(Москва) 7; И. Панин (Апатиты) 2; В. Пань- 
ков (Минск) 0, 3, 5, 7; Л. Парамонов (Москва) 
5. 7; Е. Парилис (Ташкент) 7, 9; Е. Пасик 
(Харьков) 2, 3, 4. 7, 9; В. Перевалов (Ком- 
сомольск—на—Амуре) 2; В. Прунмис (Моск- 
ва) 2; А. Разгуляев (Клин) 7; А. Райнин 
{Москва) 0; А. Резников (Киев) 2, 4; С. Ро- 
Энонов (Саратов) 9; Р. Рожков (Рязань) 2, 1; 
Ф. Рожков (Рязань) 2, 7; Розенштейн 
(Каменец--Подольский) 7; А. Рязанов (Н.- 
Кузнецк Кемеровской обл.) 7; Г. Самород- 
ницкий (Нежин) 2; В. Сац {Киев} 2; А. Са- 
хоров {Ярославль) 7; Г. Скляр (Харьков) 
7, 9; В. Слепой (Фрунзе) 3; Б. Слепченко (Челя- 
бинск) 7; А. Слесаренко (Рубцовск Алтайско- 
го края} 2, 4; А. Слинкин (Москва) 9, 2, 4, 7, 9: 
И. Слуцкий (Минск) 2; Я. Сойбельман (Кн- 
ев) 2; К. Стемиак (Польша) 2, 3: С. Табач- 
ников (Москва) 0, 2—5, 7, 9: 8. Ткаченко 
(Киев) 7; 9. Туркевич (Черновцы) 0, 2-- 
4, 7, 9; С. Фомин (Ленннград); 2, 3; С. Цер- 
ковный (Ленинград) 7; Н. Чекрыжов (Набе- 
режные Челны} 3; А. Черебатов (Омск) 
2, 3, Т; Н. Чернов (Кривой Рог) 2, 3, 7. 9; 
А. Шерстюк (Николаев) 0, 7, 3; В. Шляков 
(Харьков)2, 3; Ю. Ц/мелев (Ярославль} 2,3,4,7: 
Н. Щербина (Днепропетровск) 0,2—4, 7, 9: 
А._ Щехорскиа (с- Старики Жнтомирской обл.) 
9: Р. Юлмухаметов (д. Иткулово Башк. 
АССР} 7; И. Юнус (Харьков )2, 1, 9. 


Ю. П. „Тысов 





$208. У автомобиля, участвующего в гонке, 
лопается шина. Оценить, с какой скоростью 
должен ехать автомобиль, чтобы шина не 
сминалась. 

Будем считать, что автомобиль движется 
равномерно н без проскальзывання, н рассмот- 


.рнм, какне силы действуют-на участок шины 


одного колеса, который соприкасается с доро- 
гой: В инерциальной системе координат, свя- 
Занной с центром колеса, этот участок шины 
движется по окружности радиуса Ю (радиус 
колеса) с линейной скоростью, равной по ве- 
лнчнне скоростн автомобиля г. Центростре- 
мительное ускорение этого участка равно 
я- 


аи = р - 

Какие силы действуют ина такой участок 
шины (пазовем его ведущим»)? Если пре- 
небречь деформацией шины и связанными с 


нею силами, то ма ведущий участок действу- 
ет только одпа сила — сила реакции дороги 
М. 


(Сила тяжести иф, действующая на 
этот участок, много меньше №, н ею можно 
пренебречь). 

Так как у обычных автомобилей 4 колеса, 


$5 


36 





Рис. 1%. 


1 
то эта сила (в среднем) равиа ^-= и ма, 


где №! — масса автомобиля. Ускорение, сооб- 
щаемое ведущему участку шнны массы т 


снлой №, и ссть центростремнтелькое у<%.0- 
рение. то есть 

] (2 

Е м == 

ЕЕ друг = (1} 


Так как левая часть равенства (1) постоянна 
(для даниого автомобиля), то условия Ё = 
= сойз& (условие несминаемости шины) и, 
как следствие, и: = соп$ё однозначно опре- 
деляют необходимую скорость: 


ЛИ М — 
2 


— . 


т 


(2) 


Для получения количественной оценки 
подставим в эту формулу следующие значе- 
ция: & = 1 м7, Г. == 0,5 м, М = 2-103 ^г. 
Величнну т нужно оценить. Масса  шн- 
иы порядка 30 кг, а с дорогой соприкаса- 
ется ее небольшой участок. Будем считать, 
что его длина [= 10 см. Тогда 


1 ы 10 
т = пор 230-05 = 1 (ке) 


(мы считаем, что радиус сечения шины мал 
по сравнению с радиусом колеса). 

одставив теперь все этн величины в 
формулу (2). получим 


} 2000 > 
в И. ю-0.5 —=50 м/с=180 кич. 


Для гоночного автомобиля эта скорость, 
совсем иевелнка. 


$209, Слоделировать траекторию заряжен- 
ной настицы в магнитном поле можно, по- 
местив в однородное магнитное поле закред- 
аенный на концах гибкий проводник, по кото- 
рому пропускается ток. Каким будет натя- 
жение такого провода при токе | а, если он 
имитирует траекторию Эзижения протона 
с энергией |1 Мэв, влетающего в магнитное 
поле перпендикулярно магнитным силовым 

днниям? 
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Траектория движення протона, влетаю- 
щего в магнитное поле перпендикулярно маг- 
нитным силовым линиям, — окружность. 
Следовательно, провод, концы которого за- 
креплены, располагается по окружности (или 
по дуге окружности; рис. 10}. 

ыделнм маленький элемент провода 
длины А( (такой, что ето можио считать пря- 
молинейным} и посмотрим, какие силы на него 
действуют. Со стороны поля действует сила 


Е = 1ВМ, 


перпенднкулярная элементу А? (рис. 11). 
Со стороны прилегающих участков действу- 
ют силы Т; и Т. натяжения проволоки 
ит = т. = = Т). Так как рассматривае- 
мый элемент проволокн находится в оавно- 
весни, то равнодействующая сил Т, и Т; 
должна быть по абсолютной величиие равна 
силе Р, то есть 


т -5- = 1ВА; 





отсюда 
1 18мм 
м 
тб” 


Но А! = аЮ, где К — радиус окруж- 
ности, которую представляет проволока. Кро- 
ме того. так как элемент проволоки мы взяли 
малым (по сравнению с А), то угол @ мал ни 


_@ © 
5-9 -иы 5. 
Поэтому 
1 /ВВа 
Т = 5 2 = ВЮ. 
р 

Итак, для того чтобы найтн Т, нужно 
определить А. 

Протон в магннтном поле движется 


по окружностн под действнем силы Лоренца 
Е = еёВ 


(г — скорость протоца, е — его заряд). Эта 
сила сообщает протоиу центростремительное 





Рис. 





Рис. 12. 


ускорение 





в, 
то есть 
[о 
гуВ —= т В, 
или 
__ му | и”. РИ 
К == Ри то | МЕ 








_ 2% ь тие 
= 2т-—5 


‹ т" № 
Так как —э = —кннетическля энергия 


протона, 


ед 
то ВК = Ут. 


И 

Таким образом, Т = -- Ут. 
Подставляя в 
== 1,6. 6-9 к, 
= | Мэв 


эту формулу / 
т == 1,67.10-* 
1,6- 10-13 дж, 


1 
Т = Тб 10-6 №? 1,67:10-2?.1.6-10- — 


14а, е = 
ке. № — 
найдем 





214 (н). 
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$210. Два одинаковых открытых сосуда сог- 
динены двумя одинаковыми трубками и до- 
верху заполнены водой. Трубки закрыты кра- 
нами Ку и К. {рис. 12). Температура воды в 
сосудах поддерживается постоянной, причем 


и > > 4?С. Что будет происходить с 
водой в сосудах, если сначала открыть кран 


К». а затем (при открытом кране К.) от- 
крыть кран Кр 


После открывания крана К. сосуды ста: 
нут сообщающимися. Поэтому в них устано- 
вятся такие уровни воды, ири которых дав- 
ления в нижних точках сосудов будут оди- 
наковыми (нначе жндкость перетекала бы из 
одного сссуда в другой): 


рай, — р2яяь 


(2‚, 2 — плотностн воды в сосудах с темпе- 
ратурами соответствено #, н {1.. Ни й, — 
соответствующие уровни воды). 


Так как > 1. > 4°С, то р, Зр.. 
Это означает, что Я; >> А.. то есть вода пере- 


течет из правого сосуда в левый и часть ее 
выльется. 


Что будет происходить с водой при от- 
крыванин крана А,, зависит от соотношення 
между давлениямн воды в сосудах на уровне 
трубки. А так как давление линейно связано 
с высотой уровня и НЯ, > Яо, то на любом 
уровне 0 < Я < И, давление в левом сос\ле 
больше, чем в правом (рис. 13). Следователь- 
но, р.(йь) > р). Поэтому, когда мы от 
кроем кран К,, вода начнет перетекать по 
верхней трубке из левого сосуда в нравый. 
При этом давление внизу в правом сосуде бу- 
дет увеличиваться, а в левом — уменьшаться. 
Благодаря этому в нижней трубке появится 
поток воды нз правого сосуда в левый. 


Эта задача имеет прямое отношение к тех- 
нике. Батареи водяного отопления подсое- 
днняют к одной трубе, и тем не менее 
вода циркулирует по такой батарее, а ие 
просто течет по трубе, ие заходя в батарею. 


И. Ш. Слободвикий 





Рис. 13. 
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Почти все чнтатели, приславшне решения 
задач Ф203—Ф?210. успешно справились с 
задачамн Ф203, Ф204, Ф207, $210. Пра- 
вильные решення остальных задач прислалн 
(жирная цифра после фамилии означает 
последнюю цифру номера задачн): С. Ах- 
тершев (Магинтогорск) 8; Д. Алексеев (Моск- 
ва) 6; С. Алехин (Липецк) 9; Л. Анциферов 
(Фатеж Курекой обл.) 8; Р. Басырев (И. Ка- 
ракитяны ТАССР} 9; В. Бенхан (Калннин) 7; 
М. Берман (Капустни Яр Астраханской обл.) 
3; Л. Брагинский (Фруизе) 53 Ю. Брида 
{Днепропетровск} 8; П. Бухаринов (Берез- 
инки Нермской обл.) 8; М. Валюнин (Баку) 8, 
9: О. Василенко (Изюм Харьковской обл.) 
5: М. Васнецов (Кнев) 9; Ю. Визеин (Леннн- 
град) 9; А. Герман (Воронеж) 9; С. Гонча- 
ров (Инкополь Днепропетровской обл.) 8; 
А. Гуревич (Минск) 9; В. Дуниов (Душанбе) 9; 
В. Дяченко (Гадяч Полтавской сл.) 5; 
В. Нгнатьев (Волгоград) 5: А. Калошин 
(Москва) 9; №. Каненев (Самарканд) 6: 
С. Карпенко (Киев) 8, 9; Д. Карпов (Павло- 
град) 8: М. Качановский (д. Вншевнчн 
Брестской обл.) 6, 9;.7. Косан (Чериовицы) 8; 
С. Корнилов {Грозный) 8, 9; В. Корошков 
(Калннннград Московской обл.} 8; „7. Коф- 
ман (Таллин) 9; Г. Коява (Цхинвалн) 7; 
А. Креницкий (Энгельс) 8: А. Куцман (Чер- 
новцы) 8; И. Куцык (Ярославаь) 6. 9; А. Лод- 
ман (Ташкент) 6; В. „Лысенко (Сосновка 
Львовской обл.) 6: А. Малаков (Нижний 
Тагил) 9; А. Мальцев (Свердловск) 9; В. Ма- 
люский (Краматорск Донецкой обл.) 6; 
Г. Мамедов (Баку} 8: В. Маранов (Раменское 
Московской обл.} 6; О, Марьин (Пермь) $; 
Н. Миронов (Выксы Горьковской обл.) 
9; А. Миринец (Магнитогорск) 8; А. Нико- 
лаев (Москва) 5, 8; Р. Оспанов (Байрат-Ааи 
Туркм. ССР) 8; С. Пак (Таншкент) 8: А. Па- 
розичников (Обнинск) 8; Ю. Пимелис (Кзыл- 
Орда) 5: А. Поблагуев (Винница) 6; А. По- 
лянский (Челябинск) 8; Н. Попов {Ленин- 
град) 9: В. Пшеничников (©. Клочевка Орен- 
бургской обл.) 9: А. Релеев (Ташкент) 6; 
В. Решетняк (Киев) 8: Л. Ридицер {Харь- 
ков) 5; М. Риумянский (Магнитогорск} 9: 
Е. Сандер (Тармакла Омской обл.) 9; А. Сат- 
таров (В. Чукаено ТАССР) 8; А. Серееев 
{Пюдольск Московской обл.) 9; Я. Симкин 
(Москва) 8: А. Синьсовский (Душанбе) 9; 
Р. Сирота (Харьков) 8; В. Скрипкин (Ман- 
турово Костромской обл.) 5, Ю. Смеленцов 
{Есбентуки) 9; В. Спиридонов (ст. Маршиновка 
Николаевской обл.} 8; В. Сислопаров (Кун- 
гур Пермской обл.) 6; Ч. Таривердиев (Сиа- 
зан Аз. ССР) 6; Н. Федин (Омск), 5, 8; 
Е. Федоров (Магинтогорек) 8; Н. Филимонсв 
(Лида Гродненской обл.) 8: Д. Фушман (Чер- 
исвцы) 9; В. Хацыловский (Красноярск) 6; 
М. Хорошин (Чернигов) 8; В. Чернышов 
{Пентенская об.) 9; В. Черляобай {Долниск 
Сахалннской обл.) $8; С. Шевчик (Старокон- 
стантннов Хмельнникой обл.) 9; Е. Шафи- 
рович (Ногинск Московской обл.) 8; А. Яб- 
лонский (Волгоград) 8, 9. 


Р. Г. Мини 
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Раскраска 
плоскости 


Есть задачи, которые легко 
формулнруются, но оказы- 
ваются настолько труднымн, 
что их рещение становится 
в математике событнем. И не 
только из-за сложмости этих 
залач, а скорее из-за их 
огромного зиячения для раз- 
вития целых отраслей ма- 
тематики. К задачам такого 
типа относятся несколько 
проблем, связанных с раскра- 
шиваннем плоскости. Вот од- 
на нэ таких задач. 

Раскрасить — плоскость 
жннимадьным количеством 
различных красок так, чтобы 
концы любого отрезка анны 
| были окрашены в разные 
цаета- 





Эта задача была впервые 
поставлена более 20 лет назад, 
но до сих пор еще полностью 
ие решена. За это время удя- 
лось доказать, что для реше- 
вия задачи трех различных 
цветов ме хватит. Это легко 
увидеть нэ рисунка 1. Каж- 
дый отрезок на нем имеет 
длину 1. Теперь представь- 
те себе, что этот чертеж по- 
мещен ва плоскостн, раскра- 
шенной необходимым обра- 
зом только тремя цветами. 
Еслн точка А окрашена, скя- 
жем, в красный цвет, то точки 
В н С должны быть окрашены 
в другие цвета, и тогда Д 
снова должна быть красной. 
Точно так же Ри Е должиы 
быть окрашеиы в разные 
нвета, отлнчные от красного, 
а К — обязательно красная. 


(Окончание см. с. 45) 
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ПОИСК РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ 
Я.И. Груденов 





Для отыскания решения многих за- 
дач применяют метод попеременного 
движения с двух сторон — от данных 
задачи к искомому и обратно. Снача- 
ла стараются получить ряд следствий 
из данных, а затем — такие утверж- 
дения, из которых следовало бы ис. 
комое, далее опять возвращаются к 
данным и так далее. 

Вообще говоря, из данных задачи 
можно получить много следствий, не 
имеющих никакого отношения к ее 
решению. Однако чаще всего мы под- 
сознательно останавливаемся именно 
на тех из них, которые можно свя- 
зать с искомым, так как наше внима- 
ние только что фиксировалось на 
нем или на утверждениях, из кото- 
рых оно следует. То же самое проис- 
ходит при движении от искомого к 
данным. 

Попеременное движение с лвух 
сторон целесообразно осуществлять 
до тех пор, пока не возникнет идея 
решения (одна или несколько). Иногда 
кажется, что она появляется неожи- 


данно. На самом деле она является 
результатом кропотливой работы по 
сближению искомого с данными. Это 
наглядно можно проследить по схеме 
(рис. 1), на которой путь решения 
проходит через утверждения 1, 2, 
Зи 4. 

Рассмотрим пример. 

Задача |. Доказать, что в 
прямоугольном треугольнике биссек- 
триса прямого угла делит пополам 
угол между медийной и высотой, про- 
веденными к гипотенизе. 

Изучаем условие. Вы- 
полняем чертеж (рис. 2), некоторые 
углы обозначаем цифрами. Выделяем 
данные (.5АВС = 90°, ВО | АС, 
АМ = МС, 5 АВК = з КВО и 
искомое (доказать, что =; 2 = 3. 
Заодно проверяем, что расположение 
элементов на рисунке 2 — единствен- 
но возможное (биссектриса лежит меж- 
ду меднаной и высотой); это легко 
доказывается с использованием се- 
редины дуги АС описанной около 
А АВС окружностн. 





Рис. 1. 


Рис. 2. 
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Отправляемсяот ис- 
комого. Так как =АВК = КВС, 
то для доказательства равенства = 2 — 
—= 5 3 достаточно доказать, что => |] = 
= =} 4. Для этого можно сравнить по 
величине -; | и -4 с другими уг- 
лами. Посмотрим, не равны ли = А 
и > Е Это возможно, если АМ = 
== МВ. 

Получаем следствия 
из данных. Так как МВ — ме- 
диана, проведенная к гипотенузе в 
прямоугольном треугольнике АВС, 
то МВ == !/,АС, то есть МВ = АМ, а 
значит 5 А -= 51. 

Возвращаемся к дока- 
зываемому соотношению. 
Так как - А —= 2 1, то можно до- 
казывать равенство / А = 4. 

Возвращаемся к дан - 
ным. Так как ВО | АСиВС | АВ, 
То А = -4, как острые углы со 
взаимно перпендикулярными сторо- 
нами. Отсюда - | = -> 4, а значит, 
52 = 3. 

Если решить задачу поперемен- 
ным движением с двух сторон не уда- 
ется, можно обратиться к другим ме- 
тодам. Например, решить задачу в 
частном случае. Вспомнить, не встре- 
чалась ли аналогичная задача, нель- 
зя ли данную задачу свести к уже из- 
вестной, к более простой задаче, не 
облегчается ли поиск решения, если 
учитывать только часть данных. 

Задача 2. Вычислить 


МИ. ав. 


200 


100 


Изучаем условие. а) Надо 
извлечь корень квадратный из раз- 
ности двух чисел; 6) каждое из чисел 
содержит одинаковые цифры; в}умень- 
шаемое состоит из четверок, вычита- 
емое — из восьмерок; г} уменьшае- 
мое содержит 200 цифр, вычитаемое — 
100; д) в уменьшаемом цифр вдвое 
больше. 

Вычислить эту разность не пред- 
ставлястся возможным. Попробуем 
разложить ее на множители. Для это- 
го рассмотрим сначала частный при- 
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мер, составив его так, чтобы выпол- 
нялась только часть данных: (а), 
(6), (в), (д) (кроме (г)). 
1) 4444 — 88 —-4. ИП— 8.11 = 
=-4. (ИИ — 2-1) = 
—=4. (1100 И -— И — 11) = 
=4 (11. 00—11) =4. 1 


- (100—1) 4. И. 99 =4. (11)?.9. 
2) 4444 — 88 = (4400 + 44) — 

— (44+ 44) — 44 100 — 44 = 
55 44100-12. 44 - 90: 4 
- (11)? 9. 


Любой из этих способов можно 
применить к решению данной задачи; 
выбираем второй: 


М = У 44.4.1006 — 44.4 - 
100. 100_ 
= У 44...4.(10108—1) - 
7100 


=У4.1..1:9.1..1 =66...6. 
100 100 100 


При решении планиметрических 
задач полезно иногда выполнить чер- 
теж не от руки, а более точно, с по- 
мощью инструментов. Рассматривая 
его, можно избавиться от некоторых 
заблуждений, найти истинные соот- 
ношения между элементами фигуры. 
Разумеется, полученные таким путем 
выводы обязательно обосновываются. 

Задача 3 (софизм, то есть рас- 
суждение, в котором преднамеренно 
допускают ошибку, которую надо 
найти). Пусть в четырехугольнике 
АВСК (рис. 3) 2 К = 90°, 5 С> 
>> 90°и ВС = АК. Через середины сто- 
рон АВ и СК проведем перпендику- 
ляры к ним. Гочку их пересечения О 
соединим со всеми вершинами четы- 
рехугольника. Из попарно равных пря- 
моугольных треугольников КОМ и 
МОС, АОР и ВОР имеем: 


$ ОКМ = 5 0СМ. (1) 


Так как АК = ВС, ОА = ОВи 
ОК = ОС, то ААОК = АОВС. 


Отсюда 
-х АКО = 5 ВСО. (2) 





Рис. 3. 


Рис. 4. 


Вычитая нпочленно из равенства 
(2) равенство (1). получаем = АКМ = 

= -; ВСМ, то есть прямой угол ра- 
вен тупому. 

Здесь сразу бросается в глаза, что 
в рассуждении используется чертеж: 
считается, что точка О находится вне 
четырехугольника. Но она может на- 
ходиться и на стороне КС или внутри 
четырехугольника. Проверяем эти 
случаи и приходим к тому же абсурлд- 
ному выводу. 

Выполняем тогда чертеж с по- 
мощью инструментов возможно точ- 
нее (рис. 4). Из чертежа видно, что 
точки О и К расположены по разные 
стороны от прямой ВС. Убедитесь. 
что в этом случае рассуждения не 
приводят к нелепости, н методом от 
противного докажите, что это — един- 
ственно возможное — расположение 
элементов, соответствующих данным 
задачи. 

Прн понске решения обычно сна- 
чала обнаруживается далеко не са- 
мый короткий путь. Поэтому полезно 
проверить, нельзя ли сократить рас- 
суждение, упростить или совсем опу- 
стить отдельные промежуточные пре- 
образовання. 

Закончив всю эту работу, целесо- 
образно отметить те моменты, которые 
больше всего затрудняли поиск ре- 
шения, постараться запомнить уста- 
новленные в процессе решения ин ра- 
нее неизвестные или забытые теоремы. 
Такая работа сказывается при ре- 
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шепии следующих задач, когда эти 
теоремы возникают в сознании именно 
в нужный момент. 

Рассмотренные рекомендации 
собраны ниже в таблииу. Указания, 
помещенные в ней, не надо заучивать. 
Достаточно в процессе решения не- 
скольких задач выборочно их читать 
и Выполнять. 

Применнм этот метод к решению 
следующих задач. 

Задача 4. В квадрате АВСТ 
из точки Т, как из центра, радиусом, 
равным стороне, проведена дуга ок- 
ружности АС. Ни АТ, как на диамет- 
ре. внутри квадрата построена полу- 
окружность. Р — точка дуги АС; 
прямая РТ пересекает полуокружность 
АТ в точке К. Доказать, что длина 
отрезка РК равна расстоянию от 
точки Р д0 стороны АВ. 

Указание 1. Выполняем чер- 
теж в соответствин с условием зада- 
чи и проводим РЁ | АВ (рис. 5). 
Надо доказать, что РЕ = РК. 

Указание 2а. Проведем от- 
резки АР и АК. Надо доказать, что 

Указание 26. Вписанный 
-х АКТ опирается на днаметр и РЕ | 
1 АВ, поэтому треугольники АРЕ и 
АРК — прямоугольные с общей ги- 
потенузой АР. 

Указание 2а. Остается до- 
казать, например, равенство © = В. 


В р = С 
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Таблица 


Дополнительные указаниях 


асе возможные расположения фигур. 
6) Выделить данные и искомое. 
в) Всномнить признаки и свойства понятий. 


2. Попеременно двигаясь от нско- 
мого к данным н от даиных к ис- 
комому, искать связь между ни- 
мн. 


3. В случае затрудненнй обращать- 
ся к дополнительным указаниям: 
За. 36, Зв ит. д. 


а} Искомое заменить такимн утверждениямн, из ко- 
торых оно следует. 

С) Получать следствия из данных. 

в) Использовать все данные. 


1. Ознакомиться с задачей. м а) Выполнить чертеж, рисунок. Проанализировать 


а) Вспомннть задачу, анало! ичную данной. Восполь- 
зоваться способом ес решения. 
6) Изменить условие задачи (временно учитывать 


только часть данных, заменить искомое и т. д.). 
в) Решить задачу в частном случае. 
г) Выполннть с помощью инструментов. более точ- 


ный 


чертеж, составить модель. Наблюдением 


выявить свойства фигур. Обосновать полученные 
ВЫВОДЫ. 


. Изложить найденное решение, 
обосновывая каждый его шаг. За- 
вершить работу над задачей. 


а) Попытаться сократить рассуждения или 
другой, более простой способ решения. 

6) Сделать проверку- 

в) Запомнить те использованные при 


найти 


решении тео- 


ремы, которые были ранее нензвестны нли забы- 


ТЫ. 


Рассмотрим для этого -; АТК = $. 

Указание 26. АВ | АТ и 
центры обоих окружностей лежат на 
АТ, поэтому АВ — касательная к 
обоим окружностям в точке А. 
=> ЕАР = а образован касательной 
АВ и хордой АР, на дугу АР опира- 
ется центральный угол ф, следователь- 
но, 2% = $. 


Для полуокружности АКТ: 
3 АТК =фи/ ЕАК =а + В. 
Они также измеряются (каждый) 
>< АК (объясните почему). По- 


этому & | В -= $, откуда а + В =- 
== 2а, то есть В =: &. Отсюда А АРЕЁ = 
—= АДРК и РЕ = РК. 

Задача 5. Площадь треуголь- 
ника АВС равна $. Найти площадь 
треугольника, стороны которого рав- 
ны медианам данного треугольника. 

Указание 1. Пусть АВС — 
данный треугольник, АЕ, ВМ и СК — 
его меднаны, $ — площадь (рис. 6). 
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Построим треугольник КРС, одной 
из сторон которого будет медиана 
КС, а две другие — равны медианам 
ВМ и АЕ. Надо найти, следователь- 
но, площадь треугольника КРС (и 
выяснить, когда такой треугольник 
существует). 

Указание |[а. Из чертежа 
замечаем, что КР | ВМ, СР|АЕ, 
ЕР проходит через точку Ми ЕР] 
НАВ. Если это так, то решение долж- 
но упроститься. 

Указание 26. Проводим пря- 
мую ЕМ и откладываем МР = ЕМ, 
тогда ЕМ = ВК и ЕМ | ВК, поэ- 
тому ВК = МР и ВК || МР, ВКРМ 
—- параллелограмм! Аналогично рас- 
сматривается СР. Половина дела сде- 
лана — АКСР построен. 

Указание 2а. $л крс можно 
найти. если знать площадь мень- 
шего, но подобного ему треуголь- 
ника, скажем ЛХКОТ. Во сколько 
раз он меныше АКРС? 
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Рис. 6. 


Указание 26. КО —-КС, 


поэтому $. КРС = 9$ д ког. 
У казанне 22а. ОТ = ТА = 


— ОЕ, поэтому $лког -Зллко, 


ЗлАако -- Задов, СК = 3. ОК, 


1 
поэтому Задов = т $. Окончательно, 


9 = 
Закср = Э5зког = э_Залко = 


9 с 3 с 
= -4_ Эалов и — 5. 


Задача б6. Доказать. что 


Ю = 
—=И2 +1, ге В — радиус шара, 


описанного около правильной четырех- 
угольной пирамиды, г — раднус шара, 
вписанного в эту пирамиду. 

У казание 1. Пусть РАВСР— 
правильная пирамида, РО — ее вы- 
сота (рис. 7). Тогда центр Т вписан- 
ного в пирамиду шара лежит на ее 
высоте, а центр М описанного около 
нее шара — на высоте или на ее про- 
должении. 

Указание 2а. Чтобы при до- 


В Е 
казательстве неравенства == У2 + \ 


нспользовать данные задачи, выра- 
зим Ю иг через элементы пирамилы. 
Это проще сделать, если один элемент 
будет линейный, второй — угол. Пусть 
ВС == а, эРКО =а, где К — се 
редина СВ, 2РСО’`= В. Замечаем, 
что К и г легче выразить через а на, 
чем через а и В. р 


Рис. 7. 


Указание 26. Т — цемр 
шара, винсанного в правильную пн- 
рамиду, а ЭРКО — линейный угол 
двугранного угла ВС, поэтому ТК — 
биссектриса угла ОКР и 


г= ОТ = 48 5. 


Указание 2а. Чтобы найти 
Ю = МР — мс = МВ = .. .‚ МОЖ- 
но провести: МЕ [РС и рассмотреть 
подобные треугольники РМЕЁ и РОС. 
А для этого надо найти РС, ОР и 


1 


Указание 26. 0С-&“ 


ОР = {2 а. Поэтому из А ОРС 





2 
Ф з 


получим РС=-5 Уи. Тогда 
РЕ- 4 Узчеа- 


Из подобия треугольников ОРС 


: ‚РМ’ РС 

и МРЕ нмеем: “РЕ =“Орь РМ = 
РЕ.РС 

= ——0 — Подставляя значения 


РЕ, РС в РО, получаем 


Ю=рм= В а-а. 


а 
Следовательно, 
к м 2 — ша 
з 2 ша. > 
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Указание 2а. Исходное пера- 
венство содержало два параметра: Ю 
иг. Использовав данные задачи, мы 
заменили его неравенством 


РЕ > +1 

21а. Ш —- 

75° . 

то есть к одному только параметру, а 

значит, его легче будет доказать. 
Указание 6. Преобразовав ле- 


вую часть последнего неравенства, 
получаем 


& 
Г т: 


в котором можно перейти к {5 


ыы 


её ! а = |. 
2182-51 -- и) 


Обозначаем 15? -— —х, доказывае- 


мое а прннимает вид 
| Е 


БУ 1. 


Указание Эа. Для доказатель- 
ства неравенства достаточно показать, 
что 


А два 


= 2-1 1}>0. 


Указание 56. 


1-х — 2х 2 — 21-22 2-02 
А ее , 
211 — хх 
_ (3422) х:—2 (1-2 )х. -1. 
2%{1 — д) 
Дискриминант квадратного трех- 
члена в числителе равен нулю (про- 
верьте) н3--2р 2>>0. Следователь- 
но, трехчлен неотрицателен. 
Указание 2а. Если удастся по- 
казать, что знаменатель дробн 2хх. 
х(—х) положителен, то задача бу- 
дет решена. 


Указание 26. х = 42? >, но 

я [23 л 
0<а< то < 
О <, то есть Ох, 


откуда 
1 — 


—х_>0. Значит, А>>0 и неравенство 
“>И 2 4. | доказано. 
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Упражнения 

1. В параллелограмме АВСБ точка М — 
середина АД, ВС = 2АВ, Е — основание 
перпендикуляра, опущенного низ вершины С 
на АВ. Доказать, что 5ЕМР = 33АЕМ. 


2. Около треугольника АВС описана 
окружность. оказать, что уголь между 
диаметром этой окружности СМ и высотой 
треугольника СК равен |-2А — 28|. 

л п пз 
что 15 "78 -Г 33 
является целым числом при любом четном я. 


3. Доказать, 


4. Стороны параллелограмма раввы а 
н 5. Вычислить днагонали четырехугольника, 
образованного пересечением биссектрис внут- 
ренних углов этого параллелограмма. 


5. Постронть треугольник АВС по сто- 
роне 8, радиусу Ю описанной окружности 
н меднане те. 


6. Две грани треугольной пнрамнды — 
равнобедреиные прямоугольные  треуголь- 
ники с общей гнпотснузой АВ. Двугранный 
угол при АВ равен а. Найти двугранный 
угол, у которого ребро есть катет. 


7. Найти объем пирамиды, в основании 
которой лежит правильный треугольник со 
стороной а, если двугранные углы между 
плоскостью основания и боковыми гранями 
равны а, В, \- 

8. Найтн все пятнзначные числа вида 
З4х5у, делящисся на 36. 


9. Доказать, что (УЗ— 2)*3 можно 


представить в виде а /З—6\]/2, где ан 
Ь — целые числа, причем За? — 262 = |. 





Телевидение 
готовит в вуз 





Физика 


На телезанятнях отделения физики в 
декабре рассматриваются темы: «Жидкостн 
н газы» н «Газовые законы». Читателям жур- 
нала предлагается несколько задач по этим 
темам. 

1. В цилиндрическом сосуде днаметра 
4 = 30 си.  заполнениом водой, плавает 
кусок льда со свницовой пластинкой мас- 
сы т = 3 кг. Определить, насколько изме- 
нится уровень воды в сосуде после таяния 
льда. 

2. В сообщающиеся сосуды © внутрен- 
нимн диамстрамн Ч, = 4 см и 4. = 6 си 
налита вода до высоты Н == 30 см. Опреде- 
лить давление на высоте Я = 5 см после то- 
го, как в сосуд с меньшим диаметром долилн 
У = 130 смз масла, плотиость которого 

—= 800 кг/мЗ. 

3. В баллоне объемом И, = 400 смз 
под давлением р, = 380 мм рт. ст. нахо- 
дится водород. В другом баллоне объзмом 
У. = 500 см3З находится кнслород под ’дав- 
лением р» == 800 ин рт. ст. Температура в 
обоих баллонах 22° [9 Баллоны соеднеили. 
После того, как газ перемешалн и образо- 
вавшаяся гремучая смесь была взорвана с 
помощью элехтрической искры, в баллонах 
установилась первоначальная температура. 
Каково давление в баллонах? 


Математика 


На отделении математики в декабре изу- 
чается планнметрия. Для самостоятельного 
решения читателям предлагаются следую- 
щие задачи. 

1. Длины сторон параллелограмма рав- 
ны ан За; острый угол между диагоналями 
равен В. Найти площадь параллелограмма. 

2. Дан треугольник АВС, в котором 
{В = 30°, АВ = 4 см, ВС = 6 см. Биссект- 
риса угла В пересекает сторону АС в точкер. 
Определить площадь треугольника АВР. 

3. В треугольнике АВС АВ = ВС, О — 
точка пересечения высот. Найти угол при вер- 
шине В, если ОВ = АС. 

4. Основание АС равнобедренного тре- 
угольника АВС равно а, угол при основа- 
нии равен @. Найти длниу отрезка прямой, 
проходящей через вершину А и ценгр О 
описанной окружности, заключенного меж- 
ду точкой А и прямой, проходящей через 
точки Ви С. 


А. Н. Борзяк, 
В. И. Давыдов, 

П. Т. Дыбов, 
И. И. Наслузов 
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Раскраска 
плоскости 


{Окончание. ИПачало см. с. 38) 


В таком случае точки В 
и А, расстояние между ко- 
торыми равно 1, обе окраше- 
ны в красный цвет. Таким 
образом. данный чертеж до- 
казывает, что раскрашивать 
плоскость нужно, по край- 
нсй мере, четырьмя различ- 
ными цветами. Но как это 
сделать? Вот семью краска- 
ми плоскость можно раскра- 
сить так, чтобы наше усло- 
вие выполнялось. Доказа- 
тельство приведено на рни- 
сунке 2. Посмотрите на него 
внимательно. Вы вндите часть 
нлоскости, заполненную пра- 
вильиыми шестнугольникамя. 





Рис. 2 


Каждый из них окрашен 
определенным цветом, а 
расстояние между проти- 
воположными верши- 
нами  шестнугольннка чуть 
меньше 1. Нодобным обра- 
зом (повторяя цвета) легко 
раскрасить всю плоскость. 
Вы сами можете убедиться, 
что на такой плоскости лю- 
бые две точки, расстояние 


‚ между которымн равно 1, 


будут находиться в разно- 
цветных  шестниугольниках, 
расположенных рядом. Ну, а 
раскрасить нодобным обра- 
зом плоскость четырьмя, 
пятью нли шестью цветами 
нли доказать, что этого 
сделать нельзя, пока никто 
не умеет. 

Может быть, вы попро- 
буете? 
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Информация 





ПОЛИГОН 
ЛОГИЧЕСКИХ СТРУКТУР 


Л.Новикова В Стрельцов 





В мае 1973 года состоялась юбилейная сессия Малой Академин Наук школьников Крыма 
(«Искатель»), которой в этом году исполнилось 10 лет. 

МАН — первое в нашей стране крупное объединение учащихся, увлекающихся наукой 
н техникой, учащихся, стремящихся углубить знания, получаемые в школе. В МАН 
работают не только секцин математнки, физики, химни, астрономии н бнологин, соот- 
ветствующие школьным учебкым дисциплинам, но н археологическая, ннженерно-тех- 
ническая секция, секции журналистики, кибернетики и другие. Занятия в иих прово- 
дят сотрудники шефствующих над МАН научно-нсследовательских ниститутов АН УССР 
н различных вузов. 

Наиболее активные участники астрономических н археологических экспедиций, побе- 
днтели олныпиад по математике, физнке, химни, биологии, географии и кнбернетике 
{в МАН`уже проведены четыре областные олимпнады ло кибернетнке) избираются кан- 
дидатами н действительными членами МАН. Почетные звання следует систематически 
поддерживать творческими взносами — имн обычно являются результаты наблюдений 
над животными, рефераты по истории, новое, самостоятельно сконструнрованное устрой- 
ство или успех на олимпиаде. 

Мысль, дерзанне, творчество н труд тебе, любимая ро- 
днна; эти слова являются девизом МАН, под этнм девизом она получила аттестат 
зрелостн н продолжает свою жизнь. 

Чтобы подробнее ознакомиться с МАН, лучше всего изучить Устав «Искателя», ко- 
торый каждый может получить, написав пнсьмо по адресу: Симферополь, п/я 52, МАН 
«Искатель». 

Наиболее ннтересные работы юных исследователей из «Искателя» нередко публикуются 
в различных журналах. Так, в прошлом году на страницах «Кванта» была помещена 
статья «Машина Поста», написанная школьннцамн нз Бахчисарая, членами секции 
кнбернетнкн МАН («Квант», 1972, № 5). 

Читателям предлагается опнсанне еще одного оригинального учебного пособня, разра- 
ботанного членамн МАН. 


Условные обозначения этих элементов 
приведены на рисунке 1. Элемент «И» служит 


Во многих наших школах учащиеся знако- 
мятся с элементами математической логики. 


Чаще всего применение математической логи- 
ки для школьников иллюстрируется исполь- 
зованием се для решения логических задач. 
О том, как это делается, подробно рассказы 
валось в статье Л. Л. Цинмана «Логические 
задачи и алгебра высказываний» («Квант», 
1971. №4). 

Однако не менее интересно применять ма- 
тематнческую логику при конструировании 
простейших логических устройств. 

В нашей школе юных кибернетиков мы 
уже много лет пользуемся для этого спе- 
циальным наглядным  пособнем — «Полиго- 
ном логических структур». О том, как устроен 
этот полигон и что с его помощью можно 
собрать, рассказывается в этой статье. 

Полигон состоит из логических элементов 
типа «И», «ИЛИ» и «НЕ», изготовленных на 
базе электромагнитных реле. 
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для получения значений логического произае- 
дения. На входы элемента (они обозначены 
буквами А и В) подаются значения истии- 
ности каждого нз двух сомножителен, а на 
выходе получается результат логического ум- 
ноження. 


Элемент «ИЛИ» служит для логического 
суммирования значений А и В. Элемент «НЕ» 
на своем выходе дает отрицание ис- 
тнниости значения А. 


Полная характеристика работы этнх 
элементов задается таблицами, которые сов- 
падают < таблицами истинности логических 
операций «И», «ИЛИ» и «НЕ» 

Электрические схемы элементов прнве- 
дены на рисуике 2. 


Нажатие любой из кнопок в любом из 
элементов вызывает подачу тока в обмотку 
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Рис. 1. 


реле, и соответствующие контакты замыкают- 
ся (в элементе «НЕ» контакты в этом случае 
размыкаются). 


Если вы нажмете кнопку, то на вход 
будет подан сигнал «1» (положительный по- 
тенпиал), и до тех пор, пока кнопка остается 
нажатой, этот сигнал на входе элемента удер- 
живается. Если кнопка не нажата, то это 
означает, что на вход элемента подан сигнал 
«0». Появление положительного потенциала 
«ИЛИ» от источника тока на выходе любого из элс- 
ментов означает, что на выходе нмеется 
сигнал «[», в противном случае — сигнал 
«0». 

Важное замечание. Выход 
любого из элементов можио соединять со 
входом любого другого, образуя цепочки или 





структуры элементов. Такне структуры 
часто называются комбинационными схе- 
мами. 


Примером может служить комбинацион- 
ная схема, изображенная на рисуике 3. 

Читатель может убедиться в том, что 
значения сигналов, обнаруживаемые на вы- 
ходе Х, соответствуют значенням следующего 
высказывания Х: 


Х=А% ВО. 


В нашем полигоне соединение элементов 
друг с другом осуществлять очень легко, так 








Рис. 2. 
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Рис. 3. 


как входы и выходы каждого элемента выве- 
дены на лицевую панель в виде гиезд. 

Соединение их друг с другом осуществля- 
ется с помощью шнуров с наконечниками. 

Вот пример гебольшой задачи, которую 
можно решить, используя полнгон. 

Задача. Дая проведения состязаний 
по поднятию тяжестей было задумано изго- 
товить транспарант с текстом «ВЕС ВЗЯТ 
ПРАВИЛЬНО». Эта надпись должна под- 
свечиваться, если трое спортавных судей 
А (он является старшим судьей), Ви С придут 
к выводу, что вес взят правильно. Свое решение 
они сообщают, нажав на кнелку (элим сомым 
они посылают сигнал «» в аатомат, иправ- 
яяющий освещением транспараята). Транс- 
ларант должен загораться еще в двух случаях, 
а именно, если 0в0е судей (один из них обя- 
зательно старший) считают, что вес взят 
правильно. Всякое другое распределение мнений 
судей ке должно зызывать подсвечивания 
транспаранта. 


Ясно, что автомат должен иметь три вхо- 
да, на которые будут поступать сигиалы от 
судей, н один выход, на котором будет выра- 
батываться сигнал па включение транспа- 
ранта. 

Легко получить 
лу автомата: 


Х = АВС-- АВС-- АВС. (1) 


Действителью, транспарант должен быть 
включен, если все трос судей илн двое из 
пих (и обязательно одни из двоих — старший) 
пошают сигнал «|». 

Воспользуемся сведениями из уже упо- 
минавшейся мами статья Л. Л. Цинмана н 
преобразуем формулу (1): 


— АВС- АВС-- АВС = АВ -— АС = 
= А (Вто. 


По этой формуле следует строить функ- 
цкональную схему автомата. Получится 
схема, приведенная на рисунке 3. 

Убедитесь в этом, рассмотрев все ва- 
рнанты решений судей. Один из вариаитов 
показан на рисунке 4. 
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структурную форму- | 


Рис. 4. 


Приведем несколько задач на Конструи- 


ровение схем ма «Иолигоне логических 
структур». 
Как изменится схема автомата 


«Спортивнай судья», сконструированцого вы- 
ше, если транспарант звес взят правильнс» 
должен подсвечиваться ирн согласии любых 
двух из трех работающих судей? 

2. Вычертите функциональную схему из 
описанных логических элементов «И», «ИЛИ», 


‚«НЕ» автомата, который сумеет сложить два 


любых одноразрядных двоичных числа 
(такой звтомат называют полусумматором). 
3. Вычертите фуякциональную схему Ум- 
ножителя двух  двухразрядных двоичных 
чисел. 
4. Вычертите функциональную схему, 
с помощью которой можно проследить за сира- 


ведливостью знаменитых в математической 
логике формул А. де Моргана: 
А В= 28, 
`АВ = АЧ- В. 
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[У математическая олимпиада МЭСИ 


Московский экономико-статистический институт в настоящее время за- 
нимает ведущее положение в стране по подготовке специалистов по 
машинной обработке информации и по применению математических 
методов в экономике. Вот почему математика играет для поступаю- 
щих в МЭСИ особо важную роль. Последние три года вступительные 
экзамены по математике и физике принимает электронно-вычислитель- 
ная машина «Минск-32». В этом году МЭСИ 4-Й раз проводит матема- 
тическую олимпиаду для школьников. 


Олимпиада проводится в 2 тура: | тур — заочный и И — очный. 

К участию во 11 очном туре, который будет проводится в МЭСИ, бу- 
дут допущены школьники, успешно сиравившиеся с задачами | тура н 
приславшие решения не позднее 25 января 1974 гола (по итемпелю почты). 
Каждый участник олимпнады, допущенный ко 1 туру. будет извещен 
об этом. Чтобы ускорить получение ответа из института, приложите к пись- 
му конверт с написанным на нем своим адресом. Успехи в олимпиаде бу- 
дут учтены при поступлении в наш институт. 

Адрес МЭСИ: 119435, Москва, Б. Саввинский пер., 14, «Олимп иада-74». 

Решения задач выполняйте на русском языке в ученической тетрадн. 
Проверка вссх работ, представленных на олимпиаду, будет производиться 
ЭВМ. Поэтому просим в конце тетради поместить ответы к задачам, за- 
полнив следующую таблицу 





] а 
Номера задач | | 2 | З | | 


Ответы 





Задачи |! тура 
}. Найтн остаток от деления числа 1973 — 1973 на 1680. 
2. Вычислить без таблиц 


3 с{58 80 — 27 с18180` -- 33 с{780 
3. Найти сумму действительных корней уравнения 
х* — 8 х? — 3200 х == 159984. 


$. В четырехугольнике АВСР проведена окружность с центром в 


середине стороны АБ и касающаяся трех других сторон. Найти сторону 
АП, еслн АВ -- 12 см, СР = 75 см. 


5. Из середины высоты правильной чегырехугольной пирамиды опу- 
щен перпендикуляр на боковое ребро, равный 4,2 см и пернендикуляр на 
боковую грань, равный 3 см. Найти объем пирамиды. 


И. Г. Венецкий, Ю. И. Соркин 
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Математика 
на подготовительных 
отделениях вузов 





С 1969 года при высших учебных заведениях в 
соответствии с Постановленнем ЦК КПСС н 
Совета Министров СССР открыты подготови- 
тельные отделения для рабочей н сельской 
молодежи. Перед этимн отделениями пос- 
тавлена ответственная задача — обеслечить 
повышение  уровия  общеобразовательной 
подготовки молодых рабочих, колхозников, 
лиц, демобилизованиых из рядов Советской 
Армни, создать у них прочный фундамент 
знаний для дальнейшего успешного обуче- 
ния в вузе. 

Сегодия мы лубликуем статью старшего пре- 
подавателя математнки подготовнительного 
отделения Московского государственного 
уннверснтета нменн М. В. Ломоносова 
В. В. Александрова. 


Математика является одной из основных дис- 
циплии, которые изучают слушатели почти 
всех подготовительных отделений. Ведь без 
прочного знания хурса математики невоз- 
можно успешно учиться на естественвых фа- 
культетах университетов, в технических ву- 
зах. в институтах экономического профиля. 

Изучение математики на подготовитель- 
ных отделениях существенно отличается от 
нзучениня математики в средней школе или 
на подготовительных курсах. Отличие это 
состоит прежде всего в том, что на подгото- 
вительном отделении пронсходит очное обу- 
чение лиц с законченным средним образова- 
нием, имеющих лерерыв (н иногда — значи- 
тельный) в учебе, в весьма сжатые сроки. 

Поэтому обучение математике иа подго- 
товнтельных отделеннях заключается в 
комплехсниом повторенин школьного курса, 
в воспитании активных знаний н творческого 
усвоения навыков оперирования с матема- 
тическими объектами. Основной упор дела- 
ется на те вопросы, глубокое и полное пони- 
мание которых является особенно важным 
лри изучении высшей математики. 

Едва ли требуетси доказывать, что слу- 
шателям  подготовительного отделения не- 
обходим специальный учебник. Он должен 
содержать четко и компактно написанный 
{< учетом всех особенностей подготовитель- 
ного отделения) теоретический курс элемен- 
тарной математики, богато иллюстрироваи- 
ный решениямн тнинчных н поучительных 
Задач, а также достаточное Число разнооб- 
разных упражнений. 

Слушателей подготовительных отделе- 
ний можио условно разделить на две катего- 
рии: а) физнко-математическая (подготови- 
тельные группы  механико-математическнх, 
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физических факультетов и факультетов вы- 
числительной математики университетов, 
факультетов прикладной математики  тех- 
нических вузов и некоторые другие); 6) тсх- 
ническая (подготовительные группы других 
сстественных факультетов университетов, 
технических и экономических вузов И Ару- 
гне). Естественно, что для каждой из этих 
категорий подготовительных групп нужен 
свой учебник математики. 

К сожалению, специальных учебииков 
для подготовительных отделений все еще нет. 
Слушателям приходится пользоваться школь- 
ными учебниками по математике и некото- 
рыми пособиями для поступающих в вузы. 

Уместно назвать здесь те пособия ло эле- 
ментарной математнке, которые наилучшим 
образом зарекомендовали себя и нашли шн- 
рокое примецение в практике преподавания 
на подготовительных отделениях: 

а) для физико-математического профиля 

— В. Г. Болтянский, В.Сик - 
доров, М. И. Шабунин. Лекции и 
задачи По элементариой математике. М., 
«Наука», 1971; 

— Г. В. Дорофеев, М. К. По- 
тапов, Н. Х. Розов. Пособие по ма- 
тематнке для поступающих в вузы. Избран- 
ные вопросы элементарной математики. М., 
«Наука», 1972; 

6) для технического профиля 


— В. В. Зайцев, В. В. Рыж- 
ков, М.И. Сканавын. Элементарная 
математика (повторительный курс). М., 


«Наука» (готовится издание 1974 года); 

— МИ. Сканавии др. Сборвик 
задач по математике для коикурсиых экза- 
менов во втузы. №., «Высшая школа», 1972. 

Использование этих книг как учебных 
пособий для слушателей подготовительных 
отделений оказывается очень полезным, Од- 
нако следует иметь в виду, что ни одна 
нз названных книг не писалась специально 
как учебиик для подготовительных отде- 
леннй. 

В настоящее время различнымн изда- 
тельствами издано большое число посо- 
бий по элементарной математике ин сборни- 
ков конкурсных задач, адресованных посту- 
пающим В вузы, учащимся подготовитель- 
ных отделений. Уже само по себе такое изо- 
билне пособий едва ли необходимо, тем более, 
что многие из этнх пособий не имеют «соб- 
ственного лица» лишены орнгинальности, 
повторяют без каких-либо новинок уже из- 
вестное. Нередко пособия содержат матери- 
ал, явно не соответствующий действующей 
«Программе вступительных экзаменов по 
математике». 

Совершенно иедопустнмым является то, 
что некоторые из пособий грешат явными мс- 
тодическимн промахами и большим количе- 
ством грубых ошибок по существу. Журнал 
«Квант» уже обращал внимание на подобные 
факты (см. № 11 за 1970 год, № 10 за 1971 
Год, № 6 за 1972 год). 


В. В. Александров 
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К теории охоты 


(Как поймать льва в пустыне) 


1. Рассекаем пустыню линией, про- 
ходящей с севера на юг. Лев нахо- 
дится либо в восточной частн пусты- 
ни, либо в западной. Предположим 
для определенности, что он находит- 
ся в западной части. Рассекаем се 
линией, идущей с запада на восток. 
Лев находится либо в северной ча- 
сти, либо в южной. Предположим 
для определенности, что он находит- 
ся в южной части, рассекаем се лн- 
нией, идущей с севера на юг. Про- 
должаем этот процесс до бесконеч- 
ности, воздвигая после каждого шага 
крепкую решетку вдоль разграничи- 
тельной линни. Площадь последо- 
вательно получаемых сбластей стре- 
мится к нулю, так что лев в конце 
концов оказывается окруженным ре- 
шеткой произвольно малого пери- 
метра. 


2. Отмечаем, что дикие львы в 
пустыне Сахара являются величн- 
нами ненаблюдаемыми. Следователь- 
но, все наблюдаемые львы в пустыке 
Сахара — ручные. Понмку ручного 
льва предоставляем читателю в ка- 
честве самостоятельного — упражне- 
ния 

3. В любом случае существует 
положительная, стличная от нуля 
вероятность, что лев сам окажется в 
клетке. Сидите и ждите 

4. Через пустыню натянем полу- 
проницаемую мембрану, которая про- 
пускает через себя все, кроме льва. 

5. Облучим нустыню медленными 
нейтронами. Внутри льва будет на- 
ведена радноактивность, и он нач- 
нет распадаться. Если подождать до- 
статочио долго, лев не сможет оказать 
никакого сопротивления. 
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Наша почта 





В нынешнем, 1973 году почта «Кванта» 
продолжала расти. Так, за первые 5 месяцев 
нынешнего года к нам пришло в 1,7 раза 
больше писем (4 тысячи), чем за такой же 
промежуток времени прошлого года. 

Приятно отметить, что растет число пи- 
сем, полученных от сельских школьников. 
Их общее число в три раза превышает коли- 
чество писем, поступающих от московских 
школьников. 

По-прежнему львиная доля писем (более 
75% всей корреспонденции) приходится `иа 
«Задачник «Кванта». Почти все авторы по- 
ступающих к нам решений задач этого раз- 
дела — школьннки (хотя есть и рабочие, 
желающие продолжить свое образование или 
просто узнать побольше о математике и фи- 
зике; есть и студенты, которые увлеклись 
решеннем задач из <«Задачника «Кванта», 
сще будучи школьникамн, и остались пре- 
данными ему, инженеры н другие любители 
математики и физики), так что можно счи- 
тать: задачи находят именно тех читателей, 
кому они адресованы. Уже своим активным 
и регулярным участием в работе журнала 
эти читатели нас ниформируют: задачи их 
привлекают, они могут использовать и ис- 
пользуют «Квант» в качестве своеобразного 
самоучителя. Подтверждение тому мы иа- 
ходнм и в письмах некоторых читателей и 
в ответах на анкету. Например, десятиклас- 
сник Миханя Ожигов со станции Поныри 
Курской области пишет нам, что регулярио 
решает задачн из «Задачника «Кваита», 
хотя решений и не присылает. Десятиклас- 
сник Аидрей Софрии из Ленинграда пишет: 
«Задачи решаю почти систематически. Про- 
сматриваю по крайней мере все. Сопостав- 
ляю свое решение с приведенным». С ним 


солидаризуется десятиклассник Сергей Бе- 
лолипецкий из г. Киржач Владимирской 
области. 


Не все, конечно, сразу подбирают клю- 
чи к достаточно трудным и иногда сложиым 
задачам из «Задачника «Кванта». Не сразу 
приходит уверенность в своих силах. Так, 
девятиклассники Андрей Погуляй из г. Уфы 
и Елена Калягина из г. Грозиого пншут, что 
систематически решать задачи из этого раз- 
дела стали только в минувшем году. Не всем 
хватает времени, опыта или увлеченности, 


$2 
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чтобы вникать в условия задач. Некоторые 
школьники «доросли» до них только к момен- 
ту, когда приходится отдавать все силы для 
успешного окоичания средней школы и под- 
готовке к поступлению в высшее учебное за- 
ведение. Но н среди тех читателей, кому за- 
дачи из «Задачника «Кванта» и сейчас ка- 
жутся слишком крепкими орешками, многие 
извлекают из них пользу, знакомясь с при- 
водимыми в журнале решениями (0б этом 
написал, например, десятиклассник Алек- 
сандр Булановнч из поселка Косино Москов- 
ской области). Некоторые читатели, главным 
образом, из числа тех, кто уже окончил сред- 
июю школу, отдают явиое предпочтение за- 
дачам по физике, как москвич Андрей Не- 
волии, другие, как его земляк Михаил Жу- 
ков, — задачам ло математике. 

Помогает «Задачник «Кванта» и учитс- 
лям в работе со школьниками. Об этом пи- 
вет, например, учительница математики 
Л. С. Котикова из г. Нелидово Калинин- 
ской области. Учительница математики 
Н. А. Вохмянина из г. Котельнича Киров- 
ской областн н учитель физики О. Т. Орлов- 
ский из г. Красноярска пишут, что исполь- 
зуют материалы я*Задачинка «Кванта» на 
факультативных занятиях. 


Что привлекает читателей к задачам из 
«Задачиика «Кванта»? Конечно, для школь- 
ника важную роль нграет и перспектива 
участия в областной олимпиаде, на которое 
он получает право в случае успеха в кон- 
курсе «Задачника «Кванта». Но главное в 
самих задачах и их особенностях. В «Задач- 
нике «Кванта» помещаются, как правило, 
задачи, предлагавшиеся на олимпиадах или 
задачи «олимпниадного типа». Процедура ре- 
шения такой задачи требует обычно от школь- 
ника активного и изобретательного приме- 
нения минимальных знаний об условии зада- 
чи. Чтобы найти решение, оказывакицееся 
после того, как оно найдено, неожиданно 
простым, требуется иногда затратить значи- 
тельное усилие. При этом читатели «Кванта» 
оказываются в значительно более выгодном 
положении, чем участники олимпиады, ко- 
торым нужно справиться с заданием в пре- 
дельно сжатые сроки. Читатель располагает 
большим временем на решение задач. 


Задачи из «Задачника «Кванта» состав- 
ляются в расчете на то, чтобы помочь чита- 
телям журнала воспитать в себе качества, 
которые иеобходимы для активной научной 
работы. К таким качествам принадлежат 
изобретательность, то есть сочетаине дерзо- 
сти в догадках и скромности в выводах, лю- 
бовь К научиым изысканиям и умение сахо- 
стоятельно работать. Задачи обычно ставят- 
ся так, что они допускают иесколько подхо- 
дов к решению, что помогает проявиться 
нндивндуальности школьника И способству- 
ет развитию у него определенных задатков 
вкуса и стиля в методике работы. Наконец, 
неожиданность, свежесть полученных реше- 
ний ин ромачтика преодоления трудностей в 
сочетании с естественностью результатов 


доставляет читателю эстетическое  удовлет- 
ворение от проделанной работы. Ведь многие 
щкольники за годы обучения по старым учеб- 
никам и программам привыкли к тому, что 
задача, пусть даже повышенной трудности, 
является лишь упражненнем для усвоения 
нли укрепления в памяти теоретнческих по- 
ложений. Между тем, решая олимпнадную за- 
дачу, нкольники нередко самн строят ин раз- 
вивают небольшую теорию. 

Очень многие из наших читателей благо- 
дарят «Квант» за статьи и задачи из раздела 
«Практикум абитуриента». Среди них десяти- 
классник Вяктор Крыгин из г. Семипала- 
тинска Казахской ССР, учителя матема- 
тикн М. Кулмуратов из совхоза «Минбулак» 
Тамдынского района Бухарской области 
Узбекской ССР ин С. В. Жаворонкова из 
г. Кизыл-Арвата Туркменской ССР. 

Из писем читателей нам известно, что 
многие считают изучный уровемь помещае- 
мых в журнале материалов настолько высо- 
ким, что до него нелегко дотянуться. Хоро- 
ц0 ли это? Вот как ответил для себя на этот 
вопрос девятиклассник Василий Васильев 
из г. Воронежа: «Я считаю, что уровень по- 
мещаемого материала соответствует назна- 
чению журнала. К статье, которая недоступ- 
на сейчас, можно возвратиться через некото- 
рое время». Десятиклассник Сергей Прин- 
цев из Кемерово, который мечтает стать ма- 
тематиком, уже констатирует определенный 
успех: «Вначале статьи были трудноваты, 
но потом я окреп. Сейчас все материалы до- 


ступиы для меня». Студент-физик Воро- 
нежского государственного университета 
Анатолий Герман, который работал над 


«Квантом», будучи школьником, и пролол 
жает с ним дружить, придерживается мне- 
ния: «Уровень изложения «Кванта» вполне 
доступен для тех, кто желает разобраться в 
интересующем вх материале». Как бы в рас- 
чете на это восьмиклассинк москвич Леонид 
Агапов пишет: «Я считаю, что мие еще расти 
и расти до уровня вашего журнала. Я носта- 
раюсь!» 


Активность чнтателей можно усмотреть 
ив том, что все чаще они присылают па рас- 
смотрение редакции собственные задачи и 
небольшие исследования. Го математике, 
например, за первые пять месяцев нынеи- 
него года таких писем около 240. 


В этом году многие читатели сообщили 
нам свое мнение об оформлении «Кванта». 
Подавляющее большинство в ответе на вол- 
рос анкеты — каковы вашн замечания и 
предложения относительно оформления 
журнала? — высказало удовлетворение. До- 
цент В. Е. Шзепак из Красноярского поли- 
технического института пишет: «Журнал 
имеет свой облик, отличающия его от других 
научно-популярных журналов. По-моему, 
примерно в таком виде его следует оформлять 
и в дальнейшем». Студент МГУ Валерий 
Гробовский считаст: «Журнал оформляется 
со вкусом (не превращается ни в серый от- 
чет, ни в разукрашенные картинки) и с ие- 
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которым, можно сказать, юмором и фанта- 
зией». А вот мнение двух школьинков. Де- 
вятиклассник Владимир Хасаншин пишет: 
«Журнал оформлен оригинально. Хорошо, 
если бы были «смешинки», но занимали не 
слишком много места».  Девятикласснииа 
„Пидия Банжатова из Воронежа считает: 
«Относительно оформления журнала можно 
сказать только положительное. Все иллюстра- 
ции четки и понятные. Большую роль, веро- 
ятио, играет в этом многоцветность». Мнение 
учительницы математики Н. Я. Бушминой 
из с. Бастан Михайловского района Алтай- 
ского края: «Оформление яркое и красочное. 
Пусть таким и останется». Не столь катего- 
ричен восьмиклассиик Игорь Апальков из 
г. Саранска Мордовской АССР: «По-моему, 
журнал оформляется достаточно хорошо, 
хотя и несколько однообразно. Рисункам 
следует добавить романтики».  Противопо- 
ложной точки зрения придерживается деся- 
тиклассник Григорий Бейгельдруд из 
г. Артемовска Донецкой области УССР: 
«Не нравится чрезмерное обклие цветов. Хо- 
чезся видеть больше чертежей с четкими, же- 
лательно разноцветными, в соответствии со 
смыслом, линиями. Предпочтительно, чтобы 
статья выглядела как научная, а не как по- 
пулярная». Десятиклассник Анатолий Ку. 
тырев из Ступинского района Московской 
области считает: «Журнал в целом оформлен 
очень хорошо и красочно. Но хотелось. что- 
бы в нем было больше чертежей к наиболее 
трудным задачам». 

Из более чем четырехсот вернувшихся с 
ответами читателей анкет, всего в двух со- 
держится  иеудовлетворенность оформлени- 
ем. Так, учитель физики В. А. Ганюшкин 
считает: «Мало выдумки в оформлении. Не- 
яркие, непривлекательные заголовки. Мало 
хороших портретов ученых, очерк о которых 
помещен в данном журнале». 

В письмах н ответах на’ вопросы анкеты 
содержится много пожеланий, которые ре- 
дакция постарается учесть и за которые очень 
благодарна читателям. 

К сожалению, очень немногие из школь- 
ников, участвующих в конкурсе «Задачника 
«Кванта», прислали нам ответы иа анкету. 
Просим вас, дорогие участники конкурса, 
непременно на этот раз ответить на ‘вопросы 
анхеты. 

В. Н. Березин, 
М. Л. Смолянский 
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«Авант» для младших школьников 





Задачи 


1. Гриша пошел с папой в тир. 
Уговор был такой: Гриша делает пять 
выстрелов и за каждое попадание в 
цель получает право сделать еще два 
выстрела. Всего Гриша слелал 17 вы- 
стрелов. Сколько раз Гриша попал 
в цель? 


2. Почему грязный, покрытый ко- 
потью снег тает быстрее, чем чистый? 


3. Сашина комната обладает та- 
ким свойством: если ес «поставить 
на бок» (на любую из боковых стен), 
то ее площадь не уменыпится. Вы- 
сота потолка в комнате равна 3 мет- 
рам. Какова наибольшая возможная 
площадь такой комнаты? 


8 Металлический лист с дырочкой 
нагревают. Как меняется при этом 
размер дырочки? 


5. В семье четверо детей, им 5. 
8, 1З и 15 лет. Детей зовут Аня, 
Боря, Вера и Галя. Сколько лет 
каждому ребенку, если одна девочка 
ходит в детский сад, Аня старше Бори 
и сумма лет Ани и Веры делится на 
три? 


6.. Судно массы т переместилось 
вверх по течению реки, поднявшись 
при этом на высоту НЯ. Нужно ли пря 
вычислении работы, совершенной 
двигателем учитывать величину теН? 


Рисунки Э. Назарова. 
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Часы-календарь 





Сделать эти часы очень просто. На- 
рисуйте на бумаге круг и впишите в 
него числа 1, 2, 3, 4, 5,6, Т 8, 9, 
10, 11 и 12; рядом с каждым числом 
(ближе к центру) поставьте цифры в 
кружочках. На рисунке вы видите, 
как нужно располагать цифры. Вот 
календарь и готов. Как же им поль- 
зоваться? . 
Будем считать, что каждое число 
на циферблате — порядковый номер 
месяца: 
1 
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а порядковые номера— дней недели 
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Что же можно узнать с помощью это- 
го календаря? 

Задача 1. Требуется узнать, ка- 
кой день будет 5 декабря 1973 годи. 

Декабрь — 12-й месяц. Против 
числа 12 на циферблате стоит цифра 5. 
Прибавьте к дате (5) число в кружоч- 
ке (5): 5 + 5 =- 10. Полученную сум- 
му делим на 7; в остатке вы полу- 
чите 3; он и есть порядковый номер 
дня недели. Итак, 5 декабря — среда. 

Задача. Нужно узнать, в ка- 
кой день недели Коля будет празд- 
новать день своего рождения, если он 
родился 18 ноября. 

Ноябрь — 11-й месяц. Против чис- 
ла 11 на циферблате стоит цифра 3. 
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Прибавьте к дате (18) число в кру- 


жочке (3): 18 = 3 = 21. Получен- 
ную сумму делим на 7. В остатке по- 
лучается 0; он и показывает поряд- 
ковый номер дня недели. 

Значит, день рождения 
воскресенье. 

Задача 3. Какие числа соот- 
ветстивуют четвергам августа? 

К числам 0, 7, 14, 21 и 28 прн- 
бавляем порядковый номер дня не- 
дели (4), а затем вычитаем число, 
стоящее в кружочке против месяца 
(август — 2): 0 +-- 4—2 =2,7-т 4 — 
— 2 =9, 4 +4—2 -= 16,2] -- 4— 

-2 = 23. 28 +4 —2 = 30. 

Следовательно, четверги  прнхо- 
дятся на 2, 9, 16. 23, 30 августа. 

Задача 4. Занятия матема- 
тического кружка в декабре назначены 
на понедельники. Определить числа, 
в которые будут происходить за- 
нятия- 

Порядковый номер дня недели — 1. 
В кружке против декабря стоит чис- 
ло 5. От Е— 5 = —4 (не подходит); 
5 =3; м -= № 
21 -- — 5 17; 2821 —5= 23. 

Занятия математического кружка 
состоятся 3, 10, 17 и 24 декабря. 

А теперь составьте себе календарь 
на 1974 год. Кстати, нельзя ли по- 
лучить его из календаря на 1973 год? 


Коли — 


В. М. Розентуллер 
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Ответы, указания, решения 





К статье «Тепловые машины» 


1. 120 дж. 
2. 100 вт. 


К статье «Поиск решения задачи» 

1. Опустите перпендикуляры из М на 
СЕ в из С на АБ 

4. [4-65]. 

5. Указание. Использовать тео- 
рему: «Г еометрическое место середин хорд, 
исходящих из одной точки А окружности с 
центром О, есть окружность, построенная на 
АО, как на диаметре». 

6. Указание. Если за основание 
пирамиды принять прямоугольный — тре- 
угольник, то следует рассмотреть два случая 
(я = 90° иа> 90° ), еслй. за основание при- 
нять остроугольный треугольник, то один 


й 2 соза 
случай, Ответ: атст =. 
а 
29 
у: $ 2 
7. Указание. Рассмотреть случаи, 


когда основание высоты пирамиды располо- 
жено на стороне равносторониего треуголь- 


ника, внутри нли а его. Ответ: 
а 
У: = на теев ау › 
а 
У: — За ЕВ Ел › 
ы: 
Уз = - 


8 (сва — сир --сшу) ' 
аз 
4—8 кат Евтаву) ° 
8. 34956, 34056, 34452. 
9. Указание. Числа такого вида 


получаются при Иечетных показателях сте- 
пени. 


К статье «Телевидение готовнт в вуз» 
(см. «Квант» № М, 1973) 


Физика 
тг. тг 
пу а и ЗК 
тей 1 тьг? 
5. с0%а@ = 
1 те — в)--Р (За — 27) _ 
1 Атя 
-= 0,35. 
К! 
6. 4 м, 


ыы Г—Асша, ^^ 
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р 
ь =. — Лео, == 4,8 м. 


Математика 
7. эт? (а — В) — со$? В -- 
-- 2 <0$ а с0$ В сс$ (© — В) = 
1 — 0$ (2а —28) 1 - с0$ 28 
о р - 
-- 2 0$ © с0$ В с0$ (© -Е В) == 
= — 054 0$ (&— 28) -|- 
-- с0$ @ [с05 < -|- с0$ (© — 2В)] = соз2а. 
1х2 
8. = 
48 х-- Я 
2 42х 
| — 422х 


Уз» УЗ шх _ 
1— Узшх 1+ УЗшх 


= вх в 5 =) ( = =. 


д. 2х 4х 
оз 7 0575 с05 = 


= х 


д 2л ал 
эй — т с0$ —— 60$ -7 60$ 7 
в Ве Ю 
эп 
‚ 8х 
ут — | 
на НЕ © 
8$ = 


10 у" 
и. 


АР, ВЕ — меднаны, 
(рис. 1). 
треугольников АО 


Решение. Пусть 


Ор=х, ОР=у 
Используя свойства Медиан, из 
‚ ВОР, АОЁР находим 
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Рис. 1. 


. @ 
Исключая х ин у, получаем с? == 





4 
И. - Указанне. При решении 


ДАВЕ‹ АКОЕ, 


пойезно учесть, 
ААЕРол А ВЕЕР. 


12 уе -- а -- 6: 
. 3 * 


13. зтох, еслн а с0$ х>>0; — чпох, еслн 
а с0$ х< 0. 


что 


а— В 
4 ‘ ССли основания тра- 





14. Ас 


пецин расположены по одну сторону от цент- 

а — 

э ; 

Яр 4 

если основания трапецин расположены по 

разные стороны от центра описанной окруж- 
ности. 





ра описанной окружности: 


виа. 
15. 5 д р ава. Решение. По- 


строим отрезок СК (рис. 2), параллельный 
стороне АД. Тогда 2ВСК -= а. Пусть $ — 


площадь трапеции, $, — площадь А ВСК, 
# — высота трапеции. Тогда 
ь 1 а--ь 
$ == =, 
СК.ВС — 
$ =-— 5 55. 


По теореме косинусов: 
ВК? = СК? -:- ВС: — 2СК-ВС соз а. 


Учитывая, что СА -= АБ и что треугсльни- 
ки АОБ и ВОС прямоугольные, получим 


АР? -- ВС? — ВК? 





СК-ВС = 








2 с0$ а 
_ АО? -|- ОР? -- ОС? --- ВО? — ВК? 
> 2 со5а и 
а? -1- 6 — (а—5)* аб 
= = — 
2 со5 а 6050? 


Рис. 2. 


1 
$1 =-5 аб ва, 


1 Ь 
отсюда $ == т абв о.. 


А 
с05* =5- 
16. Ю |й 1 — 2 фа 


\ 3 


Указание. Пусть СОЕ — правильный 
треугольник, ОР | АВ (рис. 3). Рассмотреть 





ЛОСЕ и учесть, что <ОСЕ = ЗАСМ =. 
(см. «Квант» № 12, 1973) 
Физика 
4т ] 1 
1. АЯ = лаг (>-- роз 3.8 см. 
2. ри —= рьЯ (Н — №) + 
аи 


7 28 д (4? т" 43] 2=9,7:103 я/м?. 
3 = рУ: — 0,5, 
ГР У ЗУ, 


-- рип 2= 380 мм рт. ст. 


где рип = 20 мм рт. ст. — давление нась- 
щенного пара. 





Рне. 3 


$7 


Математика 


1. Обозначим длины диагоналей парал- 
лелограмма через 24} и 24.. Тогда площадь 
параллелограмма $ == 24,4. 5 @. Цо теоре- 
ме косинусов: 


(За): = 41 -- 42 + 244, соз В, 
а" = 4? .1- 42 — 244, соз В, 
аткуда 2а? =- 4,4. <05В. Следовательно, 


2а* 
с0$ В 





$2 яп В == 4а* 48 В. 


2. Площадь треугольника АВС разна 


1 1 
—_ 48-ВС-5п 30° = Е: АВ. ВО-зт 15° -- 


1 
АР вС.ВО-5ш |5. 


6 


Отсюда ВР = Бе 15. Площадь  тре- 


угольника АВР равна 


ах 1 в 
р АВ.ВО-зт 15 ЕЕЗЕ "САЙх 


я 
3. ще: Указанне. Пусть СО 


высота. Тогда АСОА = АОВО, откуда 
ВО--О В, 
4 выла б 9. 
- овза ПРИ 6<4“< с = 


азия и. л 
— сов за ПРИ Б <З@< > 


Указание. Прямая АО образует 


, 2 
угол = (3 кк, с прямой ВС. 


К статье «Полигон логических структур» 


1. См. рис. 4. 
2. Схема автомата показана на рисун- 
ке 5. Здесь А - В = $ — числа, 20, М — 


разряды числа $. 


3. См. рисунок 6. Здесь на входы А, В 
подаются по два сигнала (две двонччые 
цифры чисел), на выходе $ = АХ В получа- 
ется четыре сигнала. Прямоугольники со 
знаком Х — это сумматоры, схема которых 
приведена на рисунке 5. 


4. См. рисунки 7, 8. 


К задаче «Сколько треугольников?» 
При п = 7 количество треугольников 11, 
при п = 8 количество треугольников 15. 
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Рис. 6 
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Рис. 7. 





«Квант» для младших 


К задачам 
ников» 


школь- 


(см. «Квант» № 11. 1973) 


1. Если направления вращения фнгу- 
ристов совпадают, то 2,2 оборота в секунду; 
если не совпадают, то 1,8 оборота в секунду. 

2. Чем меньше масса лодки, тем быстрее 
сома уходит из-под ног» прыгающего человека. 

3. а= 6, 6=5 = Би=2 л=т 
о = 8, и=9. 

4. Противоречия никакого нет. Все дс- 
ло в том, что соляной раствор имеет темлера- 
туру замерзаиня ниже, чем чистая вода. 

5. 40 лет, 30 лет. 


(см. «Квант» № 12, 1973) 


1. Шесть раз. 

2. Темные тела поглощают большее ко- 
личество тепловой змертии, чем‘ светлые. 

3. 9 ме, 

4. Размер дырочки увеличивается. (Лист 
расширяется так же, как если бы он был 
сплошным, без дырочки.) 

5. Вере лет, Боре — 8, 
Гале — 15. 

6. Нет. Сила ма уравновешена вытал- 
кивающей силой. 


Ане — 13, 
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Уважаемый читатель! 


Мы очень Вам благодарны, если Вы прислали ответы на вопро- 
сы нашей анкеты в прошлом году. Ваше участие в работе нашего 
журнала принесло редакции большую пользу. Однако, к сожале- 
нию, мы получили мало ответов на нашу анкету. Просим Вас, ува- 
жаемый читатель, найти время и ответить на вопросы редакции 
о работе журнала в 1973 году. 

С тем, чтобы облегчить Вашу работу и упростить учет, отвечать 
предлагается кратко, заполняя пропуски или подчеркивая тот из 
предлагаемых ответов, который ближе других к Вашему мнению. 

Мы будем очень Вам признательны, если Вы дополнительно 
к ответам на вопросы анкеты на отдельном листке письменно и 
развернуто выскажите свое мнение о журнале, а также Ваши по- 
желания редакции на 1974 год. Наш адрес: 117071, Москва В-71, 
Ленинский проспект 15, «Квант», «Анкета». 
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+3 9400994049%800009990 9509999 ооо ниве не нова оно ванн вони пос иное ноев ч ета 9-е Фо ва ча оно вооон ооо опа во онавоваточ обовочвоовов 


3. Школа, классе или профессия 


ото вето 0009000200 00040000050-549000950010-%02 90 00209000009905 9900001990904 фото годовое чево но. че се шина емо одо но оо оо аи воно ло вонесие оафоечочь . 


4. Место жительства 


5. Нравится ли Вам «Квант»: а] в целом 6] с оговорками 


в) не нразится 


6. Какой из двух разделов журнала Вам больше нравится: 


а] математика 6) физика 
8) одинаково — математика и физика 


7. Понятны ли Вам условия и решения задач из раздела 
«Задачник «Кванта»: 


Математика Физика 
а] да; а) да; 
6] нет 6] нет 


8. Удается ли Вам справиться самостоятельно с задачами из 
раздела «Задачник «Кванта»: 


Математика Физика 
а} да; 6] многда; в) нет а] да; 6] многда; в] нет 

9. Посильны ли для Вас статьи по математике, помещенные в 
«Кванте»: 
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а) да [какие) 


140. Интересны ли Вам статьи ло математике, помещенные в 
«Кванте»: 
а} да (какие) 


чоооо ое ооо пооофа садовое о вооон ооо ово 990 ров очооо ооо ное сни 206 по ролевое оо оч оно тео чавовоо оо ово веоно чо оч Фот ино ное оо чес фб ово. 


11. Посильны ли для Вас статьи по физике, помещаемые в 
«Квантех 
а] да (какие) 


ооо непо орон а воза оо оо ано очоб ооо оно ново ва оао ню оао 2400909946 бобр ео нано мотор аве ни ини побоев ово ое обоно нежно нов бов х иное ван оо ов осч вечно 


412. Интересны ли Вам статьи по физике, помещенные в «Кван- 
те» 
а) да [какие] 


13. Помог ли Вам «Квант» получить более глубокое представ- 
ление о математике или физике 
а} да; 6] нет 


14. Считаете ли Вы полезными материалы раздела «Практикум 
абитуриента» 
а] да (какие) 


в] нет [какие] 





15. Нужно ли вещирять раздел журнала «Квант» для младших 
Школьников» 


а) да; 6] нет 

16. Довольны ли Вы оформлением журнала 

а} да; 6} отчасти; в} нет 

17. Какие статьм Вы хотели бы видеть в журнале в 1974 году 
а) по математике 


чо сотню совок поно ово влет ново аь ао инока ол нано в ово воет ви ввлао иона л ов ааь полено о нове ль но ованаа 


6) по физике 
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МАвз РАО 


о *1[® 
КОЛЛЕКЦИОНЕРА 
дов ьневееыьь 


Ш УЗИ 


_МаЕЗ ГОСЧЕ 


МОМСОНА Ё 


5 


ПЕРВАЯ РАКЕТА К МАРСУ 


Марс — одна из наиболее 
интересных планет Солнеч- 
ной системы. Именно с ним 
связывало человечество на- 
дежду на близную встречу 
< другими разумными суще- 
ствами. Долгое время Марс 
задавап ученым загадку за 
загадкой. Тут и марсманские 
«каналы», которые в 1877 го- 
ду впервые заметил италь- 
янский астроном  Скиапа- 


релли, м гмпотеза советсно- 
го астрофизика М. С. Шклов- 
ского о том, что один из 
НАНТ ЗСТ С -2-11-13] 
мскусстаенный им многое 
другое. Однако длительные 
оптические исследования и 
даже радиоастрономические 
методы измерений не дава- 
ли точных ответов на мно- 
гочиспенные вопросы, свя- 
занные с природой этой зз- 
гадочной планеты. 

Первый и очень ‘важный 
шаг к исследованию Марса 
Е помощью — космических 
аппаратов, способных прыи- 
бпижаться к нему на срав- 
нытельно небольшые рас- 
стояния, становиться — его 
спутниками м доставлять на 


его поверхность научную 
аппаратуру, а, в будущем, 
м людей был осуществлен 
в Советском Союзе. Один- 
надцать лет тому назад, 
4 ноября 1962 года, отпра- 
знлась в длительный путь 
первая в мире межпланет- 
мая автоматическая станция 
Марс-1». С тех пор уче- 
ные добыли огромное ко- 
личество ценных научных 
данных о природе Марса. 
Прекрасные фотографин 
ряда участков поверхности 
Марса были получены аме- 
рыканскмми автоматически- 
ми станциями о«Маринерн. 
Советскме межпланетные 
станции «Марс-2» м „Марс-3» 


превратились в мскусствен- 
мых спутников Марса. Ус- 
пешно промзведена мяская 
посадка автоматыческой 
марсманской станцмм на по- 
верхность планеты. Сейчас 
приближаются к Марсу 
автоматические станции 

«Марс-4» — «Марс-7м. 
С ЕО 
вой межппанетном автома- 
тической станцим в ряде 
стран былым выпущены спе- 
цмальные почтовые маркм. 
т ЕТ 
марки СССР, Польши, Венг- 
рим, Чехословакии, Монго- 
лим м Кубы, на которых изо- 
бражена станция «Марс-{». 
В. А. Лешковцев 
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Цена 30 коп. 
ИНДЕКС 70465 


На нижннх рисунках даны тры проекцим моделей. сде 
панных из куска толстой прозопоки Эти модели не 
имеют макладывающихся [двойных| участков м скреп- 
ленных узлоз По заданным проекцням постройте на- 


гпядные изображения фигур [все эти фнгуры всписы. 
ваются в куб]. Для примера на рисунке справа [взерху} 
построена в аксометрической проекцны одна из фыгур. 
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